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N i c h t l i n e a r e  M e s o n g l e i c h u n g  

u n d  A b s l i t t i g u n g  d e r  K e r n k r i i f t e .  

Von 

~P. ~{ITTELSTAEDT. 

Mit 9 ["iguren im Text .  

(P2ingegangen am 19. Dezember 1958.) 

Mit Hilfe dcr yon Sc~IIFF und THIRRING vorgeschlagenen Differentialgleichung 
z]~ (r) - -  #3 q~ (r) - -  ).g4~03 (r) = - -  g ~ (r) ffir die Potent ia ] funkt ion  der  Kernkr~f te  
werden die IRindungsenergien der schweren und leichten Atomkerne  bes t immt .  17tir 
die schweren Kerne  wird das THOMAS-Ft~RMI-Mode11, ftir einige leichte (~He, 1~O, 
40  20Ca) das Schalenmodel l  verwandt .  Die IZopplungskonstante  g sowie die Kon-  
s tan te  ). v e t  dam nicht l inearen Glied werden auf Grund eines genaueren Verfahrens  
als bei SC~IIFF und MALENKA neu bes t immt .  Bei der  ]4erechnung der Bindungs-  
energie mi t  dieseI1 IZonstanten wird sowohl die Oberfl~ichenenergie, als auch die 
Cot:LO~B-Energie vollstiindig berfieksichtigt.  Die gewonnenen Ergebnisse ftir die 
I3indungsenergie zeigen befriedigende Obere ins t immung mi t  den Vqerten der  halb-  
empir ischen "Wl~iZSXCKl~R-Bt~Tm~-Formel. Die berechnete  Dichte  tier Nukleonen 
sowie die ]~reite des Oberfl~ichengebietes s tehen in gutcr  ~be re i n s t i mmung  mi t  

frfiheren Resul ta ten.  

w 1. Einleitung. 
Die Bindungsenergie eines Nukleons im Kern l~iBt sich in ihrer Ab- 

h~ingigkeit veto Atomgewicht durch die halbempirische WEIZSXCKER- 
BETHE-Formel darstellenl Die Energie eines Atomkernes mit der Ge- 
samtnukleonenzahl A, und der Neutronenzahl Z, ist auf Grund dieser 
l~berlegungen : 

E ( A ) -  - -  aA ! bA~ : c (:~-7-z) ~ ~ - E c .  (t) 
A 

Die Gr6Ben a, b u n d c  sind Konstanten, die aus der Erfahrung entnom- 
men werden, E c ist die elektrostatische AbstoBungsenergie der Protonen. 

In der folgenden Arbeit sell untersucht werden, wie diese Formel 
mit Hilfe theoretischer ~berlegungen begrtindet werden kann, wenn man 
annimmt, dab die Potentialfunktion ~(r)  der Kernkfiifte der yon 
SCHIFF 1 und TI-IIRRING 2 vorgeschlagenen nichtlinearen Differential- 
gleichung 

r (r) - ~ (r) ,~  - ;. g4~ (r)~ = - g o (~) (2) 

gehorcht. (o (~)) ist die klassische Dichte der Nukleonen, g und ;t sind 
Konstanten. 

1 SCI~IFF, L . J . :  Phys .  Rev. 84, I. 
* THIRRII','G, VV. E. :  Z. Naturforsch,  1952, 63. 
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Sieht man zun~ichst einmal yon dem zu (N--Z)  2 proportionalen 
Glied ab, besehdinkt sich also auf Kerne mit gleicher Protonen- und 
Neutronenzahl (N =Z) ,  und l~iBt weiterhin das Glied E c beiseite, da es 
keine Schwierigkeiten bei der Interpretation bietet, so bleibt die Deu- 
tung von E~ (A) . . . .  aA + bA ~ often. Dieser Energieanteil muB ftir das 
Zusammenhalten der Kerne verantwortlich gemacht werden, und rtihrt 
wenJgstens zum Teil von den anziehenden Kernkr~iften her. Das erste 
Glied in E~ wJrd als Volumenenergie, das zweite als Oberfl~ichenenergie 
bezeichnet. 

Die Tatsache, dab lira Ek(A! = Eoo eJn endlicher Wert ist, dab also 
A--~oo A 

die Bindungsenergie pro Nukleon eine feste Grenze nicht tiberschreiten 
kann, wird als Abs~ittigung der Energie bezeichnet. Dutch Streuexperi- 
mente an Atomkernen ist weiterhin bekannt, dab der Radius R (A) der 
(kugelf6rmig angenommenen) Kerne in Abh~ingigkeit vom AtomgewichtA 
befriedigend durch R(A)=RoA~ dargestellt werden kann, wobei 
R 0~ 1 , 4  10 -~8 cm eine yon A unabh~ingige Zahl ist. Daher hat die 
Dichte 0 (r) der Nukleonen im Kern fiir alle A einen festen Wert. Diese 
Tatsache wird als Abs~ittigung der Dichte bezeichnet. Die beiden PM- 
nomene, die Abs~ittigung der Energie und die der Dichte sind theoretisch 
nicht otlne weiteres zu interpretieren. Gibt man n~imlich eJne Anzie- 
hungskraft V(r) zwischen den A Nukleonen vor, die der Einfachkeit 
halber nur vom gegenseitigen Abstand r zweier Nukleonen abh~ingen 
m6ge, so ist, da A ( A -  t)/2 anziehende Nukleonpaare existieren, die 
gesamte potentielle Energie des Kernes die Summe der potentiellen 
Energien dieser A ( A -  1)/2 Summanden. Daher w~ichst die Bindungs- 
energie eines Kernes angen~ihert mit A ~, und nicht, Wie es die V~rEIZ - 
S-4CKER-BETHE-Formel fordert, proportional zu A an. Eine einfache 
Rechnung zeigt weiterhin, dab bei eiller solchen Anziehungskraft die 
Dichte der Nukleonen nicht fiir alle Kerne eine konstante GrSBe, 
sondern im Widerspruch zur Erfahrung, linear mit dem Atomgewicht 
anwachsen wtirde. 

Friihere Arbeiten 1, 2, s haben versucht diese Schwierigkeiten dadurch 
zu 16sen, dab an Stelle einer gew6hnlichen Anziehungskraft V(r) eine 
Austauschkraft V(r)P verwandt wurde, derart, dab der Operator P 
eine oder mehrere Koordinaten der beiden wechselwirkenden Teilchen 
miteinander vertauscht. Da ein solcher Koordinatenaustausch nur 
zwischen je zwei Teilchen stattfinden kann, stehen also nur jeweils zwei 
Partikel miteinander in Wechselwirkung, so dab insgesamt nur A/2 
wechselwirkende Paare existieren. Dadurch wird alas Anwachsen der 

I MAJORANA, E. :  Z. Phys ik ,  82, 137 (1933). 
2 WEIZSXClKER, C . F . v . :  Z. P h y s i k  96, 431 (t935). 
a FLOGGE, S.: Z. P h y s i k  96, 499 (t935). 
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Bindungscnergie linear zum Atomgewicht, wie cs die WElZS.X.CKI~;R- 
BEwmM%rmel fordert, fichtig wiedergegeben. In den Arbeiten yon 
v. WEIZSXCIr 1 und FLi3C, C.E 2 sind daher solche Austauschkr~ifte ver- 
wandt worden, wobei ffir P der Vertauschungsoperator P~ der Orts- 
koordinaten gew~thlt wurde (MAYOI~AxA-Kr~ifte~). 

Verwendet man auBer den Krttften Init Ortsaustausch aueh solche, 
die Spin (Ps) und Isotopenspin (P~) vertauschen, w~ihlt also ffir die 
Kernpotentiale W ( r ,  s, t) den allgemeinen Ansatz 

w ( r ,  s, t) = w V(r) + .~V(r) Pr J ~ V(r) Ps i HV(r) P, 

Init unbest immten Koeffizienten W, M, /3  und H, so ergibt die Forde- 
rung der Abs~ittigung der Energie zwischen den Faktoren die 13eziehung 

.,V/ H ~ /3 
W . . . . . . .  ~ - -  0 .  ( 3 )  

4 2 2 

Neuere Versuche fiber Proton-Neutron-Streuung bei hohen Energien ge- 
stat ten es ebenfalls, Aussagen fiber die verschiedenen Anteile der Aus- 
tauschkr~tfte zu machen. Danach ist 

B ,~ H . . . . .  0~t34; W=~ M =- --  0,634. 

Daher entspricht die bei v. WEIZSXCt~EI~ ~ gemachte Annahme reiner 
M~JoRAxA-Krfifte nicht den Tatsachen, ebenso wie die ffir gemisehte 
Austausehkr~tfte gfiltige Koeffizientenbedingung 3 wegen der Streu- 
experimente nicht erffillt sein kann. Vielmehr !olgt aus diesen Experi- 
menten, dab etwa 50% der Kr~ifte gew6hnliche Kr~tfte sind. Bei einem 
so hohen Prozentsatz gew6hnlicher Krfifte kann jedoch keine Abs/itti- 
gung der Energie mehr erreicht werden. 

Eine weitere Schwierigkeit in den genannten Arbeiten 8, ~ entstand 
dadurch, dab siGh bei Vorgabe einer ortsabh~ingigen Austausehkraft,  
etwa V(r)  .- a e-b ~ die Energie schwerer und leichter Kerne nicht gleich- 
zeitig richtig darstellen lassen. Gibt man nfimlich den Massendefekt 
eines schweren Kernes vor, so erh~ilt man n~imlich eine Relation bs = bs (a) 
zwischen den beiden Konstanten a und b, jedoch eine andere Relation 
b~ = b 1 (a), wenn man den Massendefekt eines leichten Kernes vorgibt. 
Der Vergleich dieser beiden Funktionen 4 ergibt, dab bt etwa doppelt so 
groB wie b~ ist, so dab es also auch bei Vorgabe von Austausehkr/iften 
nicht m6glich ist, mit  einem Wertepaar  a, b sowohl die leichten als auch 
die schweren Kerne richtig zu bereehnen. Dies liegt, wie HEISENBERG 4 
gezeigt hat, zum Tell daran, dab die THoxIAs-FEt~MI-Methode nieht ffir 

1 Vr C . F . v . :  Z. Phys ik  96, 431 (1935). 
2 teLi~GGE, S.: Z. Phys ik  96, 499 ( t 935 ) .  
a MAJOUA~,'A, E. :  Z. Phys ik  82, 137 (1933). 

t-IEIsEZ~RC., W.:  Z. Phys ik  96, 473 (1935). 
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alle Kerne mit der gleichen Berechtigung angewandt werden darf, da 
bei leichten Kernen Struktumnterschiede (Schalenmodell) eine wichtige 
Rolle sp ie len .  

Da es aus den genannten Griinden nicht m6glich ist, die Kcrnenergien 
mit Hilfe yon Austauschkr~ften zu interpretieren, Jst. zur Erkl~mng der 
Abs~ttigung in letzter Zeit ein anderer Weg beschfitten worden. SCHIFF 1 
und TI~IRRIXG 2 haben vorgeschlagen, nur gew6hnliche Kr~fte anzu- 
nehmen, jedoch mit einem wesentlichen Unterschied im Hinblick auf 
die frfiheren Ans~tze: W~hrend frfiher stets angenommen wurde, dab 
sich die Gesamtenergie dutch Addition der Energien der einzelnen 
Nukleonenpaare gewinnen l~13t, wird diese Eigenschaft der additiven 
Superponierbarkeit yon Punktquellenpotentialen in den genannten 
Arbeiten aufgegeben. Mathematiseh bedeutet dies, dab an Stelle einer 
linearen Differentialgleichung ffir die Potentialfunktion 9 (r) der Kern- 
kr~fte etwa die nichtlineare Differentialgleichung 

A ~ (~) - ~  (~) - ~(hcl~ ~ (~) ~- - g ~ (~) (4) 

verwandt wi, d. 
Wie SCHII:F gezeigt hat, liefert diese Differentialgleichung in der Tat  

Abs~ttigung ffir Energie und Dichte. Die bei SCHISt und MALENKA 3 
durchgeffihrten Rechnungen sind j edoch nur eine sehr schlechte N~herung 
an die wirklichen Verh~ltnisse, da dort sowohl die Oberfl~chen- als auch 
die Col:l.O~B-Energie weggelassen worden sind. Das Variationsproblem 
im THoxAs-F~RxI-Modell wurde daher nur an der Volumenenergie 
der Kernkr~fte und dem volumenproportionalen Teil der kinetischen 
Energie durchgeffihrt. Da andererseits gerade tier Oberfl~chen- und 
CoULOMB-Anteil die Abh~ngigkeit der Bindungsenergie yore Atom- 
gewicht A bewirken, so konnte bei  SCHIFr noch kein Vergleich mit der 
~VEIZS~CI~ER-BETHE-Formel vorgenommen werden. In der vorliegenden 
Arbeit sollen die Bindungsenergien der Atomkerne bei sch,weren Kernen 
mit dem THOMAs-FF~I~MI-Modell, bei leichten Kernen mit dem Schalen- 
modell berechnet werden. Ffir die Kernkr~fte werden dabei ausschlieB- 
lich d ie  yon SCItlFF vorgeschlagenen KrMte verwendet, wogegen Aus- 
tauschkr~fte v611ig unberficksichtigt bleiben sollen. Dies ist wegen der 
gesicherten Existenz yon etwa 50% Austausehkr~ften sicher keine gute 
N~herung, jedoch soll es bier darauf ankommen, die Abs~ttigung bei 
Voraussetzung gew6hnlicher Kr~.fte im Sinne der SCHIFFschen Ans~tze 
zu verstehen. 

Im Unterschied zu den obengenannten Arbeiten sollen hier jedoch 
s~mtliche Energieanteile voll berficksichtigt werden, was nicht nut  ffir 

1 SCHIFF, L.J.: Phys. IRev. 84, I. 
2 THIRRING, W. E.: Z. Naturforsch. 195Z, 63. 
a MALI~XKA, B.J.: Phys. Rev. 86, 68. 
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den Vergleich mit der WEIZSXCKER-B~TI~E,Formel Yon Bedeutung ist, 
sondern auch ffir die Bestimmung der Konstanten g und 2 in der nicht- 
linearen Differentialgleichung. 

SCHIFI? 1 und MALENKA 2 hatten g und ~ aus den experimentellen 
Daten mittels einer einfaehen Rechnung erhalten, die sich aber nur auf 
die Volumenenergie bezog. Die Berfieksichtigung der Oberfl~tchen- und 
CouLo.~B-Energie im Variationsproblem der Gesamtenergie verfindert 
jedoch die dort gewonnenen Werte (g=6,32,  ,~= t3,6) stark. Mit den 
hier neu berechneten Werten g und ~ werden dann die Bindungsenergien 
E(A) und die Dichten ftir verschiedene Werte yon A bestimmt, so dab 
ein direkter Vergleich mit der WEIZSXCKEI(-BETIIJ~-Formel, sowie mit 
der Beziehung R(A)-:RoA~ m6glich wird. 

w 2. Allgemeines. 
Es sollen im folgenden die Methoden angcgeben werden, mit denen 

die Bindungsenergien ffir die Atomkerne berechnet werden. Dabe~ sollen 
die leichteI1 Kerne mit einem vereinfachten HARTItEE-FOcK-Verfahren, 
wie es yon HF.IS~NBERG vorgeschlagen wurde, die sehweren Kerne mit 
dem Tlzo~As-Fr.Ic'~I-SIodell behandelt werden. Wir wollen uns stets auf 
solche Kerne spezialisieren, bei denen eine gleiche Protonen- und Neu- 
tronenzahl vorliegt. Auf das in der WEIZSXCKEti-BETIIE-Formel auf- 

(zV -- Z)~ soll in dieser Arbeit nieht eingegangen werden. tretende Glied c - - - J l  .... 

a) Leichte Atomkerne. Aus dem Schalenmodell des Atomkerns ist 
bekannt, dab man in einer guten N~therung die Eigenfunktionen des 
harmonischen Oszillators als Nukleonenwellenfunktion fiir kleine Kerne 
verwenden kann. Aus diesen Funktionen setzt sich dann die Gesamt- 
wellenfunktion ~ des Kernes in erster N/iherung als SLATER-Determi- 
nante zusammen. 

A~ A 

p i=1 

Mit P sind die Permutationen gemcint, die in den Index i in Pi fiber- 
~fihren. ~fi sind die Einteilchcnwellenfunktioncn, die yon den Orts-, 
Spin- und Ladungsvariablen abh~ingen. Ffir die Raumabh/ingigkeit der 
Eigenfunktionen sollen dic Funktionen des harmonischen Oszillators 
vcrwendet werdcn. ~ ist die in allen Koordinaten antisymmetrische 
und normiertc Gesamtwellenfunktion. Bei den drei Kernen ~He, 1~O 
und ~~ treten bei Verwendung dieser Eigenfunktionen nut  abgc- 
sehlosscne Sehalen auf, so dab die Rechnungen besonders einfach werden. 
Wir werden im folgenden (w nur auf dicse Kerne cingehen. 

1 SCruFF, L . J . :  P hys .  Roy.  84, l .  
2 MAI.EXI~A, 13. I . :  P hys .  Rev.  86, 68. 
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Die Berechnung der Bindungsenergien erfolgt nach dem RITzschen 
Variationsverfahren. Aus dem HAMILToN-Operator des Gesamtsystems 

,4 
h2 

He, . . . . . .  2~V ~ Ai + lt(~1.., rA) (1) 
1 

!H(r 1 .. .  rA) ]st dabei die gesamte Wechselwirkungsenergie der Nu- 
kleonen, also CouLO~B-Energien und Kernkraftenergie ; M i s t  die Masse 
eines Nukleons] wird" die Bindungsenergie nach der Formel 

E -- Min ( ~ * ,  HGq~ } (2) 

berechnet. DiG Klammer <} bedeutet dabei die Intcgration fiber die 
Ortsvariabeln sowie die Summation fiber Spin und Ladungsvafiabeln. 
Das Variationsproblem wird dabei in folgender Weise geI6st: Der in 
den Oszillatorwellenfunktionen auftretende unbestimmte Parameter 
soll so festgelegt werden, dab E(c~) ein Minimum wird. ~ h~tngt dabei 

M 
mit der Frequenz v und der Masse M dcs Oszillators durch ~ = -~- 2 ~ v 

zusammen. Es ist also das P r o b l e m - a - E ( ~ )  0 zu ]6sen. 
o~ 

Ffir die Bindungsenergie der Kerne sind drei Anteile zu berechnen. 
Die kinetische Energie der Nuklconen, die CouLOMB-Energie der Pro- 
tonen und die potentielle Energie der Kernkr~fte. 

t. Die CouLoM>Fmcrgie der Protonen. Man hat hierzu den Er- 

wartungswert der Wechselwirkungsenergie e 2 ~ri-r, ,  1 zu berechnen. 
Dies ergibt i<k 

E ~ = ( ~ * ' e 2 E  :ri---1 r~: ~ V )  
i < k  

. . . . . . . . .  7... ~176 - 'Oe(r,r.')i2 drdr / .  
2 r--~ i 2 ' 

Dabei ist 0e (~, ~') die gemischte Dichte der Protonen. Sic entsteht aus 
den Einteilchenwellenfunktionen durch Summation fiber alle besetzten 
Zust~inde : 

o~ (~, ~') = Y w~ (~) w~ *~ (~')" 
bos 

Die gew6hnliche Dichte ist dabei oe(~ ) = ~v(~, ~). 

2. Die kinetische Energie ist beim harmonischen Oszillator besonders 
einfach zu berechnen, da bier die mittlere kinetische Energie gleich der 
mittleren potenfiellen Energie eines Teilchens ist. Die genaue Berech- 
hung wird in w durchgeffihrt. 

3- Die potentielle Energie der Kernkr~fte. Um diesen Energieanteil 
zu bestimmen, gehen wir nicht yon der Formel (2) aus, sondern yon der 
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Differentialgleichung ftir die Potentialfunktion der Kernkr{tfte. l~lber 
die Potentialfunktion ~0 (r) machen wir folgende Voraussetzungen: ~ (r) 
sei eine reelle skalare Funktion der Ortskoordinate allein, und gehorche 
der yon S(;HII~: und THIRmXG vorgeschlagenen Differentialgleichung 

Zg ~ 

Die Kernkr~ifte, die zw:schen den NuMeonen herrschen, sollen als 
ladungsunabhitngig angeseheri werden, so dab die Energie mit einer 
gemeinsamen Xukleonendichte 0 (~) berechnet werden kann. Ist ~v (r, r') 
die gemischte Protonendichte, ON(r, ~') die gemischte Neutronendichte, 
so ist 

O (~) = Op (~, ~) + Oz; (~, r). 

Die auftretenden Potentiale sollen nSherungsweise statiseh sein. Es wird 
also fiir die Kr~tfte yon de: Bewegung der Nukleonei1 abgesehen, so 
dab ~0 (r) nicht yon der Zeit abh~ingt. 

Diejenigen Energieanteile, dig durch den Einflul3 der gemischten 
Dichten oy(r ,d)  und op(r,~') entstehen, sollen hier vernachl~tssigt 
werden. Bei grogen Kernen spielen diese Glieder keine groBe Rolle, 
bei leichten Kernen soll ftir diese Anteile in w 5 eine einfache Absch~ttzung 
gemacht werden. Die zur Dichte o (r) gehSrige Energie bestimmen wir 
auf h)lgende Weise: Die Differentialgleichung 

. . . .  - r . . . .  g 

l~tBt sich aus der LAGI~axaE-Funktion 

~(~)=  (A ~o)~ #~v 2 i::) 
- -  2 . . . . . . . .  2 .......... 4 a ~ 4  @ g ~ 0 o  

herleiten. Fiir zeitlich konstante L6sungen ist hier die HAMILTOX- 
Dichte 

,~ ( r )  = - ~ ( r ) .  

Und daraus die potentielle Energie der Kernkr~ifte 

E ~ , , =  f [(V~)2 ~2~~ ~'g~ - - g F o ] d ~ .  
" - ' . ] [  2 -i" 2 4 - ( ~ ; a  

Zur Berechnung yon  /~pot s011 stets yon diesem Ausdruck ausgegangen 
werden. An Stelle der nichtlinearen Differentialgleiehung soll hier stets 

6 yon dem 5quivalenten Variationsproblem ~ - ~  0:)= 0 ausgegangen 

werden, das durch einen R:wzschen Ansatz fiir q0 (~) gelSst wGrden sol]. 
In q) (r) treten dann noch einige unbGstimmte Parameter auf, die so fest- 
gelegt werden s011en, dag Epo t Gin Minimum wird. 

i SCHIF];, L. J.: Phys. ][ev. 84, I. 
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b) Schwere Kerne. I~fir schwere Kerne verwenden wir die THOMAS- 
FER~I-Methode. Um die Gesamtenergie ~n diesem Modell zu bestimmen, 
sind wieder die drei Anteile, kinetische Energie, COULOMB-Energie und 
Kernkraftenergie zu berechnen. Ffir die kinetische Energie eines Kernes 
mit der Protonendichte 0P (r) und der Neutronendichte ON (r) erh~lt man 

E k i n  7] ~[O.r.4 A v o ~ ) d l ~  ~_ Z j [  . ~ , , , ~ 7NJ_ldr. 

Bei gleicher Protonen- und Neutronendichte ( N - - Z  und o/2 == ~2P == eu) 
und Kugelsymmetrie dieser Diehten erh~ilt man 

oo 

0 0 
dabei ist 

Z - -  8M ~ - :  5M 8 ' 

wobei M die Masse eines Nukleons ist. Die Covl.OMB-Energie der Pro- 
tonen mit der Dichte eP (r) bestimmen wir im folgenden stets mit der 
Formel oo 

E~ = 8 z~ 2 e 2 f eP (r) ~ (r) r e dr, 
0 

wobei die Potentialfunktion der Differentialgleichung 

J ~ (r) = -}- e ov (r) 

gehorcht. Es soll hier ebenso wie bei den Kernkr~iften der den gemischten 
Dichten entsprechende Energieausdruck weggelassen werden. 

Die potentielle Energie bestimmen wir ebenso wie bei leichten Kernen 
aus der HAMIZTON-Funktion 

d L--2-- -]- ~ + 4- (~ci 3 

(~) ist dabei wieder durch die obengenannte nichtlineare Differential- 
gleichung definiert. An Stelle dieser Differentialgleichung soil auch hier 

wieder das Variationsproblem 6~(r) 0~0(r) - :  0 mit einem geeigneten RITZ- 

schen Ansatz /fir 9 (~) gel6st werden. Die in diesem RITzschen Ansatz 
auftretenden Parameter .P•  P~ solIen wieder so bestimmt werden, 
dab Evot (P• Pk) zum Minimum wird. 

3. Die nichtlineare Differentialgleichu~cg. 

Wir werden im folgenden stets eine kugelsymmetrische Dichte- 
verteilung der Nukleonen annehmen. Damit ist ~0(~)=9(r). Die nicht- 
lineare Differentialgleichung ffir ~(r) verwenden wir hier in der von 
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~'V[ALENKA angGgebenen Form. Sie lautet  dann: 

;tg 4 9a 
9"(r) - '  2 ~ ' ( ~  - ~ 9 (r) - ( ~ -  = - g 6 (~) 

und die HaMILTON-Funktion 

oo 

H=4~jL2/ '[9'2 + ~ * + 4 (he} g- - - g 9 6  r e d f .  (1) 
0 

Im Unterscbied zu linearen Differentialgleichungen fiir q~ (r) existiert hier 
keine GREENsche Funktion G (r, r'), derart, dab 9 (r) = f G (r, r') 6 (d) dV 
wobei G (r, ~') unabh~ngig yon o (r) ist. Es ist daher auch die potentielle 
Energie der Nukleonen Epo t = - f /  night in der Form 

Epot = E E v ( i ,  k) 

darstellbar, wobei V(i, k) die Weehselwirkungsenergie yon jeweils zwei 
Nukleonen bedeutet. Die Energie setzt sieh also night mehr additiv 
aus den 2-K6rperenergien zusammen: 

In den folgenden Reehnungen werden wir oft an Stelle yon 9 (0) =90 

__ gS V:. die dimensionslose Variable ~ # ( g ~  90 verwenden, g und 2 sind 

dabei die in der Differentialgleichung auftretenden Konstanten. Dabei 
ist #-~ = t ,4-  10 -~a em. Die  anderen beiden Gr613en werden sp~iter aus 
den experimentellen Daten bestimmt. Die MaBeinheiten wollen wir yon 
jetzt ab so festlegen, dab ~ =  c----# = t i s t .  Die Einheit der Energie 
ist damit t40,4 MeV. Die endgfiltigen Ergebnisse ffir die Energiewerte 
werden wir jedoch stets in MeV angeben. 

Um eine qualitative l)bers~cht fiber die potentielle Energie zu be- 
kommen, nehmen wir ffir die Dichtefunktion zun~ichst Rechtecksform 
an, also 

6(r) = r > R ,  

wobei 60 noch der Normierungsbedingung 

-4~R~- 60 =- A 
3 

gehoreht. A ist dabei die Gesamtnukleonenzahl. Ffir groBc A Iolgt 
dann angen~ihert aus der Different]algleiehung, wenn man dort 9'.(0) 
und q)"(0) gegenfiber 9 (0) vernaGhl~issigt: 

9 o +  ~g4~:= goo. 
Diese 13eziehung wird ffir groBe Kerne oft verwandt werden (w 
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Im Sinne der THoMAs-FERMI-Methode muB nun die Dichte dadurch 
festgelegt werden, dab die gesamte Bindnngsenergie, also die Summe als 
potentieller Energie der Kernkr~ifte, kinetischer Energie der Nukleonen 
und CouLoxB-Energie der Protonen als Funktion der Diehte ein Mini- 
mum wird. Wegen des ungenauen Ansatzes fiir 9 (r) k6nnen wir hier 
nur die volumenproportionale Energie diskutieren. Mit 

1 .= . 

~176 g3 V~ " 

und (t) erMlt man fiir die Volumenenergie der Kernkr~ffte 

H~ (2,~+ 3~/ (1 --I- ~).  
A 4gV) " 

Um die gGsamte Volumenenergie zu erhalten, muB noch der volumen- 
proportionale Anteil der kinetischen Energie hinzukommen. Eliminiert 
man wieder 90 durch ~, so ist 

A 4gVz 1 + ~  2 g, ~__ (~ q_ ~a)~. 
(2) 

Im Tno~As-F~.RMI-Modell muB nun das Minimum dieses Ausdruckes (2) 
in bezug auf 90 oder was dasselbe ist, in bezug auf ~ gesucht werden. 
Im Gegensatz zu dem mit einer beliebigen Zweik6rperkraft berechneten 
Ausdruck der Energie hat Ev/A ein Minimum in bezug auf ~. Diese 
Eigenschaft ist entscheidend fiir die Absitttigung. Bei Verwendung einer 
linearen Differentialgleichung fiir die Potentialfunktion, erhiilt man 
wegen der Existenz einer GRF.t,:~;schen Funktion ftir die Volumenenergie 
stets einen Ausdruck der Form 

Ev .......... : -- const 90 ' ~/9~ A 

der offensichtlich nur ein Maximum hat, niemals aber, wig es physikalisch 
gefordert werden mug, ein Minimum. 

Die beiden in der Differentialgleichung auftretenden Konstanten g 
und 2 sollen durch die Erfahrungswerte festgelegt werden. MALENI~A a 
hatte in einer einfachen Absch~itzung g=6 ,3 2  2=: t3 ,6  erhalten. Wir 
werden im folgenden eine etwas genauere ]qestimmung dieser Gr6Ben 
angeben, wobei aber auch die Couzo.~IB-Energie der Protonen sowie die 
Oberfliichenenergie noch weggelassen werden soll. Eine endgtiltige Be- 
stimmung dieser Gr6Ben wird dann in w durchgefiihrt werden. 

Es wird sich zeigen, dab ~>> 1. I)ann erh~tlt man in erster N~iherung 
fiir die Volumenenergie: 

- 4~L,~ + . . . .  ~_  

1 N A L E N K A ,  ~B. I ,  : Phys. Rev. 86, 6 8 .  
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I)as Minimum dieses Ausdruckes ist 

Emin 9 2 } ( 1 )  s 
A -- 64 n'~ + 0,66 ~ / ~ - -  

und wird bei 

~min - -  3" 2 ~ g 
4 ~ 2~ 

angenommen. Dem entsprieht eine Diehte yon 

3 3 1 ~ _  3"2'~ 1 + 4 ~ 
4 g~ 2~ r/ ;t ~/3 �9 

70gg ~ " 

r 

3 

e; 

# 

i i I 
s 70 Z5 

Fig. 1. Verlauf der Funktionen 

g = goo (~) g = gg~(3,) 
f/Jr versehiedene W e r t e  d e r  Parameter Oo und E~. 

g-2-Ebene dargestellt. E~ und@~ entsprechen dabei den wirklichen 
Werten. Der Schnittpunkt liegt bei: 

g = 8,48 2 = 1t,12. 

Diese Werte k6nnen jedoeh nicht als endgfiltig betrachtet werden. Ober- 
fl~iehen u n d  Covl-o~B-Energie sind beide im Variationsproblem nicht 
berticksichtigt worden, wodurch quantitativ die Ergebnisse sehr verf~tlscht 
werden. Durch die abstol3ende Wirkung der CouLoMB-Energie sowie der 
Oberfi~ichenenergie wiirde bewirkt, dab das Minimum tier Energie be~ sehr 
viel kleineren Werten der Dichte eintritt. Dadurch wiederum wiirden 
die K0nstanten g und 2 wesentlieh anders ausfallen. Eine genaue Dis- 
kussion dieser Zusammenh~inge wird in w durehgeffihrt werden. 

Zeitschrift tfir Physik. Bd. t 3 7. 3 7 

der Kerndichte, wenn man 
ffir den Radius R(A)=RoA~ 
(R o = t ,4 t 0 -13 cm) setzt. Durch 
diese beiden Bedingungen 
sind die 'Zahlenwerte yon g 
und 2 eindeutig festgelegt. 
Fiir jeden Wert E~/A erMlt 
man eine Kurve g = gEv (2) 
mit E~ als Kurvenparameter,  
ffir jedes Q0 ebenfalls eine 
Kurve mit dem Kurvenpara- 
meter Qo. Das gesuchte Werte- 
paar ist durch den Schnfft- 
punkt zweier soleher Kurven 
gegeben. In Fig. I sind ftir 
drei versehiedene Werte E~ 
sowie ftir drei Werte die ent- 
sprechenden Kurven in der 

Wir wollen nun fordern, dab min E~ /A mit dem Volumenanteil der Energie 
in der WmZSXCKER-BETI~E-Formel fibereinstimmt, und ~nin mi t  dem 
experimenteil bekannten Wert 78 
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w 4. Die Bindungsenergien der schweren Kerne. 

Im folgenden Abschnitt sollen die Bindungsenergien der schweren 
Kerne nach der in w 2 dargestellten THOMAs-FERmI-Methode bestimmt 
werden, wobei aber im Gegensatz zu w sowohl die Oberfl~tchenenergie 
als auch die COuLOMB-Energie voll beriiCksichtigt werden soll. Die 
Bindungsenergie E(A) wird dabei folgendermaBen berechnet: Die 
kinetische Energie der Nukleonen ist naeh w 

0 

wobei ~(r) die Nukleonendichte bedeutet. Dazu kommt noch die 
CouLoMB-Energie E~(qp(~)) der Prot0nen ulld die potelltielle Energie 
Epot (0 (r), ~ (r)) der Kernkr~tfte. Da s allgemeine Variationsproblem 

6 
'd e E(O) = ~-o [Ep~ ' Ekin+ Eel ---- 0 

Werden wir angen~hert dadurch 16sen, dab wir ffir 0 (r) einen geeigneten 
Rlxzsehen Ansatz machen, wobei 0 (r) noch yon drei weiteren Para- 

-inetern 00, e und n abMngt, die so eingerichtet werden' s011ell, dab 
E(o o, cq n) zum Minimum wird. Es wird also das Extremalpr0blem 

aF.  _ o E  __ = 0  80o 8= 8n 

gel6st werdell. Die Dichte gehorcht dabei noch der Normierungsbedin- 
gung 

re(r) dr = A .  

Die potentiel!e Energie der Kernkr~fte bestimmcn wir aus der 
HhMILTOX-Funktion 

9~ tg4 ~ o] dr., 2 + - , -  

wobei ~o (r) der Differelltialgleichung A~o (r) --~ (r) -- ).g4.~0a (r) = .g o (t) 
gehorcht. An Stelle der Differentialgleichung 16sell wir das ~tquivalente 

6 
Variationsproblem -a 9 ~ (e) = 0 illdem wir fiir ~ (r) einen RITzschen An- 

satz maehen der noch drei freie Parameter ~Vo, e, n enth~tlt, so dab die 
gesuehte .Energie Epo t durch das Minimum voll H(po, ~, n). also dnrch 

aH eH aH 
. . . .  0 

090 ~ ~n 

gdgeben ist. Da Eki~ und E c die Gr613e ~90 nicht enthalten, so iassen sich 
die *b~idell Variatiollsprobleme gemeinsam behandeln, illdem 

E E(~o, eo,O~,n) ~:Epo,(9o,O~,eo, n)+:Ek~d(eo,O~,n ) +E~(eo, o~,n) 
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in AbMngigkeit yon ~o, Qo, ~, n zum Minimum gemacht wird. Als An- 
s~itze ftir 9 (~) und Q (r) w~ihlen wir 

o(r) = eo e-~" cp(r) =q)o e-~".  (t) 

Dabei ist Kugelsymmetrie des Kernes angenommen. Dabei sind 0 (r) 
und ~v (r) einander tiberall proportional angenommen, was in einer ge- 
wissen Nfiaherung ffir grol3e Kerne immer der Fall sein wird. Fiir den 
Parameter ~ ist nur der Bereich t < ~ < oo brauchbar. Ftir n = 2 erh~ilt 
man eine GAuss-Kurve, fiir n-->o~ nimmt die Kurve Rechteckgestalt 
an, so dab diese Funktionen besonders geeignet erscheinen sowohl 
schwere als auch leichte Kerne damit zu beschreiben (Fig. 2). 

Das Problem E(O o, %, o~, n) in Abh~tngigkeit von ~o, ~o, ~ und 
zum Minimum zu machen, vereinfachen wir noch durch Elimination 
v~ zwei Variabeln' Wegen der N~ ~l ~ .,. ~ 
bedingung der Dichte n--o~ 

OO 3 

4 ~ f ~ o e - ~ " r 2 d r - ~ 4 ~ ~ 1 7 6  (2) . . . . .  
0 7- 

kann ~ aus dem Energieausdruck eliminiert Fig. 2. Qua|itativer Verlauf der 
Ans~tze  ~ffir d ie  Dich te funk t ion .  

werden: 
Ist weiterhin bei schweren Kernen Dichte und P0tentialverteilung 

im Mittelpunkt des Kernes ( r =  0) gentigend flach, so kann man 9'(0) 
und 9"(0) gegentiber 9 (0) vernachl~issigen. Es gilt dann wegen der 
Differentialgleichung in r = 0 

90 + ~ g~Oo ~ = g ~0. (3) 

Eine numerische Absch/itzung zeigt, dab f/it hinreichend groBes n diese 
Beziehung .keinen grogen Fehler bringt. Ffir n werden sich abet bei 
schweren Kernen Werte n ~ 10 ergeben, so dab diese N/iherung begrthl- 
det ist. Bei leichten Kernen wird (w 5) yon dieser N~iherung kein Ge- 
brauch gemacht werden. 

Bei der Berechnung der Bindungsenergie mug noch die elektrostati- 
sche Energie der Protonen bestimmt werden. Nimmt man 

Z e _ ~ r ~ _  Oo e-c~r" 
~P = eO 2 2 

als Protonendichte an, s~o ist die Energie E c ffir groBe ~ in erster NXherung 

2 o \ 3 ]  

Fiihrt man statt  9o noch die dimensionslose Variable ~ = g ~  V2~Oo 
ein, so ergibt sich mit den Ans~itzen (t) und der Relation (3) far E(n, r e) 

37* 
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der Ausdruck. 
1 3 

g 4 ) . ~  2 
3 3 

' - ' -  I .  + , )  + _4._~ s~l-~r(31 It +r + 4,~ z ~, . . . . . . .  ,-4- 5-/ G, / r 2 ~ ~' ~ ~' / g~ V~ 

3 ~A~ , 3 ~- 
+ 2o- g ~.~ " 

Dabei ist entsprechend (3) 
1 

gesetzt worden. Die erstcn vier Glieder i n E('g, ~, ~z) r/ihren v o n d e r  
potentiellen Energie der Kernkr~ifte Evo t her, das 5. und 6. Glied yon 
der kinetischen Energie der Nukleonen, das 7. yon der COULOMB- 
Energie der Protonen. Um nun mit Hilfe yon (2) a aus der Energie E 
zu eliminieren, und um eine einfachere Abh'angigkeit von n zu erNdten, 
machen wir einige N~therunge~. Wir setzen dabei voraus, dab n grog 
gegen t sei. Dann ist 

n-U(2 + ~ )  ~, n -~- 0,43 

die Normierungsbedingung lautet dann 

8 
4 ~ - - n  [ .  

und 
3 1 

X - n  (t 3 _1~ x ) X " 'n  (1 lngx' 
/ 

Mit Hilfe dieser N~herungen ergibt sich ffir E(n, ~), wobei jetzt ~ durch 
(2) eliminiert ist 

(~)~,7 .I (2~-§ 3,~ ~) - ( ~ +  ~).~\A E (~,~) + 
" --.  1 - 2 l J 

@ A  ~31n2~ 31n2~ 31n4~ ~ 3 In.~ (.~-)~V (r + ~)~ / 
[" g ~  2g V)~ (I-[- ~) 4gVZ (1-1- ~ ) g~Z'} -J 

~ ] n 2 ~  A~+-3/4z~\'l"520 e~ "~" 
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Dieser Ausdruck mul3 nun in bezug auf n und zum Minimum gemacht 
werden. Aus der Variation nach n erh/ilt man mit 

ftir n (min) 

3 Ill 25 

o~ (n, ~) _ 0 
~n 

3 In 25 3 In 4 Sa 3 ln~ (~.)~ n ($ + $") ~.~ 
g~ 21 2g]/~. 0+r 4elO. 0 +:~) 

g82~($_~$8).~ " 4xZ 43. s (~+$a)])~g~-~--~ 

geometrisch~hfingt n mit der Neigung der Dichteverteilung im Wende- 
punkt zusammefi. Nach der angegebenen Formel nimmt n mit A~ zu. 
Die Diehteverteilung n/theft sich also mit wachsendem A der Rechteeks- 
gestalt, wie es physikaliseh aueh zu erwarten ist. Setzt man n-=nmi~ 
in E(n, $) ein, so h~ngt E nur noch yon ,~ ab. Man erh/ilt: 

[ 31n25 31n2r 31n45 s 3 ln~ (-~)~1 (r + $3).~ lg 
+ 2 [~-V,{- - 7~gl/y. 0 + r 4gVa.(l+ $=) g=~ ~ X 

( "+~)  ] A:~ 

Das zu A~ proportionale Glied lassen wir als eine Korrektur h6herer 
Ordnung weg, dann hat die Energie die Form 

wie es asymptotisch ffir groBe A sein muB. Das Minimum bezfiglich der 
Variabeln $ ist numerisch bestimmt worden. Vor der endgtiltigen Be- 
rectmung der Bindungsenergien mtissen jedoeh noch die Konstanten g 
und 2 festgelegt werden. Die Konstanten sollen dabei so eingerichtet 
werden, dab die berechneten Energiewerte m6glichst gut mit den experi- 
mentell bekannten Anteilen der Energie in der WF.IZSXCKSR-BET~E- 
Formel iibereinstimmen. Es ist daher ffir verschiedene g-s 
beim Atomgewicht A =216 das Minimum der Energie E(,~) numerisch 
bereehnet worden. Dabei konnten die auftretenden Energieantei!e der 
Volumenenergie E~, de r Oberfl~chenenergie Eo, der CouLo~B-Energie E, 
und der Gesamtenergie E unmittelbar mit den entsprechenden Gliedern 
der WF-IZSXCX~I~-BETmC-Formel vergliehen werden. In der g-s 
sind in Fig. 3 die drei Funktionen 

g = g~ (a) g = g~, (Z) g = g~. (X) 

graphisch dargestellt. 
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Dabei bedeutet z.B. g = gz, (,%) die Gesamtheit aller Wertepaare g 
und ,%, fiir die das berechnete Minimum yon E(~) denselben Wert fiir 
die Volumenenergie liefert, den man auch fiir A =216 aus der WEIZ- 
SXCKER-]~ETHE-Formel erh~lt. Aufdievierte m6gliche Funktion g = gE.(,%) 
ist verzichtet worden, well die entsprechende Kurve aul3erhalb des be- 
rechneten Bereiches fallen wiirde. Qualitativ ist jedoch auch diese Kurve 

6 ~ 

Zz 7.8 7,8 Z.O Z,~' 

" Fig, 3. Verlauf der Funktionea 

g=g~(~.), g= g~,(~), g=gE0(;.). 

I 

! 
-8 

-70 
l 

0 g // E 8 70 7B 7~ 75' 

Fig. 4. Darstellung der Bindungsenergie E, derein- 
zelncn Energieanteile Ec, Eob und Es sowie der 

Dicht e C)o in Abh~ingigkeit yon ~. 

angegebem Eine Kurve, die der Dichte im Mittelpunkt entspricht, ist 
fiberfltissig, da die COuLO~B-Energie gerade immer dann den richtigen 
Wert abnimmt,  wenn auch die Dichte den richtigen Wert annimmt, 
und umgekehrt. Die Fig. 3 zeigt, dab es unm6glich ist, g und ,% so zu 
bestimmen, dab mehr als zwei Energieanteile gleichzeitig mit den ent- 
sprechenden Gliedern der WEIZSXCKER-BF-THE-Formel tibereinstimmen. 
Wir w~hlen ftir die folgende Rechnung den Schnittpunkt der Kurven 
g = gEo ('%) und g----gE (,%), bei dem also Gesamtenergie, CooLo•B-Energie 
und damit auch die Dichte mit dem Wert der WEIZSXCKER-BET~IE- 
Formel tibereinstimmen. Dieser Punkt ist dadurch vor den anderen 
Schnittpunkten (gE~ mit g~, und g~, mit gE) ausgezeichnet, dab Dichte 
und Gesamtenergie unmittelbar durch das Experiment gegeben sind, 

7.O 

o,~ r 
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wSohrend die Aufspaltung der  Energie in die andern Anteile nicht genau 
bekannt ist. D e r  genannte Schnittpunkt liegt bei 

g - -  2,908 ~. = 5,832 

Oberfl/ichen' und Volumenenergie sind beide in diesem Punkt  (abs01ut) 
gr6Ber als es die WEIZSXCKER-BETHE-F0rmel verlangt. Die Pfeile an 
den verschiedenen Kurven in Fig. 3 geben an in welcher Richtung fur 
die betreffende Kurvenschar der entsprechende Kurvenparameter  Offer 
der Energiewert) zunimmt. 

Die hier berechneten Werte (g =-- 2,908, 2 = 5,832) weichen stark yon 
den in w bestimmten Werten (g=:8,48; 2 = 1 t , t 2 )  ab. Dies rfilart 
wesentlich her yon dem 
jetzt mitberticksichtigten 
EinfluB yon Oberfl~ichen- 
und CoL'LOMB-Energie. 
Das Minimum der Energie 
wird n~imlich durch Be- 
riicksichtigung yon E c und 
E o zu kleineren Werten 
yon $ und damit zu klei- 

A ~  

0 5"0 700 75-0 2.00 Z50 "300 ds 

:7o'L era 
Fig. 5., Verlauf der Bindungsenergie in Abhiingigkeit vort A. 

E~/A "l~aeorctisch berechnctc Kurvc;  E2/AWEIzsXcKER - 
BErHE-Formcl. 

neren Werten yon ~o verschoben. In Fig. 4 sind ffir g = 8,48 2--- t t , t 2  
die verschiedenen Energieanteite bei A = 216 in Abh~ingigkeit yon 
dargestellt. In demselbe n Diagramm ist auch die Dichte o o (~) aufge- 
tragen. Mit dem Wertepaar  g = 2,908, ). = 5,832 sind nun fiir ver- 
schiedene Atomgewichte A die Bindungsenergien berechnet worden. 
Diese Werte, sowie die Auffeilung in die einzelnen Energieanteile ist 
in Tabelle I angegeben. Um nun einen direkten Vergleich m i t  der WEIZ- 
SXCKF.R-BETHE-Formel zU erreichen, ist. die in Tabelle 1 angegebene 
Funktion E(A)/A in Fig. 5 graphisch dargestellt, wobei zum Vergleich 
die entsprechenden Werte der W~IZSACKER-BETHE-Kurve mit  einge- 
zeichnet sind, die der Funktion 

E 
~ -  (A) ---- - -  t4,638 ,-- 15,345A-~ + 0,150195 A.~ [MeV] 

cntsprechen. 

A --Ev/A --Eo/A 

8 t3,01 
16 t5,18 
27 16,9 
40 t6,9 
64 t7,38 

125 t7,38 
216 t7,38 
343 t6,90 

Tabelle 1. 

---Ee/A 

0,434 
0,797 
1,29 
1,684 
2,40t 
3,75t 
5,402 
7,057 

t0,68 
t0,29 
t0,tt 
8,872 
7,9 
6,352 
5,293 
4,336 

--E/A 

1,888 
4,095 
5,5 
6,351 
7,038 
7,276 
6,684 
5,5t4 
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Der  Vergleich zwischen beiden Kurven zeigt, dab die berechnete 
Bindungsenergie fiir groBe A gut mi t  dell Werten der WEIZS_X_CKEI~- 
BETHE-Formel iibereinstimmt, dab abet die Abweichungen der beiden 
Kurven voneinander um so gr6Ber werden, je kleiner A wird. Diese 
Tatsache, dab n~imlich die berechneten Bindungsenergien stets kleiner 
s ind  a ls  die experimentellen, wird vermutlich an der grunds~itzlichen 

~0,z 

Fig. 6. Verlauf der Funktion oo(A). 

Ungenauigkeit der TttOMAS-FERMI- 
Methode bei kleinen Teilchenzahlen 
sowie an den bier gemachten N~ihe- 
rungen liegen, da die berechneten 
N~herungswerte von E immer ober- 
halb des wirklichen Minimums liegen 
miissen. Aui3erdem tr~gt der Verlauf 

der Dichtefunktion ~o-----~oo(A) zu diesem Verhalten bei. In Fig. 6 ist 
~o in Abh~inglgkeit yon A dargestellt, wie es sich aus dem Variations: 
verfahren berechnet. Es zeigt sich, was gut mit der Erfahrung iiber- 
einstimmt, dab ~o(A) fiir fast alle Kerne den gleichen Wert hat. Erst 

7,6 

L i I I I I ,  N f 
Z i l  6' 8.U/.70-~r~ 

p ~  

Fig. 7. Verlauf der Funktion O = o(r). 

g,2 

A ~  

Fig. 8. Verlauf der Funktion (~ = e(A). 

bei sehr groBen A verringert E c die Dichte, w~ihrend bei sehr kleinem A 
E o den Wert yon 0o velTingert. Die starke Abnahme von Qo nach 
kleinen A-Werten zu bewirkt auch eine Abnahme der Volumenenergie E~, 
woraus wiederum das Verhalten yon E(A)/A bei kleinen A-Werten 
verstanden werden kann (Fig. 5). 

Es S-~ nun noch die Gestalt der Dichtefunktion Q (r) n~her diskutiert 
werden. Die in der Form ~ (r) ---- 0o e - ~  auftretenden Parameter n, ~o 
und c~ sind von A abh~ingig. Der Parameter n, der geometrisch die Nei- 
gung im Wendepunkt darstellt, nimmt mit wachsendem Atomgewicht 
st~indig zu, so dab sich o (r) fiir schwere Kerne der Rechtecksgestalt 
n~ihert (Tabelle 2). Dutch die relativ gro~en Werte yon n bei schweren 
Kernen, ist auch d ie  oben gemachte Annahme n>>t  n~iherungsweise 
gerechtfertigt. Um einen Vergleich mit friiheren Arbeiten (v. WEIZ- 
S;4CI~EI~) zu erm6glichen, soll noch die Brei te  der Oberfi~ichenschicht 
im Verhiiltnis zum ganzen Kern bestimmt werden. [Fig. 7 zeigt die 
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Dichte 0 (r).; Die Tangente im Wendepunkt r~ schneidet die Geraden 
= 0o und ~ = 0 in r o und r R. Wit wollen r e -  r o als Breite der Ober- 

fl~iche definieren, und 
f f ~  rR--ro 

rR 

als das Verh~ltnis der Oberfl~tchenbreite zum gesamten Kernradius r R. 

Aus e (r) = Q0 e-"*" folgt a = a (n) ---- -e= ~ . Fiir einige A-Werte ist a (n) 
n 

in Tabel le2 angegeben, fiir A-+oo geht a(n)-+O. I m  Bereich der 
experimentell vorkommenden Kerne ist also im Durchschnitt  e twa 1/8 
des Kernradius zur Oberfl~chenschicht geh6rig. Friiher hatte v. WEIZ- 
SXCI~EI~ mit  einem andereI1 RITzschen Ansatz ftir die Dichte ein der 
Gr6Be a entsprechendes Verh~ltnis fiir Pb(203) berechnet und 0,214 
erhalten. Dieser Kern ist hier nicht berechnet worden, jedoch ergibt 
die graphische Interpolation (Fig. 8) e t w a d e n  Wert  0,265. Qualitativ 
s t immt also dieses Ergebai s mit  dem yon v. WEIZS~CKER gefundenen 
gut iiberein. 

Tabelle 2. 

A oo(A) n(A) a(A) 

8 0,0822 , 3,142 
27 0A915 [ 4,713 
64 0,2166 '! 6,284 

t25 0,2t66 i 7,855 
2t6 0,2166 i 9,426 
343 0A915 10,997 

po(A) ist in pa angegeben. ~ - 1 = t , 4 . 1 0 - 1 ' c m .  

0,628 
0,4646 
0,3686 
0,30387 
0,25834 
O,2259 

w Die Bindungsemrgien der leichterb Kerne. 

Mit Hilfe der in w 2 beschriebenen Methode zur Energiebestimmung 
bei leichten Kerllen, sollen die Bindungsenergien ftir ~He, 1~O llnd ~~ 
berechnet werden. Nimmt man fiir die Einteilchenwellenfunktionen die 
Funktionen des harmonischen Oszillators, so treten bei diesen drei  
Kernen nur abgeschlossene Schalen auf. Die Eigenfunktionen des har- 
monischen Oszillators lauten 

 o/x, y, 2 /=  --o" ~.,(V2~,) Hn y ( V ~  Y) Hn~ V2mz) 

wobei n = n : + n y + n :  sodaB ffir jedes n / ( n )  - -  (~ + 1)(n + 2) Zust~nde 
' 2 

existieren. Der Parameter  ~ ist zun~chst unbest immt und soll sp~ter 
so festgelegt werden, d a b  die Gesamtenergie der Kerne ein Minimum 
wird. , h~ngt mit  tier Masse M und der Frequenz v des 0szillators durch 
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]Vf �9 ct = - ~- 2~ v zusammen, H~ (x) sind die HERlVETEschen Polynome. Die 

laier gebrauchten lauten 

H 0 ( x )  ---- I //1 ( x )  ---- x H~ ( x )  - -  x ~ - -  t .  

Wegen der 4fachen ]3esetzung aller Zust~nde mit Protonen und Neu- 
tronen yon versehiedenem Spin ergibt sich :fotgendes Schema: [z(n) ist 
dabei die Anzahl der Zust~nde.] 

n --- t 1 (r~) = 3 

r162 = 2 /(n) ---- 6 

z (n) = 4 Z z (n) ---- 4 

z(n)  = 12 Z z(n)  "16 

( . )  = 24  Y ,  ( . )  = 4 0 .  

Durch Summation tiber alle besetzten Zust~nde entsteht die gemisehte 
Dichte 

o(r ,  r') = Y, ~ ( r )  ~o~(~') 
/J 

und daraus mit ~ (r, r) = 0  (r) die gew6hnliche Dichte. Es soll hier stets 
die Gesamtnukleonendiehte betrachtet werden. Ffthrt man die Neu- 
tronendichte ~U(r, V) und die Protonendichte 02, (r, V) ein, so is~ bier 
wegen N = Z 

~ (~, ~') = ~ (~, ~') = ~ o (~, ~') oN (~) = ~ (~) = ~ o (~). 

Ffir die hier betrachteten drei Kerne ist: 

n = 0  ~) (1:1, ~2) = 4 (:~-)~ e --~(~i+*~) 

(X 1 ~ --~-(r~+r.~) 
. = t  {t 

} n = 2 0 (ri, r,) = 4 ( ~ / ~  e - - ~  ('~+'~)~_5 _ ~2 (ri - -  r~) + 2 ~ (ri r2) 2 �9 

Zur Berechnung der Bindungsenergien mtissen drei Anteile bestimmt 
werden, die potentielle Energie der Kernkr~fte E~)(~i), die kinetische 
Energie der Nukleonen, E ~  (~) und die CoozoMB-Energie der Protonen. 

�9 I { Die Gesamtenergie E '~> (~) ---- E~ ~ (~i) TL ~'ki~P'i> (~i) ~- E~ (ml) h~ingt somit yon 
~ ab. Dieser Parameter wird so eingefichtet, dab E <~; (~i) ein Minimum 

wird, es ~ wird also das Extremalproblem ~ E <~> (~.~ ~ ~ ,, = 0  gelOst. 

t. Die potenfielle Energie der Kernkr~fte. 

Die HAMILTON-Funktion 
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bestimmen wir dadurch, d a b  wir fiir 9 (r) einen RITzschen Ansat'z ma- 
Chen, und dann das Variationsproblem 

~ 7  ~ ( ~ ) =  o 

15sen, alas der Differenfialgleichung/iquivalent ist. Wir verwenden dabei 
ebenso wie bei schweren Kernen nur die gew6hnliche n Diehten. Die 
Energieanteile, die den gemischten Diehten entsprechen, wcrden am 
SehluB dieses Paragraphen niiher diskutiert.  Als RITzsche Ans/itze fiir 

F o - /~ i  \'~1 o,(r) und ~,(r) w~thlen wir [ . r  / Z-) j 

n = o oo(r)  = qooe-~ ~o(r )  =~Ooo e -~~ 

n = t 01 (r) = 01o e -  ~*' [1 2~1 r 2_ ~1 (r) =: ~1o e - ~  [!  + 2fll r2] 

n 2 o~(r)=q~oe-~*~-'i 2 ~ r q  q)~(r)-- - ' : ' "  2 ~ = , k'~-- . - - ~ 2 o e  e . - [ ~ +  & r q -  

Bei diesem Ansatz werden sich Dichte und Potential qualitativ nicht 
wesentlich unterscheiden, q~i0 und O~o sind dabei noeh unbestimmte 
Parameter, die durch das Extremalproblem festgelegt werden sollen. 
An SteIle yon ~o  werden wir ebenso wie bei schweren Kernen 
r = g21/4 ~0i0 verwenden. Die bei schweren Kernen gebrauchte :Beziehung 
gay;-~Oo = ~ + ~ lassen wir hier weg, da sie nur asymytotisch ffir groBe 
A richtig ist 1. 

Die Energie E~ ) lautet damit 
2 " a 

E ~ - - - ~  I/3~7Po- 2 t2#] ' 52-t#o/ , 4 

E~, 57 1! ~ 3t 2 ),g4qg, o(~_i)'~ - 

+ 

+ ' (;?) (;)~ 
._ ~ f 2 5 =  ~ ,~ 75 =~+fl~ 4- ~ ~ 2v2 

i 7 . I I 1 J" �9 g~oO~o (~+p~)~. 4 (~_~_&)~. (~_~fl~)_ 

2. Die  kinetische Energie E~.~ berechnet man am einfachsten'aus 
der mittleren kinetischen Energie eines Teilchens, die beim harmonischen 
Oszillator gleieh der mittleren potentiellen Energie ist 

kin = 8pot = - 2 M  0r -[- n �9 

1 D i e  V e r w e n d u n g  dieser Re la t ion  b r ing t  an  sieh ke inen  seh r  groBen Fehler ,  
die R e c h n u n g  m i t  den  e x a k t e n  F o r m e l n  f i ihr t  hier  j edoch  ebenso schnel l  z u m  Ziel. 
Bei  H e l i u m  z. 13. e rg ib t  s ich m i t  der g e n a n n t e n  Re la t ion  ftir die 13indungsenergie 
E =  55,96 MeV, wghrend  die exak t e  Fo rme l  E =  58,016 MeV ergibt .  
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Die Gesamte kinetische Energie erh~lt man durch Summation fiber 
alle N Teilchen des Kerns, wobei abet diese Summe noch Init (N -- t ) /N  
zu multiplizieren ist, da die Bewegung des Schwerpunktes ffir die kine- 
tische Kernenergie keine Rolle spielt. Ffir die bier betrachteten Kerne 
erh/ilt man dann die in Tabelle 3 angegebenen Werte. 

3. Die Col:LOMB-Energie der Protonen enth/ilt zwei Anteile, wenn 
man die gemisehten Dichten mitberiicksichtigt 

Daraus ergibt sich unter Verwendung der angegebenen Dichteausdriicke 
die CouI-O~B-Energie flit die verschiedenen Kerne (Tabelle 3)- 

Tabelle 3. 

n = 0  n = t  n = 2  

-Ekin 
9 ~ 
4 M c~~ 

[/ 2 ~  

1/ 2z~ 

t35 ?~e~ 
8 M 

t e 2 ~1 

19 e2 | / %  
- T  I /  ~-~ 

t t7 t~2cr x 
2 M 

(274 2~ 

- - ( 2 9 +  l~/e'V~-32' 

Die Gesamtenergie eines Kernes 

~i) , E(~) (e E~/(o~) E,(,,I, = E ot( O o + kin, i) + 

h~ngt somit von den Variabeln ~i,/5i und ~o  ab, wenn wit  w i d e r  0io 
durch ~i" ausdriicken. Die beiden Variationsprobleme, die L6sung der 
nichtlinearen Differentialgleichung (Variation nach ~Oio und fli) und das 
RITzsche Verfahren zur  Bestimmung der Eigenfunktionen (Variation 
nach ~i), kbnnen hier gemeinsam dadurch behandelt werden, dab 
Ei(cq,/~, ~Oio ) in bezug auf alle drei Variabeln zum Minimum gemacht 
wird. Dies ist m6glich, da, a-~kin~(i) und -c/7c~) yon q~io und fli nicht abh~tngen. 
Ftihrt man die oben definierte dimensionslose Variable ~ statt  ~0io ein, 
so l~tl3t sich die Energie der betrachteten Kerne' in der Form 

E i (e~, fl~, ~) + ~ Bi (fl~) -- ~ C~ (~,/5~) -t- n~ (~) 

scl~reiben. Die Funktionen Ai ,  B~, C i und D i hXngen dann nur noch 
yon ei und fli a b  und sind in Tabelle 4 explizit angegeben. 
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Itle (n=0) [ 

1. a~ g4 ;tA @ 
32 fl.~ 

3]/'~a-. t.1~\~. 

D(~,:) 

Tabelle 4. 
, o  a (n=2) 1~0 (~=) ~oc 

1oA4 V~/3. t5,2 

/ ~ S~ t S e ~ f i  25 L 7 5  m=-i-f l  2 ~_ 945==f l  2 

417-+-fl) ~ •7 f l7  4 ( : ~ + f l )  ~ ' 4 (a+fl)a ' (~q_fl)'r 

9~ ~ / c x  [ 135 ~ 83e' V -  117 ~ , 2[  t ) i ~  

/)as Minimum beziiglich ~ kann explizit angegeben werden 1. Es 
liegt bei 

: + V(") + " : :  + , 6 . ,  " 

Das Minimum von 
E (r 0~, ~) = emin(r 

bezfiglich der Variabehl ~ ulld fi ist numefisch bestimmt wordell. Die 
Werte der Energie im Minimum silld fiir die drei betrachteten Kerne 
in Tabelle 5 allgegeben. Es silld dort ill der ersten Zeile die berechlleten 
Energien E/A, bezogell auf ein Nukleon angegeben. Zum Vergleich ist 
noch die Energie Es, angegeben, die man llach dem statistischen Modell 
(w erh~tlt und die experimentcll bekannten Bindullgsellergien E~xv. 
SchlieBlich silld n0ch diejenigen Werte E w aufgeffihrt, die mall mit der 
W E I Z S X C K E R - B E T H E  F o r m e l  e r M l t l  

Ffir die Konstanten g und ,~ sind dieselben Werte gew~thlt worden, 
wie bei der Berechnullg der schweren Keme (w also g=2,908 und 
). = 5,832. 

Tabelle g. 
2(He ~O '~Ca 

E/A - -  14, 5665 - -  13,6689 - -  13, 71 
Est/A - -  0,321 --. 4,095 - -  6,3513 
Eexp/A - -  6,935 - -  7,72725 - -  8,4255 
.Ew/A - -  4,60 - -  7,594 ! - -  8,386 

* Die Var i a t i on  n a e h  ~ t r i t t  h ie r  a n  Stelle der  bei s c h w e r e n  K e r n e n  v e r w a n d t e n  
I~elation 

1 o . - - - - , ~  (r + r 
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Die Konstanten g und ~ waren so bestimmt worden, dab die gewon- 
nenen Energiewerte im statistischen Modell bei A = 2t6 mit den Werten 
der WEIZSXCKER-BETH~-Formel t~bereinstimmten. Die mit denselben 
Werten berechneten Absolutwerte der Energien der ]eichten Kerne 
liegcn im statistischen Modell unter,den experimentellen und im Schalen- 
m0dell weit tiber den experimentellen Werten. Die Abweichullgen im 
statlstfschen Modell werden von tier grunds~tzlichen Ungenauigkeit der 
THO~AS-FERMI-Methode bei kleinen Teilchenzahlen herrfihren, die ellt- 
gegengesetzten Abweichullgen im Schalenmodell k6nnen vermutlich 
durch folgende Ursachen erkl~rt werden: 

1. Die wirklichen Keme entsprechen weder d e m  Schalenmodell, 
noch dem statistischen Modell, vielmehr wird die Wirklichkeit in einer 
Mischung beider Modellvorstellungen gesucht werden miissen. Dem ent- 
spricht, dab die experimentellen Energiewerte in allen F~llen zwischen 
den Werten des Schalenmodells ~nd den Werten des statistischen Mo- 
dells liegen. 

2.' Zur Berechnung der potent!ellen Energie der Kemkr~fte wurde 
nur die gew6hnliche Dichte e (r) verwendet, was beSonders bei kleinen 
Teilchenzahlen nut eine sehr schlechte N~herung an die wirklichen Ver- 
h~iltnisse darstellt. Der Fehler, der durch die Vemachl~ssigung der ge- 
mischten Dichte entsteht, bewirkt, dab die berechnete Bindullgsenergie 
zu groB ausf~llt. Besonders leicht ist dies zu sehen, wenn ein Zwei- 
k6rperpotenfial V(t, 2) wirksam ist, denn dann ist bei WIGXEIl-KrMten 

Evo t . . . .  �89 f f V ( l ,  2) {9 (t) Q ( 2 ) -  { 'o (t, 2)=} dr1 d~,  

wobei 9 (h, r2)die gemischte Dichte darstelit. Im allgemeillen Fall der 
hier verwandten KrMte ist eine solche Darstellungnicht m6glich, jedoeh 
werden die qualitativen ZusammenMnge dieselben sein. 

3. Eill grunds~tzlicher Fehler, der  der Rechnung anhaftet, ist da- 
durch entstandell, dab 'nut WlcxER-KrRfte verwandt wurden, dagegen 
keinerlei Austauschkrafte, deren Existellz aber dureh das Experiment 
gesichert ist. Eihe  Abseh~tznng des Einflnsses soleher Potentiale auf 
die Bindullgsenergi611 ist jedoch sehr schwierig, nnd soll bier nicht dis- 
kutiert werdell. 

Es soll nun noch der unter 2. erw~ihnte Fehler genauer untersncht 
werden. Eine Berechnung der potentietlen Energie in der Weise, wie 
sie bei Existenz einer GREEI~schen Funktion (lineare Differentialglei- 
chung der Potentialfunktion) geschieht, ist hier nicht m6glich. Um 
trotzdem eine Absch~itzung derjenigen Energieanteile zu erhalten, die 
(bei einer linearen Differentialgleichung) dem Ausdruek 

fly(t; 2)  2)i 
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entsprechen, machen wir folgende IJbertegung: 13ei Existenz eines 
Potentials V(I, 2) ist die Energie 

Epot = E~ + E A 

= = �89 J fV(t ,  2) 0 (h) 0 !r2). dhd~2 +'~ f f  V(!, 2) I 0 (q, r2)]3 d q  d~ 3 .. 

Die E~ entsprechende Energie haben wir bisher direkt aus der HAmLTON- 
Funkt ionbes t imfnL Far  den EA entsprechenden Ausdruck g ib t  es je/ 
doch kein so einfa~hes Berechnungsverfahren. In einfaehen F~illen l~tBt 
sieh das Verhiiltnis der Austauschenergie E a zur gew6hnlichen Energie 
angeben. Allgemein ist 

Evot = Ek(t + EE~) = C" Ek. 

Wir wollen nun annehmen, dab das Verh/iltnis yon Austauschenergie 
und klassischer Energie im Falle eines Potentials V(t, 2) und im Falle 
des ScmFFschen Kraftansatzes iibereinstimmen. Dann l~tBt sich auch 
beim ScmFFschen Kraftansatz die potentielle Energie aus der klassischen 

40 .Energie E k mit Epo t = C E  k bereehnen. E k wurde fiir 41-t^ 1,~ und 20Ca 2 ~  8L/ 
direkt aus der HAMILToN-Funktion bestimmt. Fiir den Faktor C soll 
der Wert genommen werden, der sich bei Existenz eines Potentials V(t, 2) 
ergibt .  Bei He 1/il3t sich wegen ~(t) ~ (2 )=  I Q (t, 2)13 C unabhiingig yon 
V(t, 2) exakt angeben. Es ist C = 0,75. Fiir die anderen Kerne kann 
man Cnicht  exakt bestimmen, ohne weitere Voraussetzungen zu maehen. 
Mit waehsender Teilchenzahl n/ihert sich jedoch C asymptotisc h einem 
Wert Coo (Qoo, V), der noch yon der Dichte Qoo des unendlich grogen 
Kernes 1 sowie yon der genauen .Gestalt des Wechselwirkungspotentiales 
V(t, 2), nicht abet yon der Teilchenzahl selbst abhfingig ist. Dem An- 

steigen der Nukleonendichte yon leichten zu schweren Kernen (vgi. auch 
Fig. 5 ) m i t  dem Grenzwert ~oo entspricht dabei ein Anwachsen yon C 
nach Coo 2. Es muB daher zwischen den drei C-Werten die Relation 

0,75 = CH~ < Co < Cc~ < Coo 

bestehen. Fiir He.  erh~ilt man aus dem bisher berechneten Wert E k = 
--t34,734,MeV die-neue Bindungsenergie E : - - 2 4 , 5 3 2  MeV, was mi t  

1 Diese . ]3ezeichnung is t  an  sich n u t  gerechtfer t ig t ,  w e n n  m a n  die Ke rnk rg f t e  
u n t e r  AusschluB der  ColJLOI~B-Kr/ifte d iskut ier t ,  da  wegen  dieser Antei le  e in  un-  
end l ich  grol3er 'Kern n ich t  ex is t ie ren  k~mn. I n  d e m  hier  d i sku t i e r t en  Z u s a m m e n h a n g  
bedeu t e t  0 o  o d i e  Dichte ,  die in Fig. 6 e twa  zwischen A = 40 u n d  A = 300 a n g e n o m -  
meh wird. 

2 Fiir  eine spez ie l leAr t  VonMehrk6rpe rk rg f t en  s ind  d i e W e r t e  voI1 EA = i - -  Coo 
EK 

bei  Annal~me der  expe r imen te l l en  K e r n d i c h t e  yon  S. D. DRBLL u n d  K. H.  HUA~G 
[Phys .  Rev .  91, t527 (1953)] b e s t i m m t  worden,  o Pihr die  dor t  be t rochte ter t  Zwei- 
k6rperkrgf te  be t rug  der  Ante i l  der  Aus tau~chenerg i  ~ 19%. 
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dem experimentellen Wert v o n  E e x p = - - 2 7 , 7 4 M e V  wesentlich besser 
als der bisher berechnete Weft von --58,266 MeV iibereinstimmt. Da 
fiir O und Ca der Wert C nicht genau bereehnet werden kann, soll C 
umgekehrt aus den experimentellen Energiewerten bestimmt werden. 
Diese Gr6Ben Co und Cca sollen dann daraufhin untersueht werden, 
ob sie die oben genannte Ungleichung erffillen. Es ergibt sich C~I~ ---- 0,75 
Co=0,83t, Cca=0,854, was offenbar mit der Ungleichung vertr~iglieh 
ist. Eine graphische D arstellung dieser drei C-Werte widerspricht aueh 
nicht der Forderung, dab C=C(A) asymptotisch gegen Coo strebt 
(Fig.9), wobei sieh bier fiir Coo ~ 0,85 ergibt. "Die Abweichungen der 
berechneten Energie vom Experiment l~iBt sich daher auch bei 1~O und 

• O,80t- 

A ~  

F i g .  9. V e r l a u f  d e r  F u n k t i o n  C = G(A). 

~~ ebenso wie bei ~He qualitativ 
aus der Vernachl/issigung der Aus- 
tauschenergien verstehen. 

Zusammen/assung. 
In der Arbeit yon SCHIFF 1 war 

zur Deutung der Abs~ittigung der 
Kemkr~ifte eine nichtlineare Poten- 

tialgleichung fiir die Potentialfunktion vorgeschlagen worden. Die 
beiden, zun~ichst unbestimmten Parameter g und ~ wurden von SCHIFF l 
und MALENKA 2 dadurch bestimmt, dab l~lbereinstimmung von Dichte 
und Volumenenergie der Kernkr~ifte mit dem Experiment gefordert 
wurde. Dabei ist nicht beriicksichtigt worden, dab die Dichte durch 
ein Variationsproblem bestimmt ist (TKOMAS-FERMI-Modell), wodurch 
diese Absch~tzung nur sehr ungenaue Werte liefert. Es ergab sich 
g=6,32, ~.=13,6 ~. 

Im Gegensatz dazu wurde hier (w Wert yon g und J. zun~ithst 
durch Beriieksichtigung des Variati0nspr'oblems an der Volumenenergie 
der KernkrSfte allein berechnet. Es ergab sieh dabei 

g = 8,48 und ~ = t1,12. 

Eine weitere wesentlictle u dieser Bestimmnng wurde 
(w dadurch erzielt, dab im Variationsproblem neben der Volumen- 
energie der Kernkr~ifte auch Oberfl~chenenergie und CooLOM~-Energie 
beriicksichtigt wurden. Besonders die CoL'eo~tB-Energie ver~ndert die 
Werte der Konstanten g und ~ stark. Die Gesamtenergie tl~ngt dann 
wegen der Beriicksichtigung der beiden Energieanteile vom Atom- 
gewieht A ab, weshalb die Bestimmnng der Konstanten in der Weise 
erfolgte; dab lJbereinstimmung der berechneten Dichte und der berech- 
neten Gesamtenergie bei A = 2 t 6  gefordert wurde. Diese Reehnung 

1 ScmFv, L . J . :  Phys. l~ev. 84, I. 
MALENKA, B . I . :  Phys. IZev. 86, 68. 
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wurde durch Vorgabe einer geeigneten Dichteverteilung (RITzscher An- 
satz) mit dem TI~OMAS-FERMI-Modell durchgefiihrt. Es ergab sich 
g=2,908 und 2 ~-5,832. 

Mit Hilfe dieser Werte wurde dann (w die Bindungsenergie ftir 
verschiedene A-Werte berechnet, so daf3 ein direkter Vergleich mit der 
WElZSXCKER-BET~Iz-Formel m6glich war. Es zeigte sich dabei, dab bei 
den schweren Kernen die Energie gut m i t  den experimentellen Daten 
tibereinstimmt, dab aber bei Benutzung der THOMAs-FEI~MI-Approxi- 
mation die Aloweichungen immer gr6Ber werden, je kleiner A wird. Die 
Dichte im Mittelpunkt des Kernes ist dabei in weiten Bereichen 
(40 < A < 300) nahezu konstant und gleich dem experimentellen Wert. 
Ftir Werte A < 40 nimmt die Dichte wegen dem zunehmenden Einflug 
der Oberfl~tchenenergie ab, fiir A > 300 wegen der COULOMBschen Ab- 
stof3ung der Protonen. 

Die Gestalt der Dichtefunktion ist fiir verschiedene A-Werte genau 
bestimmt worden. Dabei zeigte sich, dab die Breite der Oberfl~iehen- 
schicht bei schweren Kernen etwa ein Drittel des Kernradius einnimmt. 

Da fiir leichte Kerne das THOMAs-FZR~I-Modell unbefriedigende 
Resultate bringt, wurde fiir einige leichte Kerne Energie und Dichte 
mit dem Schalenmodell bestimmt (w Unter Annahme derselben 
Konstanten g und 2 wie bei schweren Kernen, und bei Verwendung der 
Oszillatoreigenfunktionen als Einteilchenwetlenfunktionen wurde die 
Bindungsenergie Iiir die ersten drei abgeschlossenen Schalen (~He, l~Ca, 
40 20Ca) bestimmt. I)abei wurde jedoch wegen prinzipieller Schwierigkeiten 
in der Energiebestimmung nur die gew6hnliche klassische Energie be- 
rechnet, nicht aber die Austauschenergie. Der Beitrag der Austausch- 
integrale ist jedoch bei leichten Kernen ziemlich grol3, so dab die Er- 
gebnisse dutch diese Vernachl~issigung stark verf~ilscht werden. Es 
konnte jedoch mit einer einfachen qualitativen Abschfitzung gezeigt 
werden, dab die Berficksiehtigung der Austauschenergien gute fdberein- 
stimmung mit dem Experiment liefert. 

Damit ist sowohl bet schweren Kernen (TI~OMAS-FzR.~H-Modell) als 
auch bei leichten Kernen (Schalenmodell) befriedigende f3bereinstim- 
mung zwischen The0rie und Experiment erreicht. 

Zum SchluB m6chte ich Herrn Professor HEISENB~R~ fiir die An- 
regung zu dieser Arbeit, sowie fiir st~indige f6rdernde Kritik herzlich 
danken. Herrn Professor BIERMANN danke ich fiir die freundliche Er- 
laubnisl die elektronische Rechenmaschine G t ftir die umfangreichen 
numerischen Rechnungen benutzen zu dtirfen. 

Gb'ttingen, Max-Planck-Institut fiir Physik. 
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