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Nichtlineare Mesongleichung
und Absiittigung der Kernkriifte.

Von
P. MITTELSTAEDT.

Mit 9 Iiguren im Text.

(FEingegangen am 19. Dezember 1953.)

Mit Hilfe der von ScrirfF und THIRRING vorgeschlagenen Differentialgleichung
Ap(t)— ulp(t) — igt¢g? () = —g p(r) fiir dic Potentialfunktion der Kernkréfte
werden dic Bindungsenergien der schweren und leichten Atomkerne bestimmt. Iiir
dic schweren Kerne wird das THomas-Frrui-Modell, fiir einige leichte (;He, 50,
2oCa) das Schalenmodell verwandt. Die Kopplungskonstante g sowie die Kon-
stante Z vor dem nichtlinearen Glied werden auf Grund eines genaueren Verfahrens
als bei Scuirr und MALENKA neu bestimmt. Bei der Beréchnung der Bindungs-
energie mit diesen Konstanten wird sowohl die Oberflichenenergie, als auch die
Covroms-Energie vollstindig beriicksichtigt. Die gewonnenen Ergebnisse fiir die
Bindungsenergic zcigen befriedigende Ubereinstimmung mit den Werten der halb-
empirischen WrizsAckKeR-BrTHE-Formel. Die berechnete Dichte der Nukleoncn
sowie dic Breite des Oberflichengebietes stehen in guter Ubereinstimmung mit
fritheren Resultaten.

§ 1. Einleitung.

Die Bindungscnergie cines Nukleons im Kern 1468t sich in ihrer Ab-
hingigkeit vom Atomgewicht durch die halbempirische WEI1ZSACKER-
Brrae-Formel darstellen. Die Energic eines Atomkernes mit der Ge-
samtnuklconenzahl 4, und der Neutronenzahl Z, ist auf Grund dicser
Uberlegungen:

E(4)=—ad -t b4t c WD L E, (1)

Die GroBen a, b und ¢ sind Konstanten, die aus der Erfahrung entnom-
men werden, E,ist die elektrostatische AbstoBungsenergie der Protonen.

In der folgenden Arbeit soll untersucht werden, wie diese Formel
mit Hilfe theoretischer Uberlegungen begriindet werden kann, wenn man
annimmt, daB die Potentialfunktion ¢(r) der Kernkrifte der von
Scuirr! und THIRRINGZ vorgeschlagenen nichtlincaren Differential-
gleichung

Ag(t) —g(0)p® — 2gte (1)’ = —gelr) (2)
gehorcht. (o (r)) ist die klassische Dichte der Nukleonen, g und A sind
Konstanten.

1 Scurrr, L.J.: Phys. Rev. 84, I
2 THIRRING, W. E.: Z. Naturforsch. 1952, 63.
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Sieht man zunichst einmal von dem zu (N--Z)? proportionalen
Glied ab, beschriankt sich also auf Kerne mit gleicher Protonen- und
Neutronenzahl (N =Z), und 148t weiterhin das Glied E, beiseite, da es
keine Schwierigkeiten bei der Interpretation bietet, so bleibt dic Deu-
tung von E,(4) = —ad 4 b A% offen. Dieser Energicanteil muB fiir das
Zusammenhalten der Kerne verantwortlich gemacht werden, und riihrt
wenigstens zum Teil von den anzichenden Kernkrdften her. Das erste
Glied in E, wird als Volumenenergic, das zweite als Oberflichenenergic
bezeichnet.

Die Tatsache, daB Alim Er(4)

. = E cin endlicher Wert ist, daB also
die Bindungsenergie pro Nukleon eine feste Grenze nicht iiberschreiten
kann, wird als Absattigung der Energie bezeichnet. Durch Streuexperi-
mente an Atomkerncn ist weiterhin bekannt, dal der Radius R (4) der
(kugelférmig angenommenen) Kernein Abhéngigkeit vom Atomgewicht4
befriedigend durch R(4)=Ry,A*% dargestellt werden kann, wobei
Ry~1,41072 cm eine von A unabhingige Zahl ist. Daher hat dic
Dichte g (r) der Nukleonen im Kern fiir alle A cinen festen Wert. Diese
Tatsache wird als Absittigung der Dichte bezeichnet. Die beiden Phi-
nomene, dic Absittigung der Energie und die der Dichte sind theoretisch
nicht ohne weiteres zu interpretieren. Gibt man nimlich eine Anzie-
hungskraft V(r) zwischen den 4 Nukleonen vor, die der Einfachkeit
halber nur vom gegenscitigen Abstand 7 zweier Nukleonen abhingen
moge, so ist, da A4 (4 —1)/2 anzichende Nukleonpaare existieren, die
gesamte potentielle Energie des Kernes dic Summe der potentiellen
Energien dieser A(4 —1)/2 Summanden. Daher wichst dic Bindungs-
energie cines Kernes angendhert mit 42, und nicht, wie es die WEIz-
SACKER-BETHE-Formel fordeft, proportional zu A an. Eine einfache
Rechnung zeigt weiterhin, daf bei einer solchen Anziehungskraflt die
Dichte der Nukleconen nicht fiir alle Kerne cine konstante GréfSe,
sondern im Widerspruch zur Erfahrung, linear mit dem Atomgewicht
anwachsen wiirde.

Frithere Arbeiten 2.3 haben versucht diese Schwierigkeiten dadurch
zu 16sen, daB an Stelle einer gewéhnlichen Anzichungskraft V() cine
Austauschkraft V() P verwandt wurde, derart, daB der Operator P
cine oder mehrere Koordinaten der beiden wechselwirkenden Teilchen
miteinander vertauscht. Da ein solcher Koordinatenaustausch nur
zwischen je zwei Teilchen stattfinden kann, stchen also nur jeweils zwei
Partikel miteinander in Wechselwirkung, so daB insgesamt nur A2
wechselwirkende Paare existieren. Dadurch wird das Anwachsen der

1 MayoraNA, E.: Z. Physik, 82, 137 (1933).
2 WE1zsAckER, C. F.v.: Z. Physik 96, 431 (1935).
3 PLteGE, S.: Z. Physik 96, 499 (1935).
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Bindungsenergie linear zum Atomgewicht, wic c¢s die WEIZSACKER-
BerrE-Formel fordert, richtig wiedergegeben. In den Arbeiten von
v. WE1zsACKER! und FLiGGE? sind daher solche Austauschkrifte ver-
wandt worden, wobei fiir P der Vertauschungsoperator P, der Orts-
koordinaten gewihlt wurde (MAvoraxa-Krifte?).

Verwendet man auller den Kriften mit Ortsaustausch auch solche,
die Spin (F,) und Isotopenspin (F;) vertauschen, wihlt also fiir die
Kernpotentiale W(r, s, ) den allgemcinen Ansatz

W(r,s,8) =WV + MV#)P, - BV#P, - V()P

mit unbestimmten Koeffizienten W, M, B und H, so ergibt die Forde-
rung der Absittigung der Energie zwischen den Faktoren die Bezichung

B

1 2=o0. 6)

w. M _H
i 2 "2

Neuere Versuche tiber Proton-Neutron-Streuung bei hohen Energien ge-
statten es ebenfalls, Aussagen iiber die verschicdenen Anteile der Aus-
tauschkrifte zu machen. Danach ist

B=H=-0134; W=M-—0,034.

Daher entspricht dic bei v. WE1zsAckeR! gemachte Annahme reiner
MAjoraxa-Krifte nicht den Tatsachen, cbenso wie die fiir gemischte
Austauschkrifte giltige Koeffizientenbedingung® wegen der Streu-
experimente nicht erfiillt sein kann. Vielmehr folgt aus diesen Experi-
menten, daB etwa 50% der Krifte gewohnliche Krifte sind. Bei einem
so hohen Prozentsatz gewdhnlicher Krifte kann jedoch keine Absitti-
gung der Energic mehr erreicht werden.

Eine weiterc Schwicrigkeit in den genannten Arbeiten3 ! entstand
dadurch, daB sich bei Vorgabe einer ortsabhidngigen Austauschkraft,
etwa V() =a ¢"*" dic Energie schwerer und leichter Kerne nicht gleich-
zeitig richtig darstellen lassen. Gibt man ndmlich den Massendefckt
eines schweren Kernes vor, so erhélt man ndmlich eine Relation b, = b, (a)
zwischen den beiden Konstanten ¢ und b, jedoch eine andere Relation
by —=b,(a), wenn man den Massendefckt eines leichten Kernes vorgibt.
Der Vergleich dieser beiden Funktionen ergibt, daB3 b, etwa doppelt so
grol} wie &, ist, so daB es also auch bei Vorgabe von Austauschkriften
nicht méglich ist, mit cinem Wertepaar a, b sowohl die leichten als auch
dic schweren Kerne richtig zu berechnen. Dies liegt, wic HEISENBERG 4
gezeigt hat, zum Teil daran, daB die THoMAsS-FErRMI-Methode nicht fiir

1 WerzsAcker, C.F.v.: Z. Physik 96, 431 (1935).
? FLtGeE, S.: Z. Physik 96, 499 (1935).

8 Majoraxa, E.: Z. Physik 82, 137 (1933).

¢ HEISENBERG, W.: Z. Physik 96, 473 (1935).
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alle Kerne mit der gleichen Berechtigung angewandt werden darf, da
bei leichten Kernen Strukturunterschiede (Schalenmodell) eine wichtige
Rolle spiclen. -

Da es aus den genannten Griinden nicht moéglich ist, die Kernenergien
mit Hilfe von Austauschkrédften zu interpretieren, ist zur Erklirung der
Absittigung in letzter Zeit cin anderer Weg beschritten worden. ScHIFF!
und THirrRING? haben vorgeschlagen, nur gewohnliche Krifte anzu-
nchmen, jedoch mit cinem wesentlichen Unterschied im Hinblick auf
dic friheren Ansétze: Wiahrend frither stets angenommen wurde, da3
sich die Gesamtenergie durch Addition der Tnergien der einzelnen
Nukleonenpaare gewinnen 1dBt, wird diese Eigenschaft der additiven
Superponierbarkeit von Punktquellenpotentialen in den genannten
Arbeiten aufgegcben. Mathematisch bedeutet dies, daB an Stelle einer
linearen Differentialgleichung fiir die Potentialfunktion ¢ (r) der Kern-
krifte etwa die nichtlineare Differentialgleichung

Apl) 12 () =P~ —go) )
verwandt wisd.

Wie ScHIFF gezeigt hat, liefert diese Differentialgleichung in der Tat
Absittigung fiir Energic und Dichte. Die bei ScHIFF und MALENKA3
durchgefithrten Rechnungen sind jedoch nur eine sehr schlechte Ndherung
an die wirklichen Verhiltnisse, da dort sowohl die Oberflichen- als auch
die CotLoMB-Energie weggelassen worden sind. Das Variationsproblem
im THOMAS-FERMI-Modell wurde daher nur an der Volumenenergie
der Kernkrifte und dem volumenproportionalen Teil der kinetischen
Energie durchgefithrt. Da andererseits gerade der Oberflachen- und
CouLomp-Anteil die Abhingigkeit der Bindungsenergic vom Atom-
gewicht A bewirken, so konnte bei ScHIFF noch kein Vergleich mit der
WEI1zsACKER-BETHE-Formel vorgenommen werden. In der vorliegenden
Arbeit sollen die Bindungsenergien der Atomkerne bei schweren Kernen
mit dem THOMAS-FERMI-Modell, bei leichten Kernen mit dem Schalen-
modell berechnet werden. Fir die Kernkrafte werden dabei ausschlieB-
lich die von Scuirr vorgeschlagenen Krifte verwendet, wogegen Aus-
tauschkréfte vollig unberiicksichtigt bleiben sollen. Dies ist wegen der
gesicherten Existenz von etwa 50% Austauschkriften sicher keine gute
Naherung, jedoch soll es hier darauf ankommen, dic Absittigung bei
Voraussetzung gewdhnlicher Krifte im Sinne der ScHIFFschen Ansitze
zu verstehen. -

Im Unterschied zu den obengenannten Arbeiten sollen hier jedoch
simtliche Energieanteile voll beriicksichtigt werden, was nicht nur fiir

* Scurrr, L.J.: Phys. Rev. 84, I.
2 THIRRING, W. E.: Z. Naturforsch. 1952, 63.
3 MarLexka, B. J.: Phys. Rev. 86, 68.
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den Vergleich mit der WEIZsACKER-BETHE-Formel von Bedeutung ist,
sondern auch fiir die Bestimmung der Konstanten g und 4 in der nicht-
linearen Differentialgleichung.

ScurFr! und MALENKA? hatten g und A aus den experimentellen
Daten mittels einer einfachen Rechnung erhalten, die sich aber nur auf
die Volumenenergie bezog. Die Beriicksichtigung der Oberflichen- und
CourLouB-Energie im Varjationsproblem der Gesamtenergie verdndert
jedoch dic dort gewonnenen Werte (g=6,32, A=13,6) stark. Mit den
hier neu berechneten Werten g.und 4 werden dann die Bindungsenergien
E(4) und die Dichten fiir verschiedene Werte von A bestimmt, so da3
ein direkter Vergleich mit der WEIZSACKER-BETIIE-Formel, sowic mit
der Beziehung R(A4)=:R,A% méglich wird.

$ 2. Allgemerines.

Es sollen im folgenden dic Mcthoden angegeben werden, mit denen
die Bindungsenergien fiir die Atomkerne berechnet werden. Dabei sollen
dic leichten Kerne mit einem vereinfachten HArRTREE-Fock-Verfahren,
wic es von HEISENBERG vorgeschlagen wurde, die schweren Kerne mit
dem TrOMAS-FERMI-Modell behandelt werden. Wir wollen uns stets auf
solche Kerne spezialisieren, bei denen ecine gleiche Protonen- und Neu-
tronenzahl vorlicgt. Auf das in der WE1zsACKER-BETHE-Formel auf-
tretende Glied ¢ . ; # soll in dieser Arbeit nicht eingegangen werden.

a) Leichte Atomkerne. Aus dem Schalenmodell des Atomkerns ist
bekannt, daB man in einer guten Naherung die Eigenfunktionen des
harmonischen Oszillators als Nukleonenwellenfunktion fiir kleine Kerne
verwenden kann. Aus diesen Funktionen setzt sich dann die Gesamt-
wellenfunktion @ des Kernes in erster Nidherung als SLATER-Determi-

nante zusammen.
Al

A
@ — V;—'Z (=) ][ v:(B).
7 g==1

Mit P sind die Permutationen gemeint, die in den Index ¢ in P, iiber-
fithren. v; sind dic Einteilchcnwellenfunktionen, die von den Orts-,
Spin- und Ladungsvariablen abhingen. Fiir die Raumabhéngigkeit der
TEigenfunktionen sollen dic Funktionen des harmonischen Oszillators
verwendet werden. @ ist die in allen Koordinaten antisymmetrische
und normierte Gesamtwellenfunktion. Bei den drei Kernen jHe, 'fO
und 0Ca treten bei Verwendung dicser Eigenfunktionen nur abge-
schlossene Schalen auf, so daB dic Rechnungen besonders einfach werden.
Wir werden im folgenden (§5) nur auf dicse Kerne. cingchen.

1 Scurrr, L. J.: Phys. Rev. 84, I.
2 Marexka, B.I: Phys. Rev. 86, 63.
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Die Berechnung der Bindungsencrgien crfolgt nach dem Ritzschen
Variationsverfahren. Aus dem HamrrtoN-Operator des Gesamtsystems

A
H — __2€WZAi+f](t1... ty) (1)
1

“H{r,...7,) ist dabei die gesamtc Wechselwirkungsenergie der Nu-
kleonen, also CovLoMB-Energien und Kernkraftenergie; M ist dic Masse
eincs Nukleons] wird dic Bindungsenergie nach der Formel

E _Min{D* H, D> (2)

berechnet. Diec Klammer (> bedeutet dabei dic Integration iiber die
Ortsvariabeln sowie die Summation iiber Spin und I.adungsvariabeln.
Das Variationsproblem wird dabei in folgender Weise geldst: Der in
den Oszillatorwellenfunktionen auftretende unbestimmte Parameter o
soll so festgelegt werden, daB E(e) ein Minimum wird. « héngt dabei

mit der Frequenz v und der Masse M des Oszillators durch «= —A;L[ 27y

zusammen. Es ist also das Problem - ;&E (o) —0 zu losen.
Tir die Bindungsenergie der Kerne sind drei Anteile zu berechnen.
Die kinctische Energie der Nukleonen, die CouLoMs-Energie der Pro-
tonen und die potenticlle Energie der Kernkrifte.
1. Dic Couromp-Encrgic der Protonen. Man hat hierzu den Er-

. . 1
wartungswert der Wechselwirkungsenergie 322 —+——-_ - 7zl berechnen.
Dies ergibt i<k

~ _ /% V1 \
Bc— @p,ﬁQZ ‘ri__r;l—-@P/

i<k
— ff L Lop) op) — ' oplr r')iz}drdr’
T2 1] \FTVRP 2 KR :

Dabei ist gp(t, t') die gemischte Dichte der Protonen. Sic entstcht aus
den Einteilchenwellenfunktionen durch Summation iiber alle besetzten
Zustinde:

op(r,v') = 2y (1) T (v).
bes
Die gewohnliche Dichte ist dabei gp(t) =pp(r, t).

2. Die kinetische Energie ist beim harmonischen Oszillator besonders
einfach zu berechnen, da hier die mittlere kinetische Energie gleich der
mittleren potenticllen Energic cines Teilchens ist. Die genaue Berech-
nung wird in §4 durchgefiihrt.

3. Die potentielle Energic der Kernkrifte. Um diesen Energieanteil
zu bestimmen, gehen wir nicht von der Formel (2) aus, sondern von der
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Differentialgleichung fiir die Potentialfunktion der Kernkrifte. Uber
die Potentialfunktion ¢ () machen wir folgende Voraussetzungen: ¢ (x)
sei eine reelle skalare Funktion der Ortskoordinate allein, und gehorche
der von ScHIFF! und THIRRING vorgeschlagenen Differentialgleichung
Agt
dp— o - "(Wg)a"w?’(r) =—gor).
Die Kernkriflte, dic zwischen den Nukleonen herrschen, sollen als
Jladungsunabhingig angeschen werden, so daBl die Energie mit einer
gemeinsamen Nukleonendichte g (r) berechnet werden kann. Ist gp (7, 77)
die gemischte Protonendichte, oy(r, t') die gemischte Neutronendichte,
so ist
o(r) = ep(r,v) + onlr,1).

Die auftretenden Potentiale sollen naherungsweise statisch sein. Es wird
also fir dic Krifte von der Bewcgung der Nukleonen abgesehen, so
daB ¢ (r) nicht von der Zeit abhingt.

Dicjenigen Energieanteile, die durch den EinfluB der gemischten
Dichten oy(r, ") und gp(r, ") entstchen, sollen hier vernachlidssigt
werden. Bei groBen Kernen spiclen diese Glieder keine grofe Rolle,
bei leichten Kernen soll fiir diese Anteile in §5 eine cinfache Abschitzung
gemacht werden. Dic zur Dichte o(r) gehorige Energic bestimmen wir
auf folgende Weise: Dic Differentialgleichung

L gt
Ag--urg — 35 ¢ = -goly)
148t sich aus der LAGrANGE-Funktion

Qrp) — e ptet At 4
N(r) 2 2 4(716)3 ‘F }_ gWQ

herleiten. Fir zeitlich konstante Losungen ist hier die HaMirtox-
Dichte
H) = — 8.

Und daraus die potenticlle Energie der Kernkrifte

: (IR | wret | Gt

]'P()t - 4./"_ 2 : 2 Z(i_“;)?, g(pgl ar.
Zur Berechnung von E soll stets von diesem Ausdruck ausgegangen
werden. An Stelle der nichtlinearen Differentialgleichung soll hier stets

von dem #quivalenten Variationsproblem - $ () =0 ausgegangen

_9_
. dg (1)
werden, das durch einen Ritzschen Ansatz fiir ¢ (r) geldst werden soll.
In ¢(r) treten dann noch einige unbestimmte Parameter auf, dic so fest-

gelegt werden sollen, daB E,, cin Minimum wird.

1 Scurrr, L. J.: Phys. Rev. 84, L
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b) Schwere Kerne. TFiir schwere Kerne verwenden wir die THOMAS-
FerMI-Methode. Um die Gesamtenergie in diesem Modell zu bestimmen,
sind wieder dic drei Antcile, kinetische Energic, CovLoMB-Energic und
Kernkraftenergie zu berechnen. Fiir die kinetische Encrgie eines Kernes
mit der Protonendichte pp(r) und der Neutronendichte oy (r) erhilt man

( Op __( Oy 72 jdl

i §
Ekm 2f(0 —I_ON d'f—i—/f on J

Bei gleicher Protonen- und T\'eu’croncnc'llch‘ce (N ==Z und 9/2 == pp=gy)
und Kugelsymmetrie dieser Dichten erhilt man

E . 1 goo 2 2 2
kin--*47”7<2‘)f9 frdy - 47”’[ -rrdr
0

dabei ist

.k _ 8ahkt [ 3\
L=sw 1T sm ("s'ﬁ) ’
wobei M die Masse eines Nukleons ist. Dic Courom-Energie der Pro-
tonen mit der Dichte gp(r) bestimmen wir im folgenden stets mit der
Formel o '
' E,=8m2e [ op(r)y(r) 72 dy,
0

wobei die Potentialfunktion der Differentialgleichung

Ayp(r) = - eop(r)
gehorcht. Es soll hier ebenso wie bei den Kernkriften der den gemischten
Dichten entsprechende LEnergieausdruck weggelassen werden.

Die potentielle Energie bestimmen wir ebenso wie bei leichten Kernen
aus der Hamirton-Funktion

r Vo2 | e | L g o '
EP—f[‘"?‘—"{‘ 2 +4"' (o) g‘l’@;dr-

@ (t) ist dabei wieder durch die obengenannte nichtlineare Differential-
gleichung definicrt. An Stelle dicser Differentialgleichung soll auch hier

‘;38 =: 0 mit einem geeigneten Rirz-

schen Ansatz fiir ¢ (¢r) gelost werden. Die in diesem Rrrzschen Ansatz
auftretenden Parameter P; ... P, sollen wicder so bestimmt werden,
daB Epo (I ... B) zum Minimum wird.

wieder das Variationsproblem

§3. Die nichtlineare Differentialgleichung.
Wir werden im folgenden stets eine kugelsymmetrische Dichte-
verteilung der Nukleonen annehmen. Damit ist ¢ (r) =¢(r). Die nicht-
lincare Differentialgleichung fiir ¢ (r) verwenden wir hier in der von
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MarLENKA angegebenen Form. Sie lautet dann:

1 M ’ A
o) 28 g — f(h%rﬁ: —¢gelr)

4

und dic HamirtoN-Funktion

[o¢]
_ Ak R S SR 1,2
H_4nﬂ2 e T e LT g (1)

0

Im Unterschied zu lincaren Differentialgleichungen fiir ¢ () existiert hier
keine GrREENsche Funktion G(x, t'), derart, daB g (x) = [ G(x, ') o (t') d¥’
wobei G {r, t') unabhingig von g(7) ist. Es ist daher auch dic potentielic
Energie der Nukleonen E,, = H nicht in der Form

Epot = Z ; V(i k)

darstellbar, wobet V (4, k) die Wechselwirkungsenergie von jewcils zwel
Nuklconen bedeutet. Die Energie setzt sich also nicht mehr additiv
aus den 2-Korperenergien zusammen:
In den folgenden Rechnungen werden wir oft an Stelle von ¢ (0) =g,
die dimensionslose Variable :»g;% @y verwenden. g und 4 sind
4
dabei die in der Diffcrentialgleichgng auftretenden Konstanten. Dabei
ist y?=1,4-10" cm. Dic andcren beiden GroSen werden spiter aus
den experimentellen Daten bestimmt. Dic MafBeinheiten wollen wir von
jetzt ab so festlegen, daB i=c=yu=1 ist. Dic Einheit der Energie
ist damit 140,4 MeV. Die endgiiltigen Ergebnisse fiir die Energiewerte
werden wir jedoch stets in MeV angeben.
Um cine qualitative Ubersicht iiber die potentielle Energie zu be-
kommen, nehmen wir fiir die Dichtefunktion zunichst Rechtecksform

an, also
0 =R
V) =
e {0 r>R,

wobei g, noch der Normierungsbedingung

4R
AR gy == A

gehorcht. A ist dabei die Gesamtnukleonenzahl. Fiir groBe A4 folgt
dann angenéhert aus der Diffcrentialgleichung, wenn man dort ¢'(0)
und ¢’ (0) gegeniiber @ (0) vernachlissigt:

Po -+ Ag P == g 00-

Diesc Bezichung wird fiir groBe Kerne oft verwandt werden (§4).
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Im Sinne der THOMAS-FERMI-Methode mufl nun die Dichte dadurch
festgelegt werden, daB die gesamte Bindungsenergie, also die Summe als
potentieller Energie der Kernkrifte, kinctischer Energie der Nukleonen
und CouvrLous-Energiec der Protonen als Funktion der Dichte ein Mini-
mum wird. Wegen des ungenauen Ansatzes fiir p(r) kénnen wir hier
nur die volumenproportionale Energie diskutieren. Mit

1
N (s
I
und (1) erhdlt man fir die Volumenenergie der Kernkrifte
' Hy  @LE30) 0 | s
4T g

Um die gesamte Volumenenergie zu erhalten, muf noch der volumen-

proportionale Anteil der kinetischen Energie hinzukommen. Eliminiert

man wieder g, durch ¢, so ist

E, 1., 20438 (1)2
— T

sofr 1B S Y (S L (2)
gV

gz i

A 2
Im Tnomas-FeErMI-Modell mufl nun das Minimum dieses Ausdruckes (2)
in bezug auf g, oder was dasselbe ist, in bezug auf { gesucht werden.
Im Gegensatz zu dem mit einer beliebigen Zweikorperkraft berechneten
Ausdruck der Energie hat E,/4 ein Minimum in bezug auf {. Diese
Eigenschaft ist entscheidend fiir die Absittigung. Bei Verwendung einer
linearen Differentialgleichung fir die Potentialfunktion, crhilt man
wegen der Existenz einer GREENschen Funktion fiir die Volumenenergie
stets einen Ausdruck der Form
I;f = —const gy 1 g}

der offensichtlich nur ein Maximum hat, nicmals aber, wie es physikalisch
gefordert werden muB, ein Minimum.

Die beiden in der Differcntialgleichung auftretenden Konstanten g
und 4 sollen durch die Erfahrungswerte festgelegt werden. MALENKA!
hatte in ciner einfachen Abschitzung g —6,32 A=:13,6 erhalten, Wir
werden im folgenden eine ctwas genauere Bestimmung dieser GréBen
angeben, wobei aber auch die CovLouMs-Energic der Protonen sowie die
Oberflichencnergie noch weggelassen werden soll. Eine endgiiltige Be-
stimmung dieser GroBen wird dann in §4 durchgefithrt werden.

Es wird sich zeigen, dall {>>1. Dann crhilt man in erster Ndherung
fiir die Volumenencrgie: '

E, _ 3¢ AN ea Ay
e e o,

1 MareENKA, B.L.: Phys. Rev. 86, 68.
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Das Minimum dieses Ausdruckes ist

. Emin 6
v —_
. A 64 .,7\ +O (2) gz;ﬁv
und wird bei \
3 « 23 g
Conin =

min 4 17}’%

angenommen. Dem entspricht eine Dichte von
o — 3028 43y

0 4 gky AP

Wir wollen nun fordern, dal E™*/4 mit dem Volumenanteil der Energie
in der WEIZSACKER-BETHE-Formel iibereinstimmt, und ¢™® mit dem
experimentell bekannten Wert 4
der Kerndichte, wenn man

fir den Radius R(4) =Ry 4% ¥ & __— &
(Ry=1,410"Bcm)setzt. Durch ~ ,!
diese Dbeiden Bedingungen ¢
sind die Zahlenwerte von g  “f £
und A eindeutig festgelegt. , w}

Fir jeden Wert E /4 erhilt T
man eine Kurve g=gg (1)
mit E, als Kurvenparameter, S
fiir jedes go ebenfalls eine
Kurve mit dem Kurvenpara-
meter gq. Das gesuchte Werte- 2t
paar ist durch den Schnitt- , , '
punkt zweier solcher Kurven 7 s 0 5
gegeben. In Flg'1 sind fiir Fig. 1. Verlaufger Funktionen

drei verschiedene Werte E, g=g, (D g—gg,(

sowie fiir drei Werte die ent- fiir verschiedene Werte der Parameter g, und Ey.
sprechenden Kurven in der

g-2-Ebene dargestellt. E, und p, entsprechen dabei den w1rk11chen
Werten. Der Schnittpunkt liegt bei:

g=2848 A=1112.

Diese Werte kénnen jedoch nicht als endgiiltig betrachtet werden. Ober-
flichen und CouLoMB-Energie sind beide im Variationsproblem nicht
berticksichtigt worden, wodurch quantitativ die Ergebnisse sehr verfilscht
werden. Durch die abstoBende Wirkung der CouLomMB-Energie sowie der
Oberflichenenergie wiirde bewirkt, daB das Minimum der Energie bei sehr
viel kleineren Werten der Dichte eintritt. Dadurch wiederum wiirden
die Konstanten g und A wesentlich anders ausfallen. Eine genaue Dis-
kussion dieser Zusammenhinge wird in §4 durchgefithrt werden.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 37
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$4. Die Bindungsenergien der schweren Kerne..

Im folgenden Abschnitt sollen die Bindungsencrgien der schweren
Kerne nach der in §2 dargestellten THOMAS-FERMI-Methode bestimmt
werden, wobei aber im Gegensatz zu §3 sowohl dic Oberflichencnergic
als auch die Cotroms-Enecrgic voll beriicksichtigt werden soll. Die
Bindungsenergie E(4) wird dabei folgendermaBlen berechnet: Die
kinetische Energie der Nukleonen ist nach §2 ) :

Ekinz(;fnfg(r)- 7f (Vo)? dr= fT

wobei o{r) die Nukleonendichte bedcutct. Dazu kommt noch dic
CouLoms-Energie E, (op (r)) der Protonen und die potentielle’ Energie
Epoi (0 (), @(r)) der Kernkrifte. Das allgemeine Variationsproblem

é

BQ E(Q) - LEpot Ekm+ -r
‘werden wir angendhert dadurch lésen, daB wir fiir g (t) einen geeigﬁeten
Rrrzschen Ansatz machen, wobei g(r) noch von drei weiteren Para-
‘theterh p,, o und # abhingt, die so eingerichtet werden sollen, dafB
E(0y, &, #) zum Minimum wird. Es wird also das Extremalproblem

(JE (D.P __CE _
8o,  ox  én

gelost werden. Die Dichte gehorcht dabei noch der Normierungsbedin-
gung
[e()dr=

Die potentielle Energic der Kernkrafte bcstlmmcn wir aus der
HawmiLtox-Funktion

H=[owdr— [[19" + 5 + 70 —epo ar,

wobei @ (r) der Differentialgleichung Ag(x) —¢(t) —Agtg®(t) = —go(r)
gehorcht. An Stelle der Differentialgleichung losen wir das dquivalente

Varlatlonsproblem 5§ (t) =0 indem wir fiir ¢ (r) einen RrTzschen An-

satz machen, der noch drei freie_ Parameter @,, o, # enthilt, so daB die
-gesuchte -Energie E,,; durch das Minimum von H(g,, a; #). also durch

¢M _8H _ oH _
8¢, oa  om

gegeben ist. Da Ey;, und E, die GroBe g, nicht enthalten, so lassen sich
‘d1e belden Varlatmnsproblemc gemeinsam behandeln, indem

E':E((pO’QO’O(': #) = Egor (@, %, Qo> % #) - Exin (00, @, #) + E. (00, ¢, 1)
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in Abhingigkeit von ¢q, gg, &, # zum Minimum gemacht wird. Als An-
sdtze fiir p(r) und g(r) wihlen wir

o) =007 @) =gge ", (1)

Dabei ist Kugelsymmetrie des Kernes angenommen. Dabei sind o (7)
und @(r) einander iiberall proportional angenommen, was in einer ge-
wissen Ndherung fiir groBe Kerne immer der Fall sein wird. Fiir den
Parameter # ist nur der Bereich 1 < # < oo brauchbar. Fiir n=2 erhilt
man eine Gavss-Kurve, flir #—oc nimmt die Kurve Rechteckgestalt
an, so daB diese Funktionen besonders geeignet erscheinen sowohl
schwere als auch leichte Kerne damit zu beschreiben (Fig. 2).

Das Problem E(gy, gy, &, #) in Abhidngigkeit von gy, @,, « und #»
zum Minimum zu machen, vereinfachen wir noch durch Elimination
von zwel Variabeln. Wegen der Normierungs-

R—=o0c

bedingung der Dichte
_3 \
47tfg P r%’r~ﬂa ”]’(—Z—)zfl (2) ' \

kann « aus dem Energieausdruck eliminiert ¢ 2 Qualitativer Werlanf der
werden. o ‘

Ist weiterhin bei schweren Kernen Dichte und Potentialverteilung
im Mittelpunkt des Kernes (»=0) geniigend flach, so kann man ¢'(0)
und ¢"'(0) gegeniiber ¢ (0) vernachlissigen. Es gilt dann wegen der
Differentialgleichung in 7==0

N
=
Qw

~

@0+ 28406 = g 0o ()

Eine numerische Abschitzung zeigt, daB fiir hinreichend groBes # diese
Beziehung keinen grollen Fehler bringt. Fir # werden sich aber bei
schweren Kernen Werte # /10 ergeben, so daB diese Ndherung begriin-
det ist. Bei leichten Kernen wird (§5) von dieser Naherung kein Ge-
Jbrauch gemacht werden.

Bei der Berechnung der Bindungsenergie mufl noch die elektrostati-
sche Energie der Protonen bestimmt werden. Nimmt man

Z _ o —
—_ “ e ocr”':_og ar
er = 0o P

als Protonendichte an, $o ist die Energie E, fiir groBe # in erster Ndherung

3 [(47\s 1.2

E,= E( 3 ) At o} e

Fiihrt man statt ¢, noch die dimensionslose Variable {=g? ]/Z Po

ein, so ergibt sich mit den Ansitzen (1) und der Relation (3) fiir E(%,, &)
37*
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der Ausdruck.

E(n£,0) =515 {72 (20) I+ 1)+ 7 o 3‘r(;)+

- Ef(m)_ﬂ“(;) 2 077 +o)T (3 +.

A (5) nr(_i)(ggs b dmge i(—:?’—l“(;)—%;;?-—,t

"i“230 (43*;) Al g2 (Cg)if’) .

Dabei ist entsprechend (3)

— e

gesetzt worden. Die ersten vier Glieder ¢ E(#n,{, «) rithren von der
potenticllen Energie der Kernkrafte E,,. her, das 5. und 6. Glied von
der kinetischen Energie der Nukleonen, das 7. von der CotLoms-
Energic der Protonen. Um nun mit Hilfe von (2) o aus der Energie E
zu eliminieren, und um eine einfachere Abhingigkeit von # zu erhalten,
machen wir cinige Naherungen. Wir setzen dabei voraus, daBl # groB
gegen 1 sei. Dann ist

1 o~ -
nl (24 ) ~n-to4
die Normierungsbedingung lautet -dann

3
LLLAEY (1 _ LU,) =4

und

Mit Hilfe dieser Naherungen ergibt sich fiir E{», {), wobei jetzt « durch
(2) climiniert ist

(;)2 i (283 ;‘3) ! 2
¢l g2 2k {(1¢C2 ) 4z (1)} 2 ¢ )}

) éé'zg(iu"@)?%"*”(m) (ijf) b+

4 {_31n A S 1 S ﬁl‘lw.@i‘?)_}
eVi 2eVEi+Ey  aglru+oy) g2 A¥
w3 % In2g2 1, 3 [4m\s 81}
2 (4.’«1) ”3}.&@_ . ‘3)3 A T 20 ( 3 ) A g/ (C+ )
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Dieser Ausdruck muf3 nun in bezug auf # und zum Minimum gemacht
werden. Aus der Variation nach » erhdlt man mit
PEm)

on

=0
fiir » (min)
32  3ln2g 3ln4 3 38 () (¢ + g9t
. {—Vﬂ_ 262042 ag)h D) g‘i)l% }

e e -

geometrisch hingt #» mit der Neiguhg der Dichteverteilung im Wende-
punkt zusammen. Nach der angegebcnen Formel nimmt # mit 4% zu.
Die Dichteverteilung ndhert sich also mit wachsendem A der Rechtecks-
gestalt, wie es physikalisch auch zu erwarten ist. Setzt man # =g,
in E(n, ) ein, so hingt E nur noch von { ab. Man erhilt:

EQ)—— (1_)%_1[ g2l + 353) — (& +23) ]

2] g2 Laan iR 1+
w3\ In 272 1 3\ [4m\z e
[ As . 3Ys A% -
2(4n) g,8(5_|_§3) +(2O)(3) (C—l—:)A
yp[3m2t 32 3ln4f 31n5*<) (c+f3>§} %
[ g)/% ng2(1+¢2) agliu+e) g ab

EGS o ol S

Das zu A% proportionale Glied lassen wir als cine Korrektur héherer
Ordnung weg, dann hat die Energie die Form

E=—ad +pA - p4t

wie es asymptotisch fiir groBe 4 sein muB. Das Minimum beziiglich der
Variabeln  ist numerisch bestimmt worden. Vor der endgiiltigen Be-
rechnung der Bindungsenergien miissen jedoch noch die Konstanten g
und 7 festgelegt werden. Die Konstanten sollen dabei so eingerichtet
werden, daB die berechneten Energicwerte moglichst gut mit den experi-
mentell bekannten Anteilen der Energie in der WEIZSKACKER-BETHE-
Formel iibereinstimmen. Es ist daher fiir verschiedene g-A-Werte
beim Atomgewicht A =216 das Minimum der Energie E{{) numerisch
berechnet worden. Dabei konnten die auftretenden Energieanteile der
Volumenenergie E,, der Oberflichencnergie Eq, der CouLomB-Energie E,
und der Gesamtenergie £ unmittelbar mit den entsprechenden Gliedern
der Wr1zsACKER-BETHE-Formel verglichen Werden In der g-A-Ebene
sind in Fig. 3 die drei Funktionen

g=e() = g=guld
graphisch dargestellt.



560 P. MiTTELSTAEDT:

Dabei bedeutet z.B. g=gg, (1) die Gesamtheit aller Wertepaare g
und 4, fiir die das bercchnete Minimum von E({) denselben Wert fiir
die Volumenenergie licfert, den man auch fiir 4 =216 aus der WEIz-
SACKER-BETHE-Formel erhilt. Aufdievierte mogliche Funktion g = gg (4)
ist verzichtet worden, weil dic entsprechende Kurve auBerhalb des be-
rechneten Bereiches fallen wiirde. Qualitativ ist jedoch auch diese Kurve
MeV/
4’ -
£ (€)

Loy (%)

7
L7

bl
Wy
_5 -
_7ﬂ -
2t~
1l
-7t
. . 1 . . z A . . 7
8 9 2.0 2,7 7 2 4 I's 8 v/ 7z w5
AV — g —
" Fig. 3. Verlauf der Funktionen Fig. 4. Darstellung der Bindungsenergie E, derein-

zelnen Energieanteile Eg, Eqp und Ep sowie der
Dichte go in Abhingigkeit von (.

g=ggp(4), g=gn,(%), &=gg,(%).
angegeben. Eine Kurve, die der Dichte im Mittelpunkt entspricht, ist
iiberfliissig, da die CouromB-Energie geradc immer dann den richtigen
Wert abnimmt, wenn auch die Dichte den richtigen Wert -annimmt,
und umgekehrt. Die Fig. 3 zeigt, da8 es unmdglich ist, g und A so zu
bestimmen, daBl mehr als zwei Energicanteile gleichzeitig mit den ent-
sprechenden Gliedern der WEizSACKER-BETHE-Formel {ibereinstimmen.
Wir wihlen fiir die folgende Rechnung den Schnittpunkt der Kurven
g=gg,(A) und g=g5 (), bei dem also Gesamtencrgie, CouLoMB-Energie
und damit auch die Dichtc mit dem Wert der WEIZSACKER-BETHE-
Formel {iibereinstimmen. Dieser Punkt ist dadurch vor den anderen
Schnittpunkten (gz, mit gz, und gg, mit g;) ausgezeichnet, daB Dichte
und Gesamtenergie unmittelbar durch das Experiment gegeben sind,
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withrend dic Aufspaltung der Energie in die andern Anteile nicht genau
bekannt ist. ‘Der genannte Schnittpunkt liegt bei

g == 2,908 A=15,832

Oberflichen und Volumenenergie sind beide in diesem Punkt (absolut)
groBer als es die WEIZSACKER-BETHE-Formel verlangt. Die Pfeile an
den verschiedenen Kurven in Fig. 3 geben an in welcher Richtung fir
die betreffende Kurvenschar der entsprechende Kurvenparamcter (hier
der Energiewert) zunimmt.

Die hier berechneten Werte (g~== 2,908, A =5,832) weichen stark von
den in §3 bestimmten Werten (g=8,48; 2=11,12) ab. Dies riihrt
wesentlich her von dem y— '
jetzt mitberiicksichtigten g Mo wy  aw %0 Ay A
EinfluBl von Oberflichen- t : s
und CotvLoMB-Energie. 3
Das Minimum der Energie ,
wird nimlich durch Be- 137
rﬁcksichtigung von Ecund Fig. 5., Ve’:rlauf d_er Bindungsenergie in Abhingigkeit von A.

g E'/A Theoretisch berechnete Kurve; E2/AWEIZSACKER-

E, zu kleineren Werten Beruz-Formel.

von { und damit zu klei-

neren Werten von g, verschoben. In Fig. 4 sind fiir g=8,48 41=11,12
dic verschiedenen Energieanteile bei 4 =216 in Abhéngigkeit von ¢
dargestellt. In demselben Diagramm ist auch die Dichte g,(l) aufge-
tragen. Mit dem Wertepaar g = 2,908, 4 == 5,832 sind nun fir ver-
schiedenc -Atomgewichte A die Bindungsencrgien berechnet worden.
Diese Werte, sowie die Aufteilung in dic einzelnen Energieanteile ist
in Tabelle 1 angegeben. Um nun einen direkten Vergleich mit der WE1z-
SACKER-BETHE-Formel zu erreichen, ist dic in Tabelle 1 angegcbene
Tunktion E(4)/A in Fig. 5 graphisch dargestellt, wobei zum Vergleich
die entsprechenden Werte der WEIzZSACKER-BETHE-Kurve mit einge-
zeichnet sind, die der Funktion o

E ! - 1 2
= (A) =—14,638 + 15,345 A~% + 0,150195 4% [MeV]
entsprechen.
Tabelle 1.
4 —Egid -Eeld —Ejd4 - | _Ej4
‘ T — | -

8 13,01 0,434 10,68 1,888
16 15,18 0,797 10,29 4,095
27 16,9 1,29 10,11 5,5
40 16,9 1,684 8,872 6,351
64 17,38 2,401 7,9 7,038

125 17,38 3,751 6,352 7,276
216 17,38 5,402 5,293 6,684
343 16,90 7,057 4,336 5,514
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Der Vergleich zwischen beiden Kurven zeigt, daB die berechnete
Bindungsencrgie fiir grofe 4 gut mit den Werten der WEIZSACKER-
BrTaE-Formel {ibereinstimmt, daB aber die Abweichungen der beiden
Kurven voneinander um so groBer werden, je kleiner A4 wird. Diese
Tatsache, daB nidmlich die berechneten Bindungsenergien stets kleiner
sind als die experimentellen, wird vermutlich an der grundsitzlichen

a3 Ungenauigkeit der THOMAS-FERMI-
1 2 Methode bei kleinen Teilchenzahlen
Sarl f sowie an den hier gemachten Nihe-

o rungen liegen, da die berechneten
0w wr W v # v % Niherungswerte von E immer ober-
Fig. 6. Verlauf djr;:nktim ol d). halb des wirklichen Minimums liegen
miissen. AuBerdem trigt der Verlauf

der Dichtefunktion py=g¢(4) zu dicsem Verhalten bei. In Fig. 6 ist
0o in Abhingigkeit von A dargestellt, wie es sich aus dem Variations-
verfahren berechnet. Es zeigt sich, was gut mit der Erfahrung iiber-
einstimmt, daB g,(4) fiir fast alle Kerne den gleichen Wert hat. Erst

a8

N Tw T,
70, g a8
—) t
1 5] S S aef
> [
748
L 1 ] ] 1 1
7 Z 4 & 819-70""cm. 7 [7 200 J00
7 : A e
¥ig. 7. Verlauf der Funktion ¢ = ¢(#). Fig. 8. Verlauf der Funktion o= o(4).

bei sehr groBen A verringert E, dic Dichte, wihrend bei sehr kleinem A
E, den Wert von g, verringert. Die starke Abnahme von g, nach
kleinen A-Werten zu bewirkt auch eine Abnahme der Volumenenergie E,,
woraus -wiederum das Verhalten von E(A4)/A bei kleinen A-Werten
verstanden werden kann (Fig. 5).

Es $811 nun noch die Gestalt der Dichtefunktion g () ndher diskutiert
werden. Die in der Form p(r) =, ¢™*"" auftretenden Parameter #, g,
und « sind von A4 abhingig. Der Paramcter %, der geometrisch die Nei-
gung im Wendepunkt darstellt, nimmt mit wachsendem Atomgewicht
stindig zu, so daB sich g(7) fiir schwere Kerne der Rechtecksgestalt
nihert (Tabelle 2). Durch die relativ grolen Werte von # bei schweren
Kernen, ist auch die oben gemachte Annahme #>>1 nihcrungsweise
gerechtfertigt. Um einen Vergleich mit fritheren Arbeiten (v. WEIz-
SKCKER) zu crmoglichen, soll noch die Breite der Oberflichenschicht
im Verhiltnis zum ganzen Kern bestimmt werden. [Fig. 7 zeigt die
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Dichte p (7). Die Tangente im Wendepunkt #, schneidet die Geraden
o=g, und g=0 in 7, und 7z. Wir wollen r,—7, als Breite der Ober-
fliche definieren, und
o= YR %
R

als das Verhéltnis der Oberflichenbreite zum gesamten Kernradius 7.
n—1

e n

Aus g (¥) =g, 6" folgt 6 =0(n)= S Tiir einige A-Werte ist o (n)

in Tabelle 2 angegeben, fir A—oco geht o(#)->0. Im Bereich der

experimentell vorkommenden Kerne ist also im Durchschnitt etwa /4

des Kernradius. zur Oberflichenschicht gehorig. Friiher hatte v. WE1z- |
SACKER mit einem anderen Ritzschen Ansatz fiir dic Dichte ein der

GroBe o entsprechendes Verhaltnis fir Pb(203) berechnet und 0,214

erhalten. Dieser Kern ist hier nicht berechnet worden, jedoch ergibt

die graphische Interpolation (Fig. 8) etwa den Wert 0,265. Qualitativ

stimmt also dieses Ergebnis mit dem von v. WEIZSACKER gefundenen

gut iiberein.

Tabelle 2.
4 20(4) n{4) ' a(d)

8 . 0082 3,142 0,628
27 0,1915 4,713 0,4646 .
64 0,2166 | 6,284 0,3686

125 0,2166 i 7,855 0,30387
216 0,2166 : 9,426 : 0,25834
343 ! 0,1915 : 10,997 0,2259

0o{4) ist in y® angegeben. pl=1,4-10"8 cm.

$5. Die Bindungsenergien der leichten Kerne.

Mit Hilfe der in §2 beschriebenen Methode zur Energiebestimmung
bei leichten Kernen, sollen die Bindungsenergien fiir 4He, 80 und £Ca
berechnet werden. Nimmt man fiir die Einteilchenwellenfunktionen die
Funktionen des harmonischen Oszillators, so treten bei diesen drei
Kernen nur abgeschlossene Schalen auf. Die Eigenfunktionen des har-
monischen Oszillators lauten

palt3,2) = (7" Hne2) s (225) By 20

T »
]/’nx!ny! %,

_nt+1)=+2
S
existieren. Der Parameter « ist zunichst unbestimmt und soll spiter

so festgelegt werden, daf die Gesamtenergie der Kerne ein Minimum
wird. o hingt mit der Masse M und der Frequenz » des Oszillators durch

wobci # =#n, 4 n, +#,, so.daB fiir jedes # f(n) Zustande
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o= —Jg— 27 » zusammen. H,(x) sind die HErRMITESchen Polynome. Die
hier gebrauchten lauten

Hy(x) =1 H (x) =x% Hy(x) = %% — 1.
Wegen der 4fachen Besetzung aller Zustinde mit Protonen und ﬁieu—

tronen von verschiedenem Spin crgibt sich folgendes Schema: [z(x) ist
dabei die Anzahl der Zustinde.]

n=0 [fm)=1 zm)=4  2z(n)=4
n=1 flm)=3 zn)=12 DX z(n)=16
n=2 fn)=6 zn)=24 3 z(n)=A40.

Durch Summation iiber alle besetzten Zustinde entsteht die gemischte
Dichte

olt,t)) = X, (r) v, ()

und daraus mit o (r, t) =g (r) die gewohnliche Dichte. Es soll hier stets
die Gesamtnukleonendichte betrachtet werden. Fithrt man die Neu-
tronendichte gy (r,t) und die Protonendichté gp(r, t’) ein, so ist hier
wegen N =27

on(t.t) =op(t,v') =40, 7) on(t) =0p(t) =%olr).
Fiir die hier betrachteten drei Kerne ist:

B (rrd)

n=0 Q(rl,r2)='4<“?°)ge_2

Y
ﬂ)ge 2 73){1 + 20, (t; )}

n=1 Q(f1:r2)=4(n

n=2 oty vg) =4 (%_)g 3_‘2-(7%“3){—;‘" — oty (1 — ) + 203 (1, fz)z}-
Zur Berechnung der Bindungsenergien miissen drei Anteile bestimmt
werden, die potentielle Energie der Kernkriite E9(x,), die kinetische
Energie der Nukleonen, EY, («,) und die CouLoMB-Energie der Protonen.
Die Gesamtenergie E? («;) = E¥ (o;) + Efl, (o)) + E% («;) héingt somit von
o; ab. Diéser Parameter wird so eingerichtet, daB E¥(a;) ein Minimum

wird, es wird also das Extremalproblem %E("’ (o) =0 gelost.,

1. Die potenﬁelle Energie der Kernkrifte.
Die HamirTon-Funktion

Eg)__—f@(r)dr:f[_(v‘;”_t)z_l__q’f_-{—l—f; ?’?""g‘PiQi]dt

2 i
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bestimmen wir dadurch, daB wir fiir ¢ (r) einen Ritzschen Ansatz ma-
¢hen, und dann das Variationsproblem

8

o
losen, das der Differentialglcichung dquivalent ist. Wir verwenden dabei
ebenso wie bei schweren Kernen nur die gewéhnlic}len Dichten. - Die
Energieanteile, dic den gemischten Dichten entsprechen, werden am
Schluf} dicses Paragraphen niher diskutiert.. Als Ritzsche Ansitze fiir

o;(r) und g, () wihlen WII‘[ 0= (%)3}

7T

(t)=0

)
)

o(r) =@gee "

n=0  g(r) =gpoe ™" 4
n=1 () = oo™ ™" [1 — 2077 @1 (r) = groe P [1 + 2, 7]
n=2 o ) = 0306 " 32057 @u(r) =@aoe P [ 26571

Bei dicsem Ansatz werden sich Dichte und Potential qualitativ nicht
wesentlich unterscheiden. ¢;q und o;, sind dabei noch unbestimmte
Parameter, dic durch das Extrcmalproblem festgelegt werden sollen.
An Stelle von ¢;, werden wir cbenso wie bei schweren Kernen
Li=¢ Vﬂ @;q verwenden. Die bei schweren Kernen gebrauchte Beziehung
g VZ 0o ={ + {3 lassen wir hicr weg, da sie nur asymytotisch fiir groBe
A richtig istl.
Dic Energie EY lautet damit

FR R ) e ) el 3

By - ié-wv B oh(gg) Toss tetmel) -
A R e

E§)=10,14(p§'0]/v2_n;2~+152(]920(26) + 5>33(ﬁ) Agtgh —
et - T )

2. Dic kinetische Energic E, berechnet man am cinfachstcn'aus
der mittleren kinetischen Energie eines Teilchens, die beim harmonischen
Oszillator gleich der mittleren potentiellen Energic ist :

h2
sig)n - Epo)t 2 M ( "]’" %> .

1 Die Verwendung dieser Relation bringt an sich keinen sehr groBen Fehler,
die Rechnung mit den exakten Formeln fithrt hier jedoch ebenso schnell zum Ziel.
Bei Helium z.B. ergibt sich mit der genannten Relation fiir dic Bindungsenergie
E = 355,96 MeV, wihrend dic exakte Formel E = 58,016 McV ergibt.
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Die Gesamte kinetische Energie erhidlt man durch Summation iiber
alle N Teilchen des Kerns, wobei aber diese Summe noch mit (N —1)/N
zu multiplizieren ist, da die Bewegung des Schwerpunktes fiir die kine-
tische Kernenergie keine Rolle spielt. Fiir die hier betrachteten Kerne
erhidlt man dann die in Tabelle 3 angegebenen Werte.

3. Die CourLoMB-Energie der Protonen enthilt zwei Anteile, wenn
man die gemischten Dichten mitberﬁcksichti-gt

EM = 4 ° ffgp lQP( " dedy
EP = f op(t, t ) op(t,v) drdy’.

Daraus ergibt sich unter Verwendung der angegebenen Dichte_ausdriicke
die CouromB-Energie fiir die verschiedenen Kerne (Tabelle 3).

Tabelle 3.
#=0 n=1 n=2
B 9 B 135 h%cl 117 h2ay
kin 7 M %o 8 2 M

o, 1 . o

EW 2 |/ 20 2 I/ #) 2 [/ 72
b 4¢ Y 51¢é (274—l— 1€ ¢ Py
et (e L)e |/
Ee 2 2n ]/ (9+ 32)° | 2=

Die Gesamtenergie eines Kernes

E (‘xw .Bu qu pot (‘on: &%, ﬂz + Ekm (fxi) + E(J) (“t)

hingt somit von den Variabeln o;, §; und @;o @b, wenn wir wieder g,
durch «; ausdriicken. Die beiden Variationsprobleme, die Lésung der
nichtlinearen Differentialgleichung (Variation nach g;, und g;) und das
Ritzsche Verfahren zur Bestimmung der Eigenfunktionen (Variation
nach «;), konnen hier gemeinsam dadurch behandelt werden, daB
E;(#;, B;,» ¢:o) in bezug auf alle drei Variabeln zum Minimum gemacht
wird. Dies ist méglich, da Ef; und E¥ von ¢, und 8; nicht abhingen.
Fihrt man die oben definierte dimensionslose Variable [, statt ¢;, ein,
so laBt sich die Energie der betrachteten Kerne in der Form

E{o, B;, 8) = 81 4;(B) + 8 Bi () — & Cilow, B) -+ Dy ()

sch"reiben‘. Die Funktionen 4, B;, C; und D, hingen dann nur noch
von «; und §; ab-und sind in Tabelle 4 explizit angegeben.
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Tabelle 4.
iHe (n=0) 180 (n==) 48Ca (n=2)
o 1 b at ot
grAA4 () E""ég' 0,6215 — ﬁ% ! 5,533 ,33
/‘"i?f YEA A TE _31_( " )f*f E (=)
g AB(p) 2ﬁ+2 26) 16 V25 2p 10,14 /3 |- 15,2 28
— 3 § % R 3 g2 2 2 g2
EYice B . (“—) 4(—“ ~)3+ 150f 2 R e o N AL L
4 % o+ p (oc+ﬁ KT R e RN

;o 2 ; ‘
90 o | 135 « , 832 7/a i 117 « ( < /.~
Deh  rt2lon s T2 [am| 2w TR T ) | za

Das Minimum beziiglich { kann explizit angegeben werden!. Es
licgt bei

=+ -V
Das Minimum von

E (Cmin’ o, ﬁ) == Emin({) (d! AB)

beziiglich der Variabeln o und § ist numerisch bestimmt worden. Dic
Werte der Encrgie im Minimum sind fiir die drei betrachteten Kerne
in Tabelle 5 angegeben. Is sind dort in der ersten Zeile die berechneten
Energien E/A4, bezogen auf ein Nukleon angegeben. Zum Vergleich ist
noch die Energie E; angegeben, die man nach dem statistischen Modell
(§4) erhidlt und die experimentell bekannten Bindungsenergien E.,,.
SchlieBlich sind noch di¢jenigen Werte Ey, aufgefithrt, die man mit der
WEIZSACKER-BETHE-Formel erhilt.

Fiir die Konstanten g und 4 sind dicsclben Werte gewihlt worden,
wie bei der Berechnung der schweren Kerne (§4), also g=2,908 und
7/ =15,832.

Tabelle 5.
I ¢He ) 49Ca
Ej4 —14,5665 | —13,6689 —13.71
Egld — 0,321 | - 4,095 -~ 6,3513
Eexpld — 6,935 ; — 772725 . — 8,4255
Epld — 4,60 | 7,594 © — 8,386

1 Die Variation nach £ tritt hier an Stelle der bei schweren Kernen verwandten
Relation
1

0p = 7‘_1-/‘3)_
g
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Die Konstanten g und 4 waren so bestimmt worden, dafl dic gewon-
nenen Energiewertc im statistischen Modell bei A =216 mit den Werten
der WE1zZSACKER-BETHE-Formeél tibereinstimmten. Die mit denselben
Werten berechneten Absolutwerte der Energien der leichten Kerne
liegen im statistischen Modell unter.den experimentellen und im Schalen-
modell weit tiber den experimentellen Werten. Die Abweichungen im
statistischen Modell werden von der grundsitzlichen Ungenauigkeit der
TuroMmas-FErRMI-Methode bei kleinen Teilchenzahlen herriihren, die ent-
gegengesetzten Abweichungen im Schalenmodell kénnen vermutlich
durch folgende Ursachen erklirt werden: ' '

1. Die wirklichen Kerne entsprechen weder dem . Schalenmodell,
noch dem statistischen Modell, vielmehr wird die Wirklichkeit in einer
Mischung beider Modellvorstellungen gesucht werden miissen. Dem ent-
spricht, daB die experimentellen Energicwerte in allen Fillen zwischen
den Werten des Schalenmodells und den Werten des statistischen Mo-
dells licgen

2. Zur Berechnung der potentiellen Energie der Kernkréfte wurde
nur dic gewdhnliche Dichte o (#) verwendet, was besonders bei kleinen
Teilchenzahlen nur cine schr schlechte Ndherung an die-wirklichen Ver-
hiltnisse darstellt. Der Fehler, der durch die Vernachlissigung der ge-
mischten Dichte entsteht, bewirkt, dafl die berechnete Bindungsenergie
zu groB ausfillt. Besonders leicht ist dies zu sehen, wenn ein Zwei-
kérperpotential (1, 2) wirksam ist, denn dann ist bei WIGNER- Kraften

Epot:_"%ffv 1’2 {9(1 Q '41 1 2 }drler:

wobei g (t;, 1) die gemischte Dichte darstellt. Im allgemeinen Fall der
hier verwandten Krifte ist eine solche Darstellung nicht méglich, jedoch
werden dic qualitativen Zusammenhénge dieselben sein.

- 3..Ein grundsitzlicher Fehler, der der Rechnung anhaftet, ist da-
durch entstanden, daB nur Wicxer-Krifte verwandt wurden, dagegen
keinerlei Austauschkriifte, deren Existenz aber durch das Experiment
gesichert ist. Eine Abschédtzung des Einflusses solcher Potentiale auf
dic Bindungsenergic¢n ist jedoch schr schwierig, und soll hier nicht dis-
kutiert werden.

Es soll nun noch der unter 2. erwdhnte Fehler genauer untersucht
werden. Eine Berechnung der potenticllen Energie in der Weise, wie
sie bei Existenz einer GREENschen Funktion (lineare leferentlalglel—
chung der Potentialfunktion) geschicht, ist hier nicht moéglich. Um
trotzdem eine Abschitzung derjenigen Encrgieanteile zu -erhalten, dic
(bei einer linearen Differentialgleichung) dem Ausdruck

ffV(1,2)' (ry,12) 2 df1dr2
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entsprechen, machen wir folgende Uberlegung: Bei Existenz ecines
Potentials 7(1, 2) ist die Energie

Epot:Ek+E‘;
=3 J/V(1,2) oty Qg:fz).dfldrz +EJIV(1,2) [o(t, 1a) Pdry dis.

Die E, entsprechende Energie haben wir bisher direkt aus der HAMILTON-
Funktion bestimft. Fiir den E, entsprechenden Ausdruck gibt es je-
doch kein so einfaches Berechnungsverfahren. In einfachen Fillen 1aBt
sich das Verhiltnis der Austauschenergle E, zur gewdhnlichen Energle
angeben. Allgemein ist

Epp = Ek (1 4 ) C-E,.

Wir wollen nun annehmen, dal das ‘Verhiltnis von Austauschenergie
und klassischer Energie im Falle eines Potentials 11, 2) und.im Falle
des ScHIFFschen Kraftansatzes tibereinstimmen. Dann 148t sich auch
beim ScHiFFschen Kraftansatz die potentielle Energie aus der klassischen
-Energie E}, mit E,,, = CE, berechnen. E, wurde fiir ;He, 'O und 5Ca
direkt aus der HamirToN-Funktion bestimmt. Fir den Faktor C soll
-der Wert genommen werden, der sich bei Existenz eines Potentials V{1, 2)
ergibt. Bei He 1aft sich wegen ¢ (1) 9(2) =|¢(1, 2)|* C unabhingig von
V(1, 2) exakt angeben. Es ist C=0,75. Fiir die anderen Kerne kann
man C nicht exakt bestimmen, ohne weitere Voraussetzungen zu machen.
Mit wachsender Teilchenzahl nahert sich jedoch C asymptotisch einem
Wert Cy (00, V), der noch von der Dichte g, des unendlich groBen
Kernes? sowie von der genauen Gestalt des Wechselwirkungspotentiales
V(1, 2), nicht aber von der Teilchenzah] selbst abhéngig ist. Dem An-
.steigen der Nukleonendichte von leichten zu schweren Kernen (vgl. auch
Fig. 5) mit dem Grenzwert g, entspricht dabei ein Anwachsen von C
nach C? Es mull daher zwischen den drei C-Werten die Relation

0,75 = Crge < Cy < Cca < Co.

bestehen. Fiir He;erhdlt man aus dem bisher berechneten Wert E, =
—134,734.MeV die neue Bindungsenergie E = — 24,532 MeV, was mit

1 Diese -Bezeichnung ist an sich nur gerechtfertigt, wenn man die Kernkrifte
unter Ausschlu8 der Couroms-Krifte diskutiert, da wegen dieser Anteile ein un-
endlich groBer Kern nicht existieren kann. In dem hier diskutierten Zusammenhang
be@eutet‘goo die Dichte, die in Fig.6 etwa zwischen 4 = 40 und 4 = 300 angenom-
men wird. -

* Fir eine'spezielle' Art von Mehrkorperkraften sind die Werte von —= Ea _ 1—Cq

bei Annahme der experlmentellen Kerndichte von S. D. DrerL und K. H. Huane
[Phys. Rev. 91, 1527 (1953)] bestimmt worden. . Fiir die dort betrachteten Zwei-
korperkrifte betrug der Anteil der Austauschenergic 19%.



570 P. MITTELSTAEDT:

dem experimentellen Wert von Eg, = — 27,74 MeV wesentlich besser
als der bisher berechnete Wert von — 58,266 MeV iibereinstimmt. Da
fir O und Ca der Wert C nicht genau berechnet werden kann, soll C
umgckehrt aus den experimentellen Energiewerten bestimmt werden.
Diese GroBen Cp und Cg, sollen dann daraufhin untersucht werden,
ob sie die oben genannte Ungleichung erfiillen. Es ergibt sich Cy,=0,75
Co=0,831, Cc, =0,854, was offenbar mit der Ungleichung vertriiglich
ist. Eine graphische Darstellung dieser drei C-Werte widerspricht auch
nicht der Forderung, daB C=C(4) asymptotisch gegen C, strebt
(Fig.9), wobei sich hier fiir Co,a0,85 ergibt. Die Abweichungen der
berechneten Energic vom Experiment 148t sich daher auch bei *0 und
20Ca ebenso wie bei jHe qualitativ

ass .
aus der Vernachlissigung der Aus-
Tam tauschenergien verstehen. -
©
473 Zusammenfassung.
1 L H i
0 v 4 w In der Arbeit von SCHIFF' war
Fig.9. Verlauf der Funktion C= C(4). zur Deutung der Absidttigung der

. Kernkrifte eine nichtlineare Poten-
tialgleichung fiir die Potentialfunktion vorgeschlagen worden. Die
beiden, zunichst unbestimmten Parameter g und A wurden von ScHIFF!
und MaLENKA? dadurch bestimmt, daB Ubereinstimmung von Dichte
und Volumenenergie der Kernkrifte mit dem Experiment gefordert
wurde. Dabei ist nicht beriicksichtigt worden, dal die Dichte durch
ein Variationsproblem bestimmt ist (THOMAS-FERMI-Modell), wodurch
diese Abschitzung nur schr ungenaue Werté licfert. Es ergab sich
g—6,32, 713,62 S o

Im Gegensatz dazu wurde hier (§3) der Wert von g und 24 zunéchst
durch Beriicksichtigung des Variationsproblems an der Volumenenergie
der Kernkrifte allein berechnet. Es ergab sich dabei

g = 8,48 und A=11,12.

Eine weitcre wesentliche Verbesscrung dieser Bestimmung wurde
(§4) dadurch erzielt, daBl im Variationsproblem neben der Volumen-
cnergie der Kernkrifte auch Oberflichenenergie und CouLoMs-Energie
beriicksichtigt wurden. Besonders die CovLoMB-Energie verdndert die
Werte der Konstanten g und A stark. Die Gesamtenergie hingt dann
wegen der Beriicksichtigung der beiden Energieantcile vom Atom-
gewicht A4 ab, weshalb dic Bestimmung der Konstanten in der Weise
erfolgte, daB Ubereinstimmung der berechneten Dichte und der berech-
neten Gesamtenergic bei 4 =216 gefordert wurde. Diese Rechnung

1 Scurrr, I.. J.: Phys. Rev. 84, 1.
2 MarLENKa, B.I1.: Phys. Rev. 86, 68.
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wurde durch Vorgabe einer geeigneten Dichteverteilung (RiTzscher An-
satz) mit dem Tromas-FErMmI-Modell durchgefithrt. Es ergab sich
g=2,008 und 1 = 5,832.

Mit Hilfe dieser Werte wurde dann (§4) die Bindungsenergie fiir
verschiedene A-Werte berechnet, so dafl ein direkter Vergleich mit der
WEI1ZSACKER-BETHE-Formel méglich war. Es zeigte sich dabei, da bei
den schweren Kernen die Energie gut mit den experimentellen Daten
ibereinstimmt, dall aber bei Benutzung der THoMAs-FERMI-Approxi-
mation die Abweichungen immer gréfer werden, je kleiner 4 wird. Die
Dichte im Mittelpunkt des Kernes ist dabei in weiten Bereichen
(40 < A < 300) nahezu konstant und gleich dem experimentellen Wert.
Fiir Werte 4 < 40 nimmt die Dichte wegen dem zunehmenden Einflull
der Oberflichenenergie ab, fiir 4 > 300 wegen der CourLoMBschen Ab-
stolung der Protonen. '

Die Gestalt der Dichtefunktion ist fiir verschiedene A-Werte genau
bestimmt worden. Dabei zeigte sich, daB die Breite der Oberflichen-
schicht bei schweren Kernen etwa ein Drittel des Kernradius einnimmt.

Da fiir leichte Kerne das THoMaAs-FerMI-Modell unbefriedigende
Resultate bringt, wurde fiir einige leichte Kerne Energie und Dichte
mit dem Schalenmodell bestimmt (§5). Unter Annahme derselben
Konstanten g und A wie bei schweren Kernen, und bei Verwendung der
Oszillatoreigenfunktionen als Einteilchenwellenfunktionen wurde die
Bindungsenergie fiir die ersten drei abgeschlossenen Schalen (3He, *$Ca,
4oCa) bestimmt. Dabei wurde jedoch wegen prinzipieller Schwierigkeiten
in der Energiebestimmung nur die gewohnliche klassische Energie be-
rechnet, nicht aber die Austauschenergie. Der Beitrag der Austausch-
integrale ist jedoch bei leichten Kernen ziemlich groB, so daf die Er-
gebnisse durch diese Vernachldssigung stark verfilscht werden. Es
konnte jedoch mit einer einfachen qualitativen Abschitzung gezeigt
werden, daB3 die Beriicksichtigung der Austauschenergien gute Uberein-
stimmung mit dem Experiment liefert.

Damit ist sowohl bei schweren Kernen (THoMas-FErRMI-Modell) als
auch bei leichten Kernen (Schalenmodell) befriedigende Ubereinstim-
mung zwischen Theorie und Experiment erreicht.

Zum SchluBl méchte ich Herrn Professor HEISENBERG fiir die An-
regung zu dieser Arbeit, sowie fiir stindige fordernde Kritik herzlich
danken. Herrn Professor BIERMANN danke ich fiir die freundliche Er-
laubnis, die elektronische Rechenmaschine G1 fiir die umfangreichen
numerischen Rechnungen benutzen zu diirfen.
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