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Zur T h e o r i e  der  e x p l o s i o n s a r t i g e n  S c h a u e r  in  der  
k o s m i s c h e n  S trah lung .  II. 

Yon W. Heisenberg in Leipzig. 

(Eingegangen am 5. Mai 1939.) 

Die Arbeit beabsichtigt eine ausffihrliche Untersuehung der Frage, ob und 
unter welehen Bedingungen Vielfaehprozesse naeh der Yukawasetmn Theorie 
zu erwarten sind. I. Die allgemeinen Eigensehaften der Vielfaehprozesse. 
a) Allgemeine ~bersieht. b) Der Erwartungswert des ausgesandten Spektrums. 
e) Die quantentheoretisehen Wirkungsquerschnitte. II. Anwendung auf die 
Yukawasehe Theorie. a) Ausstrahlung beim Stol3. b) Die gegenseitige 
Streuung der Mesotronen. c) Die Streuung des Mesotrons an einem Proton. 
III .  Vergleieh mit den experimentellen Ergebnissen. a) Die Wirkungsquer- 

schnitte bei hohen Energien. b) Die Vielfachprozesse. 

In einer frtiheren Arbeit 1) des Verfassers wurde auseinandergesetzt, 
dab der Zusammenstol3 von zwei Elemententeilchen nach der Theorie dann 
zur explosionsartigen Entstehung vieler Sekund~rteilchen ftihren kann, 
wenn clas (geeignet normierte) Wechselwirkungsglied in der Hamilton- 
Funktion einen Faktor enth~lt, der die Dimension: Potenz einer L~nge hat. 

Dieses Ergebnis wurde damals auf die F e r m i  sche Thedrie des/~-Zerfalls 
angewende~ und es wurde gezeigt, dab die Fermisehe  Theorie in dieser 
Weise die Ents~ehung explosionsartiger Sehauer voraussehen l~13t. In- 
zwischen hat die Entdeekung des Mesotrons und der Naehweis seines radio- 
aktiven Zerfalls zu einer weitgehenden Best~Ltigung der Yukawaschen  
Theorie gefiihrt, so dab an den allgemeinen Grundlagen dieser Theorie 
kaum mehr gezweifelt werden kann. Es ist daher schon yon verschiedenen 
Forschern die Frage untersucht worden, ob auch die Yukawasehe  Theorie 
die MSglichkeit der Explosionen ergibt e). Die Untersuchungen fiihrten 
zuni~chst zu dem Ergebnis, dal3 es naeh der Yukawaschen  Theorie Prozesse 
geben mi~13te, bei denen viele Mesotronen auf einmal entstehen; jedoch 
kommt B h a b h a  ~) in einer neueren Arbeit zu einem etwas anderen Resultat. 
Die folgende Arbeit sell in ihrem ersten Tell ganz allgemein und genauer als 
friiher die Folgerungen einer Theorie yon der in I besehriebenen Art be- 
spreehen, und zwar besonders die Folgerungen, ciie sich sparer direkt mit 

1) W. He i senbe rg ,  ZS. f. Phys. 101, 533, 1936; im folgenden als I an- 
gefilhrt. -- 2) H. J. B habha ,  Prec. Roy. See. London (A) 166, 501, 1938; 
W.I-Iei t ler ,  ebenda S. 529; H. Y u k a w a ,  S. S a k a t a ,  M. K o b a y a s i  u. 
M. T a k e t a n i ,  Prec. Phys. Math. See. Japan 20, 720, 1938. -- ~) H..J. 
B h a b h a ,  Nature 143, 276, 1939. 
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dem Experiment vergleichen lassen. Im zweiten Teil wird die Yukawasche 
Theorie unter den gewonnenen Gesichtspunkten betraehtet. Im dritten 
schlie~lieh wird der Vergleieh mit den Experimenten durchgeftihrt. 

1. Die allgemeinen Eigenschaflen der Vielfachprozesse. 

a) All~gemeine ~]bersicht. For die folgenden Uberlegungen wird es 
zweckm~l]ig sein, wie in I die Energie E in Einheiten h c u n d  die Feld- 

st~rken, z.B. ~ und ~ ,  in Einheiten ~;hc zu messen. Wir setzen also 
E 1 

_ _ o  s = he '  e ----- ~ �9 usw. Ferner ersetzen wir die Zeit t dureh die Variable 

---- tc. Dann haben alle vorkommenden GrSl~en die Dimension: Potenz 
einer Lgnge. Z.B. gilt dimensionsmgl3ig s ~ em -1, e ~ cm -2. Nach I sind 
in einer Theorie darm u beim Zusammenstol3 der Elementar- 
teilehen zu erwarten, wenn die Hamilton-Funktion oder die Lagrange- 
Funktion ein Weehselwirkungsglied enthglt, alas mi~ der Potenz einer uni- 
versellen Lange multipliziert ist. Ein einfaches Beispiel far eine solehe 
Theorie w~re etwa durch die Lagrange-Funktion 1) 

i ~/1 + lt[(OT] 2 -  (grad ~)2] (1) 
L = -~ LtO~ / 

gegeben. ~ ist dabei ein Skalar der Dimension cm -1, l eine Konstante der 
Dimension era. Die zu ~ kanonisch konjugierte Wellenfunktion wird hier 

1 + - 
- -  - -  t ~ ]  

und als Vertausehungsrelation folgt in der fiblichen Weise 

(~) ~ (~') - ~ (~') ~ (~) = _ ~,~ (~').  (~) 

Nun ist bekann~lieh die konsequente Durehftihrung einer 4ureh (1) und (~) 
festgelegten Theorie wegen der Divergenzsehwierigkeiten bei der Selbst- 
energie unmSglieh. Die Gleiehungen (1) und (2) kSnnen also nur als korre- 
spondenzmgBige Hinweise auf die zukiinftige Theorie betrachtet werden. 
Wenn z.B. ein Zusammenstol~ yon Elementarteilchen geringer Energie 
(e ~ 1/1) nntersueht werden sell, so ]~ann man die Lagrange-Funktion 
naeh Potenzen der Wellenfnnktion ~ entwiekeln und yon den hSheren 
StSrungsgliedern nut die beraeksichtigen., die nicht zu unendlichen Selbst- 
energien fflhren. ~an  kann dann z.B. den Wirkungsquerschnitt f~r die 
gegenseitige Streuung der Teilchen oder ftir die Entstehung neuer Teilehen 

~) Vgl. hierzu M. Born,  Prec. Roy. Soc. London (A) l~], 410, 1933. 
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geringer Energie aus diesen StSrungsgliedern ablesenl). Ein solehes 
Verfahren wird aber sirmlos, wenn der Zusammenstol3 zwisehen Teilchen 
sehr hoher Energien (s ~ 1/l) behandelt werden soll. Fiir diesen Fall 
war daher in I vorgesehlagen worden, die LSsungen yon (1) ohne 
Ber~cksieh~igung yon (2), d.h. naeh der kl~ssischen Theorie aufzu- 
suchen. Die beiden Elementarbeilehen muB man dann durch Wellen- 
pakete geeigneter Wellenl/~nge und geeigneten Energieinhalts ersetzen 
und untersuehen, was beim Zusammens~oB der Wellenpakete geschieht. 
Gerade d~rm, wenn bei dem Zusammens~oB vide Sekund~rteilehen 
erzeugt werden, kann man erwarten, dab eine solehe Behandlung des Zu- 
sammenstol~es naeh der klassischen Theorie eine gute N/iherung an die zu- 
kiinftige Theorie ergibt. Denn der Grenzfall sehr vieler Teilehen entsprieh~. 
h/iufig dem Grenzfall sehr hoher Quantenzahlen. 

Die Zweekm~Bigkeit und die Tragweite einer solehen ,,halb-klassisehen" 
Methode ist neuerdings durch zwei wiehtige Arbeiten yon B loeh  und 
Nor ds i e e k  2) ~iber die Ausstrahlung des Elektrons beim Sto~ deutlieh 
gemacht worden. B loch  und N o r d s i e e k  zeigen zun~tehst, d-aB die Aug- 
strahlung beim S~oB in der klassisehen Theorie etwa so zustande komm~, 
dal] sich die Differenz zwischen dem Elektroneigenfe]d vor und nach dem 
StoB im Augenblick des StoBes als Wellenpaket selbst/~ndig maeht und ~ls 
Strahlung in den Raum wandert. Sie zeigen weiter, daB das Spektrum, das 
nach der Quantentheorie beim Stoi~ ausgesandt wird, in seinem Erwartungs- 
were mit dem nach der klassisehen Theorie ausgesandten iibereinstimmt und 
daB die Sehwankungen um diesen Erwartungswert nach der Poissonschen 
Sehws,nkungsformel erfolgen. Dies gilt allerdings nur his auf die Ein- 
schr/inkungen, die durch Energie- und Impulssatz dem ganzen StoBvorgang 
auferlegt werden -- die aber dann praktiseh keine Rolle spielen, wenn yon 
der R~ckwirkung der Strahlung aui" das bewegte Elektron abgesehen werden 
kann. Diese Ergebnisse von Bloeh  und Nord s i eek  legen den Gedanken 
nahe, dab ganz allgemein ,aueh in einer zuk~in.ftigen Theorie derartige 
Strahlungsvorg/inge so behandelt werden k6nnen, dab zun/s ein ,,klassi- 
sches" Spektrum bereehnet wird, das den Erwartungswert des quanten- 
theoretisehen Spektrums darstellt und um das die Sehwankungen nach der 
Poissonsehen Formel erfolgen. Man wird jedenfalls erwarten kSnnen, dab 

1) Vgl. z. B. die Streuung yon Licht an Licht bei H. Eu le r  u. B. Kocke l ,  
Naturwissensch. 23, 246, 1935. -- ~) F. Bloch u. A. Nords ieek ,  Phys. Rev. 
52, 54, 1937; A. Nords ieck ,  Phys. Rev. 52, 59,1937. Die Grenzen dieser Be- 
handlungsweise werden besprochen bei W. Paul i  u. M. Fierz ,  Nuov. Cim. 
15, Nr. 3, 1938. 
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man dureh ein derar~iges Verfahren der zukt~nftigen Theorie sehr nahe 
kommt; nur in der Berechnung des ,,Erwartungswertes" der Strahlung 
wird die zukiinftige Theorie yon der halbklassischen vielleieht erheblieh 
abweiehen. Geht man yon diesem Gesiehtspunkt aus, so zerf~.llt die Be- 
handlung der u in zwei getrennte Probleme. Man ha~ erstens 
dureh LSsung der Wellengleiehungen den betreffenden StoBvorgang inner- 
halb der klassischen Theorie zu behandeln und das Spektrum des Wellen- 
zuges zu bereehnen, der sieh vom Ort des ZusammenstoBes her ausbreitet. 
Man mug zweitens aus dem bereehneten Spektrum die Wirkungsquerschnitte 
fiir die gesuchten Einzelprozesse naeh der Quantentheorie ermitteln. Das 
erste Problem: Die Bereehnung des Erwartungswertes des Spektrums, kann 
also einstweilen nur durch korrespondenzm/igige Analogien angegriffen 
werden. Erst in der zweiten Aufgabe spielt die Quantentheorie eine Rolle. 

b) Der Erwartungswert des ausgesandten Sjoektrums. Wenn eine einfaehe 
Lagrange-Funktion veto Typus (1) vorgesehrieben ist, in der nut eine 
einzige Teilehensorte, d. h. nur eine Wellenfunktion vorkommt, so wird man 
energiereiche Stogprozesse stets in def, VCeise behandeln, dag man wie in I 
die stoBenden Teilehen dureh normierte Wellenpakete darstellt, die auf- 
einanderprallen. Diese Wellenpakete kOnnen eine Energie, die grog gegen 1/i 
ist, und in der Bewegungsrichtung eine Ausdehnung, die klein gegen list ,  

besitzen, ohne dab deswegen der Ausdruok 14 [( 09 ~2 _ (grad ~0)2] yon der 
k~]  

GrSgenordnung 1 oder grSger werden m~te. Denn ein solehes energie- 
reiehes Wellenpaket l~gt sieh dureh einfaehe Lorentz-Transformation, die 

(0 q ~ 2  (grad ~0) 2 invariant l/~gt, aus einem Wellenpaket den Ausdruck \~-~-/ 

kleiner Energie gewinnen. Dagegen wird man den Durchmesser des Pakets 
senkreeht zur Bewegungsriehtung nicht kleiner als l maehen kOnnen, ohne 

gleiehzeitig auch den Ausdruck l 4 [(0q~ 9 -  (grad q~)2J bis zur GrSgen- 
Lt0-~) 

ordnung 1 anwaehsen zu lassen, d.h. ohne die nichtlinearen Abweichungen 
yon der gewShnliehen Wellengleichung wesentlieh ins Spiel zu bringen. Ein 
Wellenpaket, dessen Querausdehnung kleiner als 1 ist, dt~rfte also tiberhaupt 
nieht mehr ein einziges Teilehen darstellen kOnnen. Man kann aus diesem 
Saehverhalt vielleicht schliegen, dag tier sonst Jn der Wellenmechanik 
giiltige Satz, nach dem Wirkungsquerschnitte nieht grSger werden kOnnen 
als das Quadrat der Wellenl/~nge der beteiligten Teilchen, hier nieht mehr zu 
gelten braueht. Es ist in einem Formalismus der Art (1) und (9.) die MSg- 
lichkeit daftir gesehaffen, dal3 die Gesamtwirkungsquersohnitte beim Stog 
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im Grenzfall beliebig hoher Energien der stol]enden Partner einem yon der 
Energie unabh~ngigen Grenzwert der GrSl3enordnung l 2 zustreben. Dieser 
Grenzwert kann jedenfalls nicht wesentlich grSl3er als l 2 werden --  aus- 

genommen nat~irlich deu Fall, dab zwischen den stol~enden Teilchen weit- 
reiehende Kr~fte (etwa yon de.r Art der Coulombschen) wirksam sind, in 
dem ja aueh der genannte wellenmechanische Satz nieht gilt. Diesen Grenz- 
weft des gesamten Wirkungsquersehnitts kSnnte man etwa mit der an- 

sehaulichen Vorstellung ,,GrSBe des betreffenden Elementarteilehens" 
verkniipfen, nur mull man dabei beachten, dab tier Wirkungsquerschnitt 
sich jeweils auf ein Paar yon Teilehen, nieht auf ein einzelnes bezieht. 

Behandelt man nun den Zusammenstol] zweier sehr energiereieher 
Wellenpakete naeh der durch (1) vorgesehriebenen Wellengleichung, so 
werden , wie in I gesehildert, doff, wo die Wellenpakete aufeinandertreffen, 
die niehtlinearen Glieder wesentlieh werden und es wird eine turbulente 
Bewegung einsetzen, die d.as Spektrum des Wellenzuges ver~ndert. Diese 
turbulente Bewegung wird erst dann wieder in eine eigentliehe Wellen- 

bewegung Obergehen, wenn der Ausdruck I t [(0 ~ 2  _ (grad ~)2] im ganzen Lt~) 
Gebiet klein gegen Eins geworden ist - -  was im allgemeinen erst eintreten 
wird, wena sieh der Wellenvorgang iiber einen grSBeren Raum ausgebreitet 
hat. Der Durchmesser dieses Raumes betriige bei den Annahmen (1) naeh 

3 

den Abseh~tzungen in I Gleiehung (8) bis (11) etwa 1 Yl/,~, wenn 2 die Wellen- 
l~nge der stol3enden Teilehen vor dem Stol] bedeutet. Uber einen Raum 
dieser @rSBe w~re also eine unregelm~l]ige Wellenbewegung ausgebreitet 
und es mul~ nun untersueh~ werden, wie das Spektrum dieser Bewegung 

aussieht. 
Wenn es mSglieh w~re, den Wellenvorgang fiir kurze Zeit in einem 

4 ttohlraum dieser Gr5~e 1/~. zwangswelse festzuhalten, so wfirde sich bereits 
naeh einer Zei~ der GrSl]enordnung I Temperaturgleiehgewicht, d.h.  eine 
P laneksehe  Verteilung 1) einstellen. Die Temperatur dieser Verteilung l~l]t 
sich aus der Energiedieht~e ermitteln. Die Energiediehte hat die GrSl]en- 

ordnung ~ - 1 / ~  = l-t, die entsprechende Temperatur (ira energetisehen 

MaI3) erh~lt also nach dem S t e f a n- B o It  z m a n n sehen Gesetz die GrSl~en- 
ordnung 1-1. Das entstehende Spektrum w~irde also darm naeh groBen 
Frequenzen ~, bin wie e -*'l abfallen und h~tte sein Maximum bei ~, ~ 1/1. 

~) Die P1 a n c k sohe Verteflung ergibt sich in der Rechnung natfirlich nur 
bei richtiger Anwendung der Quantentheorie. 

Zeitschrif t  fiir Pbysik.  Bd. 113. 5 
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In Wirkliehkeit geht jedoeh die Explosion zu rasch vor sich, um die Ein- 
stellung des Temperaturgleichgewichts zu ermSglichen. Es wird sich also 
wohl ein Spektrum einstellen, des zwar die meiste Energie in der Gegend 1/l 
enthiilt, des aber naeh hohen Frequenzen hin langsamer abfiillt als die 
Plancksehe Verteilung. Eine befriedigende Integration der niehtlinearen 
Wellengleiehung, die die Frage nach der spektralen Verteilung beantworten 
wtirde, ist mir aueh in den einfaehsten Fiillen nicht gelungen. Numerisehe 
Reehnungen schienen zu zeigen, dab zwar die Gr613e grad ~0 im Wellen- 
gebiet auf Werte der Ordnung ]/12 herabgedrtickt wird, dal3 die zweiten 
Differentialquotienten, etwa zl ~, jedoeh an einigen S~ellen grol3 bleiben 
(etwa v o n d e r  Ordnung 1/12~). Ein solches Verhalten wtirde zu einem 
Spektrum fiihren, des bei grol3en Frequenzen naeh einem Potenzgesetz 
abf~illt. Die Frage naeh der genauen theoretisehen Form des Spektrums 
mul3 also einstweilen offenbleiben und man muB vielleieht versuehen, aus 
dem Experiment in jedem einzelnen Fall Sehlfisse auf das allgemeine Ver- 
halten des Spektrums zu ziehen. 

Unter ,,Spektrum" ist bier die Fourier-Zerlegung des Wellenvorganges 
gemeint, der sieh naeh dem ZusammenstoB ausbreitet und dessen spektrale 
Verteilung dann, wenn sich der Wellenzug tiber einen hinreiehend groilen 
Raum ausgebreitet hat, nieht mehr ge~indert wird. Aus dem Absolutquadrat 
des Fourier-Koeffizienten kann die spektrale Verteilung unmittelbar an- 
gegeben werden. Wit bezeiehnen far die l:~eehnungen des folgenden Ab- 
schnitts mit 

[ (~) d ~ : [ (f) k 2 d k d 19 (8) 

die Energie, die im Wellenzahlinterwll dk (k soll die ,,Wellenzahl" k ~- 2 ~/A 
bedeuten) in den Raumwinkelbereieh dY2 entsandt wird. Die Gesamt- 
energie des Wellenpakets wird dana 

c) Die quantentheoretischen W~rkungsquerschnitte. Die Arbeit von 
Bloeh und Nords i eek  zeigt, dal3 bei der Ausstrahlung eines dureh einen 
Stol] wenig abgelenkten Elektrons .der Erwartungswert des quanten- 
theoretischen Spektrums mit dem ,,klassischen" Spektrum tibereinstimmt 
und dal~ die Sehwankungen um diesen Erwartungswert naeh der P oi s s o n- 
sehen Formel bereehnet werden k6nnen 3). Es liegt nahe, etwas Ahnliches 
auch ftir des hier gestellte Strahlungsproblem anzunehmen. Legen wir des 
Spektrum (3) und (4) zugrunde, so bedeutet dies, dal3 die Wahrseheinliehkeit 

(]~) d~ daftir, dal~ ein Elementarteilehen im Impulsbereieh dl gefunden 

1) F. Bloch u. A. Nordsieck,  1. e., S. 58, Gleichung (26). 
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wird, durch :r (3) ---- / (D/k gegeben sein muB. Die Wahrscheinlichkeit dafi~r, 
daB nu t  dieses eine Teilehen emittiert wird, ist dann N~ (3) dL 

Der Normierungsfaktor N bedeutet anschaulieh die Wahrscheinliehkeit 
daffir, daB in allen anderen Impulsgebieten keine Teilchen emittiert werden 
und hat den Wert 

N = e -  ~ ~ ~) d~ (5) 

Allgemeiner wird die Wahrscheinlichkeit dafiir, dab ein Teilchen im Impuls- 
bereich d~l, ein zweites im Bereich d3s usw. emittiert wird, dutch 

dw~ = N~ (31) d~l 0c (~2) d~2 �9 �9 �9 ~ (3~) d~n (6) 

gegeben sein. Die Gesamtwahrscheinlichkeit daffir, dab gerade n Teilchen 
emittiert werden, wird daher 

(3) Wn 

wobei der Nenner n! davon herrfihrt, dab bei der unabh~ngigen Integration 
fiber alle ~ in (6) jeder ProzeB, bei dem n Teilchen ausgesandt werden, 
n!-fach gezahlt wird. 

Aus (5) und (7) folgt 
~ w ~ - - ~  1. 

Die GrSl~e 0 

bedeutet die mittlere Anzahl der ausgesandten Teilehen. In dem yon 
Bloeh  und Nords i eek  behandelten Falle wird die mittlere Teilehenzahl ~ 
wegen der Divergenz des Integrals (8) unendlieh. Aus diesem Umstarid 
entstehen jedoeh keine weiteren Sehwierigkeiten, da man das Gebiet der 
kleinen Frequenzen so behandeln kann, wie Bloeh  und Nords i eek  an- 
gegeben haben und da wegen der Unabh~ngigkeit der Sehwankungen in den 
versehiedenen Spektralbereiehen die t~ormeln (5) bis (8) darm auf das 
Spektralgebiet oberhalb eines bestimmten endliehen Wertes yon k be- 
sehr~nkt werden kSnnen. Aul3erdem werden wir im folgenden die Formeln 
(5) bis (8) in erster Linie auf die Emission der Mesotronen anwenden, die 
eine endliehe Ruhmasse MM~ ~ ~ - ~ h / c  besitzen und bei denen daher die 
Energie dureh die Gleiehung 

k~ = ~2 + 32 

gegeben ist. Ffir die mittlere Anzahl gilt dann 

= ~ 1 (~) d ~ ~ (3) / (~), 
j ko ; -- ko" (9) 

bleibt hier naturgem~B stets endlich. 

5* 
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Die Gtiltigkeit der Formeln (5) bis (9) wird dadurch eingeschriinkt, dal~ 
ja die Gesamtenergie und der Gesamtimpuls der ausgesandten Teilchen 
dutch den Anfangszustand fest vorgegelJen sind. Dieser Umstand hat zur 
Folge, dab aus der u (6) gewisserma•en eine mikrokanonische 
Verteilung herausgegriffen wird, bei der Gesamtenergie und Gesamtimpuls 
einen vorgegebenen Wert haben. Die hierdurch bedingte Ab~nderung der 
Verteilung (6) ist mathematiseh nicht ganz leieht zu tiberblicken. In vielen 
F~llen ist diese Ab~nderung aber gering. Immer dann, wenn die nach (6) 
berechnete mittlere Sehwankung der Gesamtenergie und des Impulses klein 
ist gegen die Gesamtenergie selbst, wird aueh die Verteilung mit vorgegebener 
:Energie nicht allzuviel yon der Verteilung (6) abweichen. 

Ftir die mittlere Energie gilt 

= ~ ko~ (~) d~ = ~ t (~) d~, 
ferner folgt dutch eine einfaehe Rechnung aus (6): 

also fiir das mittlere Schwankungsquadrat: 

~ = j" k: ~ (~) d~ = ~ kot (~) d~, (10) 

ebenso flit die Schwankung des Gesamtimpulses •: 

A~2 = ~[~(~)d~ = f ( f )dL (11) 

Gleiehung (10) zeigt, dal~ es zur Erftillung der Forderung A 8 ~ e 
nicht geniigt, wenn die Teilchenzahl n sehr gro$ ist. Aueh bei unendlieher 
'reilchenzahl, wie in dem yon Bloch und Nords ieck  behandelten Falle, 
]~ann die Sehwankung der Energie grol3 sein, weft auch einze~e relativ 
energiereiche Teilchen ausgesandt werden kSnnen. Zur Befriedigung von 
A 8 ~ e ist vielmehr naeh (10) notwendig, dab die Energie auf viele 
Teilehen relativ geringer Energie verteilt wird, wie auch anschaulieh ein- 
leuchtet. 

Es wird in vielen Fiillen gar nieht auf die Verteilung bei einer bestimmten 
vorgegebenen Energie ankommen, sondern sehon durch die Fragestellung 
~ird eine Mittelung fiber gewisse Energiebereiche vorgesehrieben. In solchen 
FMlen kann man durra meist unmittelbar mit 4er u (6) reehnen. 
Z. B. wird man bei der Ausstrahlung des Elektrons beim StoB etwa nach 
dem Wirkungsquerselmitt daftir fragen, dab das stoSende Teilehen in einer 
bestimmten Richtung abgelenkt wird, ohne dab man die Energie, mit der 
es fortfliegt, festlegen mtiSte. Bei dieser Fragestellung wird yon vornherein 
fiber gewisse Energiebereiche gemittelt. 
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Aus den vorstehenden Uberlegungen wird klar, dal3 ganz allgemeia 
wie bei B loch  und Nords i eck  die Frage nach den Wirkungsquerschnitten 
ftir bestimmte Einzelprozesse nicht einfach durch korrespondenzm~Bige 
Vergleiche beantwortet werden kann. Einfache Fragen haben dagegen 
stets die Form: was ist der Wirkungsquerschnitt far einen bestimmtea 
Vorgang, gleichg~It~g was sonst etwa noch beg diesem Vorgang geschieht. Auf 
solche Fragen k5nnen korrespondenzmiil]ige und anschauliche l~berlegungen 
Antwort geben. So ist z. B. in den oben durchgeffihrten Betrachtungen die 
Wahrscheinlichkeit dafiir, dal~ ein Teilchen im Impulsbereich d[ ausgesandt~ 

wird, durch / (~) d~ gegeben, wie anschaulich sofort einleuchtet. Die Wahr- 
ko 

scheinlichkeit dafiir, dal~ nut dieses Teilchen emittiert wird, ist dagegen 

/ (~) d~ S ~ (7) d~ 
- -  e-- , eine Formel, die offenbar in der klassischen Theorie kein 

ko 
Analogon hat. Man wird daher erwarten, dal] auch in einer endgtiltigen 
Theorie die Ges~mtwirkungsquerschnitte fiir Prozesse der erstgenannten 
Art eine wichtigere Rolle spielen und einfacher zu ermitteln sind als die 
Wirkungsquerschnitte filr bestimmte Einzelvorgiinge -- im Gegensatz zur 
bisherigen Theorie, in der die Wirkungsquerschnitte ftir Einzelprozesse aus 
den Matrixelementen der StSrungsenergie berechnet werden, w~hrend Ge- 
samtwirkungsquerschnitte erst durch relativ komplizierte Summationen 
aus itmen hervorgehen. Eine besonders einfache GrSl]e ware also in der zu- 
kiinftigen Theorie etwa der Wirkungsquerschnitt dafiir, dal3 iiberhaupt ein 
Stol~ der beiden Elementarteilchen stattfindet. Dieser Wirkungsquerschnit~ 
wird jedoch in manchen Fiillen unendlich grol]; dies ist n~mlich dann 
mSglich, wenn Teilchen ohne Ruhmasse emittiert werden kSnnen, wie bei 
dem yon Bloch  und Nords i eck  untersuchten Vorgang. Eine ebenso 
einfache GrSl]e w~re etwa der Wirkungsquerschnitt dafiir, dal3 beim Stol~ 
neue Materie (d. h. Teilchen mit endlicher Ruhmasse) entsteht. Dieser 
Wirkungsquerschnitt ist stets endlich und diirfte sich bei wachsender 
Energie der stoBenden Teilchen in vielen F~llen einem v o n d e r  Energie 
unabh~ngigen Grenzwert der GrSl~enordnung 12 ni~hern. 

2. Anwendung au/ die Yukawasche Theorie. 

a) Ausstrahlung beim Stofl. Die genaue Form der Wechselwirkung 
zwischen den Yukawaschen Teilchen und der iibrigen Materie ist einst- 
weilen noch nicht bekan~t. Fiir die folgenden Uberlegungen geniigt es abet, 
ein vereinfachtes Modell der Yukawaschen Theorie zugrunde zu legen 1). 

1) Vg]. H. J. Bhabha ,  Nature a. a. O. 
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I n  dieser vereinfachten Theorie soll es nut neutrale Yukawa-Teilchen 

geben, die mit Protonen in Wechselwirkung stehen. Die Potentiale des 

Yukawa-Feldes, die einen Vierervektor bilden, sollen (in den in la  be- 

:sprochenen Einheiterl) u und u 0 heil~en, die Feldst~rken seien ~ und ft. 

Die Wellenfunktion der Protonen sei F. Die Lagrange-Funktion des 

gesamten Feldes, aus der die Wellengleiehungen hervorgehen, lautet dann 

L : �89 (~ - -  g2) + ~ (u3 --  u s) + iyJ* -0--~ -- i~p* ~k ~ ~P +~p*fl~pK. (12) 

Hierzu kommen die Beziehungen: 

flk = rotku - -  ly~*fiak*,o; fk = - -  fik --  gradk Uo - -  ilyJ*flak y~. 

In  diesen Formeln bedeuten ~r und K die in cm-1 gemessenen Ruhmassen 

des Mesotrons und des Protons; es gilt also :~ --  MM~ " c., K = M~ro~ �9 c 
h h 

Uber gleiehe Indizes wird yon 1 bis 3 summiert. Die Konstante 1 hat die 

Dimension einer Liinge und hiingt mit der sonst an dieser Stelle gebri~uch- 

lichen Wechselwirkungskonstanten g2 durch die Beziehung 

1 = g2V4~ h 

zusammen. Empirisch hat also 1 etwa die GrSl3enordnung 1 ~ 1/~, wenn 

man die Verhiiltnisse der Yukawa-Theorie auf das vereinfaehte Modell 

iibertragen will. Die der Konstanten gl entsprechende Wechselwirkung ist 

zur Vereinfachur~g weggelassen. 

Yergleicht man das Yu k aw a sche Feld mit einem elektromagnetisehen, 

so bedeutet Gleiehung (12), dal3 die Protonen ein ,,magnetisehes Moment" 

V h c  besitzen. Dieses Moment hat  Folge, dal] um ein ruhendes der GrSl]e l z u r  

Proton herum Bin Y u k a w a s c h e s  Dipolfeld besteht. 

Wir betrachten nun den Zusammenstol~ eines Protons mit irgendeinem 

anderen Elementarteilchen. Im Moment des.Zusammenstol3es wird, wie 
bei den yon B l o c h  und N o r d s i e c k  behandelten Stol3prozessen, die 

Differenz des Yukawa-Eigenfeldes vor und nach dem Sto~ als Wellenpaket 
ausgestrahlt werden. Dieses Wellenpaket entspricht, wenn mail seine 
spektrale Verteilung untersucht, zuniichst nur einigen wenigen Mesotronen. 
Wenn insbesondere die der gewShnlichen Elektrodynamik entsprechende 
Wechselwirkung, die mit der Kor~stante g~ verkniipft ist, nicht fortgelassen 
wir4, so kan~ man die I~esultate yon B l o c h  und N o r d s i e c k  fast wSrtlich 
iibernehmen. Integriert man die Energie fiber alle Richtungen, so wird dort 



Explosionsartige Schauer in der kosmischen Strahlung. II. 71 

const 
I f  ([) d/2 ~-~ fiir alle Frequenzen, die klein sind gegen eine dutch die 

k2 
StoBzeit bestimrnte Frequenz km~. Fiir hShere Frequenzen nimmt die 
Intensit~it sehr raseh gegen Null ab. Die zwischen k und k + dk enthaltene 
Energie wird also ffir kleinere Frequenzen nahezu yon k unabh~ngig. Uber- 
triigt man diese Ergebnisse auf die Yukawa-Theorie, so wird man nur ftir 
sehr kleine Frequenzen der Ordnung ~ Abweiehungen erwar~en, die vonder  
endlichen Ruhmasse der Mesotronen herriihren. Man kann diese Ab- 
weiehungen ganz grob dadureh bert~eksiehtigen, dab man das Spektrum erst 
bei der Frequenz ko = ~ beginnen l~Bt, y e a  bier ab aber mit der gleichen 
Verteilung wie bei den Liehtquan~en rechnet. Die mittlere Anzahl der aus- 

gesandten Mesotronen wird dann ungef~ihr 

kmax kmax 

- - ~ - -  ~ eonst -~- = eonst . (18) 

Die mittlere Anzahl wachst also nur logarithmiseh mit kin, ~ und mit der aus- 
gestrahlten Gesamtenergie. Die Konstante vor dem Logarithmus hat bis 
auf einen Faktor der GrSBenordnung 1 den Wert g~/hc. Wenn also das beim 
StoB frei werdende Wellenpaket einfaeh als Mesotronenstrahlung in den 
Raum hinaus wanderte, so wiiren zwar naeh (13) Mehrfaehprozesse bei sehr 
hohen Anfangsenergien zu erwarten 1), aber die mittlere Teilehenzahl bliebe 

stets klein. 

Eine solehe einfache Ausbreigung des Wellenpakets ist aber nach der 

Tukawa-Theorie nicht zu erwarten, da die einzelnen Teile des Wellenpakets 
sich gegenseitig stSren wegen der Wirkungen, die man in der Elektronen- 
theorie unter der Bezeiehnung ,,Streuung yon Licht an Licht" zusammen- 
fa~t, und die in der Yukawasehen  Theorie eine viel wiehtigere Rolle 
spielen als in der Elektroitynamik. 

Die in dem Wellenpaket auf sehr kleinem Raum vereinigten Mesotronen 
werden - -  im Gegensatz zu den entsprechenden elektrodynamisehen Vor- 
~iingen - -  aneinander gestreut werden und dabei neue Mesotronen orzeugen, 
so dab eben solehe Vorg/~nge eintreten,, wie sie in I b besproehen wurden. 
Um dies n~her zu begrtinden, sell die gegenseitige Streuung von Mesotronen, 
deren Energie kleiner als die Ruhmasse des Protons ist, naeh dem in der 
Elektrodynamik fibliehen Verfahren abgeleitet werden 2). 

1) Vgl. H. J. B habha ,  a. a.O. -- 2) Ffir das Folgende vgl. W. H e i s e n -  
berg u. H. Eule r ,  ZS.f. Phys. 98, 714, 1935 und V. W e i n k o p f ,  Kgl. Dansk. 
Vid. Setsk. 14, 6, 1936. 
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b) Die gt~enseitige Streuung der Mesotronen. Die Streuung der Meso- 
tronen kommt im Formalismus dadureh zustande, dab z. B. ein ~esotron 
virtuell ein negatives Proton und ein Neutron erzeugt, dab das andere Meso- 
tron an einem dieser Teilchen gestreut wird, worauf die beiden Teilehen 
wieder zu e]nem neuen Mesotron zerstrahlen. In unserer vereinfaehten 
Theorie mit neutralen Yukawa-Teilchen kommt in dieser Kette die virtuelle 
Erzeugung eines Protons und eines negativen Protons in Betracht. 

Wenn nut Mesotronen kleiner Energie (k o ~ K) betraehtet werden 
sollen, so kann, gemessen an Frequenzen der Ordnung K, das Yukawasehe  
Feld als in Raum und Zeit langsam veri~nderlich betrachtet werden 1). 
In diesem Falle miissen, wenn keine Protonen vorhanden sind, die besetzten 
Zust~nde negativer Energie adiabatiseh dem ~uBeren Feld folgen. Man kana 
also in den zur Lagrange-Funktion (12) gehSrigen Wellengleichungen einfaeh 
die Summation fiber alle Zustiinde negativer Energie ausfiihren und erh~lt 
damit die Wellengleiehungen fiir das Yukawa-Feld allein. Diese Summation 
fiber die Zust~nde negativer Energien liefert allerdings ein divergentes 
Resultat. Wie in der Diraesehen Theorie des Positrons mfissen also gewisse 

unendliche Glieder yon der Lagrange-Funktion und der ttamilton-Funktion 
abgezogen werden. Entwickelt man die Energie der besetzten Zust~nde 
naeh Potenzen der Feldst~rken, so treten ab@r nur bet den niedrigen Potenzen 
der Feldst~rken solche unendliehen Summen auf. In de r  Diraeschen 
Theorie nur noch bet den in der Feldst~rke quadratisehen Gliedern, in der 
Yukawa-Theorie - -  wie die folgenden Reehnungen zeigen werden - -  noeh 
in den Gliedern vierter Ordnung. Bet diesen Gliedern niedriger Ordnung 
muB man also die abzuziehenden unendliehen Terme etwa aus den Er- 
haltungss~tzen bestimmen. Bet den hSheren Gliedern dagegen wire[ man 
die aus der Summation gewonnenen endlichen Resultate ohne subtraktive 
Glieder direkt verwenden kSnnen. Wir wenden uns daher der Bereehnung 

dieser Glieder zu. 

In der Wellengleichung der Yukawa-Teilchen kommen die Ausdrficke 
~*fl~k~fl und YJ*flakF vor. Naeh Gleichung (12) mfissen also die 

Erwartungswerte der Ausdrficke yJ* fl0ck ~p und ~P*fl(~kY~ bet gegebenen 
Feldern ~ und fl b~stimmt werden ffir den Fall, dal~ keine Protonen vor- 
hanclen sind. Bezeichnet man mit v~ die Eigenfunktionen der Zust~nde des 
Protons in dem ~ul3eren Feld ~ und g, so mull also Xv*fl~v n bzw. Xv:flakv,~ 

1) Da zeitlich konstante Yukawa-Felder stets im Raum exponentiell ab- 
fallen mtissen, so beruht die oben vorausgesetzte Idealisation auf der Gleiehung 
~r ~ K, die freilich empirisch nicht besonders gut efftillt ist (~ ~ ~ K). 
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berectmet werden, wobei die Summen fiber alle Zustiinde negativer Energie 

zu erstrecken sind. Diese Ausdrticke sind offenbar die partiellen Ableitungen 
des Energiedichte-Ausdrucks 

neg .  E n .  

nach den Feldsti~rken. Da die Feldst~rken als langsam veriinderlich an- 
gesehen werden sollen, kann man in erster Ni~herung S dnrch seinen rgum- 
lichen Mittelwert fiber ein Normierungsvolumen V ersetzen, wobei V klein 
sein mu/] gegen die Gebiete, in denen sich f und g erheblich iindern, abet groI~ 
gegen Gebiete der Ausdehnung K-3. ]3ei der Ableitung des Ansdrucks 

1 f ~- S d V nach 4en Feldst~rken kann man nun auch die Eigcnfunktionen v n 

mitvariieren, denn der Energieausdruck ]~at die Extremaleigenschaft, bei 
geringen ~nderungen der Eigenfunktion unter Beibehaltung der hlor- 

mierung nich~ ge~indert zu werden. Daraus folgt, dal3 ~ S d V hier einfaeh 

ersetzt werden karm dureh die Summe der negativen Eigenwerte des Protons 
in den Feldern fund  g. Ftigt man also zu den aus (19,) folgenden Gleichungen 

d i v f + z 2 u o = O  und r o t g - - u 2 u = O  

noch die weiteren Beziehungen: 

OL OL 
l ik+gradku  o = - - 0 [ k ,  ro fku-~  - - - -  0g~' 

so unterscheidet sich diese Lagrange-Funktion L, des Yukawa-Feldes bei 
1 

Nichtvorhandensein von Protonen yon ~-(~2_ fl~) um die Energiedichte 

der besetzten Zust~inde negativer Energie und um einige nil.her zu be- 
stimmende divergente Ausdriicke. 

Zun~chst miissen also die Eigenwerte des Protons in den Feldern 
und fl berechnet werden. Wir nehmen zu diesem Zweck speziell an, dal3 
und 9 beide im ganzen Raum konstant sind und nur eine Komponente in der 
z-Richtung ~a ~ / ,  f13 = g besitzen. Zu einem Impuls p des Protons mit den 
Komponenten Pl, /)2, Pa (in Einheiten cm -1) gehOrt dann ein Energie- 
wert e, der nach (lO.) dutch die Gleichung 

s~ K2 + 0.2 + 12 (g2 + /2 )  • o, Z l/K2 g2 + (/2 + g2) (V[ + P~) (15) 1 , 2  ~--- 
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gegeben ist; die beiden Vorzeichen tier Quadratwurzel beziehen sich auf die 
beiden mSglichen Spinrichtungen. Die unendliche Energiediehte, die von 
den besetzten Zustiinden negativer Energie herrfihrt, wird also 

1 
j d p (el -b s3) (2 

und dami~ die Lagrange-Funktion des Yukawa-Feldes 

~ = (f3 _ g3) __ (2 ~)~ d p (el + s2) -- Sub~raktionsglieder. (16) 

Zur Auswertung dieses Ausdrueks entwiekeln wir s naeh Potenzen der Feld- 
stgrken ~ und g[ Se~zt man K 3 + p 2 = p ~ ,  so wird 

13 (/3 + g3)  'K3 g3 q_ (/3 q_ g3) (p~ q_ p,)) . (17) sl, ~ = po . q p3 • p3 

Also wird 

. f!3(13_+ f4z  
(*/3)! 

(*/2-- n - -  2m)1 n! (am)! (18) 

Man erkennt aus (18), dab der Beitrag der Glieder sechster und hSherer Ord- 
nung in / und g zur Lagrange-Funktion endlieh ist, wghrend die Glieder 
niederer Ordnung divergieren. Wit kSnnen daher annehmen, dab die 
Glieder niederer Ordnung durch die Sub{rak~ionsglieder korrigiert und end- 
lich gemacht werden, wghrend die Glieder hSherer Ordnung direkt aus (18) 
iibernommen werden kSnnen. 

Ftihrt man die Integration aus und ordnet die Glieder nach Potenzen 
yon / und g, so erh/ilt man nach etwas umst~ndlichen Rechnungen: 

1 I 1 , ~  /~0'+~) (P. aZ)S dp(sl  q- s2) = n-g K~-(u+~-~) ['-t'g~'~(-1)'+I 

(2# q- 2v -- 5)! ( 2 / , q - 2 v - - 8 )  (2/, - -1)  (2 v --1) (19) 
2/* + 2~, - 1 (~/,)! (2v)! 

7Man erkennt aus (19), dal] sich die Energiedichte als Potenzreihe in den 
beiaen Ausdriieken f2 _ g3 und (/g)3 darstellen 1/il~t. Dies mu$der Fall sein, 
weil diese Energiedichte und die Lagrange-Funktion relativistiseh invariant 
sin& Man kann daher bei Feldem mit allgemeinen gegenseitigen Richtungen 
die Ausdrficke /3 _ g3 und (/g)3 in (19) einfach durch die entsprechenden 
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Invarianten : ([3 _ f12) und (f~)~ ersetzen. Z.B. erh~lt man aus (19) fiir die 
Glieder sechster Ordnung der Lagrange-Funktion: 

1 16 
9,4o ~2 ~ [12 (f ~)~ (f~ - g~) + (f2 _ ~2)~]. (20) 

Die Reihe (19) kann (wenn man ihre ersten unendlichen Glieder wegl~6t) 
1 

auch aufsummiert werden. Setzt man w = (g + i / ) ~ ,  so wird der Zusatz 

ZU L-: 

K4 113 13w4 3~ [ 1 W 2 W  4 

(1  w2) ] lg ( l__wU)+ ( - - u S + / g i ) ~ l  lgl__l+W/.wj (21) + /gi ~ - ~  

Die Glieder zweiter und vierter Ordnung in den ]~eldst~rken kSnnen 
nach diesem Verfahren nicht ermittelt werden. Die subtraktiven Aus- 
drficke in (16) mtissen dafiir sorgen, dab keine Zusatzglieder zweiter Or4nung 
auftreten, da sonst schon bei sehr kleinen Feldern die Wetlengleichungen 
ver~ndert wi~ren. Die Glieder vierter 0rdnung kann man aber wohl nur 
durch Benutzung der Erhaltungssiitze in plausibler Weise festlegen, was 
bier nieht versucht werden soll. 

Es ist lehrreich, das Ergebnis (19) mit 4en entsprechenden Formeln 
der Positronentheorie 1) zu vergleichen. In beiden Fallen kann man die 
Zusi~tze zur Lagrange-Funktion darstellen als das Produkt yon drei Gliedern: 
Einem Ausdruck zweiten Grades in den Feldst~rken, einer dimensionslosen 
Konstanten und einer Potenzreihe in. dem Verh~iltnis der Feldstarke zu 
einer charakteristischen kritischen Feldsti~rke. Die dimensionslose Kon- 
stante .ist, soweit sie yon den universellen Konstanten abhi~ngt, in der 
Positronentheorie e2/hc, in der Yukawa-Theorie 12K ~, also (his uuf die reinen 
Zahlenfaktoren) etwa 104real grSl3er als in der Positronentheorie. Die 
kritische Feldstfirke ist in der Positronentheorie 

rrt 2 e 3 e 2 e 

e h h c (e2/m c2) 2' 

also der 137. Tell der ,,Feldst~rke am Rande des Elektrons", in der Yukawa- 
Theorie K/l. Dieser Wert entspricht, wenn man die Selbstenergie des zu l 
gehSrigen Dipolfeldes etwa der Masse des Protons gleichsetzt, ungef~hr 
dem zehnten Tell der ,,Feldsti~rke am Rande des Protons". Bei sehr grol3en 
Feldstarken nbnmt der dritte Faktor, die Potenzreihe, in der Positronen- 

1) W. Heisenberg  u. H. Euler ,  a. a. O. 
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theorie nur logarithmisch zu, der ganze Zusatz zur M a xw ell sehen Lagrange- 
Funktion bleibt also wegen des Faktors eP/hc bei allen vorkommenden 
Feldsti~rken relativ klein. In der Yukawa-Theorie aimmt die Potenzreihe 
bei grol3en Feldsti~rken mit dem Quadrat der Feldst~rke (multipliziert mit 
einem Logarithmus) zu; der Zusatz tiberwiegt daher gegeniiber der gewShn- 

lichen Lagrange-Funktion. 
Sobald also die Feldsti~rke Werte der Ordnung K/l iiberschreitet, 

miissen die nichtlinearen Zusiitze zur Wellengleiehung die LSsungen ent- 
scheidend beeinflussen, es setzt dam1 eine Durchmischung der verschiedenen 
Teile des Spektrums ein. Diese Rechnungen zeigen, dal~ in einem yore 
Proton beim Stol] ausgesandten Wellenpaket stets eine Durehmischung 
des Spektrums eintritt --  iihnlich wie dies in 1 b geschildert wurde - - ,  
sofern nut die ira wesentliehen durch die Stol3zeit bestimmte Grenz- 

frequenz km~ X Werte der Ordnung [K/1 erheblich fibersehreitet, was bei 
allen StSl~en mit grol~er Energietibertragung der Fall ist. Schreibt man in 
relativistisch invarianter Form die Bedingung dafiir auf, dal3 bei dem yore 
Proton sich ablSsenden Wellenpaket die niehtlinearen Glieder (20) und (21) 
wesentlich werden, so erh~lt man eine Gleiehung der Form 1) (PI,. P~ Impuls 
und Energie des Protons vor dem Stol], Pn, P~I Impuls und Energie nach 

dem Stol]) (p~ - -  p [ i )  2 __  (~0i - -  ] ~ i i ) 2  > ~ p z ,  

wobei der Zahlenfaktor Z noch yon dem Massenverhiiltnis Proton/Mesotron, 
yon gU/hc und vom ,,Radius" des Protons im Verh~Itnis zu 1 abh~ngt. 
Allerdings kann die Durchmischung des Spektrulns aus (20) und (21) nur 
gesehlossen werden fiir das Spektralgebiet, das unterhalb der Frequenz K 
liegt. Denn ftir hShere Frequenzen treffen die den Rechnungen dieses Ab- 
sehnitts zugrunde liegenden Voraussetzungen nieht mehr zu. 

Aber selbst, wenn der Wirkungsquerschnitt fiir die gegenseitige Streuung 
der Mcsotronen mit wachsender Energie etwa mit 1/k wieder abnimmt, 
wie die grol~e experilnentelle Reichweite der Mesotronen hoher Energie 
vermuten l~l~t 2), so wiirde die Durehmisehung des Spektrums dadurch 
wohl nicht verhindert, da bei sehr energiereichen Stol3prozessen aueh die 
GrSl~e des entstehenden Wellenpaketes (wegen der Lorentz-Kontraktion) 
entsprechend gering ist. 

1) Schon G. Wa tagh in ,  ZS. f. Phys. 88, 92 u. 92, 547, 1934 hat versucht, 
den Formalismus der Quantenelektrodynamik durch Abschneidevorschriften 
:s Form konvergent zu machen. Es diir~te aber wohl richtiger sein, 
ein grunds~tzliches Versagen des Formalismus bei grol3en Energieiibertragungen 
anzunehmen. Vgl. W. He i senberg ,  ZS. 2. Phys. 110, 251, 1938. -- 2) H. Eu le r  
u. W. He i senbe rg ,  Erg. d. exakt. Naturw. 17, 61 u. f., 1938. 
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Es mug hervorgehoben werden, daJ~ der Schlul] auf diese Durch- 
mischung des Spektrums, also auf die explosionsartigen Vielfachprozesse, 
nut darm gereehtfertigt ist, werm man die nichtlinearen Wel~engleichungen 
in der korrespondenzm~l~igen Weise verwenden darf, wie dies in I u n d  in 
Abschnitt 1, b versueht worden ist. Einen zwingenden SehluB auf diese 
MSglichkeit liil]t der bisherige Formalismus nicht zu, da ja eine Quanten- 
theorie nichtlinearer Wellengleiehungen bisher nicht durehgeffihrt werden 
konnte. 

Es ist in diesem Zusammenhang wichtig, zu beachten, dab die korre- 
spondenzmiil3ige Verwendung tier Wellengleiehungen in vielen F~llen zu 
vSllig anderen Ergebnissen fiihrt, als die gewShnliehe, quantentheoretisehe 
StSrungstheorie. Ein besonders einfaches Beispiel hierftir bildet die Streuung 
eines Mesotrons an einem Proton, also das Analogon zum Compton-Effekt 
oder zur gewShnliehen Rayle ighsehen  Streuung. Diese Streuung soll 
daher zur Erl/~uterung der Tragweite der bisherigen Theorie besprochen 
werden. 

c) Die Streuung des Mesotrons an einem Proton. Die Streuung des 
Mesotrons am Proton ist in versehiedenen Arbeiten behandelt worden 1). Die 
Untersuchungen stimmen tiberein in d_em Ergebnis, dal] der Wirkungs- 
quersehnitt fiir diese Streuung -- im Gegensatz zum Wirkungsquersehnitt 
fiir die Rayle ighsche  Streuung -- in erster N/iherung nicht yon der Masse 
des Protons abhi~ngt, sondem dab er, selbst wenn das Proton als unendlich 
sehwer angenommen wiirde, einen endliehen Wert behielte. Damit h~ngt 
es zusammen, dab fiir Frequenzen tier Yukawa-Wellen ~ ~ k der Wirkungs- 
quersehnit t wesentlich grSl]er wird, als man naeh Analogie zur Elektro- 
dynamik erwarten sollte. 

Diese Ergebnisse mfissen bedeuten, dab gewisse Freiheitsgrade des 
Protons bei Einwirkung eines iiuBeren Yukawa-Wellenfeldes tr~gheitslos 
mitsehwingen, oder dal~ dies wenigstens im Formalismus angenommen 
wird. Die ni~here Untersuehung zeigt, dal] der yon der Masse des Protons 
unabhi~ngige Streuquerschnitt yon zwei Prozessen herriihrt: Von der 
Streuung der transversalen Wellen auf Grund der Wechselwirkungsglieder 
in (12) und yon der Streuung der longitudinalen Wellen auf Grund der 
yon gl abhi~ngigen -- der gewShnlichen Elektrodynamik nachgebildeten -- 
Austausch-Wechselwirkung. Im ersten Falle ist der Spin des Protons 
der tr~gheitslos mitsehwingende Freiheitsgrad. Im zweiten Falle ist es 

1) H. Yukawa u. S. Saka ta ,  Proc. Phys. math. Soc. Japan 19, 1084, 
1937; H. J. Bhabha ,  Proc. Roy. Soc. London (A) 166, 501, 1938; W. H e i t l e r ,  
ebenda S. 529. 
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die spinartige Koordinate, die Proton u~d Neutron unterscheidet. Bei einer 
Theorie ohne Austauseh tritt der hohe Wirkungsquerschnitt liar die Streuung 
der longitudinalen Wellen nicht auf. 

Wir wollen nun zeigen, dab im ersten tier beiden F~lle, der sich nach 
Gleiehung (12) behandeln l~ftt, dieses tri~gheitslose Mitschwingen tier 
Spinkoordinate wahr~cheinlieh auf einer falschen Anwendung des For- 
malismus beruht, dab jedenfalls die korrespondenzmiiftige Verwendung 
der Gleichung (12) zu ganz anderen Ergebnissen ftihrt. Es zeigt sich 
namlich, daft das Eigenfeld des Protons, das naeh (12) bestimmt werden 
karm, zu einer erhebliehen Tri~gheit der Spinbewegung ftihrt, die so grol3 
ist, daft der Wirkungsquersehnitt far die Streuung vollst~ndig ver~ndert 
wird. 

Bei dieser Reetmung kann man sieh mit der unrelativistisehen Niiherung 
begntigen; wir nehmen also an, dal~ die Masse des Protons sehr groft und 
daft die Gesehwindigkeit des Protons stets sehr klein gegen c ist. 

Aus (12) bestimmen wir die Hamilton-Funktion 

far[oL . 0L L] 

1 ~e �9 �9 O V _ V ,  fl~pK].(22 ) 
= f d l : [ - - ~ f i - - ~ ( r e - - g 2 ) - - ~ - ( u o ~ - - u e ) + ~  ~k~x~x k 

Ferner folgt aus (12) zur Bestimmung yon Uo 

div [ q- ~2u o : 0. (23) 

Aus (22) und (23) ergibt sieh 

H : dr ([e+fie) + i l ~ k ~ * f l o t k y , + ~ _ ( u ~ + u  2) 

Da nur ein Proton vorhanden sein soll, k6nnen seine Koordinaten start der 
Wellenfunktion des Protons als Variable eingeftthrt werden. Dann wird 

H = I d r  [ l ( f e  + f i e ) + ~  (Uo ~ +u2)+il~kflo~k~(r, rv)--~kpk--flK]. (25) 

Wit machen nun Gebrauch yon der Annahme, dal3 die Geschwindigkeit 
des Protons stets klein gegen c sei. Dies bedeutet, daft die Terme mit gk in 
(25) klein sind gegen die Terme mit ak und dai3 fl ~ 1 gesetzt werden kann. 
Far die zeitliche J~nderung der Spinkoordinate erhalten wit also wegen 

= rot u -- la ~ (r, rio ) die Gleiehung 

: i (H a -- a H) ~ 2 1 ~ dr (~ (r, r~) ~rot u, a]. (26) 
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Wir ersetzen nunmehr,  um von 4er Quantentheofie zu einem klassischen 

Modell t~berzugehen, den Spinvektor a durch einen Einheitsvektor ~; ferner 

die Funktion ~ (r, r~) durch eine ,,verwaschene" (~-Funktion D (r), wobei 
auBer4em r~ -~ 0 angenommen wer4en kann, 4a die Bewegung des Protons 
ja nut  in der S'pindrehung bestehen soll. Es ist notwendig, die (~-Funktion 
durch D (r) zu ersetzen, um endliche Resultate zu erhalten. Es gelten als(> 
in dem klassischen Modell die Gleichungen: 

= 2 1 ~ dr D (r) [gs], (27} 

ferner nach (12) (in der gleichen N~herung wie oben), wenu div u ---- Uo ~ 0 
gesetzt wird - -  was wir annehmen wollen, da wir nur die Streuung der 
transversalen Wellen betrachten wollen - -  

A u - ii  - . 2 u  - -  - I r o t  ( z  D (r)). (28} 

Zur LSsung fiihrt man zweckmgBig einen H e r t z s c h e n  Vektor durch die 
Beziehung u = rot 3 ein; es gilt dann: 

n 3 - J - ~ 3  = - z~ D (r). (20} 

Es soll m m  eine transversale Welle der Form 

u = a e ; a ~ - k ~  (a J-~) (30} 

an dem Proton gestreut werden. 

Triebe man StSrungstheorie und vernachl~ssigte (was sicher un- 
unberechtigt ist) das Eigenfeld des Protons, so wtirde die Streuung 
folgendermal]en berechner : 

Man setz~ 

U = U o + u l ,  3 = 3 o + 3 1 ,  ~ = ~ o + ~ 1 ;  

~o ist die ungest5rte Lage des Spins, 11o und 3o sind die un~estSrten ebenen 
Wellen. Aus (27) schlieBt man 

also aus (29) 

2 1  r "~ e i ( k r - - k o  ~) 

und 2,z2[?[ ]]e i,k, 
U l - - ~ -  k--~ - -  [[a]~o 47r r  
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Nimmt man etwa speziell Sell a an, so wird also die gestreute Welle 

2 i 12 ._ e~'(k~ - ko ~) 

und daraus der Wirkungsquerschnitt ftir die Streuung: 

2l  4 k 4 
Q = 8=  k----~" 

Dieser.Wert entspricht den Ergebnissen der quantentheoretisehen St6rungs- 
reehnung bei B h a b h a  un4 H e i t l e r  (a. a. 0.). 

In Wirkliehkeit aber ist ja alas ruhende Proton auch ohne i~ut~ere Welle 
sehon yon einem starken Felde go, dem Eigenfeld, umgeben. Die Stiirke 
dieses Feldes richter sieh naeh 4er riiumliehen Ausdehnung der Funk- 
tion D (r). Im Grenzfall D (r) ---> (~ (r) wird 4as Feld im Bereieh des Protons 
nnendlieh gro~. Man kann leieht zeigen, dal3 im Falle einer zentral-symmetri- 
sehen Funktion D (r) der Mittelwert des Eigenfeldes 

~o = f go D (r) dr (81) 

parallel zu ~o steht. Nun lautet die Bewegungsgleichung fiir s: 

= 2 t [.~, s]. (89.) 

Das Eigenfeld gibt also keinen Beitrag zur Bewegung von $, solange es 
parallel zu s steht. Allerdings haben s und Eigenfeld bei zeitlieh ver- 
anderliehem s nieht mehr genan die gleiche Richtung. Je schneller alas 
Spinmoment schwingt, um so mehr wird das Eigenfeld hinter der Spin- 
richtung zurfickbleiben. Um dies zu verfolgen, nehmen wir wieder a I[ So ]1 
z-Aehse an. a : (0, 0, a); So = (0, 0, 1). Die einfallende Welle sell sieh 
in der x-Richtung fortpfianzen [~----- (k, 0, 0)]. Versuehsweise setzen wit 
die LSsung 

s = ~o § z i  = ~o + e e - ~ k ~  (88)  

an, wobei e [__ So und I r  1 sein soU. Die inhomogene Gleiehung (29) 
hat  die LSsung: 

3 = 30 + 31; 

31 : -  e 1 e-~ko ~ I 

Ferner fiihren wir ein: 

~D(r')e-*It-*'l ,I 

D (r') e, k l , - , ' l .  / 
' l :~ l r -  r'l J 

~ )  ~ e leik~ f D4g l r  _ e -xl*-*'l dt'. 

(84) 
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Zu 3 gehSrt das Feld g ----- rot rot 3 --  l ~ D (r). Also wird: 

~ o = l  drD(r) rotrot So ~ - - - ~  d l ; ) - - l s o D ( r ) = S o g o ( u ) ;  
J J gtr --~i / 

g~) ---- sl go (u); ~1 ~-- Sl go (-= i k). (85) 

Der Vektor ~o + $~') hat die gleiche Richtung wie s. Die Bewegungsgleichun~ 
ffir ~ wird daher, wenn man zu dem Feld (34) noch das Fold flea der ebener 

Welle (a0) hinzuffigt: ~ _-- 2 l [gob + g i  - -  g~), $]" 

In dieser Gleiehung kann man Sl gegen So vernachl~ssigen. ~[an erhiilt 
schlieBlich zur Bestimmung yon e die Gleichung: 

- -  ~kor = [~ [~,] + e (go (-- ~k) - -  go (~)), So]- (36) 

Die L5sung lautet: 

2 1 k ko a 4 i 12 k a (go (-- i k) -- go (u)) 
r = - -  ~ l~ (go ( - ~ k) - -  go (~))~ - -  k~; r = 412 (go ( - -  ~k) - -  go (~))2 _ k~ 

und daher nach (35): 

Q = 9,~z~ (k~ + ,~z~ Igo ( -  ~k) - -  go (~ ) l~ ) .  (87) 
s ~ 1~ z~ (go ( -  ~k) - go (~))~ - k21 ~ 

Bei niedriger Frequenz des" iiul]eren Foldes wird -- i k  = ~ ' ~  - -  k~o , .2 z ,  

~lso l I go (-- ik) -- go (~)1 ~ ko und 4er Wirkungsquersehnitt (37) geht 
in den nach der StSrungstheorie bereehneten fiber. Bei hSherer Frequenz 
aber - - j e d e  ebene Welle im eigentlichen Sinn gehSrt wegen /c o ~ :e  im 
dieses Frequenzgebiet ~ wird 4or Ausdruck I go (-- ik) -- go (• gegenfiber 
ko fiberwiegen. Der Wert yon go ( - - ~ k ) -  go (~)iRi3t sich nicht ohne 
genauere Angaben fiber die Funktion D (r) berechnen. Man kann etw~ 
iordern, die Funktion D (r)miisse so gew~hlt werden, dal~ die Selbst- 
energie des Protons, die aus (25) bei gegebenem D (r) folgt, in der GrSi~en- 
ordnung mit der Masse des Protons fibereinstimmt. Es kann dann der 
Wechselwirkungsausdruek -- ls ~ etwa gleieh der negativen Protonenmasse 

K 
gesetzt werden, woraus go (x) " " T  folgen wiirde. Solange g und k klein 

gegen K sind, kann man go (g) nach Potenzen yon ~ entwiekeln und erhiilt 

go (-- i k) -- go (u) = -- (ik ~. ~) 0 go0~(0) 21 ( ~  + k~) 0~0~ ~ g ~  (0) + . . .  

Da naeh (35) Ogo (0)verschwindet, bleibt also 
0 z  

~ O~ go (o) + . . .  
go (-- i k) -- go (• = 2 0 u ~- 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 113. 6 
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Den Ausdruek O~g~ (0) kann man absch~tzen, weml man einen mitt]erea 
0~2 

Badius r o der Funktion D (r) einffihrt. Dann ist das mittlere Feld des 
l 

~Iagnetpols yon der Sts /:go ~'~ 5 ,  also 
r 0 

l K 2 / ~  0 3 go (0) 1 3 
= - ~  ~ 1 /  ~ - - -  ~ 1 K l .  r 3 7; r~ ~ .  Daher 0~2 % 

Schliel~lich ergibt sich hieraus f~lr den Wirkungsquerschnitt 

21e k 4 

Der Wirkungsquerschnitt wird also ffir hShere Frequenzen erheblich 
kleiner als nach der unrichtigen StSrungstheorie zu erwarten w~re, und 
hat die Eigenschaft, mit wachsender Masse des Protons abzunehmen, 
wie auch anschaulich zu vermuten war. Das Eigenfeld des Protons bewirkt 
indirekt eine Tr~gheit der Spinbewegung, die in den bisherigen quanten- 
theoretischen Reehnungen nieht berficksichtigt war. Bei der Streuung 

dee longitudinalen Yukawa-Feldes dfirften die Verhaltnisse ~hnlieh liegen, 
doch soll dieser Frage nicht welter nachgegangen werden. 

Aus (37) wird man sehliel3en miissen, dal] die fiblichen quanten- 
theoretischen StSrungsrechnungen fiir die Streuung dee Mesotrons an 
Protonen vollstandig falsehe Ergebnisse liefern 1), dal3 man jedoeh mit 
korrespondenzm~l~igen Betrachtungen yon der klassisehen Wellentheorie 
aus noeh einen Zugang zu dem Gebiet besitzt, in dem die bisherige Quanten- 
mechanik versagt. Ferner, dal] der Wirkungsquerschnitt for die Streuung 
der Mesotronen an Protonen viel kleiner ist, als bisher angegeben wurde. 
Dies seheint auch zwangsl~ufig aus den Experimenten zu folgen. Denn die 
beobachtete grol~e Reichweite der Mesotronen ist mit den bisher angegebenen 
grolten Streuquerschnitten nicht vereinbar. 

3. VergIeich mit den ex~gerimentdlen Ergebnissen. 

a)'Die Wirkungsquerschnitte bei hohen Energien. Die in den Ab- 
schnitten 1 und 2 durchgef~hrten Uberlegungen kSnnen in erster Linie 
dazu benutzt werden, um die Fragen aufzufinden, nach denen man zweek- 
m~l~ig die experimentellen Ergebnisse ordnet, und deren Beantwortung 
eine Kl~rung der theoretischen Zusammenh~nge erhoffen liel]e. 

1) Vgl. hierzu eine Reihe yon Arbeiten, die die Begrenzung der Quanten- 
theorie betreffen, z. B. A. March,  ZS. f. Phys. 104, 93,1936 u. f. ; G. W a t a g h i n .  
a. a. 0.; W. He i senbe rg ,  a. a. O. 
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Die GrSl~en, die in einer sp~teren Theorie wohl die wiehtigste Rolle 

spielen werden, sind die Gesamtwirkungsquerschnitte im Grenzfall hoher 
Energien. Die einfachste derartige Gr6f~e, ist der Wirkungsquersetmitt 
daffir, dal~ beim Stof~ neue )laterie entsteht. Dieser Wirkungsquerschnitt 
wirc~ im Grenzfall holler Energien einem konstanten Grenzwert zustreben, 
wenn die stof/enden Teilchen nieht yon weitreichenden Kraftfeldern um- 
geben sind. Wenn solche weitreiehenden Kraftfelder -r sind, so 
kann der Wirkungsquerschnitt mit wachsender Energie zunehmen, und zwar 
wird man aus den bisherigen Beispielen dieser Art schliel~en, dafl er 
logarithmiseh zunimmt. Dieser logarithmisch zunehmende Anteil wird als 
unmittelbare Wirkung des weitreiehenden Feldes auch leicht yon dem Rest 
getrennt behandelt werden kSnnen. Der kons~ante Rest bedeutet etwas 
Ahnliehes, wie die ,,GrSf~e" des Elementarteilehens in einer ansehauliehen 
Theorie und man kalm vielleicht hoffen, dal3 ffir ihn sehr einfaehe Oesetz- 
m~il3igkeiten bestehen, die die Analogie zum ansehaulichen Begriff ,,GrSfJe" 
deutlich hervortreten lassen. 

Das einfaehste Beispiel fiir einen derartigen Wirkungsquerschnitt ist 
cler far den Zusammenstol~ eines Liehtquants mit einem Proton. Dieser 
Wirkungsquersehnitt seheint bei grol~en Energien des Lichtquants nach 
Untersuchungen yon N o r d h e i m  1) und E u l e r  3) einem konstanten Wert 
der GrSf~enordnung 10-26cm 2 zuzustreben. Der yore Coulombschen 

Feld des Protons herriihrende Anteil wird hier dureh die Abschirmung des 
Protons im Wasserstoffatom gehindert, logarithmiseh mit der Energie 
anzuwaehsen und bleibt offenbar klein gegen den yon anderen Ursaehen 
herriihrenden Tell. In den fiber die Erzeugung yon Mesotronen aus Licht- 
quanten bisher verSffentlichten Untersuchungen 8) wird wohl mit Recht 
angenommen, dab tier wichtigste prim~re Prozel3 bier in einer Weehsel- 
wirkung des Lichtquants mit dera das Proton umgebenden statischen 
Yukawaschen  Feld besteht. Es kann sieh dabei um die Absorption des 
Lichtquants durch die virtuellen Yukawa-Teilchen, also um eine Art.Photo- 
effekt an diesen an das Proton gebundenen Teilchen oder --  ~vas bei hohen 
Energien vielleicht h~ufiger eintritt --  um einen Compton-Effekt der Lieht- 
quanten an diesen Teilchen handeln. Auf jeden Fall ist dieser Prozel~ im 
allgemeinen verbunden mit einer plStzliehen J~nderung des Yukawa-Feldes 
in der Umgebung des Protons und sollte daher zur Ausbildung eines Wellen- 

1) L. Nordhe im,  Journ. Frankl. Inst. 226, 575, 1938. _ 2) H. Euler ,  
ZS. f. Phys., im Erseheinen. -- 3) W. He i t l e r ,  a .a.O.;  H. Yukawa ,  
S. Saka t a ,  M. K o b a y a s i ,  u. M. T~ke tan i ,  a.a.O. 

6* 
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paketes ftthren, das als Mesotronenstrahlung gleichzeitig das Proton verl~13t. 
Die GrSl3e und der Energieinhalt des Wellenpaketes werden yon dem 
Rtiekstol~ abhiingen, den das Proton erf~iahrt. 

Die gleichzeitige Aussendung des Wellenpaketes hat zur Folge, da~ 
der beschriebene Prozel3 nicht einfach als Umkehrung aufgefaltt werden 
kann ftir den Prozel~, bei dem ein Mesotron yon einem Proton absorbiert 
wird und dabei ein Lichtquant erzeugt. Es ergeben sich hier ganz ~hnliche 
Verhiiltnisse, wie etwa beim Photoeffekt der l~Sntgenstrahlen an Atomen, 
der ja aueh nieht als Umkehrung des Prozesses aufgefa/3t werden kann, 
bei dem ein schnelles Elektron das Atom trifft und ein Liehtquant emittiert. 
Denn das sehnelle Elektron trifft auf ein Atom mit vollbesetzten Sehalen, 
der Wirkungsquerschnitt ftir diesen Stol3prozel~ hat also niehts zu tun 
mit dem beim Photoeffekt, bei dem das wegfliegende Elektron das Atom 
ja in angeregtem Zustand hinterl~13t. Es ist daher durchaus mSglich, dab 
der Wirkungsquersehnitt ffir den Zusammenstol3 eines Mesotrons mit einem 
Proton und die gleichzeitige Erzeugung eines Lichtquants eine ganz andere 
GrSfienordnung hat als der Wirkungsquersehnitt ~tir den Zusammenstol3 
:con Proton und Liehtquant. 

Der empirisehe Wert 10 -e6 cm 2 filr den Wirkungsquersehnitt Lieht- 
quant--Proton im Grenzfall hoher Energie pa~t gut zu der r~umliehen Aus- 
dehnung des dus Proton umgebenden Yukawa-Feldes. Der Wirkungs- 
quersehnitt ~[esotron--Proton ist empiriseh sehr viel kleiner, er kann bei 
hohen Energien wohl nur den hundersten Teil des erstgenannten Wirkungs- 
quersehnitts betragen. Nach den l~berlegungen yon 2, e ist es verstiindlich, 
dal3 die einfache Streuung des ~Iesotrons am Proton nur einen kleinen 
Wirkungsquerschnitt liefert. Auch fiir die Streuung des Mesotrons an der, 
virtuellen Yukawa-Teilehen, die das Proton umgeben, iolgen aus ('9.0) 
und (21) bei geringen Energien des Mesotrons hinreichend kleine Werte, 
bei grof~en Energien kSnnen die Formeln nieht angewandt werden. Eine 
genauere Ableitung dieses kleinen Wirkungsquersehnitts kann einstweilen 
niciat gegeben werden. 

b) Die Viel[achprozesse. Da mit jedem Stofi sehwerer Teilehen, bei 
dem viel Energie iibertragen wird, aueh die Aussendung eines Wellen- 
paketes yon Mesotronen verbunden ist, dessen Spektrum sich im Yerlauf 
der Aussendung wahrscheinlich durchmischt, so ist bei ener~ereichen 
StSf~en wohl stets mit Vielfachprozessen zu rechnen. Die GrSl3e, die den 
u bestinlmt und nach tier man daher beim Experiment fragen 
soll, ist das Spektrum des Wellenpaketes naeh seiner Zerstreuung. Die.~es 
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Spektrum wird nach hohen Frequenzen hin n~herungsweise nach einem 
Potenzgesetz abfallen und es ist daher zweckmal3ig, zu untersuehen, wie weit 
sich das experimentelle Material in dieser Weise darstellen ]~l]t. E u l e r  1) 
hat gezeigt, dal~ eine Intensit~tsverteilung nach dem Gesetz 

J (ko) d ko ---- ~ d ko, a = r (38) 

in groben Ziigen zu den Beobachtungsda~en passen wiirde. Wir untersuchen 
daher an diesem Beispiel, welche Folgerungen aus einer solehen Forlnel (38) 
zu ziehen w~ren. Die beim Sto/3 zur Verfiigung stehende Gesamtenergie s 
miil3te mit der Konstanten a in der Beziehung stehen 

f e (39) - -  o e -~  J(ko) d k o ~ a l g  

z 

FOr die mittlere Teilchenzahl erg~be sich daher: 

J (ko) d k o a e 
- -  ~ -  ~ - -  ( 4 0 )  

J k 0 ~ 8 

Die nfittlere Teilchenzahl w~rde also ungefahr proportional tier zur Ver- 
f~gung s~ehenden Energie anwachsen. Die mittlere Energie tier emittierten 

Teilchen w~re ~ lg ~ ,  also nahezu konstant. Die Wahrscheinliehkeit dafiir, 

dal] nut ein Teilchen emittiert wird, w~re ~ e -  ~ und daher im allgemeinen 
sehr klein. Die Wahrseheinlichkeit daffir, dal~ ein Teilchen mehr als die 
Halfte der verffigbaren Energie erhalt, wird nach (6) und (38) 

1 

1 
1 - - e  l g ~ -  

lg - -  

es ist also bei der Verteilung (38) ziemlieh wahrscheinlich, dait auch ein 
Teilchen relativ hoher Energie ausgesandt wird. 

Die Begrfindung einer Verteilung yore Typus (38) w~re wohl nur 
m6glich dutch die LSsung der nichtlinearen Wellengleichung -- ~hnlieh, 
wie dies in 1, b geschildert wurde. Wieweit die Verteilung yon tier speziellen 
Form der nichtlinearen Glieder abh~ngt, ist einstweilen unbekannt. 

1) H. Euler ,  ZS. f. Phys., im Erscheinen. 
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Bei dem Vergleich der theoretischen Ergebnisse mit den Experimenten, 

die ja bisher nur sehr wenig Material zur Beurteilung der Vielfaehprozesse 
zur Verf~gung ges~ellt haben 1), ist auch zu beachten, dab mi~ jedem Wellen- 
paket yon l~[esotronen im allgemeinen ein Wellenpaket yon Lichtquanten 

verkniipft sein wird. Denn jeder Stol3 auf das Proton fiihrt aueh zu einer 
pl6tzliehen Anderung des Coulombschen Feldes. Die in Lich~quanten aus- 
gesandte Energie wird sich dabei zu der in Mesotronen ausgestrahl~en wie 

e~/hc zu g~/hc, also etwa wie 1 : 30 verhalten - -  es sei denn, da~ dutch den 
Prim~rlorozeB die Aussendung eines Lich~quants besonders beg~nstig~ ist. 
Aber auch dieser relativ kleine Bruchteil an Energie, der als elektromagneti- 
sches Feld ausgesandt wird, kann die Ausbildung yon Kaskaden veranlassen, 
die mit dem Vielfachprozel] verkn~pf~ sind und die z.B. bei den StriVen 
in Blei vielleicht nicht viel weniger Teilchen liefern als der Vielfachlorozel] 
selbst. Nur bei leichten Elementen sollten die Wirkungen dieser Kaskaden 
zuracktreten. Die Vielfachprozesse d~r ~[esotronen darften also in vielen 
F~llen nur sehwer yon den Kaskaden zu trennen sein. Es is~ da~aer wichtig, 
besonders die grol~en Schauer, die hinter dicken Schichten leichten Materials 
beobachtet werden, auf ihren Gehalt an durchdringenden Teilchen zu 
untersuchen. 

~) Zusammengestellt bei H. Euler  u. W. He i senbe rg ,  Erg. d. exakt. 
Naturwiss. 17, 49 u.f., 1938. 


