Monatshefte fiir

Mh. Math. 94, 33—44 (1982) Mall I.k

© by Springer-Verlag 1982

Durchschnitte von Pjateckij—Shapiro-Folgen

Von
Dieter Leitmann, Clausthal-Zellerfeld

(Eingegangen am 19. Oktober 1981)

Abstract. Intersections of Pjateckij—Shapiro-Sequences. The distribution of
integers and prime numbers in sequences of the form F, n F,, is investigated.
Here F, = {[n]: ne N} with ¢ > 1.

1. Einleitung

In der grundlegenden Arbeit [5] untersuchte PJATECKII-SHAPIRO
die Primzahlverteilung in der Folge F, = {[n]:neN}'(c > 1)— die
wir als Pjateckij—Shapiro-Folge bezeichnen — und bewies

Y
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p<x ogx
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mit y = 1/c fiir 1 < ¢ < 12/11. Da einerseits ) 1=x"+ O (1) und
andererseits die Wahrscheinlichkeit, dafl eine natiirliche Zahl < x
auch prim ist, nach dem Primzahlsatz asymptotisch 1/log x ist, kann
(1) leicht heuristisch begriindet werden. Sehr viel schwieriger ist dies
allerdings, wenn man Durchschnitte von Pjateckij—Shapiro-Folgen
betrachtet. Es ist durchaus nicht trivial, zu sehen, dal F,, n F, fiir
¢; > ¢, > 1 unendlich viele Elemente enthilt. Diese Arbeit ist nun der
Untersuchung solcher Durchschnitte gewidmet. Wir studieren die
Verteilung der natiirlichen und primen Zahlen in solchen Durch-
schnitten. Unser Ziel ist der Beweis der folgenden Sitze.

! [7] bezeichnet fiir reelles ¢ die groBte ganze Zahl, die < 7 ist.
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34 D. LEITMANN

Satz 1. Fiir l <c¢;<c; <2, yi=1/c;, y1 + y2 > 11/6 gilt

SCl,Cz (X) = Z 1=
n<x
neFyn (2)
__ nr Xl (09 Gi+n= D521 log®’ x) .
nt+y—1
Satz 2. Fiir 1 <c; < ¢, <2, y;= 1/c;, y1 + v, > 55/28 gilt
Yer,e2 (x) = Z A (n)z =
ne?frfl%
Y12 2 Mog < )
= ~_—___x71+y2—1 +0 (xy1+yz~le—c logx)’
rity2—1
X gnty—2
T 1=y di+ 0 (trteme/oen) (g
pex 5 logt

pEF:ClmE2

mit einer absoluten Konstanten ¢ > 0.

Bemerkung. Durch partielle Integration sicht man leicht, da8

x [V1+y2—2

Yiy2
dt ~
y”}zi log ¢ yi+92—1 logx

xy1+y2—1 .
1st.

Herrn Professor LucHT danke ich fiir die Anregung zu dieser
Arbeit.
2. Hilfssitze
Lemma 1.
@ m=nl=m’=0v]—ym-1y"<{m} <l
®) (W=0v1—ym+1y < {m}<l=>m=[n].
Dies ist Lemma 1 in PJATECKUU-SHAPIRO [5].

Lemma 2. Zu jedem reN, o,, LeR mit 0<4L <1 und 2L <
< B —a<1—2L gibt es eine Funktion 2:R—[0,1] mit

@ xt+ D=y,

2 A (n) bezeichnet die von Mangoldt-Funktion.
3y =t~ [ fiir teR.
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b) y(O=1fiira+ L<
© x@O=0firp+L<t
und der Fourier- Entwicklung

d y@O=p—a+ i aze(ht)*, wobei

=1

() lay| <2min (B — o, (1/z |h]) (r/27|h[ L)) .
Dies ist Lemma 12 in Chapter I aus VINOGRADOV [8].

Lemma 3. Es sei b = a+ 1, f auf (a,b) reell und zweimal stetig
differenzierbar mit 0 < 2, < |[f"' (x)| < h4y. Dann ist

Y oe(fm)y <h(d—a)iy* + iy,

a<n<bh

Dies ist Theorem 5.9 in TITCHMARSH [6].

Lemma 4. Es sei b > a+ 1, f auf (a,b) reell und dreimal stetig
differenzierbar mit 0 < 3 < |f"" (x)| < h 3. Dann ist

Y e(f(n) <k~ a)ile + (b —a)?aye.

a<n<h

Dies ist Theorem 5.11 in TITCHMARSH [6].

Lemma 5. Es sei 1>y, >9,>0, &5 reell mit £n#0 und
3<a<b< 1+ 1loga)a. Dann gilt mit V = |&|a” + |n|a”

Y eEn +qn) <
a<ngh (5)
CpplogPa(VP+a V=P 4 a2V 4 a1y,

Beweis. Setzen wir f(x) = £x" 4+ 5 x7, so ist fir a < x < b
/7 <m0 =y 1El@ ™ + (1 — ) In|@* > und
,f///(x), < Vl (1 - )/1) (2 — yl)lglai’l_3 + 7/2(1 . )/2) (2 _ yz),n,ay2_3‘

Um Lemma 3 bzw. Lemma 4 anwenden zu konnen, unterscheiden wir
~drei Fille.

Y e(x) =exp(2nix).

3%
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Fall 1. £ > 0. Bezeichnet S die abzuschitzende Summe, so liefert
nun Lemma 3 mit 4=y, (1 = ) 1£1a" > + y2(1 = ) || @*~% und
h = max (2°77,2277) = 227 die Abschitzung

S <a(gla ™+ |nl@* ) 4 (gl + gla> )T (6)

Ist £7 < 0, so konnen wir wegen |.S| =|S| 0. B.d. A. von ¢ > 0 und
n < 0 ausgehen. Es gelte nun der

Fall 2. £>0, 5 <0 und

El—yzjl—}-l/loga
nl—y & 1—-1floga’

aﬂ'}’z >

)
Die Ungleichung

[T <log™a(— (L =) X" 24 gy (1 = p) x7277)

ist offenbar gleichwertig mit

l -9, —y 14 1/loga
w2l T2 T lY flog , was wegen x”' 77 > @' und (7)
nl—y & 1—1loga

aber erfiillt ist. Somit ist

y2--2

L") = i —yDea" ™ =y (1 — ) na* ) = 4.

loga

Nun erhélt man aus Lemma 3 (mit & = 2%~ "2loga) die Abschitzung

S<(oga)?a(jéla"+|yla ) +log!a (&) a4 p|a*) 2,

Fall 3. £ >0, <0 und ®)

1- —n 141/
arrT < E 2 i + / oga 3 (9)
V1 1 — Y1 13 1— 1/1oga

Man rechnet leicht nach, daf3 die Ungleichung
f‘/// (x) < 1Og_1a(—§'y1 (1 —yl) (2_’)/1))(:7}1_3 + N2 (1 ___y2) (2__7/2) xy;_—3)
gleichwertig ist mit

P 21=ym 2~y —nl- 1/10ga.
nl=—y2-—y & 1+ 1/loga

Dies 148t sich wegen x < b, y; > y, und (9) leicht verifizieren:
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y2 1=y —n (14+1/loga)® _
yi 1=y, & 1—1/loga

LT (14 1loga) a7 < -

yz 1*;12 2 Y2 TH l—l/loga

y1 1=y 2=~y & l+1/loga
Dabei ist die letzte Ungleichung in dieser Kette gleichwertig mit

1+ 11 oo — 2 —
a+y oga)2 < r2 , Was wegen 72 > 1 flira = ay = ao(y1,72)
(1 — 1/loga) 2— 2—y
erfillt ist. Also gilt
L ()] =
y2—3

> (=)@ =)@ = (=) Q= p)ga™ ) = ks
oga

Lemma 4 liefert nun (mit 4 = 2°~"loga)
S < (loga)Pa(la >+ |yla7)" +
+ (loga)a' (a7 + [n|a )71,
Aus (6), (8) und (10) folgt nun (5).

Bemerkung. Auch im folgenden werden die O-, <-Konstanten im
allgemeinen von y; und y, abhingen.

(10)

Lemma 6. Fiir z,,...,z,,€C und ge N gilt

m — q
DE P s 1 —'h—') T
k=1 q h=—q 9/ 1<k kt+h<m
Dies ist Lemma 3 aus Chapter IV in CASSELS [1].

Durch die Vaughansche Identitit werden Exponentialsummen
iiber Primzahlpotenzen auf zweidimensionale Exponentialsummen
zuriickgefiihrt. Der elegante und vollig elementar gefiihrte Beweis
kann bei VAUGHAN [7] nachgelesen werden. Durch das nun folgende
Vaughansche Lemma werden die sonst auftretenden kombinatori-
schen Argumente vermieden.

Lemma 7. Es sei f:N — C und 1 <u,v < N. Dann ist
Y A(n)f(n)=jT(z)(dt/z)—Sz—S3mit
1

v<n< N

TO= ) w@ Y fln,

d<<min (i, Njf) t<n< N/d
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S;=Y u@ )} A } fldnr),

d<u nsy r< N/dn

Sy= Y dn Y, Amf(mn),

m>u v<ngN/m

wobei d,, = ) u(d) und somit |d,| < ©(m) ist.

dim
d<u

3. Riickfiihrung auf Exponentialsummen

Fiir 0 < go(n) <logn, 1 < ¢; < ¢y < 2, hinreichend groBes 4 und
B < 24 betrachten wir Z= ) o(n). Nach Lemma 1 (b)

A<n<B
neFpy 0 Fy

ist dann
2 Y om= Y o) —0(logB),

A<n<B A<n<B

wobei der Strich besagt, daB} iiber alle n mit
{7} =0v 1=y (n+ 1y <{m}PHa
AP} =0V 1=y, (n+ 1) < ()
summiert wird. Der Doppelstrich besagt, daB iiber alle » mit
({7} =0v 1=y B <{WHA({n?} =0v 11—y, B '<{n})
summiert wird. Es sei 16 < M < A. Setzen wir nun
r=[logd], Ki=Mry; A", Li=2r/K;= /M)y A7, (11)
;= —yB" '+ L;und g;= — L, so ist
Bi—o;=p;B" ' —2L;i=9,A""' = 2L+ 0(B - A) A" ?. (12)

Wegen v B" '<y; <1 und 9B ' > 9,(477'/2) > 4L; sind die
Voraussetzungen von Lemma 2 erfiillt. Die dort angegebenen
Funktionen y;(?) verschwinden jedenfalls fir 0 <t< 1+ o, — L;=
=1-—9B""!. Wegen 0 < 5;(f) < 1 haben wir

Iz ) oemxumy(n — O(ogd), wobei

A<n<B
() =p—oi+ ) aPlehry=
[hl=1

=g—u+ Y, aPet)+0@n)7"/n,

IslhlsK;
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denn aus Lemma 2 (c) folgt

2%/ r \rodt 2 r ’ 2
> lah|<*1( >T+T=*( >= ;-
Ny g \2al/ t ar \2aL; K; ar{dmn)

Aus (12) folgt sofort 8; — a; € A7 1. Mit (47) " <€ 4~ *ergibt sichnun
die Abschitzung

2@ —a)B—wm) Y o(m+

A<n<B

+ (81 — o) Z a? Z@(”)e(knyz)‘i‘

1<k|<Ks A<n<B

+@B—w) Y a) Y emetn)+

1<l < K A<n<B

+ Y aP Y 4@ Y omethn +kn?)+

I<lh<ki  I<lk|<K:  A<n<B
+ O Mr(A 7r)Alog(2 A) + log A).

Hierbei wurde |a{)| < 2(8; — «;) < A7~ ! ausgenutzt.

Die Abschitzung von X nach oben verlduft vollig analog unter
Verwendung von Lemma 1 (a) und Lemma 2 mit o; = — 9,47 ' — L,
und B; = L;. (Vergleiche auch den Beweis von Lemma 3.3 in [2].)
Zusammenfassend ergibt sich mit (12)

S=pp A1+ 00/M+ (B~ A)/4) Y o)+
A<n<gB (13)
+ O(F + E+ D +log 4)

mit
R=A477"2 % | 3 o(mehn™|, (14)
K< K| A<n<B
E=A4m"2 Y | Y e(mekn?)], (15)

k<K A<n<B

D=grtrn2 § Y oY emethn +kn?). (16)

1<lhl<K I<lkl<K, A<n<B

4. Beweis von Satz 1

Wir setzen in (13) o(n) = 1 und schitzen F;, 5 mit Hilfe von
Lemma 3 ab.
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E < A71+72—2 Z (hl/zA}’i/2+h——1/2A1—W/2)
h<K;
< ALK 412 K12 4171 < (M log A)P Arvtrr )R
< (Mlog A)3/2A”“1/2_
Zur Abschitzung von D spalten wir das Intervall (4, B] in O (log 4)

Intervalle der Form (a, b mit 4 < a < b < (1 4+ 1/loga)a < 2 4 auf.
Lemma 5 liefert nun mit V' = |h| A" + |k| A

Y e(n +kn?) <log? AV AV P4 47 PP 4 416y

A<n<B

Nach (11) ist ¥V < A Mlog A und somit
D < A71+72-2M1/210g2A Z Z (A2/3 + A3 (h A" + kAyz)—l/Z) <

h<K1 k<K
< AP M*Plogt 4+ A MPlog"? 4 < A M logt 4.
Wegen y; > 1 schlieft man nun mit (13)
Y 1=pnd" (14 0(1/M + (B —A4)/4) (B~ 4) +

RN a7
+ 0 (4%*° M*Plog* 4).

Zum Beweis von (2) setzen wir
x,=x/(1+1/My(r=0,1,....m+1),

wobei m so gewdhlt wird, daBl x,,.; <z < x, ist. Hierbel ist
3 < z < x ein noch festzulegender Parameter. Offenbar ist

m= [ log (x/2) ] <2 Mlog (x/z).

log(1 + 1/M)
Mlt n—1
Z,= )Y 1list S ,x)=>2,4+0(@).
x,,+1F<n<Fx,. y=0

Wegen x, — x,.1 = (1/M) x,,1 und x, < x folgt aus (17) schlieBlich

Z, =X 1+ 0 (/M) | dt+ 0 (% M*Ploghx) =

Xyt 1

=L +0WM) | di+

Xy41
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+ O (x71 4773 (x2, /M) + x*° M log* x)
und damit

Y1¥2

Spe(0) = ——— 1+ O0A/M) "7 —xptr=)y L+ 0 (2) +
nty—1

+ 0 (x" Nog (x/2)/ M + x*° M"?1og* xlog (x/z)) .

Wegen x,= (1 + 1/M)x,,, <2z folgt mit der Wahl z = x"* und
M = x)0tr=18/1658 5 die Gleichung (2).

5. Beweis von Satz 2

Zum Beweis von (3) verwenden wir (13) mit ¢ (n) = A (n). Zur
Abschitzung von F, benutzen wir die bekannte Ungleichung von
KoOLESNIK (Satz 2 in [3]).

E< A2 Y (A'77h+ 1) A7 Mlog™* 4 <

h<K;
< Ay1+7/2—1/10~wM210g8,5A <Ay;—l/10M210g8,5A_
Zur Abschitzung von D verwenden wir Lemma 7 mit N = B,

ethn'+kn?) fird<n<B,
fny =1

0 sonst.

AuBerdem setzen wir u = A'%, v = A’ mit ¢ = 1/28. S, 1aBt sich in
O (log® 4) Summen der Gestalt

=Y an Y e(h(mny'+k(mny?) mit
Y<m<gY' X<n<gX’
A<mn<B

tn=Y u(@Ak) <Y A()=logm, X' < (1 +1/log X)X,

dzu klm
k<v
dk=m

Y’ <2Y<2uv=2A4" und 4/4 < XY < 24 aufspalten. Auf die
innere Summe in X, wenden wir Lemma 5 an und erhalten

5 < Ylog P A((hA" + kAP + X (h A" + k A~ +
+ X1/2(h A7x+kAy2)1/6+X(h Ay1+kAyz)—1/6) <
< MX/210g2A(A1/2+12£+AZ/3+65+A4/3(hAyx+kAy2)41/2.
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Dies liefert zu D den Beitrag D, < M**log’ A (A'*T1% 4 4°%). T (1)
kann man wie S, behandeln und fiir den entsprechenden Beitrag
zu D gilt D, < M*?log’ A (4?10 4 4%06),
S spalten wir in O (log® 4) Summen der Gestalt
=y d, Y Ameh(nm) + k(nmy?)

X<ngX' Y<m<Y
A<mn<B

mit X' < (1+ logX) X, Y <2V, A/4 < XY <24, u< X< By,
A*=y< Y<Bu<24"7 und |4, <v(n)

auf. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und Lemma 6 folgt
nnfir9<Y

ISP <XlogX Y | Y A@meh(nny +kmny)P <

Yy & lq
< Xlog*4 — (1 ——)
20,270

> g(m,n,g) A(m) A(m+ q) <
Y<mm+g<Y
A<mn,(m+g)n<B

<(4/Q)log’ A (X Ylog Y +

Y
+ X 2 AmAm+q)| ) g (m,n,q)|),

g=-0 Y<mm+qsY X<ngX
g#0 A<mn,(m+q)n<B
wobei

gmmn,q)=eh(m" — (m+@"n' + k(m” — (m+ q)”)n
Auf die innere Summe ber n wenden wir Lemma 5 an und erhalten

wegen qY" '<m’— (m+gy<qY" ! mit V=hqY" 'X" +
+kqyrlixr

|25 < (4/Q)log' A(4 + ) Ylog Ylog* X (V' +
q<Q
+ XV—1/2+X1/2 V1/6+ XV—l/G)) <
Y1/2 Ql/2A
(h A" + k A7)

YI/G 5/6 A4/3
(A" f k A”)”Z) M Hlog 4.

<%10g5’5/1(14 + Y1/2Q3/2A1/2+ ; + Y1/3 Q7/6A2/3+

4+
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Setzen wir Q = 4% < Y < 247", 50 ergibt sich schlieBlich

A5/2-—6e

,23’2<M1/210g614 <A2—25+A2~—4e+ 7 +A2-3e+

(h A" + k A7)

415062
+ 1/2)'
(h A" + k A7)

Der Beitrag zu D ist
D; < MY 1ogb A(A M log? A + M log"* A (4 + 4'%9).

Zusammenfassend ergibt sich D < M*?log® 4 47/%,
Mit y (x) = Y, A (n) = x + r(x) folgt nun aus (13)

n<x

Y A@) =iy AL+ O (1M + (B — A)/A))
A<n<B
neFynk,

(B~ A4 r(B)—r(A4) + 0 (A7 M *1og® A).

Wie beim Beweis von (2) folgert man nun

Ve (¥) = —E ol (14 0 (1/M)) +
ity —1
+ 0 ("M P logx + max [y"r (),

XEYEX

denn mit den Bezeichnungen aus 4. gilt fiir z = x" g =y, + 9, — 2
n—1
Z ’xf—!-—l (l" ('xv) - r(xv+l)) =

=0
n—1
=Y rl)xf, —x)+xPrx) —xbrix,) =
=0
n—1
=— Y r(x)B&  x, /M + O (max [y’ r(p)|) <

p==0 ISYEX

< (n/M + 1) max [y’r (v)| < max [y’r)|.
Ey<x ISYEX
Nach dem Primzahlsatz ist fiir ein ¢ >0 r(y) <€ ye V' 5o daB

mit M = V'8 sofort (3) folgt. Durch partielle Summation folgt
aus (3) sofort (4).
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6. Weitere Resultate

Da beim Beweis von Lemma 5 nur die zweite und dritte Ableitung
betrachtet werden, lassen sich die Primzahlsitze (3) und (4) auf
arithmetische Progressionen verallgemeinern. (Siehe dazu den Be-
weis von Lemma 4 in [4].) Geht man vor wie beim Beweis von
Theorem 1.1 in [2}, so kann man sowohl den Satz von Siegel-Walfisz
iibertragen, als auch ein Analogon zum Bombieri-Primzahlsatz
herleiten.

Zusatz bei der Korrektur. Durch sorgfaltigeres Vorgehen lassen
sich die Grenzen 11/6 und 55/28 aus Satz | bzw. Satz 2 durch 5/3 bzw.
43/22 ersetzen.
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