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Abstract. Intersections of Pjateckij-Shapiro-Sequences. The distribution of 
integers and prime numbers in sequences of the form Fc~ c~ F~2 is investigated. 
Here F~ = {[n~] :n~ N} with c > 1. 

1. Einleitung 

In der grundlegenden Arbeit  [5] untersuchte PJA'rEcKIJ--SH~IRO 
die Primzahlverteilung in der Folge Fc = {[nl : n~ ~}i  (c > 1 ) - -  die 
wir als Pjateckij-Shapiro-Folge bezeichnen - -  und bewies 

x ~ 
Z 1 ~ - -  (1) 

p,<x logx  
peFc 

mit y = 1/c ffir 1 < c < 12/11. Da einerseits 1 = x ~ + O(1) und 
n~x  
neff, 

andererseits die Wahrscheinlichkeit,  dab eine nattirliche Zahl ~< x 
auch prim ist, nach dem Primzahlsatz asymptotisch 1/logx ist, kann 
(1) leicht heuristisch begrfindet werden. Sehr viel schwieriger ist dies 
allerdings, wenn man Durchschnit te yon Pjatecki j-Shapiro-Folgen 
betrachtet. Es ist durchaus nicht trivial, zu sehen, dab F~, c~ F~ 2 ffir 
Cl > c2 > 1 unendlich viele Elemente enthfilt. Diese Arbeit  ist nun der 
Untersuchung solcher Durchschnit te gewidmet. Wir studieren die 
Verteilung der natfirlichen und primen Zahlen in solchen Durch- 
schnitten. Unser  Ziel ist der Beweis der folgenden Sfitze. 

1 It] bezeichnet ftir reelles t die gr613te ganze Zahl, die ~< tist. 
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34 D. LEITMANN 

Satz 1. Fiir 1 < c1 < c2 < 2, yi = 1/ci, yl + }'2 ~> 1 1/6 gilt 

S+t,c2Cx) = Z l =  
n<~x 

(2) 
__ Yl}'2 Xyl+),2_ 1 + O(x(7/9)(yt+y2_l)+5/2710gS/9X ) 

Satz 2. Fiir 1 < Cl < c2 < 2, 7i = 1/ci, y~ + }'2 ]> 55 /28  gilt 

I'Oe',c2CX)"~" E a (/7)2 = 
n~x 

- -  } ' 1 } ' 2  Xy,+y2_ 1 + O ( x y l + y 2 _ i e _ C ~ ) ,  
~1 "4- Y2 --  1 

f t~+72-2 
E 1 = 71}'2 - -  d t +  O(xTl+~2-1e-cl' ,/i~) (4) 

p<~x 2 log t 
p ~Fc t c3 Fc2 

mit  einer absoluten Kons tanten  c > O. 

Bemerkung.  Durch  partielle Integrat ion sieht m a n  leicht, dab 

i tYt+y2-2 Xyl+~2- i 
- - d t ~  yly2 - - i s t .  7L~'2 

2 l o g t  7 1 + 7 2 -  1 logx  

Herrn  Professor  LUCHT danke  ich fiir die Anregung  zu dieser 
Arbeit. 

2. Hilfssiitze 

Lemma 1. 

(a) m = [ n  ~ ] ~ { m  ~}3=0  v 1 - ~ , ( m -  1) y - l < { m  7}< 1. 

(b) {n y } = 0  v 1 - 7 ( m + l )  r - l <  {m y}<  l ~ m = [ n ~ ] .  

Dies ist L e m m a  1 in PJATECKU--SHAPIRO [5]. 

Lemma 2. Z u  j e d e m  r ~ N ,  ~,3, L r  mit  0 < 4 L < l  und  2 L <  
< t3 - ~ < 1 - 2 L gibt es eine Funkt ion  Z: R --+ [0, 1] mit  

(a) z (t + 1) = Z (t), 

2 A (/7) bezeichnet die von Mangoldt-Funktion. 
3 {t} = t -  [t] fiir tsR. 
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(b) Z (t) = 1 fiir ~ + L <~ t <~ /3 - L, 

(c) z ( t ) = O J ~ r f l + L < ~ t < ~  I + ~ - L  

und der Fourier-Entwieklung 
oo 

(d) z ( t ) = / 3  - ~ +  ~, ahe(ht)  4, wobei 
Ihl=l 

(e) rahl <~ 2 m i n  (fl - ~, (1/z~ Ih[) (r/2z~ Ih[ L)r). 

Dies  ist L e m m a  12 in Chap te r  I aus VINO~RADOV [8]. 

Lemma 3. Es sei b >~ a + 1, f au f  (a, b) reell und zweimal stetig 
differenzierbar mit 0 < 22 <~ If" (x)l <<, h 22. Dann ist 

e 0e(n)) ~ h (b - a) 2 21/2 + 2 • 1/2 
a < n < ~ b  

Dies  ist T h e o r e m  5.9 in TITCHMARSH [6]. 

Lemma  4. Es sei b >~ a + 1, f au f  (a, b) reell und dreimal stetig 
differenzierbar mit 0 < 23 ~ If '"  (x)J <~ h Q. Dann ist 

eOC(n)) ~ h l / Z ( b  - a ) 2 ~ / 6  n t- (b - a ) 1 / 2 , ~ 3 1 / 6  . 

a<n<~b 

Dies ist T h e o r e m  5.11 in T~TCHMARSI4 [6]. 

Lemma 5. Es sei 1 > 7"1 > 7'2 > O, ~, 7] reell mit ~ ~ v a 0 und 
3 ~< a < b ~< (1 + 1/loga)a. Danng i l t  mit V =  I~laY~+ I~ld/~ 

e (~ n ~ + ~ n ~/~) 
a < ~ . ~  (5) 

~ , ~ l o g l / 2  a ( V  1/2 + a V -1/2 + a ~/2 V 1/6 + a V-1/6). 

Beweis. Setzen wir f (x) ---- ~ x ~'~ + ~ x ~, so ist ffir a ~ x ~< b 

I f "  (x)l ~< '/1 (1 - )/1)Iff[ a ~-2 + 7'2(1 - 7'2)I~l at2-2 und  

I f " '  (x) l  ~ 7'1 (1 - ~ 1 ) ( 2  - r l ) I ~ l  a '~-3  + 7'2(1 - y 2 ) ( 2  - 7'2)I~l a '~-3 �9 

U m  L e m m a  3 bzw. L e m m a  4 anwenden  zu k6nnen ,  un tersche iden  wir 
d r e i  FNle.  

4 e (x) = exp (2 a i x). 

3* 
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Fall 1. ~ q > 0. Bezeichnet S die abzusch/itzende Summe, so liefert 
n u n  Lemma 3 mit 22 = 71 (1 - 71) I~1 a~q-2 71_ 72 (1 - 72) 1/'][ a~'Z-2 und 
h = max (2 ;-y~, 2 z-r~) -= 22-7~ die Abschatzung 

S <{ a (1~1 art-2 q- l~TI a~2-2) 1/2 -{- (1~1 a ~'-2 + Iwl a~2-2) -1/2. (6) 

Ist ~ < 0, so k6nnen wir wegen [SI = ISI o. B. d. A. yon ~ > 0 und 
~7 < 0 ausgehen. Es gelte nun der 

Fall 2. ~ > 0, r~ < 0 und 

72 1 - 7 ~  -~7 l + l / l o g a  
a ~ - ~  > (7) 

71 1 - 7 ~  ~ 1 - 1 / l o g a  

Die Ungleichung 

f "  (x) ~ log-1 a ( -  ~ 7~ (1 - 71) x r~-2 + ~7 72 (1 - 72) x r~-~) 

ist offenbar gleichwertig mit 

72 1 - 7 2  -*~ l + l / l o g a  X71-Y2 >1 
71 1 - 7 ~  ~ 1 - 1 / l o g a  

aber erffillt ist. Somit ist 

, was wegen x r'-y2 >1 a r~-r= und (7) 

272-2 
If" (x)l/> ~ (> (1 - 7 1 ) ~ a  ~ ' - 2  - 72(1 - 72) ~7 a y~-2) = 22. 

Nun erh/ilt man aus Lemma 3 (mit h = 22-y~loga) die Absch/itzung 

S ~ ( l o g a )  1/2a (1~1 arl-2"]-I~l a~'2-2)l/2-}-log 1/2a (l~l aTt-2-]-]~]l aye-2) -1/2 

(8) 
Fall 3. $ > 0, ~ < 0 und 

72 1 - 7 2  - ~  l + l / l o g a  
a >~2 < . (9) 

yl 1 - y ~  ~ 1 - t / l o g a  

Man  rechnet leicht nach, dab die Ungleichung 

f ' "  (x) ~< log- l  a ( - # 71 (1 - 71) (2 - 7x) xV~-3 + ~7 72 (1 - 72) (2 - 72) x~ -  3) 

gleichwertig ist mit 

x~,_r~< 7 ~ 1 - 7 2  2 - y 2  - ~  1 -  1/loga 

71 1 - 7 1  2 - 7 ~  ~ l + l / I o g a "  

Dies l~iBt sich wegen x ~< b, 7~ > 72 und (9) leicht verifizieren: 



Durchschnitte von Pjateckij-Shapiro-Folgen 37 

7'2 1--72 --~ ( l + l / l o g a )  2 
x yl-y2 ~ b yl-yz ~ (1 + 1/loga) a 71-72 < <~ 

7'1 1 - 7 ' :  ~: 1 -  t / loga  

Y2 1--7'2 2--72 --~1 1--1/1oga ~< 
7'1 1--712--71 s l + l / l o g a "  

Dabei ist die letzte Ungleichung in dieser Kette  gleichwertig mit 
(1 + 1 / l o g a )  3 2 - -  7 ' 2  2 - -  ~ ' 2  

- - ,  w a s  w e g e n  2---'---  > 1 fiir a >~ a0 = a0 (7'1,72) 
(1 - 1 / l oga )  2 ~ 2 - )21 7 1  

erf/itlt ist. Also gilt 

I f " '  (x)[ 7> 

2r2- 3 
/> ~ g  a (71 (1 - 7'1) (2 - 71) # a 7'-3 - 7'2 (1 - 7'2) (2 - 7z) ~/a 72-3) = 23. 

Lemma 4 liefert nun (mit h = 23-72 log a) 

S ~ (log a)1/3 a (I ~J ate- 3 + I qJ aY2- 3)i/6 + 
(10) 

+ (loga) 1/6aI/2 (l~] a71-3 + ]~lar2-3) -I/6. 

Aus (6), (8) und (10) folgt nun (5). 

Bemerkung. Auch im folgenden werden die O-, ~ -Kons tan ten  im 
allgemeinen yon 7'1 und 7'2 abh~ingen. 

Lemma 6. Fiir zl . . . . .  zm G C und q ~ N gilt 

m m + q - 1  ~ ( ,hl~ ~ ZkSk+h. 
k=l q h=-q 

Dies ist Lemma 3 aus Chapter IV in CASSELS [1]. 
Dutch  die Vaughansche Identitfit werden Exponentialsummen 

fiber Primzahlpotenzen auf  zweidimensionale Exponentialsummen 
zurtickgeffihrt. Der  elegante und v611ig elementar geffihrte Beweis 
kann bei VAUGHAN [7] nachgelesen werden. Durch  das nun folgende 
Vaughansche Lemma werden die sonst auftretenden kombinatori- 
schen Argumente vermieden. 

Lemma 7. Es sei f :  N ~ C und 1 < u, v ~ N. Dann ist 
N 

A ( n ) f ( n )  = ~ T(t) (dt/t) - $2 - $3 mit 
v < n < ~ N  1 

T(t) = ~ /~ (cO ~ f (dn) ,  
d<~min(u,N/t)  t < n <~ N / d  
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$2= Z /z(d) Z A(n) Z f (dnr ) ,  
d<~u n<~v r<~N/dn 

$3 = E dm E A ( n ) f ( m  n ) ,  
m>u v<n<~N/m 

wobei dm = ~ iz(d) und  somit  [dm[ <~ r(m) ist. 
dim 
d<~u 

3. Riickfdhrung auf Exponentialsummen 

Fiir 0 ~< 9 (n) ~ log n, 1 < cl < c2 < 2, hinreichend groBes A und  
B ~< 2 A betrachten wir Z = ~ 9 (n). Nach  L e m m a  1 (b) 

A<n<~B 
n ~ F~ I n F~ 2 

ist dann  
Zf> Z '  9(n)~> ~ "  0 ( n ) - O ( l ~  

A<n<~B A<n<~B 

wobei der Strich besagt, dab fiber alle n mit  

({n ~1} = 0 v 1 -71  ( n +  1)7'-1< {nT'})/x 

A ({n 72) = 0 v 1 - 7 2  ( n +  1)72-1< {nY2)) 

summier t  wird. Der  Doppels t r ich  besagt, dab fiber a l l en  mit  

({n y'} = 0 v 1 - 7 1 B 7 ' - I  < {n7l})/x ({n ~2} = 0 v 1 -~,2B~2-1< {n72}) 

summier t  wird. Es sei 16 ~< M ~ A. Setzen wir nun  

r = [logA], Ki = M r r i A  1-~I, Li = 2r/Ki = (2/M)yiA 7i-x, (11) 

~i = - 7'iB ~-~ + Li und  fli = - Li, so ist 

f l i -  ~ X i =  7 i  B 7 ~ - 1  - -  2Li=Tg ArI-I - 2 L i +  O((B - A) A7i-2). (12) 

Wegen 7iB~-1<<.7i < 1 und  7,iB ~-1 >~ 7i(A7~-1/2) >>. 4Li sind die 
Vorausse tzungen von L e m m a  2 erffillt. Die dor t  angegebenen 
Funk t ionen  xi(t) verschwinden jedenfalls f/ir 0 ~< t ~< 1 + ~i - Lg = 
= 1 - 7iB 7~-1. Wegen 0 ~< xi(t) ~< 1 haben wir 

S>~ ~ 9(n)zl(n)z2(n) -- O(logA) ,  wobei 
A<n<~B 

oo 

z i ( t )  = f l i -  ~i"~" E a(h i) e ( h t )  = 
Ihl=l 

= fli - ~i q- ~ a (h i) e (h t) -]- 0 ((4 ~r)-r/r), 
l <<.thl<~Ki 



Durchschnitte von Pjateckij-Shapiro-Folgen 39 

denn aus Lemma 2 (c) folgt 

- -  . 

[ahl ~- -  ~ t r+l -- ~r(4~)"  h>K~+l YC K~ 7~r y ~ L i K i  

Aus (12) folgt sofort flz - ~z ~ A~- 1. Mit (4 z0-r ~ A -2 ergibt sich nun 
die AbschMzung 

~Y' > (/~1 -- 0~1) (,/~2 -- ~2) 2 Q (n) -{- 
A<nGB 

"~ (ill -- ~1) 2 a(k 2) 2 ~(/'0e(kHy2)-'j- 
l<~lkl<~K2 A<n<~B 

+ - Z + 
l~lh[ ~<K1 A<n<B 

+ ~ a(h 1) Z a(2) Z ~(n)e(hnr'+kff/2) + 
1-G<Ihl-G<K1 l<~Ikl<~K2 A<n~B 

+ 0 (Mr (A -2/0 A log (2 A) + log A). 

Hierbei wurde la(h0 [ -G< 2 ( f l i -  ~3 < A~'-I ausgenutzt. 
Die AbscMtzung yon 2' nach oben verl~iuft v611ig analog unter 

Verwendung von Lemma 1 (a) und Lemma 2 mit ~i = - 7~ Av'-  1 _ Lz 
und fl~ = Li. (Vergleiche auch den Beweis yon Lemma 3.3 in [2].) 
Zusammenfassend ergibt sich mit (12) 

S = 7~ 72 Ar~+v~-2 (1 + O (1/M + (B - A)/A)) 

mit 

+ O (FI + F2 + D + log A) 

(n) + 
A<n<~B (13) 

F 1 = A  y~+72-2 ~ f ~ e(n) e(hn~g],  (14) 
h<~K 1 A<n<~B 

F2=Ar1+)'2-2 Z I 2 9 ( n ) e ( k n r O I ,  (15) 
k<~K2 A<n<~B 

D =  AV'+~2-2 Z Z [ Z 9(n)e(hn" + knYO[ �9 (16) 
l<<.lh[~Ki l~<lk[~K2 A<n<~B 

4. Beweis yon Satz 1 

Wir setzen in (13) 0 ( n ) =  1 und sch/itzen F1, F2 mit Hilfe von 
Lemma 3 ab. 



40 D. LEITMANN 

F/ .~  A ~1+~'1-2 Z (hl/2A'/d2 "[" h-1/2A1-7'd2) 
h<.Kt 

,~ AYl+y2-2 (K~/2 Aye~2 + K~/2 A 1-W2) ,~ (Mlog  A) 3/2 A v'+~2-~'- 1/2 

(M log A) 3/2 A ~l- 1/2. 

Zur  Abschgtzung von D spalten wir das Intervall (A, B] in O (log A) 
Intervalle der  F o r m  (a, b] mit  A ~< a < b ~< (1 + 1/log a) a ~< 2 A auf. 
L e m m a  5 liefert nun  mit  V = ]hi A ~ +  tkl A ~2 

~, e (h n ~ + k n ~2) ~ log3/2A ( V1/2 + A V-1/2 + A-1/2V1/6 + A V-1/6) . 
A<n~B 

Nach  (11) ist V ~ A M l o g A  und  somit  

D ~ AT'+Y2-ZM1/ZlogZA Z Z ( A2/3+ A4/3( h A ~ +  kAy2) -1/2) ~ 
h<~K1 k<~K2 

A 2/3 M 5/2 l og  4 A + A 5/6 M 2 log 7/2 A ~ A 5/6 M 5/2 log 4 A .  

Wegen 7'1 > 1 schlieBt man  nun  mit  (13) 

1 = ~'1 )~2 AY~+72-2 (l + O (1/M + (B - A)/A)) (B - A) + 
A<n.<B (17) ne Fq n Fc2 

-']- 0 (A 5/6 M 5/2 log 4 A). 

Z u m  Beweis yon (2) setzen wir 

x~ = x/(1 + 1~My (v = O, 1, . . . ,  m + 1), 

wobei m so gewiihlt wird, dab Xm+l < Z <~ Xm ist. Hierbei ist 
3 ~< z ~< x ein noch  festzulegender Parameter .  Offenbar  ist 

F l~ ] 
m = LiogO +~-M)_l  ~< 2 M l o g ( x / z ) .  

Mit ~ -  1 

2;~= ~ 1 ist Sc,,c2(X)= ~ S ~ + O ( z ) .  
Xv+ l < n<~ x~ v = 0  
neFq c~ F~ 2 

Wegen x~ - X~+l = (1/M)X~+l und x~ ~< x folgt aus (17) schlieglich 

Xv 

& = )"1 .~n~'~rYl+'z-2-*v+ 1 (1 + O ( l /M))  ~ tit + 0 (xS/6MS/210g4x) = 
X~ + l 

Xv 

= Y1~2(1 + O ( l /M))  ~ Fl+~2-2dt -t- 
Xvq- 1 



und damit 
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y172 (1 + O(1/M))(x y'+y2-1 -xT~ 1+~2-1) + O(z) + 
7~ + 72 - 1 

+ O (x 7~+y~- 1 log (x/z)/M + x 5/6 M 7/2 log 4 x log (x/z)). 

Wegen x~ = (1 + 1/M)x,,+l <~ 2z folgt mit  der Wahl z = x ~/z und 
M = x (2/9) (7~+~,z- 11/6)/10g8/9 x die Gleichung (2). 

5. Beweis  yon S a t z  2 

Zum Beweis yon (3) verwenden wit  (13) mit ~ (n)= A (n). gur  
AbscMtzung  yon ~ benutzen wir die bekannte  Ungleichung yon 
KOLESNIK (Satz 2 in [3]). 

Fi ~ A y'+~'~-2 ~ (Al - ' /h  + 1)Ag/~~ Mlof 'S  A 
h<.K, 

A~,+~- 1/lo-,~ M2 logS,5 A ~ A 7~- 1/1o M 2 log8,5 A. 

Zur  Abschfitzung von D verwenden wir Lemma 7 mit N = B, 

(h k n '2) f i r  A < n B, 

f in)  = (0 sonst. 

AuBerdem setzen wir u = A 1~ v = A 2~ m i t e  = 1/28. S: l~igt sich in 
O (log 3 A) Summen der Gestalt  

•2 = 2 am ~ e (h (m n)Y~ + k (m n) 72) mit 
Y<m<.GY' X < n ~ X "  

A<mn<.GB 

am= ~ /~(d)A(k) ~ ~ A(k) = l o g m ,  X '  ~ (1 + 1 / logJOX,  
d>~u kJm 
k<~ v 

dk=m 

Y" ~ 2 Y ~ 2uv = 2A ~ und A/4 <-G X Y <~ 2A aufspalten. Auf  die 
innere Summe in $2 wenden wir Lemma 5 an und erhalten 

X2 ~ Ylog3/2 A ((hA ~' + k A'~) 1/2 + X(h A ~' + k A~) - m  + 

+ J(1/2(hA~'+ kAr2)l/6 + X(hA '~+ kAY2) -1/6) 

Mmtog2 A (A t/2+z2" + A 2/3+6~ + A 4/3 (h A ~ + k Ar~) ~-1/2 . 
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Dies liefert zu D den Beitrag D2 ~ M5/210gV A (A U2+12e %- A5/6). T(t) 
kann man wie $2 behandeln und ffir den entsprechenden Beitrag 
zu D gilt D1 ~ MS/alog7A (A 1/2+10~ -4- A5/6). 

$3 spalten wir in O (log 3 A) Summen der Gestalt 

"~3 = E dn 2 zl (m) e (h (n m) '~ + k (n m) y~) 
X<n<.X' Y<m<~Y' 

A<mn<~B 

mit X' ~< (1 + 1/logX)X, Y' <~ 2 Y, A/4 <~ X Y  <~ 2A, u <<. X <~ B/v, 

A 2e=  v ~ ] z ~  B/u  <~ 2A 1-1~ und Idnl ~< ~(n) 

auf. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und Lemma 6 folgt 
nun ffir Q ~< Y 

IZ312"~Xlog 3X ~ I Y', A(m)e(h(mn)7'+k(mn)'2)12~ 
X<n~X' Y<m<~ Y' 

A<mn<~B 

x<,~x' Q q=-Q Q/ 

~, g (m, n, q) A (m) A (m %- q) ~ 
Y<m,m-4-q<~ Y' 

A<mn,(m+q)n<~B 

(A/Q) log 3 A (X Ylog Y + 
Q 

+ ~, Z A(m)A(m+q)[  Z g(m,n,q)[), 
q=-Q Y<m,m+q<~ Y' X<n~X' 
q,AO A<mn,(m+q) n<~B 

wobei 
g (m, n, q) = e (h (m ~ - (m -4- q)7,) n" + k (m ~2 - (m -4- q),2) n,2. 

Auf die innere Summe fiber n wenden wit Lemma 5 an und erhalten 
wegen qy~-i  ~ m~_ (m + q)Ti ~ qy~,-1 mit V =  hqY~'- lX 7' + 
+ kqY72-1X ~ 

12312 ~ (A/Q)lognA (.4 + ~ Ylog Ylogl/2X(V 1/a %- 
q<~Q 

%- X V  -1/2 %- X 1/2 vt/6 %- X V-1/6)) ,~ 

Q ( y1/2Q1/ZA y1/3QT/6Aa/3 
logS'SA A %- Y1/Z Q3/Z A1/2 %- (hArd+kAle)l~3 %- %- 

y 1/6 Q5/6 A4/3 

%- (h-~ %-leA" ~ 1 / 2 ,  I M1/21~ l/2 A. 
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Setzen wir Q = A 2~ ~< Y ~< 2 A 1- ~0~, so ergibt sich schliel31ich 

]zV312 ~ M1/21og6A (/42-2~ q- A 2-4~ + 
A5/2-6 ,  

(hAYS+ kAY')l~ )- + A 2-3~ _]_ 

A 15/6-2~ 

+ (h A~, ~ ~-J-~)W 
D e r  Beitrag zu D ist 

D3 <~ M1/410g6 A (AI-~M210g2 A -4- M7/410gy/4 A (A 1-~ -4- AI-3~)). 

Z u s a m m e n f a s s e n d  ergibt sich D ~ M 5/2 logS A A 27/28. 

Mit  V2 (x) = ~ A (n) = x + r (x) folgt nun  aus (13) 
n<~ x 

A (n) = ~ ~'2 A ~'+~2-2 (1 + O (1/M + (B - A)/A)) 
A<n<~B 

( B  - -  ~ --]- p (B)  - p (A) )  -4- O (A 27/28 M 5/2 log 8 A). 

Wie beim Beweis von (2) folgert  m a n  nun  

~c,,c2 (x) - ~1 ~2 xy,+~-1 (1 + O ( l /M))  + 
7'1 + 72 - 1 

+ 0 (xZT/ZSMT/21ogSx + max  lyV'+Y~-2r(y)[), 

denn  mit  den  Bezeichnungen aus 4. gilt ffir z = x ~/2, fl = ~1 + ~2 - 2 
n-1 
~, x~+~ (r(x~) - r(x~+,)) = 

r~O 
n--] 

= Z ~ (x , )  (x  ~+1 - x ~) + x~ ~ (x )  - x ~ r (xo) = 
~ 0  

n--I 

= - ~ r ( x , ) f l ~  - I x , , + l / m +  O ( m a x  [ j r (y ) l )  
~=0 z~y<~x 

< ( n / M +  1) max  ] j r ( y ) l  <-% max  ]Jr(y)] .  
z<~y<~x z<~y<~x 

N a c h  d e m  Pr imzahlsa tz  ist f/Jr ein e > 0 r ( y ) ~  y e  -c'fl~ so dal3 

mi t  M = e ~ ' / ~  sofor t  (3) folgt. D u r c h  partielle Summat ion  folgt 
aus (3) sofor t  (4). 
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6. Weitere Resultate 

Da beim Beweis von Lemma 5 nur die zweite und dritte Ableitung 
betrachtet werden, lassen sich die Primzahls/itze (3) und (4) auf 
arithmetische Progressionen verallgemeinern. (Siehe dazu den Be- 
weis yon Lemma 4 in [4].) Geht man vor wie beim Beweis yon 
Theorem 1.1 in [2], so kann man sowohl den Satz yon Siegel-Walfisz 
tibertragen, als auch ein Analogon zum Bombieri-Primzahlsatz 
herleiten. 

Zusatz bei der Korrektur. Durch sorgfNtigeres Vorgehen lassen 
sich die Grenzen 11/6 und 55/28 aus Satz 1 bzw. Satz 2 durch 5/3 bzw. 
43/22 ersetzen. 
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