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Abstract

Simplicity of Funection Algebras Over Lattices. Let (V;U,N) be a lattice,
then F(V), the set of all functions from T to V, becomes a lattice by defin-
ing the operations U and M pointwise. If we also consider the composition -
of functions as an operation on F(V), we get the function algebra (F(V);
U,N, ). In this paper we give a characterization of the lattices with non-
simple function algebras. Moreover, the congruence lattice of these function
algebras turns out to be a three-element chain.

Die vorliegende Arbeit gibt eine vollstindige Antwort auf die
Frage nach der Einfachheit von Funktionenalgebren iiber Ver-
bidnden, die schon von W. PrrLier [3] behandelt, aber nur teilweise
gelost wurde. Ferner wird der Kongruenzverband dieser Algebren
im Falle der Nichteinfachheit bestimmt.

Unter der Funktionenalgebra iiber einem Verband ¥V verstehen
wir die Algebra (F(V);u,n,), also genauer die einstellige Funktio-
nenalgebra mit Komposition tiber dem Verband V. Eine exakte
Definition findet man z. B. bei W. NOBAUER und W. PrIurer [2].
Ein wesentliches Hilfsmittel fiir diese Arbeit ist ein Satz von
A. 1. Mav’cev [1], in dem alle Kongruenzrelationen der Funk-
tionenalgebra (F(A4);-) iiber einer beliebigen Menge A bestimmt
werden. Danach gibt es Kongruenzen vom Typ a) und vom Typ b);
die letzteren werden weiter unten angegeben.

Im ersten Teil dieser Arbeit wird der Kongruenzverband von
F(V) bestimmt. Wir lagsen uns dabei von folgendem Gedanken
leiten: Jede Kongruenzrelation von (F(V);u,n,-) ist auch Kon-
gruenz von (F(V);-) und wird daher durch den Satz von Mar’cEv
charakterisiert. Weiters ist das folgende Ergebnis von NOBAUER
und PrILipp [2] von grundlegender Bedeutung:
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Satz 1: Enthdlt ein Verband V eine zu sich gleichmdchtige be-
schrankte Teilmenge @, dann ist F (V) einfach.

Aus diesem Satz folgt insbesondere die Einfachheit von Funk-
tionenalgebren tiber endlichen Verbénden, da diese selbst als Inter-
vall geschrieben werden konnen. Fiir unendliche Verbinde gilt
zunichst folgender Hilfssatz von PrirLiep [3]:

Lemma 1: In der Funktionenalgebra F(V) idiber einem unend-
lichen Verband V ist die einzige Kongruenzrelation vom Typ o) (im
Satz von MAL’CEV ) die identische Relation.

Es folgt nun, dal} es hochstens eigentliche, d. h. nicht identische
Kongruenzen vom Typ b) gibt. Nach dem Satz von Mar’cmv ist
jede dieser Kongruenzen durch eine Kette von Kardinalzahlen

Vo<l <... <&psme <...<m<mo<Nas1 (1)

bestimmt. Dabei ist k>0 (im Fall k== 0 bleibt nur o <no < Na+1),
No=|N| und Ny:1 die néchstgroBere Kardinalzabl zu |V|=¥N,.
Zwei Funktionen g,peF (V) sind genau dann kongruent, wenn eine
der drei folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. p=vp.

2. Die Rénge von ¢ und y sind beide <.

3. Die Ringe von ¢ und y sind beide gleich ¢ mit 7:+1 <0 <7
(0<i <k); ist X={aecV|pa#ya} die Menge der Verschiedenheits-
stellen von ¢ und ¢, so gilt |pX| < &1 und [p X | <E&i+1.

Fiir den Rang einer Funktion ¢ schreiben wir |¢|, %, bezeichne
die konstante Funktion mit dem Wert ¢ und id stehe fiir die
identische Funktion auf V. Fiir jedes Element a<c V bezeichnen wir
die Menge {beV |a <b} mit G(a), die Menge {bcV |b<a} mit K(a)
und die Menge der mit @ vergleichbaren bzw. nicht vergleichbaren
Elemente mit V(a) bzw. U(a). Dabei ist < die zum Verband
gehirige Halbordnung.

Definition 1: Eine unendliche Kardinalzahl N, heift reguldr,
wenn fiir jede Menge von Kardinalzahlen {m,|neN} mit m, <Nq
fiir alle neN und |V | <Ny auch Y m, < Ny gilt. Andernfalls heilit
Ny singulédr. neN

Ohne Beweis mochte ich erwihnen, dal die reguldren Kardinal-
zahlen genau die Kardinalzahlen mit regulirer Anfangszahl sind,
wie sie bei PHILIPP [3] vorkommen.

Lemma 2: Gilt |G(a)] <Ny und |K(a)| <R fir ein Element
acV, dann ist F (V) einfach.



Die Verbénde mit nichteinfacher Funktionenalgebra 291

Beweis: (1) Sei zundchst Ny reguldr. Wir betrachten die Ab-
bildung f:c~>auUc von V auf G(a) und behaupten es existiert ein
bie G(a) mit |f-1(b1)|=Ny. Wire nimlich |f-1(b)|<< N, fir alle
be @(a), dann folgt auf Grund der Regularitit von ¥y

Vi=1 U f10)= Y If 10 <X,
beG(a) beGia)
ein Widerspruch zu |V|=WN.. Betrachten wir die Abbildung
g:c—>anc von f-1(b) in K (a), gibt es nach derselben Uberlegung
ein bae K (o) mit |g=1(b2) | = Ny. Fiir alle ceg=1(bs) <f~1(b1) gilt nun

hh=anc<gogave=">

und nach Satz 1 ist F (V) einfach.

(i) Ist Ny singuldr, behaupten wir unter den Voraussetzungen
des Satzes: Zu jeder Kardinalzahl m <N, gibt es Elemente
bie G{(a), boeK (a) und eine Menge U < U (a), so dafl bs < U <b; und
{U|>m gilt. Zum Beweis beachte man zundchst, daBl wegen
[G(a)] <Ny und [K(a)| <N¢ nun |U(a)| =K, sein mull. Wegen
m < Ry gilt max(m,|K(a)]) <Na, und weil Ny singuldr und daher
Limeszahl ist, gibt es eine Kardinalzah! #» mit

max (m, | K (a)]) <n <Ny

Wir betrachten wieder die Abbildung f:¢c—~auUc von Ul(a) in G (a)
und behaupten, es existiert ein b1e G(a) mit |f-1(b1)| >n. Aus der
Annahme |f-1(b)| <n fiir alle be G(a) folgt nidmlich

Re=[U@)|=] | fO)<|G@)]n <Ry,
be G(a)
ein Widerspruch. Betrachten wir analog die Abbildung g: c>ane
von f~1(b1) in K (a), so existiert ein bpe K (a) mit |g—1 (b2)| = m. Wire
namlich |g=1(b)]| <m fir alle be K (a), folgt

n<|f 1) =] U g10)<|K(a)|-m<mn,
beK(a)

ein neuerlicher Widerspruch. Daher gilt fiir alle ceU=g-1(b2) <
Sf1(b1) = U(a) die Bezichung bo=anNc<c<aUec=>5y, w. Z. Z. W.
(iii) Zum Nachweis der Einfachheit von F (V) fiir singulires X,
betrachten wir eine beliebige eigentliche Kongruenz 6 von F (V).
6 ist durch eine Kette (1) festgelegt und wir kénnen drei Fille
unterscheiden: («) nr <Ra, (8) 7x= Ny und (p) nr >Ny Im Fall
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(«) gibt es nach (ii) eine Menge U < U (a) und Elemente b, € G(a),
b2eK (a) mit bo<U<b; und |U|>nk. Sei nun ¢ folgende Funk-
tion von F(V):

¢ fircelU

pc= >
% sonst

wo u ein beliebiges Element von U ist. Dann gilt
#p = #p, mod 6 = 2y, = #p, \J @ = xp,J @ = pmod 6.

Die beiden Funktionen x, und ¢ kénnen jedoch nach dem Satz von
Mar’cev nicht kongruent sein, da |, | <nz und |@| = [U| > nz ist.
Wir erhalten also einen Widerspruch. Im Fall (f) betrachten wir
wieder die Abbildung f: ¢ +~aUc von U () in G(a). Ist 8§ =f(U () die
Bildmenge dieser Abbildung, dann ist {f-1(s)|seS} eine Partition
von U(a). Wegen | V| =|U(a)| =N. gibt es eine bijektive Funktion
y von V auf U (a); daher ist {y~1(f~1(s))|seS} eine Partition von ¥
und wir koénnen die folgende Funktion pe# (V) definieren:

pec=s<cey1(f-1(s)).
Wegen |p|=|8| <] G{a)]| <NRo=mnr und |, | <nz folgt:
sg=g@mod 0= xgNyp=gpnymodb.

Es gilt nun ¢ Ny =y. Zu jedem ceV gibt es ndmlich ein seS mit
cey~1(f~1(s)). Daraus folgt f(yc)=aUpc=s, also pc<s, und
weiter (pNy)e=sNyc=yc. Die obige Kongruenz lautet nun
xgNy=ymod . Wegen |x,Ny|<|K(a)| <nr und |p|=mn ergibt
sich jedoch ein Widerspruch zum Satz von Mar’cev. Als letzte
Moglichkeit bleibt noch der Fall (y). In diesem Fall ist 0 die All-
relation, denn je zwei Funktionen von F (V) sind nach Punkt 2
kongruent. Der Satz ist damit vollstédndig bewiesen.

Wir untersuchen nun alle Aquivalenzen vom Typ b) und iiber-
priifen, ob sie Kongruenzen von F (V) sind, d. h. ob sie mit den
Operationen U und N vertriglich sind. Dabei konnen wir nach
Lemma 2 o. B. d. A. |G(a)]| = N fiir ein eV annehmen. Im Fall
| K(a)| =N, fithren die dualen Uberlegungen zum gewiinschten
Ziel. Nehmen wir nun an, eine solche Aquivalenz 6 ist Kongruenz
von F(V) und durch eine Kette (1) bestimmt. Wir werden alle
moglichen Fille diskutieren:

Fall 1: £=0. In diesem Fall reduziert sich die Kette (1) zu
No <70 < N +1. Fiir 59 = Nu 41 erhilt man die Allrelation, in jedem
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anderen Fall 7o <Ny erhilt man keine Kongruenz. Denn wire 0
Kongruenz von F(V), dann gilt fir zwei verschiedene Elemente
a,beV:

sa=xp0d 0= 2, Uid = Uid mod 6.

Wegen »x,Uid+#»,Uid kann die letzte Kongruenz nur durch
| uid|=|G(a)] <no <Ny erfillt werden; das ist aber ein Wider-
spruch zu | G (a) | = Ng.

Fall 2: k21, & <nr. Wir werden zeigen, dafl auch dieser Fall
keine Kongruenz von F (V) beinhaltet. Wegen & <z <Nu=|G(a)]
existieren disjunkte Teilmengen S <@ (a) und 7" = G (a)—8 mit der
Kardinalzahl |S|=|T|=§&. Da S und T gleichmichtig sind, gibt
es eine bijektive Abbildung s—+§ von § auf 7. O. B. d. A. konnen
wir annehmen

s §fir alle sesS.

Trifft das nicht zu, so sei 8’ = {se8]s>§}. Gilt | 5’| < &, wihlt man
S§—8 und T—{EeT|sef8'} statt § und T; im Fall |§'|=§&
leisten 8’ und {§e7'|seS’} das Gewiinschte, nur mit vertauschten
Rollen. Weiters sei peF' (V) wie folgt definiert:

§ fiir sef§
Qs = .
a sonst

Wegen |u| <nz und |¢|=|TU{a}|= & <n gilt nach Punkt 2:
#g=@mod 0= 1%, Vid=gpUidmod 6.

Die Menge der Verschiendenheitsstellen von x4 Uid und puid ist S,
denn (x,Vid)s=auUs=(puid)s fiir s¢S und aus (x,Uid)s=
=(puid)s fir sef folgt s=aUs=35Us und §<s, ein Wider-
spruch. Die Kongruenz »,Uid=¢Uidmod § kann also nicht nach
Punkt 1 gelten. Wiirde sie nach Punkt 2 gelten, dann folgt

Noe=|na Vid| < <750 <Na+1.

Das ist aber unmoglich, da X..1 die nédchstgréBere Kardinalzahl
zu Ny ist. Gilt die Kongruenz schlieBllich nach Punkt 3, dann ist
o =Ny und daher ¢=0. Statt |(x,Uid)S| < &+1= & erhilt man
jedoch |(xqUid)S|=|8]|=¢&. Es ergibt sich in jedem Fall ein
Widerspruch, womit sich die Annahme, 0 sei Kongruenz, als falsch
erwiesen hat.
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Fall 3: k=1, &=m <Ny. (i) Wir behaupten zunichst die
Existenz einer Teilmenge S von G/(a) mit | S| =1, die nach oben
beschrinkt ist. Wiren némlich alle Teilmengen S mit | S| =51 nicht
nach oben beschrinkt, dann auch alle Teilmengen einer grofleren
Méchtigkeit als 71, Sei nun 7'< G (a) mit |7 |=m; da 7 nicht
nach oben beschrankt ist, gibt es zu jedem Element be (G (a) ein
Element teT mit b <t. Daraus folgt

G(OL) = U[a7t]7
tel
wo [a,t] wie iiblich die Menge {ce V |a <c¢ <t} bezeichnet. Alle Inter-
valle [a,t] sind beschrinkte Teilmengen von G(a) und haben daher
eine Machtigkeit < #;. Es folgt
6@ < T @t <IT]m =1 <N,
teT
und man erhélt einen Widerspruch zu | G(a)| = Ne.

(i) Sei nun 6 Kongruenz und § wie in (i); weiters sei a <S<b
mit be G (a). Wir definieren nun folgende Funktion ¢eF (V):

s fiir se8
ps= .
a sonst

Dann gilt:
na=20pm0d 0= xg =xs N@p=xpN@p=¢modf.

Wegen |x,| =1 und |¢|=|SU{a}|=mn steht diese Kongruenz mit
jeder der drei Bedingungen des Satzes von MAL’CEV im Wider-
spruch. Daher enthilt auch dieser Fall keine Kongruenzrelation
von F (V).

Fall 4: k=1, & =1 = Ny. Dieser Fall ist das letzte Glied einer
vollsténdigen Fallunterscheidung aller Moglichkeiten, die fiir eine
Kongruenz vom Typ b) nach dem Satz von MAL’CEV gegeben sind.
Er umfaBt nur eine einzige Relation 6. Diese ist eindeutig durch
die Kette

No <& =m1 = No <o = Na+1 (2)
bestimmt. Wir betrachten hier nur den Fall, dafi die Kardinalzahl
Na singuldr ist.

(i) Nehmen wir zunéchst weiter an, es gibe eine Teilmenge §
von G(a) mit | S| <N, die nicht nach oben beschrinkt ist. Dann
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existiert zu jedem Element beV ein Element scS mit b¢ G(s).
Sei nun peF (V) jene Abbildung, die jedem beV ein solches seS
mit b¢ G (s) zuordnet. Wegen |¢| <|8| <Ny=n folgt nun

xe=gpmod = x,Uid=¢puid mod 9. (3)

Ist ¥ die Menge der Verschiedenheitsstellen von i, Uid und ¢uid,
dann ist G{a)<Y. Wére nimlich G(a)— Y =£0, dann gilt {iir jedes
beGa)—Y

b=ayub=(nid)b=(puid)b=¢buUb,

also be G (¢b), ein Widerspruch zur Definition von ¢. Wir erhalten
daher folgende Kette

a=|G(a)] = |(#aVid) G ()| <[(#a Vid) Y| < Ry;

darin sind nun alle Kardinalzahlen gleich und nach Definition von
6 ergibt sich ein Widerspruch mit (3). Da 6 einzige mogliche Kon-
gruenz war, ist F (V) in diesem Fall einfach.

(ii) Wir kénnen nun annehmen, dafl jede Teilmenge S von G (a)
mit |8| <Ny nach oben beschrinkt ist. Weiters kénnen wir
| G(b)] =Ny fiir alle beV voraussetzen. Wire nédmlich |G ()| << Ny
fiir ein Element be V, so folgt

%o = spmod 0= %, Vid= 1, Uid mod §,

und wegen |x,Vid|=|G(a)|="Na und |[mpuid|=|G )| =Ny er-
gibt sich daraus ein Widerspruch. Da Ry singuldr ist, gibt es nach
Definition eine Menge von Kardinalzahlen {m,|neN} mit m,; <N

fiir alle yeN und [N| <Ny, so daBl Y my, =N ist. Die Menge N
#EN

sei wohlgeordnet und ihre Ordinalzahl sei §; dann konnen wir
o.B.d. A. N= W (g) annehmen.
(iii) Wir behaupten den folgenden Hilfssatz: Zu jeder Ordinal-

zahl 5 < f existieren Elemente a, und b, von G{a) und eine Teil-
menge S, von G(a), so dafl die Eigenschaften

Ay SSﬂgbﬂ, ISﬂI =mﬂ,bL < Gy fiir alle ¢ <7

erfilllt sind. Der Beweis erfolgt durch transfinite Induktion: Sei
zundchst 7=0. Wegen mo <Nu=|G(a)| gibt es eine Menge
8o < G(a) mit [So|=1mo, und nach Voraussetzung von (ii) ist diese
nach oben beschrinkt. Es gilt also ao <S8y <by, Wwo ag=a und
boe G(a) ist. Sei nun 7 eine beliebige Ordinalzahl < g und die
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Behauptung gelte fiir alle ¢ <#; wir zeigen, dann gilt sie auch fiir .
Betrachten wir die Menge {b,|: <7}; die Machtigkeit dieser Menge
ist |n|<|B| <Ny und nach (ii) gibt es daher ein Element a,e G (a)
mit b, <ay fiir alle ¢ <. Wieder nach (ii) hat G(a,) die Michtigkeit
Ny, und so kann o. B.d. A. b, <a, fur alle : <% angenommen
werden. Wegen m,; <No=|G(a,)| existiert eine Menge 8,c
c@(ay) =G (a) mit |Sy|=my. Diese ist wieder nach oben be-
schrinkt, so da a, <S8, <b, fiir ein by,e G(a) gilt. Damit gilt die
Behauptung fiir alle  <g und der Hilfssatz ist bewiesen.

(iv) Wenden wir nochmals denselben Schluf wie oben an, ergibt
sich wegen | {by|n <f}| <Ny die Existenz eines Elementes ¢ ¥ mit
by <c fiir alle y <p. Nach (iii) gilt nun

a<ay <8y by < fiir alle g < 8,
d. h. 8, cla,c] fir alle <, und daher auch (}S,<[a,c]. Wegen

n<p
der Bedingung b, <a, fiir ¢« <7 sind alle Mengen S, paarweise
disjunkt und es folgt

&az Zmﬂ: l USﬂ[ SI[Q,C]I <Na,
7<B n<g
also [[a,c]|= Nu. Nach Satz 1 ist F(V) einfach.
Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir folgendes
Resultat:

Satz 2: Ist V ein Verband mit regulirer Kardinalzahl R, S0
besteht der Kongruenzverband von F(V) fur nicht einfaches F (V)
genow aus den beiden trivialen Kongruenzen wund einer einzigen
weiteren Kongruenz, die nach dem Satz von Mav’ cev durch die
Kette

No<&r=n1=Ra <m0 = Na+1

bestimmt ist. Ist die Kardinalzahl von V jedoch endlickh oder singuldr,
dann ist F(V) stets einfach.

Die ¥rage nach dem Kongruenzverband der Funktionen-
algebra F(V) fiir einen beliebigen Verband ¥ ist damit beant-
wortet. Folgendes Problem ist jedoch noch offen: Fiir welche Ver-
béinde ¥V mit reguldrer Kardinalzahl ist F(V) einfach? Damit
beschiftigt sich der zweite Teil dieser Arbeit. Ich mdchte bemerken,
daB dieser Teil vollkommen unabhéngig vom ersten Teil der Arbeit
ist, d. h. es werden keine Ergebnisse aus dem vorhergehenden Ab-
schnitt weiter verwendet.
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Es sei V ein Verband mit reguldrer Kardinalzahl K., und 0 sei
die durch (2) (sieche Fall 4) festgelegte Aquivalenzrelation auf F (V).

Lemma 3: Zwei Funktionen @,peF (V) sind genou dann dgui-
valent mod 0, wenn [pX | <N und |pX| <Ny gilt. Dabei ist X die
Menge der Stellen, an denen ¢ und g verschieden sind.

Beweis: Die Notwendigkeit der beiden Bedingungen fiir
p=ymod 0 ist unmittelbar aus dem Satz von MAL’cEV zu sehen.
DaB die Bedingungen auch hinreichend sind, kann man sich fol-
gendermafien iiberlegen: Es gilt [¢|= Ng< || =N, denn |¢| = Na
impliziert wegen |p X | <Ny

Re=|@(V—X)|=|p(V—-X)[<]|p],

also |y | = Ny, und umgekehrt. Ist nun |¢| = Ny, dann auch |y | = Na,
und es gilt p=ymod 6 nach Punkt 3 (im Satz von Mar’cEv). Ist
jedoch |@| <N, dann auch |p| <Ny, und die beiden Funktionen
sind nach Punkt 2 dquivalent.

Lemma 4: Die Aquivalenz 0 ist genav dann Kongruenz, wenn fir
alle a,beV und alle ye F (V) gili:

#e U g =1p U ymod 0 und x, N y=1p N ymod 6.

Beweis: Offensichtlich sind die beiden Bedingungen notwendig,
denn es gilt stets =, mod §. Den Nachweis fiir die Umkehrung
fithren wir in zwei Schritten:

(i) Seien ¢, v und yx beliebige Funktionen von F (V) mit
p=1ymod §. Die Relation 0 ist genau dann Kongruenz, wenn daraus
pUz=ypUymodf und gny=ypnymodf folgt. Gilt p=ymodh
nach Punkt 1, d. h. ¢ =1, ist nichts mehr zu beweisen. Wir nehmen
nun an, ¢ =ymod § gilt nach Punkt 2, also |¢| <V und |p]| <Nq.
Fiir jedes acp V und bey V definieren wir

Yop=Y g 1(a)ny=1(b);

dabei ist Y die Menge der Stellen, an denen ¢ Uy und pUy ver-
schieden sind. Nach Voraussetzung gilt »,Uy=uxUymod§ und
nach Lemma 3 folgt |(#,VUy) Z] <Ny und |[(xUy) Z]| <Ny, wo
Z={ceV]auyge#buUyec} ist. Nun ist Y, SZ, denn ist ce Yy,
d. h. (puUy)e#(pYUy)e, po=a und ywe=>, dann gilb a U yc£b U ye,
d. h. ce Z. Daher folgt weiter

e Un) Yas!=|(#aV ) Yar| <|(#aV g) Z| < Ng

Monatshefte fiic Mathematik, Bd, 84/4 21
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und genauso |(pyUy) Yas| <Ns. Wegen Y = () Y4y erbalten wir

schlieBlich g:gj{,’
U Y=1gur) U Yar|< Y, [(pUx) Yas| < Na,
ace¥V aceV
beyV beyV

da Jp| <N, |9 <V, (pUx) Yan| <Re fir alle a,b und die Kar-
dinalzahl g reguldr ist. Genauso gilt |(yUy) Y| <Ny und daher
pUy=pUymodf nach Lemma 3. Analog beweist man die duale
Bedingung fiir den Durchschnitt.

(ii) Es bleibt noch die Moglichkeit, p=ymod 6 gilt nach Punkt
3, d.h |p|=|p[=Ny und [pX|<Na, |pX]|<Ny. Wir werden
diesen Fall auf den vorigen zuriickfiithren. Dazu definieren wir
Funktionen ¢’ und ¢’ von F (V) wie folgt:

pa firaeX ypa firaeX

9'o= und y'a= ;

ay sonst ap sonst
dabei ist ap ein beliebiges Element von V. Dann ist |¢'|<|¢X |+
+1 <Ngund |9’ | <|pX |+ 1 <Ny, also ¢'=9"mod  nach Punkt 2.
Nach (i) folgt ¢’ Uy=9 Uymod0, und weiter nach Lemma 3
(g V) ¥'| <N und [ U) 7] <N, wo ¥’ ={aeV|(¢' Uy)as
#(p'Uy)a}. Nun ist Y <X und Y’ =X, die Funktionen ¢ Uy und
@' Uy, sowie pUy und p' Uy stimmen auf X iiberein, daher auch
auf den Teilmengen Y und Y’'. Weiters gilt Y =Y’, denn ist ac Y,
d. h. (puy)az#(pUy)a, dann gilt auch (p'Uy)a#(yp'Uy)a, d.h
acY’, und umgekehrt. SchlieBlich erhalten wir

U Y=1pun) Y'|=(¢'Uy) Y| <N«

und genauso |(pUy)Y|<Wax, also pUy=ypUymodl. Die duale
Bedingung ergibt sich analog. .

Die beiden letzten Lemmata hat schon Prmmree in [3] implizit
verwendet. Der wesentliche Schritt zur Charakterisierung der Ein-
fachheit von F (V) ergibt sich erst durch die folgende

Definition 2: Seien A und B Teilmengen einer umendlichen
Menge M. Dann heiflen 4 und B fast gleich (in Zeichen 4 ~B),
wenn |AAB|<|M| gilt. Dabei steht A fiir die symmetrische
Diftferenz zweier Mengen.

Lemma 5: Gilt G(a)~G (D) fir 2wei Elemente a,beV, dann exi-
stieren Teilmengen E, und By von V mit |Ey| <Ry und | Ep| <Ny,
so duf3 gilt:

Ga)=E,VG(@aub) und G(b)=E,UG(auUb).
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Die Mengen Ey, By und G(aUb) sind paarweise disjunkt. Ebenso
gilt die duale Aussage dieses Satzes.

Beweis: Zundchst gilt G(a)n G (b)= G(aUb), denn ¢>a und
¢ 2b ist dquivalent zu ¢ > aUb. Definieren wir £, = G(a)— G(aUb)
und By = G (b)— G (a\Ub), erhalten wir ¢ (a) und G(b) als disjunkte
Vereinigungen, wie oben behauptet. Weiters gilt E,N Ep =@, denn
aus cel,nEy folgt ceGa)n Gd)= G(aub), ein Widerspruch.
SchlieBlich ist

Ey=G@a)—G@aub)cG(a)uG@®)—G@)nG®d)= Ga)dG(b)
und analog By < G(a)d G(b). Aus G(a)~G(b) folgt nun [Hy| < Ny
und |Ey| < Ry. Damit ist alles gezeigt.

Lemma 6: (i) G(a)~G (D) und K (a)~K (b)= V (a)~ V(b).

(¢i) Enthilt der Verband V keine zu sich selbst gleichmdichtige
beschrinkte Teilmenge, dann gilt auch die Umkehrung von ().

(iit) V(a) =V (b)<U(a)=U(b).
Beweis: (i) Angenommen, es gilt nicht V(a)~V (b), dann folgt

V(@) dV®)|=[(V(@)—V@)(V(O)—7V (@) =N

und weiter | V(@) — V (b) | = Ry oder | V() —V (@) | = Nx. O. B. d. A.
gelte die erste Gleichung. Wegen

[V(e) =V ®)=(G@)—TV®)U(K(@)—TV(0)| =X
folgt wieder | G (a)— V (b) | = Ng oder | K (@) — V (b) | = Nu. Im ersten
Fall ist dann |G(a)4 G()|>|G(a)—G ()| =] G(a)—TV ()| =N,
ein Widerspruch zu G (a)=~G(b). Der zweite Fall fithrt analog auf
einen Widerspruch zu K (a) ~K (b).
(ii) Fiir jedes Element ce G (a) U G(b) gilt entweder («) @ <¢ oder

(B) b<e. Im Fall () ist dann entweder a Ub <c¢ oder nicht b <e,
also ¢ < b oder ¢ ist mit b nicht vergleichbar; daher gilt

ceGaub)Ula,b]U(V (@)—V(b)).

Dabei sei [a,0]=0, falls ¢ £b. Im Fall (8) erhilt man analog
ceG(avb)uib,a]u(V (b)—V (a)). Daraus folgt
G@)VG(d)cGaud)Ula,b]ub,a]u(V (a)4 V(b))
und
G (@) 4G (})<c[a,blub,a]u(V(@)4V ®).

21%
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SchlieBlich erhalt man
|G(a)A G ()| <|[a,b]| + |[b,a]| + |V (@) AV ()| <
<Na+ ga‘}' x(x= xﬂh

also G {a) >~ G (b). Genauso beweist man K (a) ~ K {b).

(iii) Die behauptete Aquivalenz folgt unmittelbar aus der
Gleichung

V(@) AV ®)=(V(e)—V®)u(V(b)—V (@)=
= (U B —U@)u(U@)—UB)= U@ AT ).

Damit ist das Lemma vollstindig bewiesen.

Nach diesen mengentheoretischen Vorbemerkungen kommen wir
nun zum Hauptsatz dieses Abschnitts. Darin werden zwei Charak-
terisierungen der Einfachheit von F (V) gegeben.

Satz 8: Ist V ein Verband mit reguldrer Kardinalzahl 8y, dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) F(V) ist nicht einfach;
(1) Fir olle a,beV ¢ilt G(a)~G(d) und K (o) ~K (b);

(i12) V enthilt keine zu sich selbst gleichmiichtige beschrinkte Teil-
menge und fir alle a,beV gilt U(a)~U (b).

Beweis: (i)={ii) Ware (ii) falsch, so folgt o.B.d. A.
| G(a)A G(b)| = Na. Weiters konnen wir o. B. d. A. | G(a)— G ()| =
= N, annehmen. Sei nun /1 eine beliebige eigentliche Kongruenz
von F(V); dann gilt

#o=rnpmod A= x, Vid=1pUidmod 4. (4)

Wir setzen ¥ ={ceV]auc#£buc}; dann ist G{e)— G(d) =Y, denn
wire ce G{a)—G(b) und ¢¢ Y, folgt c=aUc=>bUc, d. h. ce G (b),
ein Widerspruch. Weiters gilt

G (@) — G (b) = (xa Vid) (G (@) — G (b)) S (wa Vid) ¥

und daher |(xqUid) Y| = ¥;. Die Kongruenz auf der rechten Seite
von (4) kann nur vom Typ b), Punkt 2 oder Punkt 3 sein. Gilt sie
nach Punkt 2, so ergibt sich Nq = |2, Uid| <#i; daraus folgt k=0
und 70 = Ny41, 4 ist die Allrelation. Gilt (4) jedoch nach Punkt 3,
erhalten wir

No= (g uid) Y| < &r1<m <o < Na+1,
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einen Widerspruch. Die einzige eigentliche Kongruenz ist also die
Allrelation und F (V) ist einfach.

(il)<=(iii) Fiir jede beschrdnkte Teilmenge @ von V gilt
Q<o b1 (6 () — G (3) U () (G (a) 4 G () U B}

mit geeigneten Elementen a,beV. Daraus folgt | @] <Ny, wenn
G(a)~G (). Die behauptete Aquivalenz ergibt sich nun aus
Lemma 6.

(il)= (i) Wir miissen zeigen, daf} die Relation § Kongruenz ist.
Dazu wihlen wir geméfl Lemma 4 beliebige Elemente a,beV und
eine Funktion yeF(V); weiters sei Y ={ceV]auyctbuyc}.
Wegen ('(a)~G(b) existieren nach Lemma § zwei Mengen H,,
EycV mit |Hy| <Ry, [Bp|<Na und G(a)=E,vG(auUb),
G(b)=Ep G(aLb). Firjedesce Y istaUyceG(a) und bU yce G(b);
daher gilt genau einer der folgenden Fille:

(@) aVyxceG@(@Ub)und bUyceG(aUb),
(B) aUxceG(@aUb) und bu yce By,

(y) augceB, und buyceG(aub),

(0) aUyceH,und buycely.

Im Fall («) folgt (aUyxc)UdUyc)<aUyge; also buyc<auye;
genauso folgt a U xc <buU yc und daraus aLU yc=>buUye, ein Wider-
spruch zu ceY. Betrachten wir nun den Fall (8): Hs sei
Es={aUyceGaud)|bUyccEy}; wegen aUyc<aU(buUye) gilt

Bz (J [sUb,ave]. Jedes Intervall hat nach (iii) eine Méachtigkeit
ecEp

< Na, | Ep| <Ny und daher folgt

|Bsl < ) 1laVd,aUel| <N,
ecEp

da N, regulir ist. Ganz analog zeigt man im Fall (y), daB fir
Ey={UyceGaub)lauycck,} die Beziehung | K, | < N, gilt. Zu-
sammenfassend ergibt sich nun | (3, U y) Y| <| By |+ | Eg| < Na, und
[GaUy) Y| <|Ep|+|Ey| <Ny Nach Lemma 3 gilt %,V y=nUy
mod 6. Ebenso zeigt man die duale Bedingung fiir den Durchschnitt.
Nach Lemma 4 ist § Kongruenz, womit alles bewiesen ist.

Beide Voraussetzungen von (ii) sowie von (iii) sind voneinander
unabhingig. Es gibt ndmlich Beispiele fiir Verbédnde, die K (a) =~ K (b)
fiir alle g, b erfiillen, aber nicht G(a) ~ G (b), und umgekehrt. Genauso
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ist es moglich, dafl ein Verband eine zu sich selbst gleichméchtige
beschrénkte Teilmenge enthélt, die Bedingung U (a) ~ U (b) jedoch
fiir alle a,b erfiillt ist; oder ein Verband enthéalt keine solche Teil-
menge, erfiillt aber die letzte Bedingung nicht.
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