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Abstract 

Simplicity of Function Algebras Over Lattices. Let  < V;%), (3> be a lat t ice,  
t hen  F (V), the  set of  all funct ions  f rom V to V, becomes a la t t ice  by  defin- 
ing the  operat ions  kJ and  f3 pointwise.  I f  we also consider the  composi t ion �9 
of funct ions  as an opera t ion  on F ( V ) ,  we get  the  funct ion  algebra ( F ( V ) ;  
t.),(~,.}. I n  this paper  we give a charac ter iza t ion  of the  la t t ices  wi th  non- 
s imple func t ion  algebras. Moreover ,  the  congruence la t t ice  of these funct ion  
algebras turns  ou t  to  be a th ree-e lement  chain. 

Die vorliegende Arbeit gibt eine vollst/~ndige Antwor~ auf die 
Frage naeh der Einfaehheit yon Funktionenalgebren tiber Ver- 
b/inden, die sehon yon W. P~rLre~ [3] behandelt, aber nur teilweise 
gelSs~ wurde. Ferner wird der Kongruenzverband dieser Algebren 
im Falle der Niehteinfaehhei~ bes~imm~. 

Unter der Funktionenalgebra tiber einem Verband V verstehen 
wir die Algebra (F (V) ; w, r~, .), also genauer die einstellige Funktio- 
nenalgebra mit Komposition fiber dem Verband V. Eine exakte 
Definition fmdet man z. B. bei W. NOBAVER und W. PH~ree [2]. 
Ein wesentliehes ttilfsmittel ffir diese Arbeit ist ein Satz yon 
A. I. M ~ ' c ~ v  [1], in dem alle Kongruenzrelationen der Funk- 
tionenalgebra (F(A);.} fiber einer beliebigen Menge A bestimmt 
werden. Danaeh gibt es Kongruenzen vom Typ a) und yore Typ b); 
die letzteren werden weiter maten angegeben. 

Im ersten Tell dieser Arbeit wird der Kongruenzverband yon 
~'(V) bestimm~. Wir lassen uns dabei yon folgendem Gedanken 
leiten: Jede Kongruenzrela~ion yon (F (V) ; w, r~, .} ist aueh Kon- 
gruenz yon (F(V);.} und wird daher dureh den Satz yon MAL'C]~V 
charakterisiert. Weiters ist das folgende Ergebnis yon N6BAUER 
und PEILIPP [2] YOn grundlegender Bedeutung: 
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Satz 1: Enthglt ein Verband V eine zu 8ich gleichmgchtige be- 
schri~nkte Teilmenge Q, dann ist F (V) einfach. 

Aus diesem Satz folgt insbesondere die Einfachheit yon Funk- 
tionenalgebren iiber endlichen Verbi~nden, da diese selbst als Inter- 
vail geschrieben werden kSnnen. Fiir unendliche Verbiinde gilt 
zun~ehst folgender ttilfssatz yon Pm~LreP [3]: 

Lemma 1: In der FunIctionenalgebra F(V) i~ber einem unend- 
lichen Verband V ist die einzige Kongruenzrelation yore Typ a) (ira 
Satz von M~L'cEv) die identische t~elation. 

Es folgt nun, daI~ es h5ehstens eigentliche, d. h. nieht identische 
Kongruenzen yore Typ b) gibt. Nach dem Satz yon M~L'cEv ist 
jede dieser Kongruenzen durch eine Ket te  yon Kardinalzahlen 

bestimm~. Dabei  ist ]c/> 0 (ira Fall k : 0 bleibt nur No ~<U0 ~< N~+I), 
N o :  I N [ und N~+I die ni~chstgrSl3ere Kardinalzahl zu ] V]---- N~. 
Zwei Funktionen ~, ~ eF(V) sind genau dann kongruen~, wenn eine 
der drei folgenden Bedingungen erffillt ist: 

1. ~ - ~ .  
2. Die R~nge yon r und yJ sind beide < ~k. 
3. Die R~nge yon ~ und y~ sind beide gleich e mi~ ~]~+1 ~<~ < W  

(0 ~< i ~ Ic) ; ist X ~ {a e V I ~ a ~ ~ a} die Menge der Verschiedenheits- 
stellen yon ~ and ~, so gilt ] ~ X I < ~ + 1 and [ W X ] < ~ + 1. 

Fiir den l~ang einer Funktion ~ schreiben wir I~ l, Za bezeichne 
die konstante Funktion mit dem Wert  a and id stehe fiir die 
identisehe Funktion auf  V. Fiir jedes Element a e V bezeichnen wir 
die Menge {beVla<~b} mit G(a), die Menge {beV]b<~a} mit K(a) 
und die Menge der mit a vergleichbaren bzw. nicht vergleichbaren 
Elemente mit V(a) bzw. U(a). Dabei ist ~< die zum Verb~nd 
gehSrige H~lbordnung. 

Definition 1: Eine unendliche Kardin~lz~hl N~ heist  regular, 
wenn fiir jede Menge yon Kardinalzahlen {ran In eN} mit mn< N~ 
ftir ~lle h e n  und iN I < N:~ ~uch ~ m,  < N:~ gilt. Andernfalls heil~t 
N~ singular. ~ v  

Ohne Beweis mSchte ich erw~hnen, dal3 die regul~ren K~rdinal- 
zahlen genau die Kardin~lzahlen mit regul~rer Anf~ngszaM sind, 
wie sie bei P~zILI~ [3] vorkommen. 

Lemma 2: Gilt ]G(a)[ <N~ und IK(a)l <N~ fi~r ein Element 
a e V, dann ist F(V) elnfach. 
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Beweis: (i) Sei zun/ichst N~ regul/ir. Wir betrachten die Ab- 
bildung f:c-->awc yon V auf G(a) und behaupten,  es exis~iert ein 
bleG(a) mit  lf-i(bi)l~-N:r W/ire n/im]ich I f - i ( b ) l < N ~  ftir alle 
b e G (a), dann folgt auf Grund der Regularit/it yon N~ 

[Vl=l ~ f-~(b) l= ~ If -~(b)]<~, 
beG(a) beG(a) 

ein Widerspruch zu I VI =N~.  Betrachten wir die Abbildung 
g: c~ac~c yon f-Z(bl) in K(a), gibt es nach derselben ~berlegung 
ein b~ e K  (a) mit  ]g-i (b2) [ -~ N~. Fiir alle c eg- i  (b2) ~ f - i  (hi) gilt nun 

b2 =ac~v~<c < a w e =  bl 

und  nach Satz 1 ist F (V) einfach. 

(ii) Is t  N~ singul/ir, behaupten wir unter  den Voraussetzungen 
des Satzes: Zu jeder Kardinalzahl m <N~ gibt es Elemente 
bie G(a), b~K(a)  mad eine Menge U c_ U(a), so clM~ b~. ~< U ~<bi mid 
t UI ~>m gilt. Zum Beweis beachte man  zun/ichsr dal~ wegen 
IG(a)[ <N~ mad IK(a)[ <N~ nun I U ( a ) l = N ~  sein mug. Wegen 
m <N~. gilt max(m, IK(a)t ) <Na,  mad well N~ singul/ir mad daher 
Limeszahl ist, gibt es eine Kardinalzahl n mit  

m~x(m, IK(a)l) < n  <N:r 

Wir betrachten wieder die Abbildung f:c--->akJc yon U(a) in G(a) 
und behaupten,  es existiert ein hie G(a) mit If -i(bi) l>~n. Aus der 
Annahme If-i(b) l < n  fiir ~lle be G(a) folg$ n/imlich 

N~-----IU(a)[= I U f-l(b)]<~lG(a)l 'n <l%, 
b e G(a) 

ein Widerspruch. Betrachten wir analog die Abbildung g:c-->a n c 
v o n f  -1(bl) in K (a), so existiert ein b2 eK(a) mit I g - i  (b2)[/> m. W/ire 
ngmlich ]g-Z(b) l < m  ftir alle b~K(a), folgt 

n41f-Z(bi ) t=]  U g - i ( b ) l ~ < l K ( a ) l ' r a < n ,  
beK(a) 

ein neuerlicher Widerspruch. Daher gilt ftir alle c~ U=g-i (b2)c  
~f - i (b i )~U(a)  die Beziehung b2=arsc<~c<.auC=bl, w. z. z. w. 

(iii) Zum Nachweis der Einfachheit  yon F(V) ftir singuI/ires N~ 
betrachten wir eine beliebige eigentliche Kongruenz 0 yon F(V). 
0 ist dutch cine Kette  (1) festgeIegt und wir kSnnen drei F/ille 
un~erscheiden: (e) ~ < N~, (fl) ~e = N~ und (~,) ~ >N~.  I m  Fall 
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(~) gibt es nach (ii) eine Menge UcU(a) und Elemente bleG(a), 
b2eK(a) mit b2<~U<~b~ und ]U] ~>~. Sei nun ~0 folgende Funk- 
$ion yon F (V): 

{~fi:trc~U 
cp c ------ 

sonst 

wo u ein beliebiges Elemen~ yon U ist. Dann gilt 

Die beiden Funktionen x h und ~ k6nnen jedoch nach dem Sa~z yon 
MAL'c~v nichr kongruent sein, da [ uh I < W und [ ~ [ -- I U [/> ~l~ ist. 
Wir erhalten also einen Widerspruch. Im Fall (fl) betrachten wir 
wieder die Abbildung f :  v -~ a u v yon U (a) in G (a). Ist S -----f(U (a)) die 
Bildmenge dieser Abbildung, dann ist {f- l (s)[seS} eine Partition 
-con U (a). Wegen [ V I ----- [ U (a) l -----N~ gibt es eine bijektive Funktion 

yon V auf  U (a); daher ist {~-1 (f-~ (s)) Is eS} eine Partition yon V 
und wit k6nnen die folgende Funktion ~ e F ( V )  defmieren: 

cfc -= s ~ c  eW-l(f-1 (8)). 

Wegen I ~ I = ]N I ~< ] G (a) ] < N~ ---= ~/~ and l ua [ < ~ folgt: 

z a ~ -  ~0mod 0 ~ Za n ~0~ ~o n ~0mod 0. 

Es gilt nun ~0nW-- W. Zu jedem ce V gibt es ngmlieh ein s e S  mit 
eeW-l(f-l(s)). Daraus folgt fOpc)=auy~c=s, also ~pc<~s, und 
weiter (cpn,p)c-~sc~vc=~pc. Die obige Kongruenz laute~ nun 
~an~o~omod0.  Wegen ]~a(3W]<]K(a)[<~]k ~nd [~o1=~ ergibt 
sieh jedoeh ein Widerspruch zum Satz yon M~,'c~v. Als letzte 
MSglichkeit bleibt noch der Fall (~). In  diesem Fall ist 0 die All- 
relation, denn je zwei F~nkCionen yon F(V) sind nach Punkt  2 
kongruenr Der Satz is~ damit vollst~ndig bewiesen. 

Wit nntersuchen nun Mle J~quivalenzen yore Typ b) und iiber- 
prtifen, ob sie Kongruenzen yon F(V) sincI, d .h .  ob sie mi$ den 
Operationen u und n vertr/~glich sin& Dabei k6nnen wir naeh 
Lemma 2 o. B. d. A. I G (a)[ ---- N~ ftir ein a e V annehmen. Im Fall 
IK(a) l = N~ ftihren die duMen ~berlegungen zum gewiinseh~en 
Ziel. Nehmen wit nun an, eine solche Aqnivalenz 0 ist Kongruenz 
yon F(V) und dutch eine Kette  (1) bestimmt. Wit werden Mle 
m6gliehen F/~lle diskutieren : 

Fall 1: 1~=0. In  diesem Fall reduziert sich die Kette  (1) zu 
No ~<~0 ~< Na+~. Fiir ~/0= N~+~ erhiilt man die Allrelation, in jedem 
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anderen Fall  70 ~< N~ erh~lt man keine Kongruenz.  Denn w/~re 0 
Kongruenz yon  F(V), dann gilt fiir zwei verschiedene Elemente  
a, bsV:  

~ ~ ub rood 0 ~ ~a w id ~ ~ w id rood O. 

Wegen z ~ u i d C u ~ w i d  kann die letzte Kongruenz n a t  durch 
[ xa w id [ = ] G (a) [ < 70 ~< N~ erft~llt werden;  das ist aber  ein Wider-  
spruch zu ] G(a)[ = N~. 

Fall 2: k t> 1, ~1 < ~ e .  Wir werden zeigen, dab auch dieser Fall 
keine Kongruenz yon  F (V) beinhaltet .  Wegen ~1 < ~ 4 N~ ---- I G (a) I 
existieren disjunl~e Teilmengen S c G (a) und T _  G ( a ) - - S  mit  der 
Kardinalzahl  I S I ---- I T [ ~ ~1. Da S und T gleichm~chtig sind, gibt  
es eine bi jekt ive Abbi ldung s ~ 5  yon  S anf  T. 0.  B. d. A. kSnnen 
wir annehmen 

s ~k ~ ftir alle s e S .  

Trifft das nicht zu, so sei S'  = {seSls>~}. Gilt iS'[ < ~1, w/~hlt man 
S - - S '  und  T - - { ~ e T l s e S ' }  star t  S und  T;  im Fall ] S ' l = ~ i  
leisten S '  mad {~eT[seS'} das Gewtinschte, nu t  mit  ver tauschten  
Rollen. Weiters  sei ~v e F  (V) wie folgt definiert: 

= I ~ ffir s e S  

~0s [ a s o n s t  " 

Wegen [ ~a [ < W und  [ ~ I = I T w {a} ] = ~1 < W gilt nach P u n k t  2 : 

Ua ~ ~ r o o d  0 ~ z a  w i d  = ~0 w id rood 0 .  

Die Menge der Verschiendenheitsstellen yon  za w id mad ~0 w id ist S, 
derm ( zawid)s=aws=(q)wid)s  ffir s~S und  aus (zawid)s-~ 
=(~0wid)s  fttr s e S  folgt s ~ a w s = ~ w s  und  ~<s ,  ein Wider- 
spruch. Die Kongruenz  g ~ w i d ~ w i d m o d 0  kann also nicht nach 
P u n k t  1 gelten. Wtirde sie nach F u n k t  2 gelten, dann folgt 

N a =  ]~au id ]  < ~  <V0~<Na+I. 

Das ist abe t  unmSglich, da N~+I die ngchstgrSBere Kardinalzahl  
zu N~ ist. Gilt die Kongruenz schliel31ich naeh P u n k t  3, dann ist 
e =  N~ und  daher i = 0. Star t  ] ( ~ w i d ) S I  < ~ + 1 =  ~1 erh/flt man 
jedoeh I(~uid)Sl=lSl=~x. Es ergibt  sich in jedem Fall ein 
Widersprueh,  womi t  sich die Annahme,  0 sei Kongruenz,  als falseh 
erwiesen hat.  
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.Fall3: k = l ,  $1-----~/1<N~. ( i ) W i r  behaup ten  zun/iehst die 
Exis tenz einer Teilmenge S yon G(a) mit  [S I =  ~]1, die nach oben 
beschr/~nkt ist. W~ren ni~mlich alle Teilmengen S mit  [ S[ = 71 nicht  
nach oben beschr~nkt,  dann aueh alle Teilmengen einer grSBeren 
M/iehtigkeit als 71. Sei nun T_c G (a) mit  [ T I = 71; da T nieht  
naeh oben besehr/inkt ist, gibt  es zu j edem Element  b a G(a) ein 
E lement  t e T mit  b < t. Daraus  folgt 

(a) = U [a, t ] ,  
t~T 

we [a, t] wie fiblieh die Menge {c a V I a ~< c ~< t} bezeichnet. Alle Inter-  
valle [a, t] sind besehr/~nkte Teilmengen yon  G (a) und  haben  daher  
eine Miichtigkeit < ~1. Es  folgt 

teT 

und  man erh~lt einen Widerspruch zu [G(a)]= ~ .  

(ii) Sei nun 0 Kongruenz  und S wie in (i) ; weiters sei a ~< S ~< b 
mit  b e G (a). Wir definieren nun  folgende Funk t ion  ~0 e F ( V ) :  

q~s= { s fiir seS 
a sonst  

Dann  gilt: 

ua--= ubmod 0 ~ ua = ~ a ( " l ~ ) ~ g b  f'~ ~P ~ ~0mod 0. 

Wegen [ ~a [ ---- 1 und  [ ~ [ = IS U {a} ] = ~1 s teht  diese Kongruenz mit  
jeder der drei Bedingungen des Satzes yon  MAL'CEV im Wider- 
sprueh. Daher  enth/ilt  aueh dieser Fall  keine Kongruenzrela t ion 
yon Y (V). 

.Fall 4: k = 1, ~1 =-~1 = N~. Dieser Fall  ist das letzte Glied einer 
vollst/indigen Falhmterseheidung aller MSglichkeiten, die fiir eine 
Kongruenz  vom Typ  b) nach dem Satz yon  MAL'CEV gegeben sind. 
Er  umfai3t nur  eine einzige Rela t ion  0. Diese ist eindeutig durch  
die Ke t t e  

~0 ~< ~1 = Vl = N~ < */o = N~+I (2) 

bes t immt.  Wir be t raeh ten  hier nur  den Fall, dab  die Kardinalzahl  
N= singul/~r ist. 

(i) Nehmen  wir zun/~chst weiter  an, es g/~be eine Teflmenge S 
yon  G (a) mit  l S I <  N=, die nieht  nach oben besehrankt  ist. Dann  
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existiert zu jedem Element b e V  ein Element s s S  mit beG(s).  
Sei nun cpeF(V) jene Abbildung, die jedem b e V  ein solches s e S  
mit b r G (s) zuordnet. Wegen t~ l ~< IS I < S~ = 7~ folgt nun 

~ ~ ~ rood 0 ~ naw id ~- ~v u id rood 0. (3) 

Is t  Y die Menge der Verschiedenheitsstellen yon x~uid  und ~ uid ,  
dann ist G(a)c  y.  WSre ngmlich G ( a ) - - Y r  dann gilt fiir jedes 
b e G ( a ) - - Y  

b = a w b  = (~a wid)b  ~ (~ wid)b = q~bwb, 

also b e G(q~b), ein Widerspruch zur Definition yon ~. Wit erh~lten 
daher folgende Ket te  

}r = I G (a) ] = L(~a w id) G (a) I ~< [(~a w id) Y I ~< ~ ; 

darin sind nun alle Kardinalzahlen gleich und nach Definition yon 
0 ergibt sich ein Widerspruch mit (3). Da 0 einzige mSgliche Kon- 
gruenz war, ist F(V)  in diesem Fall einfach. 

(ii) Wit kSnnen nun armehmen, dal~ jede Teilmenge S yon G(a) 
mit IS[ < R ~  nach oben besehr/~nkt ist. Welters kSnnen wit 
I G(b) l-~ b~ fiir alle be  V voraussetzen. W/~re n//mlich ]G(b)l< ~ 
ftir ein Element b e V, so folgt 

~--= ~b mod 0 ~ ~a u id ~_ xb u id mod 0, 

und wegen I~awid I =  l G ( a ) [ =  ~ und I~bwid l =  I G(b) l =  ~ er- 
gibt sich daraus ein Widersprueh. Da ~ singular ist, gibt es naeh 
Definition eine Menge yon Kardinalzahlen {m~ ]7 eN} mit m~ < ~ 
ftir alle ~ehr und INI < ~ ,  so dal~ ~m~---= b~ ist. Die Menge N 

r~eg 
sei wohlgeordnet nnd ihre Ordinalzahl sei fl, alarm kSnnen wir 
o. B. d. A. N = W (fl) aunehmen. 

(iii) Wir behanpten den folgenden Hilfssatz: Zu jeder Ordinal- 
zabl 7 < fl existieren Elemente a,  und b~ yon G(a) und eine Teil- 
menge S n yon G(a), so dab die Eigensehaften 

a~<~S~<~b~, [S~] =m~,b~ < a ,  for alle t < 7  

erftillt sind. Der Beweis erfolgt dtrreh transfinite Induktion: Sei 
zun~ehsg 7 = 0 .  Wegen m0 < N ~ =  l G(a)[ gibg es eine Menge 
So c_ G(a) mit [Sol -=- too, und naeh Voraussetzung yon (ii) ist diese 
naeh oben beschr~nkt. Es gilt also a0~S0~<b0, wo ao=a und 
boeG(a) ist. Sei nun 7 eine beliebige Ordinalzahl <f l  und die 
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Behauptung gelte fiir alle t < ~; wir zeigen, dann gilt sie auch fiir ~. 
Betraehten wir die Menge {b~] t < V}; die M/~ch~igkeit dieser Menge 
ist [ V [ ~< I fl ] < N~ und naeh (ii) gibt es daher ein Element as e G (a) 
mit bt --<aT fiir alle t <7-  Wieder nach (ii) hat  G(aT) die M/Cchtigkeit 
}r und so kalm o. B. d. A. b t < a  T ffir alIe t < ~  angenommen 
werden. Wegen ms <~r  [G(as)l existiert eine Menge Ss_qc 
_c G(as) _c G(a) mit I ST I = mT. Diese ist wieder naeh oben be- 
sehr/~nkt, so dal] aT <ST--<bT ftir ein bTe G(a) gilt. Damit  gilt die 
Behanptung ftir alle ~ < fl und der Hilfssatz ist bewiesen. 

(iv) Wenden wir noehmals denselben Sehlul3 wie oben an, ergibt 
sich wegen [{bT]~ <fl}[ <}r die Existenz eines Elementes cs  V mit 
b T ~<c far  alle ~ <ft. Naeh (iii) gilt nun 

a ~< a T ~< ST < bs ~< c ftir alle ~ < fl, 

d. h. S,  _c [a, c] ftir alle ~ < fl, 

der Bedingung b~ < a  n fiir t 
disjunkt und es folgt 

~u ~ ~ mT ~-~ 

und daher auch U s ,  ~ [a, c]. Wegen 

< ~  sind alle Mengen S,  paarweise 

I U s ,  I < 

also I [a, cJ [ = ~r Naeh Satz 1 ist F (V) einfach. 
Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir folgendes 

Resultat:  

Satz 2: Ist V ein Verband mit regul~rer Kardinalzahl N~, so 
besteht der Kongruenzverband yon F(V) far nicht einfache8 F(V) 
genau aus den beiden trivialen Kongruenzen und einer einzigen 
weiteren Kongruenz, die nach dem Satz yon MAL'C~V dutch die 
Kette 

N 0 ~ 1 = / ] 1 =  N~ ~ 7 0 =  N0~41 

bestimmt ist. Ist die Kardinalzahl yon V jedoch endlich oder singular, 
dann ist F ( V) stets einfach. 

Die Frage nach dem Kongruenzverband der Funktionen- 
algebra F(V) fiir einen beliebigen Verband V ist damit beant- 
wortet. Folgendes Problem ist jedoch noch often: Fiir welche Ver- 
b/~nde V mit regul/irer Kardinalzahl ist F(V) einfach ? Damit  
besch/~ftigt sieh der zweite Tell dieser Arbeit. Ich mSchte bemerken, 
dal3 dieser Teil vollkommen unabh/~ngig yore ersten Tell der Arbeit 
ist, d. h. es werden keine Ergebnisse aus dem vorhergehenden Ab- 
sehnitt weiter verwendet. 
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Es sei Ve in  Verband mit regul~rer Kardinalzahl N~, und 0 sei 
die dureh (2) (siehe Fall 4) festgelegte •quivalenzrelation auf F(V). 

Lemma 3: Zwei Funktionen ~ , ~ F ( V )  sind genau dann dqui- 
valent rood0, wenn lcfX I <N:r und ly~XI <Nr162 gilt. Dabei ist X die 
Menge der Stellen, an denen cp und v/verschieden sin& 

Beweis: Die Notwendigkeit der beiden Bedingtmgen ftir 
~o--~mod0 ist unmittelbar ~us dem Satz yon MAL'CEV ZU sehen. 
DaB die Bedingungen auch hinreichend sind, kann man sich fol- 
gendermaBen tiberlegen: Es gilt [~ I = N ~  Iv? ] = N~, denn I ~o l = N~ 
impliziert wegen [~XI < N~ 

= l o(v--x)l < I ol, 

also Iv? I = N~, und umgekelu't. Ist nun 17 [ = N~, dann auch l~01 = N~, 
u n d e s  gilt ~o_--__~omod0 nach Punkt  3 (ira Satz yon MAT,'CEV). Ist 
jedoch ]q I <  N~, dann aueh l~I< N~, und die beiden Funktionen 
sind naeh Punkt  2/iquivalent. 

Lemma 4: Die Aquivalenz 0 ist genau dann Kongruenz, wenn fur  
alle a, be V und alte Z e F ( V )  gilt: 

~a k) Z ---- uo w g mod 0 und ua n Z ~ ~b ('~ Z mod 0. 

Beweis: 0ffensiehtlich sind die beiden Bedingungen notwendig, 
denn es gilt stets u a ~ b m o d 0 .  Den Naehweis fiir dig Umkehrung 
ffi_hren wir in zwei Schritten: 

(i) Seien ~, ~o und Z beliebige Funktionen yon F(V) mit 
-~ ~o rood 0. Die Relation 0 ist genau dann Kongruenz, wenn daraus 

~ v w z ~ o u g m o d 0  und ~ 0 n z ~ o n g m o d 0  folgt. Gilt ~ v / m o d 0  
naeh Punkt  1, d. h. ~0 = ~, ist nichts mehr zu beweisen. Wir nehmen 
nun an, ~o ~ o m o d 0  gilt naeh Punkt  2, also 1~0[ <N~ und I~p] <N~. 
Ftir jedes a c ~  V und be~o V defmieren wir 

Y~b ---- Y n ~0-~ (a) n ~-1 (b); 

dabei ist Y die Menge der Stellen, art denen q)w z und ~pu Z ver- 
sehieden sind. Naeh Voraussetzung gilt x a w ) ~ u z m o d 0  und 
naeh Lemma 3 folgt ] ( xaug )Z  t <N~ und I( bUZ)ZI<N , wo 
Z = { c e V l a w z c g : b u g c }  ist. Nun ist y ~ c _ Z ,  denn ist ceYa~, 
d. h. (cpuz)c~: (~u)~)c, ~ = a und ~o~ = b, dann gilt a u z c @ b  uZc,  
d. h. c e Z. Daher folgt welter 

)~onatshefte fiir Mathematik,  Bd. 84/4 21 
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und genauso ](~fuz) Yab I <~r Wegen Y-~ U Yab erhalten wit 
schlie~lich ~v beyJ V 

ae~V a e g V  
be*pV bey~V 

da ]91 <N~,  ]~v] <~r ](q)uz)~'ab I < ~  fiir alle a,b und die Kar- 
dinalzahl Ha regular ist. Genauso gilt ](~vu;/)Y I <  N~ und daher 
9wZ_=-~vwxmod0 nach Lemma 3. Analog beweist man die duale 
Bedingung fiir den Durchsclmitt.  

(ii) Es bleibt noch die MSglichkeit, r  0 gilt nach Punk t  
3, d .h .  ]9 [=[~v[=N~ und [ 9 X ] < N ~ ,  ] ~ X ] < N ~ .  Wir werden 
diesen Fall auf  den vorigen zuriiekfiihren. Dazu defmieren wir 
Funkt ionen 9' und W' yon F(V) wie folg~: 

9 ' a =  und ~'a----- ; 
a0 sonar  a0 sonar  

dabei ist a0 ein beliebiges Element  yon V. Dann ist ]9'] ~< [9 X ] -r 
+ 1  < N~ nnd ]~v'] ~< I~X] + 1 < N~, also 9 '=-w'mod0 nach Punk t  2. 
Nach (i) folgt 9 ' w z ~ ' w x m o d 0 ,  und welter nach Lemma 3 
I(9'wZ) Y'[ <~r und [(~'w%)Y'I <N~,  wo Y'={aeVI(qJug)a~= 

Y G X, die Funkt ionen 9 u Z und # (y /u  Z) a}. Nun  ist Y _ X und ' �9 
9 ' u z ,  some ~vw Z und ~ 'w Z s t immen auf  X tiberein, daher auch 
auf  den Teilmengen Y und Y'. Welters gilt Y = Y', denn ist a e Y, 
d.h. (9w;~)a:/:(~uz)a, dann gilt auch (9'wz)a:/:(~'wz)a, d.h. 
a z Y', und umgekehrt .  Sehlie$1ich erhalten wir 

I ( r  Yl = 1(guz) Y' l  = 1(9' uz)  Y'] < ~:~ 

und genauso ] ( ~ u z ) Y I < N ~ ,  also Cug------~wzmod0. Die duale 
Bedingung ergibt sich analog. 

Die beiden letzten Lemmata  hat  sehon Pmr,tep in [3] implizit 
verwendet. Der wesentliehe Sehritt  zur Charakterisierung der Ein- 
fachheit yon F(V)  ergibt sieh erst dureh die folgende 

Definition 2: Seien A und B Teilmengen einer unendlichen 
Menge M. Dann heil3en A und B fast gleieh (in Zeichen A _B) ,  
wenn IAAB]<[M]  gilt. Dabei steht A ftir die symmetrisehe 
Differenz zweier Mengen. 

Lemma 5: Gilt G(a)~_ G(b) f~r zwei Elemente a,b e V, dann exi- 
stieren Teilmengen Ea und E~ von V mit ]Ea [ < N~ und ]E~]< N~, 
so daft gilt: 

G(a) = EaU G(a~)b) und G(b) ~-E~u G(awb). 
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Die Mengen Ea, Eb und G(aub) sind paarweise disjunkt. Ebenso 
gilt die duale Aussage dieses Satzes. 

Bewe{8: Ztm~chst gilt G(a)c~G(b)-= G(awb), denn c>a und 
c ~>b ist iiquivalent zu c >~aub. Defmieren wit Ea~- G(a)--G(aub) 
und Eo~- G(b)--G(aub),  erhal ten wit G(a) und  G(b) als disjunkte 
Vereinigungen, wie oben behauptet .  Weiters gilt Ea (~Eb = 0, denn 
aus ceEanEb folg~ ceG(a)nG(b)=G(aub) ,  ein Widerspruch.  
Schliel~lich ist 

E~ ---- G (a) - -  G (a u b) _ G (a) w G (b) - -  G (a) (~ G (b) ---- G (a) A G (b) 

und  analog Ebc_G(a)zl G(b). Aus G(a)~_G(b) folg~ nun  ]Eal<N~ 
und  I E b ] <  ~ .  Dami t  ist alles gezeigt. 

Lemma  6: (i) G(a)~_G(b) und K(a)~_K(b)=> V(a)~_ V(b). 
(ii) Enthalt der Verband V keine zu sich selbst gleichmachtige 

beschranlcte Teilmenge, dann gilt auch die Umlcehrung yon (i). 
(iii) V(a) ~- V(b)-~ U(a) ~- U(b). 
Beweis: (i) Angenommen,  es gilt n icht  V(a)~-V(b), dann folgt 

I V(a)A V(b) I = I (V (a ) - -V (b ) )u (V(b ) - -V (a ) )  I = ~ 

und  welter [ V (a)-- V(b)[ = N~ oder 1V(b)--  V (a) l = N~. O. B. d. A. 
gelte die erste Gleiehung. Wegen 

I V (a) - -  V (b) l = I(G (a) - -  V (b)) w ( K  (a) - -  V (b))l ---- ~ 

folgt wieder [ G(a)-- V (b) l -~ }r162162 oder [ K (a)-- V (b) [ = N~. I m  ersten 
Fall ist dann  ]G(a)A G(b)l ~[G(a)--G(b)l >11G(a)--V(b)[----N~,, 
ein Widerspruch zu G(a)~-G(b). Der zweite Fall f t ihrt  analog auf  
einen Widerspruch zu K ( a ) ~ K  (b). 

(ii) Fiir jedes E lement  ce G(a) w G(b) gilt entweder  (~) a ~<c oder 
(fi) b ~<c. I m  Fall  (~) ist dann  entweder  aub ~c oder nicht  b ~<c, 
also c < b oder c ist mit  b nicht  vergleiehbar;  daher  gilt 

c e G (a u b) w [a, b] u (V (a) - -  V (b)). 

Dabei sei [a,b] = 0, falls a ;~ b. I m  Fall (fl) erh~lt man  analog 
c e G (a w b) u [b, a] u (V (b) - -  V (a)). Daraus  folgt 

G (a) w G (b) _c G (a W b) u [a, b] u [b, a] u (V (a) A V (b)) 

und  

r a(b)~_[a,b] w [b,a] w ( V  (a)A V (b)). 

21" 
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Schlie$1ieh erh~lt man  

I a ( a ) ~  a(b) l < I[-,b]l + I[b,a]l + l r (a)A V(b) l < 

< ~qa d- Ha -~- Ha = ~qa, 

also G(a) ,,~ G(b). Genauso beweist man  K (a) ~-K (b). 

(iii) Die behaupte te  Xquivalenz folgg unmi t te lbar  aus der 
Gleichung 

V (a) A V (b) = (V (a) - -  V (b)) v (V (b) - -  V (a)) -~ 

= ( u  (b)--  u (~)) u ( u  (a ) - -  u (b)) = u (~) ~ U (b). 

Dami t  ist das L e m m a  vollstAndig bewiesen. 
•ach diesen mengentheoret ischen Vorbemerkungen kommen  wit  

nun  zum Hauptsa tz  dieses Abschnitts.  Darin werden zwei Charak- 
terisierungen der Einfachhei t  yon  F (V) gegeben. 

Satz 3: Ist V ein Verband mit regularer Kardinalzahl ~ ,  dann 
sind f olgende A ussagen dquivalent : 

(i)  F (V)  ist nicht einfach; 

(i i)  Far alle a, be V gilt G(a)~_G(b) und K(a)~_K(b); 

(iii  ) V enthi~lt keine zu sich selbst gleichmdchtige beschrankte Teil- 
menge und fCtr alle a, b e V gilt U(a) ~- U(b). 

Beweis: ( i)~(i i)  WAre (ii) falseh, so folgt o . B . d . A .  
]G(a)A G(b)  l = ~ .  Weiters kSmlen wit  o. B. d. A. I G ( a ) - - G ( b ) l =  

~ armehmen. Sei nun  A eine beliebige eigentliche Kongruenz  
yon F (V); dann gilt  

~a - -  ~b m o d  A ~ ~a w i d - -  ~b ~9 id mod A .  (4 )  

Wit  setzen Y = {c e V i a u c #- b u c }; dann  ist G (a) - -  G (b) ~_ Y, denn 
ware ce G(a)--G(b)  mad c6 Y, folgt c = a w c = b  t3c, d. h. ce G(b), 
ein Wi4erspraeh.  Weiters  gilt  

G (a) - -  G (b) = (ha ~9 id) (G (a) - -  G (b)) ~ (ha w id) Y 

und  daher  ] (Xa w id) Y ] -~ N~. Die Kongruenz  auf  der rechten Seite 
yon  (4) kann  nur  vom Typ  b), Punks  2 oder P u n k t  3 sein. Gilt sie 
naeh P u n k t  2, so ergibt sich N~ = ]n~ w i d ] <  ~/,; daraus folgt k----0 
uncl ~ 0 =  ~r A ist die Allrelation. Gilt (4) jedoch nach P u n k t  3, 
erhal ten wir 
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einen Widerspruch. Die einzige eigentliche Kongruenz ist also die 
Allrelation und F(V) ist einfach. 

(ii)~(iii) Fiir jede beschr/~nkte Teilmenge Q yon V gilt 

Q c [a, b] ~ (G (a) - -  G (b)) u {b} ___ (G (a) A G (b)) w {b} 

mit  geeigneten Elementen a, b ~ V. Daraus folgt L Q L < N~, wenn 
G(a)~-G(b). Die behauptete  J~quivalenz ergibt sich nun  aus 
Lemma 6. 

(ii)~ (i) Wit miissen zeigen, da$ die Relation 0 Kongruenz ist. 
Dazu w/ihlen wir gem/ill Lemma 4 beliebige Elemente a, b e V und 
eine Funkt ion  ZeF(V) ;  weiters sei Y ~ - { c e V l a w z c # b w g c  }. 
Wegen G(a)~_G(b) existieren nach Lemma 5 zwei ~engen  Ea, 

G(b) : Ebw G(awb). Fiir jedes c e Y istawzceG(a) und bwzceG(b); 
daher gilt genau einer der folgenden F/ille: 

(~) a w X c e G ( a u b  ) und bwZceG(awb) ,  

(fl) a w x c e G ( a u b  ) und b w z c e E b  , 

(~) a u z c e E a  und b u z c ~ G ( a w b ) ,  

(~) a w z c e E ~  und b w z c e E b .  

I m  Fall (~) folgt (awzc)w(bwzc)<~awzc; also bwxc<~awzc; 
genauso folg~ awzc  <~bwzc und daraus a w z c : b w z c  , ein Wider- 
spruch zu c eY .  Betrachten wir nun den Fall (fl): Es sei 
E~= {awzczG(awb)]bwzczEb};  wegen a w z c 4 a w ( b w z c  ) gilt 
E~ _ U [a u b, a w e]. Jedes Intervall  hat  nach (iii) eine M/tchtigkeit 

eeE b 

< R~, I Ebl < ~ und daher folgt 

lEv i<  ~ I [ aub ,  a u e ] l  < ~ ,  
e~E b 

da S~ regul/~r ist. Ganz analog zeigt man im Fall @), dab fiir 
E v --~ {b u ZC E G (a u b) ]a u Xc ~Ea} die Beziehung ]Er I < N~ gilt. Zu- 
sammenfassend ergibt sich nun I (u~ u Z) Y [ ~< I E~ [ § t E~ I < ~ ,  und 
](ubuX) Yl ~IEbl-}-]E~I <N~.  Nach Lemma 3 gilt z a w y ~ u ~ u  g 
rood 0. Ebenso zeigt man die duale Bedingung fiir den Durchschnitt .  
Nach Lemma 4 ist 0 Kongruenz, womit  alles bewiesen ist. 

Beide Voraussetzungen yon (ii) sowie yon (iii) sind voneinander 
unabh/tngig. Es gibt n/tmlich Beispiele f ~  Verb/inde, die K (a) --_ K (b) 
fiir alle a, b erftillen, aber nicht G (a) _ G (b), und umgekehrt .  Genauso 
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ist es mSglich, da$ ein Verband  eine zu sich selbst gleichm/~chtige 
beschr~nkSe Teilmenge en~h/ilb, die Bedingung U(a)~ U(b) jedoch 
fiir alle a, b erftillt ist; oder  ein Verband  enth/flt  keine solche Teil- 
menge, erfiill~ aber  die ler Bedingung nicht .  
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