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Zur Kinet ik  y o n  Kristal l isat ionsvorg~ingen.  

Von A. Huber in Freiburg (Schweiz). 

Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 26. November 1934.) 

Ableitung einer Beziehung zwisehen zwei Vertei]ungsfunktionen, die eine direk~e 
Vergleichung der yon v. GSler und Sachs entwickelten Theorie der Kristalli- 

sation mit der Beobachtung ermSglicht. 

In einer Arbeit mi~ derselben Uberschrift 1) entwickelten v. GSler 
und Sachs  auf Grund der T a m m a n n s c h e n  Annahmen eine Theorie des 

Kristallisationsvorganges, deren Folgerangen mit den yon T a m m a n n  
und 0 t o n e  gemachten Beobachtungen ~) zwar nicht direkt vergleiehbar 
sind, die abet immerhin in Widerspruch zu stehen scheinen mit der yon 
T a m m a n n  und 0 t o n e  festgestellten geringen Zahl kleiner Kristalle. 
Auf Veranlasstmg yon Herrn E. Schmid  (Freiburg) fiihrte ich die Unter- 
suchungen yon v. GSler und Sachs  in der Richtung welter aus, dal~ eine 
direkte Vergleichung mit Beobachtungen mSglich wird. Dazu mul3 aus der 
yon v. GSler  und Sachs  gefundenen rdumlichen Verteilungsfunktion 
der KristallkSrner, wobei etwa ihr Durchmesser als Merkmal genommen 
werden soll, die u ihrer Schnit~fl~chen mit einer festen 
Ebene abgeleitet werden, wobei als ~erkmal der Schnittflgchen ihr Inhalg 
gew~hlt ~ird. Dieselbe Aufgabe wurde in etwas anderer Form schon in 
TO. gestellt, da jedoch dort ein LSsungsversuch nur kurz angedeutet and 
durch einige Irrtamer entstellt ist, soll bier eine strengere Darstellung 
versucht werden, wobei die KristallkSrner kugel[Srmig angenommen werden. 

Eine groi]e Anzahl verschieden gro~er Kugeln sei regellos im Raume 
verteilt. Bezeiehnet man also mit r den Radius einer Kugel, mit g den 
Inhalt eines beliebigen Raumteiles ~5 und mit n (r) die Anzahl der Kugeln, 
deren Radien dem Intervall (r, r + dr) angehSren und deren Mittelpunkfie 
im Innern oder auf dem Rande yon (~ liegen, so soll die Forderung der 
Regellosigkeit besagen, d a $ n  (r) auSer natikrlich yon r nur yon g, aber 
nieht yon der besonderen Gestalt und Lage yon (~ ianerhalb des yon Kugeln 
erfiillten Raumes abh~tngt. Der Quotient 

= (r)  
g 

1) Frhr. v. G61er u. G. Sachs, ZS. f. Phys. 77, 281--286,1932; zitiert als GS. 
- -  ~) G. T a m m a n n  u. W. Crone, ZS. f. anorg. Chem. 187, 289--312, 1930; 
zitiert als TC. 
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ist dann auch von g unabh~ngig und heist die relativeHdu/igkeit der Kugeln, 
deren Radien zwischen r und r + dr  liegen, oder kurz die Verteilungs- 
/unktion der Kugeln im Raumel). 

Wit denken uns nun in diesem yon den Kugeln erfiillten Raume einen 
zylindrischen Bereich mit geniigend grol3em Querschnitt q abgegrenzt 
und schneid.en alle Kugeln, deren Mittelpunkte in diesem Bereiche liegen, 
mit einer auf die Erzeugenden dieses Zylinders senkrechten Ebene a. Es 
sei ~ der Radius des Schnittkreises einer Kugel mit dieser Ebene a und 
v (~) die Verteilungsfunktion jener Schnittkreise, so da$ also q. v (~) . / i  
die Anzahl der Schnittkreise is~, deren Radien zwischen Q and ~ -~  A 
liegen. Es is~ klar, dai~ wegen der regellosen Verteilung der Kugeln im 
Raume v (~) weder yon der Wahl des Zylinders, noch yon der Wahl der 

Ebene e abh~ngen daft. 

Die Aufgabe, deren LSsung in den folgenden Zeilen versuchl werden 
soll, kann nun folgendermal3en formuliert werden: Welche Beziehung 

<-AX~ 

" ~ - -  - X  ~ X 

Fig. 1 .  

~-Jx 

X 

besteh~ zwischen der durch 
Beobachtung feststellbaren 
Verteilungsfunktion v (~) der 
Schnittkreise in einer 
Ebene a and der u 
funktion N (r) tier Kugeln im 
Raume ? 

Es sei / Ix  die Dicke 

jener beiden zur Ebene a 
parallelen and beziiglich a 

symmetrischen Schichten, in denen sich die Mittelpunkte jener Kugeln 
befinden, deren Radien zwischen rund  r A- dr  liegen and die a nach Kreisen 
schneiden, deren Radien zwischen ~ und Q + A ~ liegen. Aus der Fig. 1 
folg~ sofort, da~ 

A x = ~/(r + dr) S -  e ~ - -  1r 2 - -  (e + / i  e) 2. 

Fiir die Anzahl der in Frage stehenden Kugeln erhalt man also 

2 q . / i  x. N (r)- dr  ---- ,o q. N (r)- [V(r § dr) ~ -  e ~ - -  V r ~ -  (e § "4 e)~J d,'. 

1) Durch die in TC., S. 290 ausgesprochene Bohauptung, die Absti~nde 
der Kugelmittelpunkte yon einer schneidenden Ebene folgen dem Gaul~sohen 
Gesetz, wird jedoch die friiher geforderte Regellosigkeit wieder teilweise auf- 
gehoben. 
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Die Anzahl q. v (Q) �9 A ~ der Schnittkreise, deren l~adien zwischen ~ und 
+ A Q liegen, e r~b t  sich nun dutch Summation nach r von r ~-- ~ bis 

r = r~, wenn r,~ den grSl3ten Kugelradius bedeu~et: 

r ~ r m 

q.v(o) .Ae ~- 2q ~ N (r) .Ax.dr  
r ~ O  

?'~[t 

= e q .  ] u  (~). [~/(r + ~ ) ~ -  e ~ -  V ~ - ( e  = ~o)~] ~ ,  

oder da dr  neben r vernachliissigt und 

~/~ _ ~.~ _ f ~  _ (~ + A ~ )  ~ - e .  AQ 

~ /r  2 _ _  ~o 2 

gesetzt werden kann, nach Unterdrtickung des Faktors q. d r  

I N  (r) d r  . 
v (~) = 2 e i / j _  ~ (~) 

Um den Vergleieh mi~ den in TC. gegebenen Kurven direkt ausfiihren 
zu kSnnen, m~ssen wir ~ls Merkmal der Schnittkreise an Stelle des Radius 
ihren Fl~eheninhalt / einf~hren. Die entspreehen4e Ver~eilungsfunktion V (f) 
I~i13~ sieh soiort aus (1) gewinnen, wenn man beaehtet,  dal~ wegen f----~p2 
tier folgende Zusammenhang zwisehen V and v besteht: 

v (e) = 2 ~ e v (/). 

Es ergibt sich somi~ aus (1): 

v ~  

wobei /~ = 7er~ den grSgten Inhalt  eines Schnitges bedeutet. 

Aus dieser Darstelhmg lassen sich sofort einige Mlgemeine Eigensch~ften 
der Funktion V (/) ablesen. Wenn n~mlich N (r) beschr~nkt ist, dann 
hat  man offenbar V (f~) ~ 0. Wenn aul]erdem N (r) ftir r - 0 yon angeb- 
barer 0rdnung verschwin4et, dann existier~ das Integral auch ftir [ ~- 0, 
und man sieht daraus, daJ~ V (0) einen endlichen Wer~ haben mull. Diese 
u sind ftir die von v. GSle r  und S a c h s  gefundene Ver- 

16. 
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teilungsfunktion 1) erfiillt, die bei kurgelfSrmigen Kristallen die folgende 
Form hat : 

N (r) -- 199,rm 4~0f 1 - -  cos ~ 1 - -  �9 

Da sich fiir diesen Ausdruek yon N (r) das Integral in (2) nicht in geschlossener 
Form durch bekannte Fanktionen darstellen l ~ t ,  wurde es fro" ~ ~ 0, sf,~ 
(~ = 0, 1, 2, . . .  10) numerisch ausgewertet und so die folgenden Werte 
ffir V (0, s/~) gefunden. 

f irm ~ [ [  o,o 011 0,2 ] 0 , 3  10,4[ 0,5 I 0,6[ 0,7[ 0,8[0,9]1,0 

a.V(O,~f~) . . .  ~ 1,64 1 , 3 S ~ [ 0 , 7 4  0,61 0,48 0,33 0,00 

Dabei ist a = 192 r~/jr 3. Noch deutlicher als diese Tabelle zeigt die 
nachstehende graphische Darstellung die Abweichung dieser theoretischen 

Verteilungsfunktion yon den yon 
l I T a m m a n n  und Crone bei Aluminium 

z,0 \ ~. ..... und Cadmium beobachteten Vertei- 
',, lungsfunktionen~). Statt der beiden 

l ~ ,/ ', in TC. angegebenen Xurven ist in der 
\ Fig. 2 nur eine aus ihnen abgeleitete 

, ,,mittlere" Knrve neben der voll aus- 
t 

, ,  \ gezogenen theoretisehen Kurve strieh- 
\ ', liert so eingezeiehnet, dab beide die 

/ ", gleiche Fl~ehe begrenzen. Da nieht 
. '  ~ gut angenommen werden kann, dab 

a,s l,a beinahe alle kleinen Sclmittfl~chen der 
~--:-> Beobachtung entgangen sein sollten, 

Fig. 2. SO lal~t sieh der in Erseheinung ge- 

tretene krasse Widersprueh zwisehen Theorie und Beobachtung nur durch 
eine Ab~nderung der Grundannahmen oder eine etwas weniger summarische 
theoretische Entwicklung oder beides zugleieh beheben. 

Zusammen[assung. unter  der Annahme kugelfSrmiger Kristalle 
wird der yon v. GSler and Sachs bereits angedeutete Widerspruch ihrer 
au~ den Tammannsehen  Annahmen beruhenden Theorie der Kxistallisation 
mit den von T a m m a n n  und Crone gemachten Beobaehtungeu streng 
naehgewiesen. 

1) GS., S. 283, Gleichung (10). -- 2) TC., S. 292. 
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Zusatz. Die Uberlegungen, die schliel~lich die Gleichungen (1) bzw. (2) 

geliefert haben, sind besonders einfaeh, wenn man annimmt, da~ die Kugeln 

alle dense]ben :Radius r haben. Bedeutet niimlieh c die Anzahl der in der 

Volumeneinheit enthaltenen Kugeln, dann hat  man re_it denselben Be- 
zeichnungen wie oben offenbar: 

Da wieder 

so wird : 

o.c. A x = v ( e ) .  A@. 

2 c e  . O ~ o G r .  

Entspreehend wie frtiher erh/ilt man daraus wieder: 

C 
v ( / )  = 

i 

1/~ ~ / 


