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Einleitung 
X sei eine analytische Menge in einem Gebiet eines komplexen Zahlen- 

raumes. Mit Hilfe der zu X geh6rigen Idealgarbe definiert GRAUERT in [1] 
und [2] eine Garbe f2, von Keimen holomorpher Pfaffscher Formen auf X. 
W~ihrend man diese Definition als ,,algebraisch" bezeichnen kann, gibt Rossl 
in [6] unter Benutzung des Tangentialraumes von X (s. [3], [6]) eine eher 
,,geometrische" Definition einer Garbe f2 0 von Keimen holomorpher  Pfaff- 
scher Formen auf X. 

Zwei weitere M6glichkeiten, Garben von Keimen holomorpher  Pfaffscher 
Formen auf X einzuffihren, sind die folgenden : (9 sei die Strukturgarbe von X 
und ~ die Garbe der Keime holomorpher Vektorfelder auf X;  mit O h bezeich- 
nen wir die Garbe Homo(Q, 0). Ist X~g die Singularit~itenmenge von X und 
f 2 ( X -  X~o ) die Garbe der Keime holomorpher Pfaffscher Formen auf der 
Mannigfaltigkeit X - X~o, so bezeichnen wir die 0-te Bildgarbe von f2 (X  - X~o ) 
bzgl. der kanonischen Injektion von X -  X~g in X mit f2b. 

Es gilt 

O, IX - X~g = f~gt X - X~g = OhIX  - Xsg = f2bl X - X ,g  = O ( X  - X~g). 

Ferner erh~ilt man ein kommutatives Diagramm 

~g ~ 

f2. " ~ " , f2 b 

mit kanonischen (9-Homomorphismen 0, a, z und ~; dabei ist 0 stets surjektiv 
und • stets injektiv. Die vorliegende Arbeit besch~iftigt sich mit der Unter- 
suchung dieses Diagramms; mit dem Studium von a wird speziell eine von 
Rossl in [6] gestellte Frage behandelt. 

Eine Aussage fiber die Injektivitat bzw. Bijektivitat von e liefern Satze von 
SCHEJA (Satz I bzw. das Korollar  zu Satz III in [7]), sofern es gelingt, die 
homologische Codimension yon f2 a in den singul~iren Punkten von X zu be- 
stimmen. Ffir vollstiindige Durchschnitte geschieht dies in § 2. Damit er- 
h~ilt man : 

X sei in x ~ X  vollstdndiger Durchschnitt .  Gilt codimxX~g>2 (bzw. 
codimxX~g > 3). so ist e x injektiv (bzw. bijektiv).  
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Hieraus ergibt sich fiir den Fall codimxX~g > 2 die Bijektivit~it von Ox und 
die Injektivit~it von ax und ffir den Fall codim~Xso ~ 3 die Bijektivit~it von 
Qx, trx und zx. 

In § 3 werden Beispiele angegeben, welche die Scharfe der Satze in § 2 
erweisen. Die in § 2 gewonnenen Aussagen fiber die Injektivit~it von a sind 
allerdings zu schwach. In § 4 wird gezeigt : 

Ist  X eine Hyperfl?iche, so ist tr stets injektiv. 
Den Autoren ist kein Beispiel bekannt, ffir das a nicht injektiv ist. 
Vermerkt sei noch, dab die in § 1 eingeffihrten Differentialformen sich auch 

ffir h6here Grade definieren lassen; ffir den Fall der holomorphen Differential- 
formen vom Grad 2 kann man darfiber hinaus die (2berlegungen des § 2 
/ibertragen. 

§ 1. Garben von Keimen hoiomorpher Pfaffscher Formen auf komplexen Riiumen 

In der Literatur finden sich verschiedene Definitionen ffir holomorphe 
Pfaffsche Formen auf komplexen R~iumen. In diesem Paragraphen sollen vier 
mSgliche Definitionen angegeben werden. Unseren Betrachtungen liegt dabei 
stets ein reduzierter komplexer Raum zugrunde. Von GRAUERT (vgl. [1], [2]) 
stammt die folgende Defnition : A sei eine analytische Menge in einem Gebiet 
G des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes C", (9 die Strukturgarbe 
von G, ~ die Idealgarbe von A, und f2(G) bezeichne die Garbe der Keime holo- 
morpher Pfaffscher Formen auf G. Dann sei fiir x e G 

= , o x =  h dfo + g o , o ,  
0=1 a = l  

Die Kollektion der R~ definiert eine Untergarbe ~/yon fJ(G). 
Definition 1. (nach GRAUERT-KERNER, Def. 1.2 in [2]). (2,(A) : = (2(G)/RIA 

heiflt die Garbe der Keime yon holomorphen Pfaffschen a-Formen auf  A. (Der 
Index a soll an die algebraische Konstruktion der Differentialformen erinnern.) 

GRAUERT-KERNER zeigen (Satz 1.2 in [2]), dab ~?,(A) unabh~ingig vonder 
Einbettung yon A definiert ist. Man kann daher ffir jeden komplexen Raum X 
die Garbe 9,(X) der Keime holomorpher Pfaffscher a-Formen definieren. 
~,(X) ist eine kohiirente analytische Garbe; ist Xsg die Singularit~itenmenge 
yon X, so stimmt f2,(X) fiber der Mannigfaltigkeit X -  X~g mit der ,,klassi- 
schen" Garbe 9(X - X~g) der Keime holomorpher Pfaffscher Formen fiberein. 

Wir wenden uns nun einer yon RossI in [6] gegebenen Definition fiir holo- 
morphe Differentialformen auf komplexen Riiumen zu. A sei wieder eine 
analytische Menge in einem Gebiet G eines C". Wit definieren 

S(A) : = {(al . . . .  , a~, z) ~ C 2"; z e A, ~ a~ (z) = 0 ffir alle f e ~ } .  
v = l  17Zv 

n sei die durch (a s . . . . .  a, , ,z)-~z definierte Abbildung von S(A) auf A; 
dann heiBt der Vektorraum S(A),,: = n - 1  (x), x e A, der Tangentialraum von A 
24 Math. Ann, t67 
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in x und (S(A), n) der Tangentialraum fiber A. (S(A), re) ist unabh~ingig yon 
der Einbettung von A, d. h. : Gibt es eine analytische Menge B in einem Gebiet 
H eines C m und eine biholomorphe Abbildung ~o : A -o B, so existiert ein biholo- 
morpher Faserraumisomorphismus p:S(A)~S(B),  dessen Beschr~inkung auf 
die Tangentialraume in den Punkten x e A linear ist. Folglich kann man ffir 
jeden komplexen Raum X den Tangentialraum (S(X), 7r) definieren. (S(X), rr) 
ist ein linearer Raum fiber x im Sinne von [1] ; (S(X - Xsg), re) stimmt mit dem 
Tangentialbfindel fiber der Mannigfaltigkeit X - X ~ g  fiberein. Literatur zum 
Begriff des Tangentialraumes findet man bei KAUP [3] und RossI[6]. 

Def'mition 2.(nachRossJ, Def. 4.2 in [6]). Eine holomorphe Pfaffsche 9-Form 
auf der offenen Menge U C X ist eine holomorphe Funktion auf S(U)= S(X)[ U, 
die auf den Fasern S(X),, x E U, linear ist. Dg(X) bezeichnet die Garbe der Keime 
yon holomorphen Pfaffschen #-Formen auf X. (Der Index # erinnert an die geo- 
metrische Definition der Differentialformen.) 

Es ist wieder Dg(X - X~g) = D(X - X~g). Dg(X) l~iBt die folgende Beschreibung 
zu (Theorem 4.3b in [6]): Eine Umgebung U yon x ~ X  sei biholomorph 
~iquivalent zu einer analytischen Menge A in einem Gebiet G eines C". Dann 
definieren wir ffir y e G: 

.~'y : = {o r e f2(G)r; ist to ein Repr~isentant von toy fiber einer zusammen- 
h~ingenden Umgebung V von y, so gilt tol(S(A)[ A c~ V) = 0} : 

Die Kollektion der R~, y e G, definiert eine kohfirente analytische Unter- 
garbe R' von t2(G) (Theorem 4.4 in [6]), und es ist Dg(X)IU isomorph zu 
D(G)/W[A. Mit ~ '  ist auch Og(X) koh~irent. 

U sei eine offene Teilmenge des komplexen Raumes X. Unter einem holo- 
morphen Vektorfeld v fiber U verstehen wir einen holomorphen Schnitt in 
dem Faserraum (S(U), it). Mit ~(X) bezeichnen wir die Garbe der Keime von 
holomorphen Vektorfeldern fiber X. 

Def'mition 3.d~(X) sei die Strukturgarbe yon X. Dann heiflt 

Oh(X): = Home(x)(~(X), C(X)) 

die Garbe der Keime holomorpher Pfaffscher h-Formen auf X. 
@(X) ist eine koh~irente analytische Garbe (Theorem 3.5 in [6]), also auch 

Oh(X) (vgl. Proposition 6, § 2, in [9]). Nach Proposition 5, § 2, in [9] ist der kano- 
nische Homomorphismus 

Oh(X),-+ nom~(x~(~(X)., (O(X)x) 

ffir alle xe X bijektiv. Es gilt wieder flh(X -- X,g) = D(X - X~g). 
Definition 4. U durchlaufe die offenen Teilmenoen yon X. Die durch das 

Garbendatum der Moduln H°(U-X~o,  f2(X-X~g)) definierte Garbe f2b(X ) 
(i.e. die O-te Bildgarbe yon f2(X-X~g) bzgl. der kanonischen lnjektion yon 
X -  X~g in X) heiflt Garbe der Keime yon holomorphen Pfaffschen b-Formen 
auf X. 

Ffir I2~(X) gilt ebenfalls t2b(X- X~g)= f 2 ( X -  X,g). 
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Zwischen f2~, ~2g, Qn und Ob existieren kanonische Homomorphismen, die 
wir jetzt angeben wollen. Es sei x ein Punkt des komplexen Raumes X und U 
eine Umgebung von x, die biholomorph ~iquivalent zu einer analytischen 
Menge A in einem Gebiet G des komplexen Zahlenraumes C" ist. Dann gilt 
ffir jedes y ~ G ~y C R'y, wie man sich sofort fiberlegt. Somit kann man in kano- 
nischer Weise einen surjektiven analytischen Garbenhomomorphismus 

e': ~ o ( u ) - ~ d u )  

definieren, und man fiberlegt sich, dab ~' nicht yon der Einbettung von U ab- 
h~ingt ; damit ist ein analytischer Garbenhomomorphismus 

e:  OdX)-+ O.(X) 

definiert. Q ist surjektiv. U sei wieder eine offene Teilmenge von X und co eine 
holomorphe Pfaffsche 9-Form auf U. Dann l~13t sich ffir jedes offene V C U 
eine H°(V, (9(X))-lineare Abbildung O)v: H°(V, ~ (X) )~  H ° (V, (~(X)) definieren 
verm6ge 

o~v(v)(x): = ~o(v(x)), v ~ n ° ( v ,  ~ ( X ) ) ,  x + v .  

Die Kollektion dieser cov definiert eindeutig ein Element co'¢H°(U,~h(X)). 
Die Zuordnung co ~ co' induziert einen analytischen Garbenhomomorphismus 

o- : ~ . ( x ) - - ,  ~ h ( x ) .  

Ist co ~ H ° (U, O,(X)), so wird durch col U - X~o in eindeutiger Weise ein Element 
aus H ° ( U -  X~g, £2(X- Xsg)) definiert, wodurch ein kanonischer analytischer 
Garbenhomomorphismus 

~ : f2h(X)~ Oh(X) 

gegeben ist. r i s t  injektiv, wie man sofort sieht. Analog definiert man den 
kanonischen analytischen Garbenhomomorphismus 

e : g2a(X)-+ Ob(X)  . 

Wir erhalten damit das folgende kommutative Diagramm: 

/ \ 
~ ( x )  . . . . .  , , ~ b ( x ) .  

Die folgenden Paragraphen sind dem Studium der Abbildungen ~, Q, a ge- 
widmet. Die Aussagen fiber a geben dabei eine Antwort auf eine vonRossI 
gestellte Frage (letzte Zeile von§ 4 in [6]). 

§ 2. Ein Satz fiber die Injektivit~it bzw. Bijektivit~t von 

In diesem Abschnitt wird eine Aussage fiber e im Fall von ,,vollst~indigen 
Durchschnitten" bewiesen. 

Ein komplexer Raum heil3t ein vollstdndiger Durchschnitt im Punkte x ~ X, 
wenn eine Umgebung U yon x biholomorph ~iquivalent zu einer analytischen 
24* 
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Menge A in einem Gebiet G eines C ~ ist und der Halm ~x der zu A geh6rigen 
Idealgarbe 3 von n - d i m x X  holomorphen Funktionskeimen erzeugt wird. 
Gilt n - dimxX = 1, so heiBt X eine Hyperfliiche in x. Ist X injedem Punkt x e X 
ein vollst~indiger Durchschnitt (bzw. eine Hyperfl~iche), so nennen wir X einen 
vollst~indigen Durchschnitt (bzw. eine Hyperfl~iche). 

Zum Beweis des angekfindigten Satzes ben6tigen wir die Begriffe der 
homologischen Dimension hd und der homologischen Codimension codh. Dazu 
sei auf die Standardliteratur der homologischen Algebra verwiesen (z. B. [5]). 
Wir bemerken, dab man sich bei der Berechnung der homologischen Dimension 
des Halmes (bx einer fiber einem Gebiet G eines C ~ koharenten analytischen 
Garbe (5 auf freie Aufl6sungen beschr~inken kann (§ 4 in [7]). Ferner machen 
wir im weiteren Gebrauch vonde r  folgenden Aussage: Ist ~ eine tiber einer 
analytischen Menge X in einem Gebiet G eines C" (9(X)-kohiirente Garbe, 
dann ist die triviale Fortsetzung if9 yon eb nach G (9(G)-koh~irent, und ffir 
alle x e X gilt (Theorem 28, Kapitel 9 in [5]): 

(0) codhx~ = codh~(~ = n - hdx~ .  

Satz 1. Der komplexe Raum X sei ein vollstdndiger Durchschnitt im Punkte 
x ~ X. 1st codimxXsg : = dimxX - dimxX~g > 2, so ist ~ : 12a(X)x--* Ob(X)x in- 
jektiv ; gilt codimxXsg >___ 3, so ist ~ bijektiv. 

Beweis. Satz 1 wird mit Hilfe von Satz I u n d  dem Korollar zu Satz III aus 
[7] bewiesen. Wir dfirfen dabei offenbar folgende Annahmen machen: 

(a) X ist eine k-dimensionale analytische Menge in einem Gebiet G eines C" ; 
(b) Ist (9(G) die Strukturgarbe yon G, so existieren n - k Elemente f l . . . .  , f ~-k 

aus H°(G, (9(G)), welche in jedem Punkt x' ~ X den Halm ~ ,  der Idealgarbe 
yon X erzeugen ; 

(c) in jedem Punkt x' ~ X ist codimx, X,g _>_ 2 (bzw. > 3). 
Im weiteren schreiben wir statt (9(G) einfach (9. Es sei x e Xsg. Das Ideal ~ 

besitzt eine Syzygienaufl6sung kleinster L~inge: 
~(o)  ~ ,,~ 

(1) 0_+(9~ ~,~, ,(9~d-,_~... ~<",o~ ° ,o~-~,, .  

d ist dann die homologische Dimension yon ~x :d = hd,~.  Mit Hilfe der 
Sequenz (1) konstruieren wir eine Syzygienaufl6sung yon ~, .  

Die Komponenten der Abbildung q~(O, 1 < i<d,  bezeichnen wir mit 
¢p~) . . . . .  q~i~_ ,. Es sei h,o: = 4o ~°~ (0, ..., 0, 1, 0 . . . . .  0), 1 =< v o _<_ qo ; dabei nehme die 
1 die Vo-te Stelle ein. Ffir ein Element t/~ ~ gilt dann 

n - k qo n 

t I = ~. g~df ,  + ~, h~o0%o, g~ ~ (gx, a~o = ~. a~ozdzz, a~oz~ (9~, 
~ = 1  v o = l  A = I  

Es sei po:= ( n -  k)+ nqo, und die Abbildung ~¢ol: (9~o~ ~x sei definiert durch 
die Zuordnung 

/ , l = l  

I (°) ist surjektiv. Wir berechnen den Kern von ~(o); es sei also ~o)(g~, a,oz ) = 0. 
n - k  

Dann gilt auf X ~, o~df ,  = 0. Da die d f ,  in den gew6hnlichen Punkten von 
/~=1 
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X linear unabh~ingig sind, folgt gge gx, 1 < # < n - k .  Somit besitzen die 
gg eine DarsteUung qo 

gg = ~., uA(~'o)h.o, A(')+ 6o /,L v 0 X ° 

vO = i 

Die folgenden drei Gleichungen sind ~iquivalent: 

2 = 1 \ / / = 1  ~o=luAvo hvo-ff~-z~ +vo~=lhVoavo dz~=O,  

qo / . - k  8fg a] 
v~=lh~o[,,~lgA~lo)--~z-z~ + a ~ o / = 0  (1 _-<2< n), 

a,a '~ ; A  (1>'~ 

a2z / + g E l  
• "-* 8 f .  gA(21). 

= ~ = tp(1)(aB~I) ' u ( l ) ~  •..~ ,~uqt 1 

/1( 1 ) 
~kaqok/  ~w-qo / 

~(1)~ (aB(11), ..., a,~q~ j ~ Oqx ~, 1 < ). -< n. Es sei Pt : = (n - k) qo + nql. Dann liefert die 
Zuordnung 

A(1), u(1)~ 
g Vo ~;~'vl )' 

(~f~=° lgA*o h'o' "-k d f o) - ~7 ~ J g  A ( l ) + . . ( ~ ) / u ( ~ )  (1) 

=(co(o)(gA(11) ' A(1), _ ~  ~fg ~(1) . .~( , ) ,  B(,) B(1))~ "" ' , ' -qo" - ~ z  g~vo ~o~,X I , ' " , a  q,.j  g = l  
.-~(0) einen surjektiven H omomorphismus  4~ (1): d ~ ' ~  Kern~v . Wir berechnen den 

Kern von ~(t), Es sei also ff~(~)t A (~) R(~) - -  ,~--~o,a~'~)=0 ( l < 2 < n ) .  Dann  folgt 
~p(o)¢ AO) A(~h--0 fiir alle/~ und das bedeutet:  

~.g 1 ~ . . . ~  t a . ~ q o  / - -  v 

i =., ,(~)¢ ,~(2) ,~(2) 

\,u- -qo / 
(gA(~ 2) . . . . .  .A(q 2)) ~ Cq~', 1 <___ ~u <= n - k. Weiter gilt: 

q)(1)(). B(1), B (1)'~ _ n~g (~fg q)(1)(p A(2) '  .... z q , , -  g~=: 8z a ..., gA(~)), 1 <,k <- n, 

. . . . .  i g=z~ 1 ~Z). : + q)(2)()B(2) ' 2) 
o ( 1 ) 1  ~ A ( 2 ) ]  \ k ' - ' q~  / \ g - - q ~  / 

(aB(~ ~), u(2)) ~ ~q~, 1 < 2 < n. Es sei p2 : = (n - k)q~ + nq2. Dann liefert die 
Zuordnung 

A(2) R(2)'t _¢. 
p'~-vt ~ AL~'V2 ] 

t (p n - k  v~ 0 f .  ~ (2 ) . . . (  2), B(2) u(2)~ 
- '  i*o)(g i 2_. T L - z  . . . .  "" ":~ g'*ql ~ p = l  k ~ 2 " ~ " q 2 /  
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einen surjektiven Homomorphismus ~(2):  (~0xP2 ~ K e m  4) "). Analog erhiilt man 
sukzessive surjektive (9~-Homomorphismen 

~ ( i )  : ~xtoPi - ~  . . . . . . .  Kern tb (i- 1) --C ~/on,- 1, 2 _< i =< d, Pi : -~ (n - k )q i_  1 + n qi ,  

verm6ge der Zuordnungen 
A") u .h  p'~vt- l~ )/t 'Jvt] 

[ . a . - u [  Ati) ~"-k 8 f ~  . )  )) 
~'V'v,-2 ,Ul ' l  , t , A ~ i : - t ) , < - l ) i u =  1 " " ,  / , 

(~,A]i), . . . ,  ~,A(q'~_ ,) E _.tO"-', 1 =< # <_ n -- k, (~B~'], .. ., xB~i:) ~ (9~', 1 < 2 _< n. Wir be- 
rechnen nun den Kern von #(a) Ist *(a)t A (a) u(a) • _ ..._,.._ ~, ~._...) = 0, so folgt 

~o ~d- " ( . A ~  ~ ,  a (d~ ,) = 0 • " "~ P ' - q a  - 

ffir alle p, und das bedeutet: 

A(d) = qa(d)(.A(1 d + 1) . . . . .  uA(qa+ 1)), 

I 1 q d -  1 

(~A~ d+~) ACd+ U) e g)~ ~, 1 < = ~ < n - k .  Weiter gilt , • . .  ~ tt*~qa 

n - k ~  

.,d,O ~ B(a) u(ah _ ( _ l)d + 1 .. ,l(a + 1 h w ~ ~ . . . . .  ~"q~-- ~ ~P(~)(~A(~ "+~), .,u--q~ .,  
~=1 

1 _< 2 _< n, und daraus folgt 

. - k  O f .  ~A(~a+ ~) 
i , l < 2 < n ,  

: E 7Lz  \ A(.+, l~(d) l ~ = 1 
\ , ~ a ' * q a  / x #  qa 

weil ~o ¢~ injektiv ist. Es sei pa+ ~ : = (n - k)qn. Dann liefert die Zuordnung 

( . 4 ,a+xh_~( . . ( a )  t a ( a +  # a +  1)a+ , ~ Of..,~(a+x)~ 
g--Va .' V va- l~'g 2al 1), . . . ,  la--qa 1)), (__ .=/~1 OZ). #--Va / 

einen surjektiven Homomorphismus #(n+ ~)" ~ " + ' - - * K e r n #  (n). ~(~+ x) ist in- 
jektiv, well ~o (d) injektiv ist. Wir haben damit eine exakte Sequenz 

(2) 0~d)x~a+, .,a+,, ,(.0~.~..- 0(" ,d)~ o .(o, > R . ~ 0 .  

Aus (2) erhalten wir dann sofort die exakte Sequenz 

Nun ist a ( 6 ) x =  und = (&(X))., wobei &(X) die 
triviale Fortsetzung von a . (X)  nach G bedeutet. Dann gilt h d . ~ . ( X ) <  d + 2. 
Es ist hd .~  = d. Bezeichnen wir mit O(X) die Strukturgarbe von X und mit 
~(X) ihre triviale Fortsetzung nach G, so folgt aus (0), da O(X). ein Macaulay- 
ring ist (vgl. [8], [11]): 

k = dimxX = codhxg~(X) = n-hdxt~(X), hdx(~ (X) = n - k > O. 
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n sei die Pro jek t ion  von (9(G) auf  ~O(G)I~ = d3(X). N a c h  T h e o r e m  13 in [5], 
Kapi te l  7, folgt dann  wegen hdx(~(X ) > 0, dab  

d = hdx~  = hdxKern  n = hdx~(X)  - 1 = n - k - 1 

gilt. Also erhal ten wir hdxOa(X) < n - k + 1, codhxOa(X ) = n - hd~Oa(X) > k - 1. 
Auf  G r u n d  yon  (b) gilt codhx, O~(X) > k - 1 fiir alle x '  e X~g. Wegen (c) gilt f/Jr 
alle x '  ~ X~g k ~ dim~,Xsg + 2, codh~,f2a(X) > k - 1 > dim:,,X~g + 1, und  nach 
Satz I in [7] folgt hieraus, dab  e~ injektiv ist. Analog  schlieBt m a n  mit  Hilfe 
des Koro l l a r s  zu Satz I I I  in [7], dab  ~ im Falle codim~,X~g ~ 3 fiir alle x '  ~ X~g 
bijektiv ist. 

Aus Satz 1 ergibt sich sofort  
Satz  2. Voraussetzungen wie in Satz 1. Ist codimxXs0 > 2, so ist ~ bijektiv 

und a~ injektiv. Ist codim~X~g > 3, so sind Qx, a~ und z~ bijektiv. 
Bemerkung 1. Die Aussagen yon Satz 1 und Satz 2 gelten sofort  fiir eine 

U m g e b u n g  yon x. 
Bemerkung 2. Der  Beweis ftir die Injektivit~it yon ex in Satz 1 k a n n  unter  

U m g e h u n g  der S~itze von Scheja auch durch  eine einfache direkte Rechnung  
abgeleitet  werden. 

§ 3. Gegenbeispiele 
In diesem P a r a g r a p h e n  solt an  H a n d  von Beispielen die Sch~irfe der  S~itze 1 

und 2 diskutiert  werden. 
(a) Beispiel einer Hyperfldche X, fiir die codim X~g = 1 gilt, die Abbildung Q 

jedoch nicht injektiv ist. Es sei f :  = z 2 - z 3 und X : = {(zl, z2)~C 2 ; f (zl ,  z2) = 0}. 
X ist eine Hyperfl~iche mi t  X~g = {(0, 0)}. 

~ f  ~ t3f t3 _ 3z 2 2zl Oz2 
v ' -  ~zz ~zl Oz~ Oz2 

liefert bei Beschrankung  auf  X offenbar  ein Element  aus H°(X, ~(X)), welches 
in j edem P u n k t  x ~ X -  X~o den Tangen t i a l r aum S(X)~ erzeugt. An v liest 
m a n  ab, dab  c o : =  2z22 d z l -  3zlz2 dzz eine h o l o m o r p h e  Pfaffsche F o r m  auf  
C 2 ist, die zu H°(X, R') geh6rt .  Ware  der  yon o9 in 0 = (0, 0) erzeugte K e i m  o9o 
ein Element  von Ro, so miiBte sich 09 in einer U m g e b u n g  U yon 0 schreiben 
lassen in der  F o r m  09 = g d f  + fog' mit  g ~ H°(U, (~(C2)), O9' ~ H°(U, I2(C2)). 
D a n n  wiirde auf  X n U gel ten:  

og=gdf  =2gzldz  1 -3gz2dzz ,  9= - - .  
z1 

Die Funk t i on  z--~22 ist auf  X zwar  stetig, aber  nicht ho lomorph ,  womi t  ein 
z~ 

Widersp ruch  abgeleitet  ist. Also gilt to o ¢ Ro, und Qo ist nicht injektiv. Mit  Co 
ist auch eo nicht injektiv. 

(b) Beispiel eines perfekten ~ komplexen Raumes X, fiir den codim X~g= 2 9ilt, 
Q jedoch nicht injektiv ist. Es sei f l  :=  z3 2 - z2z4, f2  : =  z24 - z1z3, fa : =  zlz2 - 

t Ein komplexer Raum X heiflt perfekt, wenn der Halm d)(X)~ der Strukturgarbe ~)(X) injedem 
Punkte x ~ X ein Macaulayring ist. 
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- z3z,,, und X : = {z e C ' ;  f l (z)  = f2(z) = f3(z) = 0}. Es ist X,g = {(0, 0, 0, 0)}. 
KOESTNER zeigt in [4], dab X ein 2-dimensionaler normaler, folglich perfekter 
(s. [ 11], S. 397) komplexer Raum ist, die Funktionen f l ,  f2, f3  das die Menge X 
in 0 = (0, 0, 0, 0) definierende Ideal ~o erzeugen und dab X kein vollst~indiger 
Durchschnitt ist. Es gilt 

0 - - z  4 2z 3 ) - -  z 2 

/{0jilt '= - z 3  0 - z l  2z ,  . 

z2 zl - - z  4 - - z 3 /  

Die Beschr~nkungen der holomorphen Vektorfelder 

v ~ : = - 2 z ~ + z  2 0 z  2 - z,, Oz4 ' 

v2 : = 3z4 Oz I + Z2 ~ + 2Z3 63Z----4-' 

v3: = - 3z3 ~ - -  - 2 z 4  zl 
Oz3 0z4 oz2 

auf X sind Etemente von H°(X, ~(X)), die in jedem Punkt x ~ X - X~g den 
Vektorraum S(X)x erzeugen. Wir betrachten die folgende holomorphe Pfaff- 
sche Form auf dem C4: co :=  zzdz 1 + 2z 1 dz 2 - 3 z , , d z  3. co annulliert auf X 
alle vi (i = 1, 2, 3) und verschwindet in 0, also gilt co ~ H°(X, R'). Ware der von co 
in 0 erzeugte Keim coo ein Element von Ro, so miiBte sich co in einer Umgebung 
U von 0 schreiben lassen in der Form 

3 3 
co= ~. g~df~+ E f .co .  

v=l p=l  

mit 9 ~  H°(U, d)(C'*)) und co#~ H°(U, f2(C4)). Auf X n  U mtiBte dann gelten 

Z 2 =  --  Z3O 2 + z z g 3  

2zI = - z491 + zig3 

- 3 z 4 =  2Z3g 1 -- Z l g 2 - - z 4 g  3 

0 = -z291 +2z492-z393 .  

Auf Grund der 1. Gleichung ware 93 (0, z2, 0, 0) - 1 und auf Grund der 2. Glei- 
chung 93 ( z ,  0, 0, 0) ~ 2. Das widerspricht sich offenbar. Also gilt coo ¢ Ko, 
und 0o ist als nicht injektiv nachgewiesen. Es folgt, dab auch ~o nicht injektiv 
ist, woraus sich tibrigens nach Satz 1 wiederum ergibt, dab X kein voltst~indiger 
Durchschnitt ist. Der Grund daftir, dab eo nicht injektiv ist, liegt - -  syzygien- 
theoretisch gesehen - -  darin, dab die Differentiale df~, die bei vollst~indigen 
Durehschnitten wegen ihrer linearen Unabh~ingigkeit in den gew6hnlichen 
Punkten praktisch keine Rolle spielen, die Liinge der Syzygienaufl6sung im 
Falle des angegebenen Beispiels vergr6Bern. Deshalb ist auch zu erwarten, dab 
die Surjektivit/itsaussage fiir e in Satz 1 echt an die Bedingung des vollst~indigen 
Durchschnitts gekntipft ist. 
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(c) Beispiel einer H yperfliiche X, J~r die codimX~o = 2 gilt, a jedoch nicht sur- 
jektiv ist. Es sei f :  = z~ - z l z  2 und X : = {z e C 3 ; f(z) = 0}. X ist eine Hyper- 
fl~iche mit X~o = {(0, 0, 0)}. Es ist g r a d f  = ( -  z2, - zl, 2z3). Wir definieren : 

vl : =2z l  Oz~ + z3 0z3 ' 

0 
v2" = 2 z 2 ~  +z3 ~z3 ' 

v3 : = 2z3 Ozt + zz ~z---~' 

V 4 " =  2Z 3 ~ + z l  t3Z3 ' 

man prfift leicht nach, dab die Beschr~inkungen der Vektorfelder v~ auf X 
Elemente von /4 o (X, ~(X)) darstellen. Im weiteren kennzeichnen wir Be- 
schr~inkungen von Vektorfeldern oder Funktionen auf X durch einen Quer- 
strich fiber dem betreffenden Symbol. 

Behauptung 1. va, /)2, /)3, /)4 sind ein Erzeugendensystem von ~(X)o 
(0 = (0, 0, 0)). 

Beweis. Wir mfissen zu einem beliebigen Element u e ~(X) o eine Dar- 
stellung u =  ~ a , ~  mit a~6 (9(X) o finden, u~ ~(X) o sei also vorgegeben. 

Dann gibt es eine C3-Umgebung U von 0 und ein Vektorfeld v ~ H°(U, ~(C3)), 

b _ ~ _  ~ derart dab der Keim yon ~ in 0 gleich u ist. Es sei v = a -~--~-1 + 0z2 + c 8z~-" 

Dann gilt - z 2 a -  z lb  + 2z3c = (z~ - zlz2)g mit in einer Umgebung yon 0 
holomorphem g. z2a tiegt in dem yon z 1, z 3 erzeugten Ideal, entsprechend zlb 
in dem yon z 2, z 3 erzeugten Ideal. Daraus folgt a = a~z 1 + a2z3, b = b~z 2 + b2z3, 
wobei die a~ und die bj in einer Umgebung von 0 holomorph sind. Es sei 

a~ a2 ~ _  ~ w : = -~- v 1 + ~- / )3  + v2 + v 4. Dann gilt v - w = d - ~ z  3 , wobei d in 

einer Umgebung V von 0 holomorph ist. Nun ist g - ~ e H ° ( V c ~ X ,  ~(X)).  
Daraus folgt 2Y3d= 0, d =  0, womit Behauptung 1 bewiesen ist. 

Behauptung 2. Durch die Zuordnungen v ~ 3 J ~ ,  ~--*~3f-~, v3--*~J~, 
v 4 ~ f ' - z  ( f ,  sd)(C3)o) ist (bei homomorpher Fortsetzung auf ~(X)o) ein 

Element 09o s Hom¢(x)(~(X), (9(X))o def'miert. 
4 

Beweis. Wir mfissen zeigen : Gilt ffir ein Vektorfeld v = }-" h~v, mit in einer 
"0=1 

Umgebung von 0 holomorphen Koeffizienten h, g = 0, so ist 

(3) E~3 .~  + ~ J ~ 2  + h 3 ~ f t  + h'a~f2z = O. 

Dann ist COo ein wohldefiniertes Element aus Homrtx)o(~(X)o, (9 (X)o) und damit 
4 

aus Hom~(x)(~(X), d)(X))o=f2h(X)o. Es sei also v =  Y', hvv~ und g = 0 .  Es 
V=I 
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folgt hl z i + h3z 3 = 0~ (232  - -  Zl Z2) , h2z ~ + h4z 3 = fl(z~ - z l z z ) ,  wobei a, fl in einer 
Umgebung von 0 holomorph sind. Dann ist 
(4) zl(hI + az2) = z3(az3 - h3), z2(h2 + f l z l )  = z3(flz3 - h4). 

Da O(C3)o ein faktorietler Ring ist und z ,  z2, z3 in (9(C3)o Primelemente sind, 
folgt 

g l z a = h l  + a z 2 ,  g 2 z 3 = h 2 + f l z l ,  (5) 
g3Zl = ~Z3 -- h3, 94z2 = flz3 -- h4 

mit in einer Umgebung von 0 hotomorphen g~. Setzt man (5) in (4) ein, so folgt 
ZI~IZ 3 = Z3~3ZI, Z2~2Z 3 ~--- Z3~4Z2, also 9i = 93, g2 = g4. Damit hat man 

(6) hi --- gl z3 - ~2:2 ' h2 =g2z3 - f l z l '  

h a = o ~ z 3 - g l z l ,  h 4 = f l Z a - g E Z 2 .  

Wir setzen (6) in (3) ein und erhalten 

(~ ~ - ~z2z3 + ~z2z3 - ~ r ,  ~ )  + E ( ~  - ~ + ~ r , ~  - ~ r ,  ~ )  = 0 ,  

q.e.d. 

Behauptun# 3. Fiir f l  : = 1 und f2 : = z3 liegt der auf Grund von Behaup- 
tung 2 definierte Keim o) 0 nicht in ao(f2g(X)0). 

Beweis. Lage O)o in ao(Og(X)o ), so g~ibe es eine in einer C3-Umgebung von 0 
holomorphe Pfaffsche Form t/: = a d z  i + b d z  z + c d z  3 mit ao(t/o + !~t;)= co o. 
Dann mfiBte gelten ~ = 2B~ + c z  3 = Z 3 ,  '~ '(Vi)  = 2T)~ + c z  3 = g~ oder 

(7) 23z l  + cz3 = z3 + A(z~ - z l z 2 ) ,  

(8) 2bz  2 + c z  3 = z z + B(z~ - z l z z ) ,  

wobei A, B in einer C3-Umgebung von 0 holomorph sind. Indem man 
zl = zz = 0 setzt, folgt aus (7) c(0, 0, z3) z 3 = z 3 + A(0, 0, z3)z  ~ ; das bedeutet, 
c ist eine Einheit. Dann folgt aus (8), dab z 3 in dem von z~ und z z aufgespannten 
Ideal liegt. Widerspruch! Damit haben wir gezeigt, dab %: f2g(X)o~f2h(X)o 
nicht surjektiv ist. Insbesondere ist dann auch eo nicht surjektiv. 

§ 4. Ein Satz tiber die Injektivifiit von a ira Falle von Hyperffiichen 

In § 3 haben wir gezeigt, dab die Aussagen des Satzes 1 fiber die Abbildung e 
in gewisser Weise als scharf zu bezeichnen sind. Beispiel (c) aus § 3 beweist 
darfiberhinaus, dab die Aussage yon Satz 2 fiber die Surjektivitat yon a zu- 
mindest fiir vollst~indige Durchschnitte im allgemeinen nicht versch~irft 
werden kann. Hingegen ist die in Satz 2 fiber die Injektivit~it yon o- gemachte 
Aussage in keiner Weise ersch6pfend, wie in diesem Paragraphen am Beispiel 
der Hyperfl~ichen gezeigt werden soil. Im fibrigen ist den Autoren kein Beispiel 
bekannt, ftir das a nicht injektiv ist. 

Sa t z  3. X sei eine analytische M e n g e  in einem Gebiet G eines C n. Fiir x e Xsg 
sei die Einbettungsdimension yon X gleich n. Es sei vQ = ( @ . . . ,  v~), 1 < Q < r, 
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eine Menge  yon Vektorfeldern iiber einer Umgebung U C X yon x, die in jedem 
Punkt  y ~ U -  X~g den Tangentialvektorraum S(X)y erzeugen. Dann ist 

genau dann nicht injektiv, wenn es ein v o und Elemente o h . . . . .  ~ o -  1, ~vo+ 1, ..., 
~n s (~(G)x gibt, derart daft f i ir  0 = 1, ..., r gilt: 

v~ ° = ~, ~v~ modax  ; 
v = l  
v#VO 

dabei bezeichne ~x das die Menge X in x definierende Ideal. 
Beweis. t~x ist genau dann nicht injektiv, wenn es in einer Cn-Umgebung V 

yon x eine holomorphe Pfaffsche Form w = £ fl~dz~ gibt, ffir die gilt: 
v = l  

1) ffir alle y s X c~ V -  Xsg ist e~r ~ R'y , 

2) es existiert ein Vo mit fl~o = 1. 

Hieraus ergibt sich sofort Satz 3. 
Anmerkung zu Satz 3. Vektorfelder v~ . . . . .  v~ mit den in Satz 3 genannten 

Eigenschaften existieren immer, well ~(X) kohhrent ist. In [10], Lemma 15.1, 
hat WHITNEY ein Verfahren angegeben, wie man spezieUe derartige Vektor- 
felder aus einem Erzeugendensystem yon ~x berechnen kann. 

Mit Hilfe yon Satz 3 l~iBt sich jetzt ohne Mfihe der angekfindigte Satz 
beweisen. 

Satz 4. Der komplexe Raum X sei eine H yperfliiche. Dann ist a: f ig(X)-4 f h ( X )  
injektiv. 

Beweis. Offenbar genfigt es zu zeigen : Ist X Nullstellengebilde einer holo- 
morphen Funktion f in einem Gebiet G eines C n und wird das die Menge X 
in x ~ X~g definierende Ideal ~x yon f~ erzeugt, so ist tr x injektiv. 

Die holomorphen Vektorfelder 

~ f  a ~ f  0 
vQ~,:= 8zQ 8z~ ~z~ OzQ l < Q , a < n ,  

besitzen die in Satz 3 verlangten Eigenschaften. Angenommen, tr, sei nicht 
injektiv, Dann existieren ein Vo und Elemente al . . . . .  a,o- ~, a~o+ 1 . . . .  , ~, ~ O(G),, 
derart dab gilt: 

n 

• o ~, • mod~x.  /30~ ~ Otv/;Qt t 
v = l  
v * v o  

o f  
- ct~ ~ mod ~x ffir allev # v o. Folglich gibt es Elemente Daraus folgt ~z~ - CZ~o 

fl~ ~ ¢(G)x mit 
t3f Of 
Oz--  = +P f 

ffir al lev 4= %. Diese Gleichungen implizieren aber ~ + ~ ~ e S(X)x ffir 

v # Vo, d. h. es gibt n - 1 holomorphe Vektorfelder w~, ..., w,_ ~ fiber einer Um- 
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gebung von x, derart dab wl(x), ..., w,_ l(x) linear unabh~ingig sind. Hieraus 
ergibt sich mit Corollar 3.4 zu Theorem 3.2 aus [6]" x ¢ X~g, ein Widerspruch 
zu unserer Voraussetzung! ~,  ist folglich injektiv. 

Zusatz bei der Korrektur: In Vol. 87, Amer. J. Math. (1965), beweist LIPMAN auf S. 896 ffir 
affine algebraische Varietiiten eine Aussage, aus der man unmittelbar ein komplex-analytisches 
Analogon gewinnt, welches zeigt, dab die zu Satz t angegebenen Bedingungen fiber die Codimen- 
sion der Singularitiitenmenge im Falle yon reduzierten vollst~indigen Durchschnitten nicht nur 
hinreiehend sondern auch notwendig sind fiir die Injektivitiit bzw. Bijektivitiit von ex. 
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