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Pfaffsche Formen auf komplexen Riumen

HANSs-JOrRG REIFFEN und Upo VETTER

Einleitung

X sei eine analytische Menge in einem Gebiet eines komplexen Zahlen-
raumes. Mit Hilfe der zu X gehorigen Idealgarbe definiert GRAUERT in [1]
und [2] eine Garbe Q, von Keimen holomorpher Pfaffscher Formen auf X.
Wihrend man diese Definition als ,,algebraisch* bezeichnen kann, gibt RossI
in [6] unter Benutzung des Tangentialraumes von X (s. [3], [6]) eine eher
»geometrische* Definition einer Garbe 2, von Keimen holomorpher Pfaff-
scher Formen auf X.

Zwei weitere Moglichkeiten, Garben von Keimen holomorpher Pfaffscher
Formen auf X einzufiihren, sind die folgenden : O sei die Strukturgarbe von X
und & die Garbe der Keime holomorpher Vektorfelder auf X ; mit Q, bezeich-
nen wir die Garbe Hom, (G, 0). Ist X, die Singularititenmenge von X und
QX - X,,) die Garbe der Keime holomorpher Pfaffscher Formen auf der
Mannigfaltigkeit X — X, so bezeichnen wir die 0-te Bildgarbe von Q(X — X))
bzgl. der kanonischen Injektion von X — X in X mit Q,.

Es gilt

QX - X =Qf X~ X = Q| X -~ X, = Q| X — X, =X - X,).
Ferner erhilt man ein kommutatives Diagramm

mit kanonischen ¢-Homomorphismen g, o, 7 und ¢; dabei ist g stets surjektiv
und 71 stets injektiv. Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Unter-
suchung dieses Diagramms; mit dem Studium von ¢ wird speziell eine von
Rossi in [6] gestellte Frage behandelt.

Eine Aussage iiber die Injektivitidt bzw. Bijektivitit von ¢ liefern Sitze von
ScHEIA (Satz 1 bzw. das Korollar zu Satz IIT in [7]), sofern es gelingt, die
homologische Codimension von @, in den singulidren Punkten von X zu be-
stimmen. Fir vollstindige Durchschnitte geschieht dies in § 2. Damit er-
héilt man:

X sei in xeX vollstindiger Durchschnitt. Gilt codim X =2 (bzw.
codim, X, 2 3). so ist ¢, injektiv (bzw. bijektiv).
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Hieraus ergibt sich fiir den Fall codim, X, 2 2 die Bijektivitit von g, und
die Injektivitit von ¢, und fiir den Fall codim, X, =3 die Bijektivitit von
0y 0, und 7.

In § 3 werden Beispiele angegeben, welche die Schirfe der Sitze in §2
erweisen. Die in § 2 gewonnenen Aussagen iber die Injektivitit von ¢ sind
allerdings zu schwach. In § 4 wird gezeigt:

Ist X eine Hyperflache, so ist o stets injektiv.

Den Autoren ist kein Beispiel bekannt, fiir das ¢ nicht injektiv ist.

Vermerkt sei noch, dafl die in § 1 eingefiihrten Differentialformen sich auch
fiir hohere Grade definieren lassen ; fiir den Fall der holomorphen Differential-
formen vom Grad 2 kann man dariiber hinaus die Uberlegungen des §2
itbertragen.

§ 1. Garben von Keimen holomorpher Pfaffscher Formen auf komplexen Rilumen

In der Literatur finden sich verschiedene Definitionen fiir holomorphe
Pfaffsche Formen auf komplexen Rdumen. In diesemn Paragraphen sollen vier
mbgliche Definitionen angegeben werden. Unseren Betrachtungen liegt dabei
stets ein reduzierter komplexer Raum zugrunde. Von GrAUERT (vgl. [1], [2])
stammt die folgende Definition: A4 sei eine analytische Menge in einem Gebiet
G des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes C", ¢ die Strukturgarbe
von G, 3 die Idealgarbe von A4, und £(G) bezeichne die Garbe der Keime holo-
morpher Pfaffscher Formen auf G. Dann sei fiir xe G

ﬁx: = {wer(G)x; W, = Z hgdfg+ Z 9sPo»
e=1 o= ]

fo 9,630 b€ 0y, 0, € QG),}
Die Kollektion der &, definiert eine Untergarbe & von Q(G).

Definition 1. (nach GRAUERT-KERNER, Def. 1.2 in [2]). Q.,(4): = QG)/K|A4
heifit die Garbe der Keime von holomorphen Pfaffschen a-Formen auf A. (Der
Index a soll an die algebraische Konstruktion der Differentialformen erinnern.)

GRAUERT-KERNER zeigen (Satz 1.2 in [2]), dal} £,(A4) unabhédngig von der
Einbettung von A definiert ist. Man kann daher fiir jeden komplexen Raum X
die Garbe Q,(X) der Keime holomorpher Pfaffscher a-Formen definieren.
Q,(X) ist eine kohdrente analytische Garbe; ist X, die Singularititenmenge
von X, so stimmt Q,(X) iiber der Mannigfaltigkeit X — X, mit der ,klassi-
schen® Garbe Q(X — X ) der Keime holomorpher Pfaffscher Formen iiberein.

Wir wenden uns nun einer vonRossiin [6] gegebenen Definition fiir holo-
morphe Differentialformen auf komplexen Riumen zu. A sei wieder eine
analytische Menge in einem Gebiet G eines C". Wir definieren

S(4):={(ay, ..., a, 2)€ C*"; z€ A, Zav%(z)=0 firalle fe3,}.
v i4

7 sei die durch (a, ..., a, z)—z definierte Abbildung von S(A4) auf A4;
dann heiBt der Vektorraum S(4),: = n~ 1(x), x € 4, der Tangentialraum von 4
24 Math. Ann. 167
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in x und (S(A), ) der Tangentialraum tiber A. (S(A4), ) ist unabhingig von
der Einbettung von A, d. h.: Gibt es eine analytische Menge B in einem Gebiet
H eines C™ und eine biholomorphe Abbildung ¢ : A — B, so existiert ein biholo-
morpher Faserraumisomorphismus  : S(4)— S(B), dessen Beschrinkung auf
die Tangentialriume in den Punkten x € 4 linear ist. Folglich kann man fiir
jeden komplexen Raum X den Tangentialraum (S(X), =) definieren. (S(X), )
ist ein linearer Raum iiber x im Sinne von [1]; (S(X — X,,), 7) stimmt mit dem
Tangentialbiindel {iber der Mannigfaltigkeit X — X, iiberein. Literatur zum
Begriff des Tangentialraumes findet man bei KAup [3] und Ross1[6].

Definition 2.(nachRosst, Def. 4.2 in [6]). Eine holomorphe Pfaffsche g-Form
auf der offenen Menge U C X ist eine holomorphe Funktion auf S(U)=S(X)|U,
die auf den Fasern S(X),, x € U, linear ist. Q(X) bezeichnet die Garbe der Keime
von holomorphen Pfaffschen g-Formen auf X. (Der Index g erinnert an die geo-
metrische Definition der Differentialformen.)

Esist wieder (X — X)) = Q(X — X ). ,(X) laBt die folgende Beschreibung
zu (Theorem 4.3b in [6]): Eine Umgebung U von xe€ X sei biholomorph
dquivalent zu einer analytischen Menge A in einem Gebiet G eines C". Dann
definieren wir fir ye G:

R, ={w, € Q(G),; ist w ein Reprisentant von w, iiber einer zusammen-
hdngenden Umgebung V vony, so gilt w|(S(4)|AnV)=0}:

Die Kollektion der &), y € G, definiert eine kohirente analytische Unter-
garbe ! von Q(G) (Theorem 4.4 in [6]), und es ist Q,(X)|U isomorph zu
Q(G)/K'|A. Mit K’ ist auch Q,(X) kohérent.

U sei eine offene Teilmenge des komplexen Raumes X. Unter einem holo-
morphen Vektorfeld v iiber U verstehen wir einen holomorphen Schnitt in
dem Faserraum (S(U), n). Mit S(X) bezeichnen wir die Garbe der Keime von
holomorphen Vektorfeldern iiber X.

Definition 3.0(X) sei die Strukturgarbe von X. Dann heifit

Q,(X): = Hom«(X)(e(X), 0(X))

die Garbe der Keime holomorpher Pfaffscher h-Formen auf X.

S(X) ist eine kohidrente analytische Garbe (Theorem 3.5 in [6]), also auch
€,(X) (vgl. Proposition 6, § 2, in [9]). Nach Proposition 5, § 2, in [9] ist der kano-
nische Homomorphismus

Qh(X)x i Hom@(x)x(e(x)x’ (O(X)x)

fiir alle xe X bijektiv. Es gilt wieder Q,(X — X, )= Q(X — X))

Definition 4. U durchlaufe die offenen Teilmengen von X. Die durch das
Garbendatum der Moduln H°(U — X, Q(X — X,,)) definierte Garbe £,(X)
(i.e. die O-te Bildgarbe von Q(X — X,,) bzgl. der kanonischen Injektion von
X; X, in X) heift Garbe der Keime von holomorphen Pfaffschen b-Formen
auf X.

Fiir Q,(X) gilt ebenfalls Q,(X — X, )= Q(X — X,).
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Zwischen Q,, Q,, Q, und Q, existieren kanonische Homomorphismen, die
wir jetzt angeben wollen. Es sei x ein Punkt des komplexen Raumes X und U
eine Umgebung von x, die biholomorph dquivalent zu einer analytischen
Menge A in einem Gebiet G des komplexen Zahlenraumes C" ist. Dann gilt
fiir jedes y € G ], C &, wie man sich sofort iiberlegt. Somit kann man in kano-
nischer Weise einen surjektiven analytischen Garbenhomomorphismus

¢": 2, (U)~Q,(U)

definieren, und man iiberlegt sich, daB ¢’ nicht von der Einbettung von U ab-
hiingt; damit ist ein analytischer Garbenhomomorphismus

0:2,(X)->Q(X)
definiert. g ist surjektiv. U sei wieder eine offene Teilmenge von X und w eine
holomorphe Pfaffsche g-Form auf U. Dann 148t sich fiir jedes offene VCU
eine H°(V, O(X))-lineare Abbildung wy : H°(V, S(X))— H°(V, 0(X)) definieren
vermdoge
oy (x): =o(vx), veHV,S(X)), xeV.
Die Kollektion dieser w, definiert eindeutig ein Element o’e H°(U, Q,(X)).
Die Zuordnung w— ' induziert einen analytischen Garbenhomomorphismus
01 2,(X)—2(X).

Istwe H(U, 2,(X)), so wird durch w|U — X, in eindeutiger Weise ein Element
aus H°(U — X, Q(X — X)) definiert, wodurch ein kanonischer analytischer
Garbenhomomorphismus

T Qu(X)— 2, (X)

gegeben ist. 7 ist injektiv, wie man sofort sicht. Analog definiert man den
kanonischen analytischen Garbenhomomorphismus

£:2,(X)—=2,(X).
Wir erhalten damit das folgende kommutative Diagramm :
Q,(X) —— 2(X)
Q k3
2, . 2,%).

Die folgenden Paragraphen sind dem Studium der Abbildungen ¢, ¢, o ge-
widmet. Die Aussagen iiber ¢ geben dabei eine Antwort auf eine vonRossI
gestellte Frage (letzte Zeile von §4 in [6]).

§ 2. Ein Satz iiber die Injektivitiit bzw. Bijektivitiit von &
In diesem Abschnitt wird eine Aussage iber ¢ im Fall von ,vollstindigen
Durchschnitten” bewiesen.
Ein komplexer Raum heiBt ein vollstdndiger Durchschnitt im Punkte x e X,
wenn eine Umgebung U von x biholomorph dquivalent zu einer analytischen
24>
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Menge A in einem Gebiet G eines C" ist und der Halm 3, der zu A4 gehorigen
Idealgarbe J von n—dim, X holomorphen Funktionskeimen erzeugt wird.
Gilt n—dim, X = 1, so heiBt X eine Hyperfldche in x. Ist X in jedem Punkt x € X
ein vollstdndiger Durchschnitt (bzw. eine Hyperflache), so nennen wir X einen
vollstindigen Durchschnitt (bzw. eine Hyperfliche).

Zum Beweis des angekiindigten Satzes bendtigen wir die Begriffe der
homologischen Dimension hd und der homologischen Codimension codh. Dazu
sei auf die Standardliteratur der homologischen Algebra verwiesen (z. B. [5]).
Wir bemerken, daB man sich bei der Berechnung der homologischen Dimension
des Halmes ®, einer tiber einem Gebiet G eines C" kohidrenten analytischen
Garbe & auf freie Auflosungen beschrinken kann (§ 4 in [7]). Ferner machen
wir im weiteren Gebrauch von der folgenden Aussage: Ist ® eine iiber einer
analytischen Menge X in einem Gebiet G eines C" O(X)-koharente Garbe,
dann ist die triviale Fortsetzung & von ® nach G O(G)-kohirent, und fiir
alle x e X gilt (Theorem 28, Kapitel 9 in [5]):

(0) codh,® =codh, 6 =n—hd 6.

Satz 1. Der komplexe Raum X sei ein vollstandiger Durchschnitt im Punkte
xeX. Ist codim, X, : =dim, X —dim, X =2, so ist ¢, :Q,(X),—2,(X), in-
jektiv; gilt codimstg =3, so ist ¢, bijektiv.

Beweis. Satz 1 wird mit Hilfe von Satz I und dem Korollar zu Satz III aus
[7] bewiesen. Wir diirfen dabei offenbar folgende Annahmen machen:

(a) X ist eine k-dimensionale analytische Menge in einem Gebiet G eines C";

(b) Ist O(G)die Strukturgarbe von G, so existierenn — k Elemente f,, ..., f,—_«
aus H°(G, O(G)), welche in jedem Punkt x' € X den Halm 3, der Idealgarbe 3
von X erzeugen;

(c) in jedem Punkt x' € X ist codim, X, 22 (bzw. = 3).

Im weiteren schreiben wir statt 0(G) einfach @. Es sei x € X . Das Ideal 3,

besitzt eine Syzygienauflosung kleinster Linge:

ty) 0o Q% 20, @a-1 e 20, 00 0@, 0

d ist dann die homologische Dimension von 3J,:d=hd,3. Mit Hilfe der
Sequenz (1) konstruieren wir eine Syzygienauflésung von K,.

Die Komponenten der Abbildung ¢, 1<i<d, bezeichnen wir mit
@9, .., 0P . Esseih,:=¢@(0,..,0,1,0,...,0), 1 v, < q,; dabei nehme die
1 die vo-te Stelle ein. Fiir ein Element n € K gilt dann

”— Z gudfu+ 2 hvoavoa guewx’ a\-g: Z avoldzin avolE@x’
A=1

Vo= 1
Es sei po: = (n— k) +nq,, und die Abbildung ®®: 0% — &, sei definiert durch
die Zuordnung o
(g,u vol)—’ Z gudfu+ Z hvo( Z avqldzl)
vo= 1

99 ist surjektiv. Wir berechnen den Kern von ¢©; es sei also %(g,,, a,,,) =0.
n—k

Dann gilt auf X 3 g,df,=0. Da die df, in den gewohnlichen Punkten von
n=1
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X linear unabhiingig sind, folgt g,€3,, 1Su<n—k Somit besitzen die

g, eine Darstellung I

=y AVh,, AVeo0,.
vg=1

Die folgenden drei Gleichungen sind dquivalent:

n n—k gqo
55 3 amn, ey $ e a0,
z;

A=1\pu=1 yo=1 vp=1
}: hm(Z A‘“ 2 +aw):0 (1<Agn),
vo=1
1
all pA(l )
a5 (1
n—k (3f ﬁAl
: 1 1 1
+ P £ ! :=(p( )(AB(I ’, ceesy ABE"),
u=1 02, :
1)
Qo4 quo

GBY, ..., B e 04, 1< A< n. Es sei p;:=(n—k)qo+nq,. Dann liefert die
Zuordnung

(uA(”v AB(I)) -

( Y Ak, z f ST AN + o) (B, ..‘,AB;?))

0= 1

(ot -5

pu=1

af“ A(l) (11( B(”, s }va]};))>
einen surjektiven Homomorphismus #*): @%* — Kern &%, Wir berechnen den
Kern von &Y. Es sei also ®V(,ALL), ,B))=0 (1<21<n). Dann folgt

vg? A

@0, AL, ..., ,AL) =0 fiir alle », und das bedeutet:
A
: =W (4P, AP, ..., AD),
AW
#° " go

(AP, ..., ,AP) e 0%, 1 S p<n— k. Weiter gilt:

OB B = T S AP, A 1505,

' §
=1

B e A(2)
A : 1 _ Zk afu u : 1
: Ml B
185111) w g ﬂAsizx)
(2832}21..., BPye 02, 1< i<n Es sei py: =(n—k)g, +ng,. Dann liefert die
uordnung
(A, B~

—’<<P(v (AP, ..., AD), Z fu LAD 4 o D(,BP), . _,13222)

+ (p(Z)(AB(IZ)a ey ABfé)) ’

A a1
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einen surjektiven Homomorphismus ¢2: 0?: » Kern @'V, Analog erhilt man
sukzessive surjektive @,-Homomorphismen
o 0F > Kemn @~V CO¥ !, 2<i<d, p;: = (n—k)g;—, +ng;,
vermdge der Zuordnungen
(AY_, B -
~1)¢ A (U i £ 6fl‘ (i) (i) (i
- (pvx (#A * ’ﬂA‘ZK 1)’(——1) Z Z AV; 1+(PV; 1(3,‘8 s AB )

=1

(AP, ..., AD Je 0%, 1Susn—k (;BY, .., ;Be0% 1<i<n Wir be-

rechnen nun den Kern von 9. Ist $9(,4% |, B¥) =0, so folgt

va- 1 &

(p(d_”(#A({j) A(d) )__0

T Tqq -1

fiir alle p, und das bedeutet:

A(d)
— nld d+1 d+1
- (P( )(uA(l )’ *s uA;,, )) ’

A(d)

dd-1
(AYY, .., A8 e 0%, 1 S p<n— k. Weiter gilt
n—k af
<P(d)(lB(d) ey );B;dd))z— (_ 1)d+ 1 Z a—zz(p('”(llA(ld+ 1) uAgf1+ 1))’

u=1
1 <2 <n, und daraus folgt
B(d) e A(d+l}
s =(_1)d+1 zk afzu o

= 0z
(d) p=1 4 d+1)
qud ﬂAqd

,1SAZn,

weil @@ injektiv ist. Es sei py, ,: = (n — k)q,. Dann liefert die Zuordnung
n-k

R (R RN S AR

3
Vd -1 K "qa nlal

einen surjektiven Homomorphismus @“*1: @P2+1 »Kern @@, dU+D ist in-
jektiv, weil @@ injektiv ist. Wir haben damit eine exakte Sequenz

) 0~ @Fa+1 __Q‘_"_*L,(gzaq... o) > )P0 PO » R, —0.

Aus (2) erhalten wir dann sofort die exakte Sequenz

0o @pe+t 220, @pa, ... O, P0 29, O(G) - Q(G), /R, —0.
Nun ist Q(G),=0" und 2(G)y/K,=(QG)/R), = (.(X)),, wobei Q.(X) die
triviale Fortsetzung von 2,(X) nach G bedeutet. Dann gilt hd Q,(X)<d +2.
Es ist hd, 3 =d. Bezeichnen wir mit ¢(X) die Strukturgarbe von X und mit
O(x) 1hre triviale Fortsetzung nach G, so folgt aus (0), da 0(X), ein Macaulay-
ring ist (vgl. [8], [11]):

k =dim,X = codh,0(X)=n-hd 6(X), hd,O(X)=n—k>0.
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n sei die Projektion von O(G) auf 0(G)/3 = 0(X). Nach Theorem 13 in [5],
Kapitel 7, folgt dann wegen hd,((X) >0, daB

d=hd, 3=hd Kernn=hd, 0(X)—1=n—k—1

gilt. Alsoerhalten wir hdxf)a(X J=n—k+1,codh Q(X)=n~— hdxf)a(X yzk—1.
Auf Grund von (b) gilt codh,. Q,(X) =k — 1 fiir alle x" € X,,. Wegen (c) gilt fir
alle x'e X;, k=dim, X, +2, codh,.Q,(X)2k—~1=dim, X, +1, und nach
Satz I in [7] folgt hieraus, daB ¢, injektiv ist. Analog schlieft man mit Hilfe
des Korollars zu Satz IIlin 7], daB &, im Falle codim, X, = 3 fiir alle x' € X,
bijektiv ist.

Aus Satz 1 ergibt sich sofort

Satz 2. Voraussetzungen wie in Satz 1. Ist codim, X, 2 2, so ist g, bijektiv
und o, injektiv. Ist codim, X, =3, so sind o,, o, und t, bijektiv.

Bemerkung 1. Die Aussagen von Satz 1 und Satz 2 gelten sofort fiir eine
Umgebung von x.

Bemerkung 2. Der Beweis fiir die Injektivitit von ¢, in Satz 1 kann unter
Umgehung der Sitze von Scheja auch durch eine einfache direkte Rechnung
abgeleitet werden.

§ 3. Gegenbeispiele

In diesem Paragraphen soll an Hand von Beispielen die Schirfe der Sitze 1
und 2 diskutiert werden.

(a) Beispiel einer Hyperfliche X, fiir die codim X, = 1 gilt, die Abbildung ¢
jedoch nicht injektivist. Essei f: =z3 —z3und X : = {(z,, 2,)€ C?; f(zy, 2,) =0}
X ist eine Hyperfliche mit X, = {(0, 0)}.

L_of @ of & ., @ 0
Kl Py PR P P P e

liefert bei Beschriinkung auf X offenbar ein Element aus H°(X, &(X)), welches
in jedem Punkt xe X — X, den Tangentialraum S§(X), erzeugt. An v liest
man ab, daB w: = 2z3dz; —3z,z,dz, eine holomorphe Pfaffsche Form auf
C? ist, die zu H°(X, R') gehdrt. Wiire der von w in 0= (0, 0) erzeugte Keim w,
ein Element von 8, so miifite sich w in einer Umgebung U vonO schreiben
lassen in der Form w=gdf + fo' mit ge H°(U, 0(C?), o' € H°(U, Q(C?).
Dann wiirde auf X nU gelten:

w=gdf=2gz,dz; —3gz3dz,, g=—>.

2
Die Funktion -Z~2- ist auf X zwar stetig, aber nicht holomorph, womit ein

1
Widerspruch abgeleitet ist. Also gilt @, ¢ K, und g, ist nicht injektiv. Mit g,
ist auch g, nicht injektiv.
(b) Beispiel eines perfekten® komplexen Raumes X, fiir den codim X, = 2 gilt,
o jedoch nicht injektiv ist. Es sei fy:=23 2,24, fa:=23—2,23, [3:=2125—
Tkomplexer Raum X heift perfekt, wenn der Halm 0(X), der Strukturgarbe O(X) in jedem
Punkte x € X ein Macaulayring ist.
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—2324, und X:={zeC*; f1(2)= f,(2)= f3(2) =0}. Es ist X,,={(0,0,0,0)}.
KOESTNER zeigt in [4], daB X ein 2-dimensionaler normaler, folglich perfekter
(s. {11], S. 397) komplexer Raum ist, die Funktionen f,, f,, f das die Menge X
in 0=(0, 0, 0, 0) definierende Ideal 3, erzeugen und daB} X kein vollstindiger
Durchschnitt ist. Es gilt

0 —zy 2z -z
6‘/‘5 4 3 2
—— = “23 0 "'Zl 224
0z;

2y Zy —Z4 —Z3

Die Beschrinkungen der holomorphen Vektorfelder

-2z —?——+z L z 2
bET A Ty, 452,
0 2
= 3
b2 Za dz, t o 0z, +22 0z,
o 0 0
v3.“ —323 azz “‘224 823 - Zl 524

auf X sind Elemente von H%(X, (X)), die in jedem Punkt xe X — X, den
Vektorraum S(X), erzeugen. Wir betrachten die folgende holomorphe Pfaff-
sche Form auf dem C*: w:=z,dz, +2z,dz, —3z,dz;. » annulliert auf X
alle v; (i =1, 2, 3) und verschwindet in 0, also gilt w € H°(X, &'). Wire der von
in O erzeugte Keim w, ein Element von &, so miiBite sich w in einer Umgebung
U von 0 schreiben lassen in der Form

3 3
W= Z}gvdfv + Zl fuwn
v= n=

mit g, e H(U, 0(C*) und w, € H°(U, Q(C*). Auf X U miiBte dann gelten

Z;= ~ Z3§2+Z39;3
2z, = — 2,9, +2193
—3z4= 22391~ 2,9, 2493
0 =—2,9,+2249,—2395.

Auf Grund der 1. Gleichung wiire g; (0, z,, 0, 0) = 1 und auf Grund der 2. Glei-
chung g; (z,,0,0,0)=2. Das widerspricht sich offenbar. Also gilt o, ¢ K,,
und g, ist als nicht injektiv nachgewiesen. Es folgt, daB auch ¢, nicht injektiv
ist, woraus sich iibrigens nach Satz 1 wiederum ergibt, daf} X kein vollstindiger
Durchschnitt ist. Der Grund dafiir, daB ¢, nicht injektiv ist, liegt — syzygien-
theoretisch gesehen — darin, daB die Differentiale df,, die bei volistindigen
Durchschnitten wegen ihrer linearen Unabhingigkeit in den gewdhnlichen
Punkten praktisch keine Rolle spielen, die Lange der Syzygienaufldsung im
Falle des angegebenen Beispiels vergroBBern. Deshalb ist auch zu erwarten, daf§
die Surjektivitdtsaussage fiir ¢ in Satz 1 echt an die Bedingung des vollstindigen
Durchschnitts gekniipft ist.
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(c) Beispiel einer Hyperfliche X, fiir die codim X, = 2 gilt, ¢ jedoch nicht sur-
jektiv ist. Es sei f:=2z3—z,z, und X : = {ze C?; flz)=0}. X ist eine Hyper-
flache mit X, = {(0, 0, 0)}. Es ist grad f = (— z,, — 2y, 2z,). Wir definieren:

vy1=2z, oz, +233;:,
) 0
vyl = 222~6—Z: +Z3"(§Z’
v3:=2z357 + 2, PP
0 0
vyl = 223—5-Z—Z~+215-z?;

man priift leicht nach, daBl die Beschridnkungen der Vektorfelder v; auf X
Elemente von H° (X, S(X)) darstellen. Im weiteren kennzeichnen wir Be-
schrinkungen von Vektorfeldern oder Funktionen auf X durch einen Quer-
strich iiber dem betreffenden Symbol.

Behauptung 1. vy, 0,5, U3, 05 sind ein Erzeugendensystem von S(X),
(0=(0,0,0)).

Beweis. Wir miissen zu einem beliebigen Element ue &(X), eine Dar-
stellung u= Y a,0; mit a,e O(X), finden. ue S(X), sei also vorgegeben.

Dann gibt es eine C3-Umgebung U von 0 und ein Vektorfeld ve HO(U, &(C?)),
0

0 0
derart daB3 der Keim von # in O gleich u ist. Es sei v=u +b +c .
0z, 0z, 0z,

Dann gilt —z,a—2z,b+2z5¢=(23—2,2z,)g mit in einer Umgebung von 0
holomorphem g. z,a liegt in dem von z,, z, erzeugten Ideal, entsprechend z, b
indem von z,, z, erzeugten Ideal. Darausfolgta=a,z, + a,z5, b=5b,z, + bz,
wobei die a; und die b; in einer Umgebung von 0 holomorph sind. Es sei
w:=a—£vl+a—22 b—211>2+b—2zv4. Dann gilt v—~w=d~£~;,wobeidin
einer Umgebung V von 0 holomorph ist. Nun ist 5 —~we H(Vn X, S(X)).
Daraus folgt 27;d =0, d =0, womit Behauptung 1 bewiesen ist.

Behauptung 2. Durch die Zuordnungen &;—Z; e 553 s 0322 1
U712 (f,€0(C?),) ist (bei homomorpher Fortsetzung auf &(X),) ein
Element w, € Homgx,(S(X), O(X)), definiert.

4

Beweis. Wir miissen zeigen: Gilt fiir ein Vektorfeld v= 3 h,v, mit in einer
v=1
Umgebung von 0 holomorphen Koeffizienten h, §=0, so ist

3) hWEofi+ B+ G f + ] =0.
Dann ist w, ein wohldefiniertes Element aus Homyx,, (€(X),, 0(X),) und damit
4

aus Homyy,(S(X), 0(X))o = 2u(X)o. Es sei also v= ) h,v, und 5=0. Es

v=1
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folgt hyz, +hyzy =a(z} —2,2,), hyzy +hyzy = B(z3 —z,2,), wobei &, f in einer
Umgebung von 0 holomorph sind. Dann ist

O] zy(hy tazy)=2z3(az3 —h3), z(hy+ Bz )=1z3(Bzz3—hs).

Da 0(C3), ein faktorieller Ring ist und z,, z,, z, in ¢(C?), Primelemente sind,
folgt

5) gr1zz=hy+azy, gyzz=hy+ Pz,

g3z =0z3—hy, guz,=Pz3—hy

mit in einer Umgebung von 0 holomorphen g,. Setzt man (5) in (4) ein, so folgt
219123 =Z2303Zy, 2292723 = Z304 2, 8180 g, =g, g, = g,. Damit hat man

hi=g1z3—az;, hy=g,z3—Pz,,
©) o -
3=0z3~¢12y, hy=pz3—9,2;.

Wir setzen (6) in (3) ein und erhalten

N B -0n5+ 355~ §15,5) + 1353~ B5 23 + P57 — §,7,73) =0,
q.e.d.

Behauptung 3. Fur f,:=1 und f,: =2z, liegt der auf Grund von Behaup-
tung 2 definierte Keim w, nicht in 64(2,(X),).

Beweis. Lige o, in 64(€2,(X),), so gibe es eine in einer C*-Umgebung von 0
holomorphe Pfaffsche Form n:=adz, +bdz, +cdz; mit o4 + Ko)=w,.
Dann miiite gelten n(v,) = 2a7; + ¢Z; = 73, §{v,) = 2bz, + ¢Z; = 23 oder

(7 2az, +czy=z3+ A(23 ~ 2, 2;),
(8) 2bz,+czy =23+ Bz ~2,2,),

wobel 4, B in einer C3-Umgebung von 0 holomorph sind. Indem man
z, =2, =0 setzt, folgt aus (7) c(0,0, z3) z3=z; + A(0, 0, z5)z3; das bedeutet,
c ist eine Einheit. Dann folgt aus (8), daB z, in dem von z3 und z, aufgespannten
Ideal liegt. Widerspruch! Damit haben wir gezeigt, dall o,: 2,(X), — 2,(X),
nicht surjektiv ist. Insbesondere ist dann auch ¢, nicht surjektiv.

§ 4. Ein Satz iiber die Injektivitiit von ¢ im Falle von Hyperflichen

In § 3 haben wir gezeigt, dal} die Aussagen des Satzes 1 {iber die Abbildung ¢
in gewisser Weise als scharf zu bezeichnen sind. Beispiel (c) aus § 3 beweist
dariiberhinaus, dal} die Aussage von Satz 2 iiber die Surjektivitit von ¢ zu-
mindest fiir vollstindige Durchschnitte im allgemeinen nicht verschirft
werden kann. Hingegen ist die in Satz 2 iiber die Injektivitit von ¢ gemachte
Aussage in keiner Weise erschopfend, wie in diesem Paragraphen am Beispiel
der Hyperflichen gezeigt werden soll. Im {ibrigen ist den Autoren kein Beispiel
bekannt, fiir das ¢ nicht injektiv ist.

Satz 3. X sei eine analytische Menge in einem Gebiet G eines C". Fiir xe X,
sei die Einbettungsdimension von X gleich n. Es sei v,=(v}, ..., 1]), 1<¢<r,
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eine Menge von Vektorfeldern iiber einer Umgebung U C X von x, die in jedem
Punkt ye U — X, den Tangentialvektorraum S(X), erzeugen. Dann ist

o-x : Qg(X)x - Qh(X)x

genau dann nicht injektiv, wenn es ein vy und Elemente oy, ..., %, 1, Gyyi gy --o
o, € O(G), gibt, derart daf fir o=1, ...,r gilt:

n
ve= Y a,vimod3,;
vl
E AT

dabei bezeichne 3, das die Menge X in x definierende Ideal.
Beweis. o ist genau dann nicht injektiv, wenn es in einer C*-Umgebung V

von x eine holomorphe Pfaffsche Form w = )’ f,dz, gibt, fiir die gilt:
1) firalleyeXnV—-X,,istw,eR, '
2) es existiert ein v, mit f, =1.

Hieraus ergibt sich sofort Satz 3.

Anmerkung zu Satz 3. Vektorfelder v,, ..., v, mit den in Satz 3 genannten
Eigenschaften existieren immer, weil &(X) kohdrent ist. In [10], Lemma 15.1,
hat WHITNEY ein Verfahren angegeben, wie man spezielle derartige Vektor-
felder aus einem Erzeugendensystem von J, berechnen kann.

Mit Hilfe von Satz 3 148t sich jetzt ohne Miihe der angekiindigte Satz
beweisen.

Satz 4. Der komplexe Raum X sei eine Hyperfliche. Dann ist 6 :Q2,(X) - Q,(X)
injektiv.

Beweis. Offenbar genlgt es zu zeigen: Ist X Nullstellengebilde einer holo-
morphen Funktion f in einem Gebiet G eines C" und wird das die Menge X
in x € X, definierende Ideal 3, von f, erzeugt, so ist o, injektiv.

Die holomorphen Vektorfelder

b of 8 of @
@ 9z, 0z, Oz, 0z,
besitzen die in Satz 3 verlangten Eigenschaften. Angenommen, o, sei nicht

injektiv. Dann existieren ein v, und Elemente a,, ..., d,,_ 1, %4 15 -, %, € O(G),,
derart dal} gilt:

l=o,05n,

0= Z vy, mod 3, .

v * Vo
Daraus folgt ng =-—a, aazf mod 3, fiir alle v + v,,. Folglich gibt es Elemente
v vo
B, € O(G), mit 6f o
7z, 0 P B.f

d 0
fir alle v+ v,. Diese Gleichungen 1mphzxeren aber — oz, +a, rr, & §(X), fir

v vy, d. h. es gibt n — 1 holomorphe Vektorfelder w,, ..., w,.; uber einer Um-
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gebung von x, derart daBl wy(x), ..., w,. ;(x) linear unabhéngig sind. Hieraus
ergibt sich mit Corollar 3.4 zu Theorem 3.2 aus [6]: x ¢ X, ein Widerspruch
zu unserer Voraussetzung! o, ist folglich injektiv.

sg

Zusatz bei der Korrektur: In Vol. 87, Amer. J. Math. (1965), beweist LIPMAN auf S. 896 fiir
affine algebraische Varietiiten eine Aussage, aus der man unmittelbar ein komplex-analytisches
Analogon gewinnt, welches zeigt, dafl die zu Satz 1 angegebenen Bedingungen iiber die Codimen-
sion der Singularititenmenge im Falle von reduzierten vollstindigen Durchschnitten nicht nur
hinreichend sondern auch notwendig sind fir die Injektivitdt bzw. Bijektivitit von ¢, .
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