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Das Eigenwertproblem der automorphen Formen 
in der hyperbolischen Ebene, I* 

WALTER ROELCKE 

Diese Arbeit erscheint in zwei Teilen. Die Aufteilung ist aus der nachfolgenden InhaltsiJber- 
sicht zu ersehen. Die Einleitung bezieht sich auf beide Teile zusammen. Eine Liste h~ufig benutzter 
Bezeichnungen und das Literaturverzeichnis stehen am Ende des ersten Teiles der Arbeit. Zahlen 
in eckigen Klammern stellen Verweise auf das Literaturverzeichnis dar. Formeln, Definitionen 
und S~itze sind paragraphenweise numeriert - -  Satz 3.1 bedeutet z. B. den ersten Satz in § 3. 
Das Ende des Beweises eines Satzes oder Lemmas ist stets durch einen fetten senkrechten Strich 
markiert. 

Einleitung 
Die von H. MAASS in [ 11 ] und [ 12] eingeftihrten reell-analytischen auto- 

morphen  Formen in einer komplexen Variablen z lassen sich ftir reelles 
Gewicht k als L6sungen von formal selbstadjungierten partiellen Eigenwert- 
differentialgleichungen ansehen. In der vorliegenden Abhandlung werden 
diese Eigenwertprobleme nach den Gesichtspunkten der Spektraltheorie in 
dem angemessenen Hilber t -Raum n~iher diskutiert. Insbesondere werden die 
Fragen nach der wesentlichen Selbstadjungiertheit des zugrundeliegenden 
Differentialoperators auf natiirlichen Definitionsbereichen und nach der Voll- 
st~indigkeit des Systems der Eigenfunktionen und der das kontinuierliche 
Spektrum repr~sentierenden Eigenpakete positiv beantwortet  und zugeh6rige 
Entwicklungss~ttze ftir ,,willkiirliche" Funktionen bewiesen. - -  Auf Anwen- 
dungen der Theorie wird nicht eingegangen. 

Ihrer Zielsetzung nach kann diese Arbeit als eine Verallgemeinerung 
meiner Dissertation [18] angesehen werden, in de rnu r  yon den roll  invarianten 
au tomorphen  Funkt ionen zu Grenzkreisgruppen erster Art, insbesondere 
den Hauptkongruenzgruppen,  die Rede war. Den Untersuchungen wird zu- 
n~chst eine beliebige (die negative Einheitsmatrix enthaltende) diskrete Unter-  
grupp¢ F der speziellen linearen Gruppe  SL(2, R) zugrunde gelegt; yon § 8 an 
wird F zu einer Grenzkreisgruppe erster Art spezialisiert. In diesem Fall 
lassen sich sch~rfere Formen  yon Entwicklungss~ttzen als im allgemeinen 
Fall beweisen, und es kann ein maximales Orthogonalsystem yon Eigen- 
paketen dutch Integrat ion der analytisch fortgesetzten Eisenstein-Reihen, die 
in dieser Theorie eine zentrale Stellung einnehmen, konstruiert werden. - -  U m  

* This work was carried out to a large extent during my visit from September t964 to August 
1965 at the Mathematics Research Center of the United States Army in Madison, Wis. Herewith I 
express my thanks for this support. 
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den Fall von Systemen von automorphen Formen mit zu erfassen, werden yon 
Anfang an Formen mit Werten in einem endlichdimensionalen unit~iren 
Vektorraum ~I und zu Multiplikatorsystemen mit Werten in der Gruppe der 
Automorphismen (d. h. der linearen unit~iren Selbstabbildungen) yon U 
behandelt. 

In dieser Arbeit finden sich auch viele Resultate von A. SELBERG dargestellt, 
die von ihm in Vorlesungen in Princeton (1952) und G6ttingen (1954) be- 
handelt worden waren oder die er mir in Gespr~ichen freundlicherweise mit- 
geteilt hat. Das gilt vor allem ftir den die Eisenstein-Reihen betreffenden letzten 
Teil dieser Arbeit und fiir den Ansatz zur Gewinnung des Resolventenkerns 
in § 7. Betreffs des in §4 dargestellten Zusammenhanges der automorphen 
Formen mit einem Eigenwertproblem auf der (dreidimensionalen) ~)ber- 
lagerungsflache yon SL(2, R) vergleiche man A. SELBERG [22], S. 81ft. Ver- 
schiedentlich weichen meine Beweise f/ir S~itze, die aufA. SELBERG zuriickgehen, 
von den seinigen ab, andererseits beruhen manche Beweise von eigenen 
Ergebnissen auf Selbergschen Methoden. So ist es mir nicht in jedem Einzel- 
fall m6glich, die Urheberschaft v611ig klarzulegen. Ziel dieser Ver6ffentlichung 
soil es denn auch nicht sein, bestimmte S~itze fiir reich zu beanspruchen, 
sondern eine sch6ne Theorie in ausffihrlicher Darstellung aUgemein zu- 
g~inglich zu machen. Herrn A. SELBERG m6chte ich an dieser Stelle meinen 
Dank fiir sein Einverst~indnis zu dieser Ver6ffentlichung und ftir seine wert- 
voUen Mitteilungen aussprechen. Herrn H. MAASS danke ich fiir seine Er- 
munterung zur Abfassung dieser Arbeit, Herrn J. ELSTRODT f'tir seine kritische 
Durchsicht des Manuskripts. 

Nicht enthalten in dieser Arbeit ist die von A. SELBERG ausgefiihrte ana- 
lytische Fortsetzung der Eisenstein-Reihen als meromorphe Funktionen von s 
in die voile s-Ebene. Diese wichtige Tatsache muBte in § 10 ohne n~iheren 
Nachweis zitiert werden (Zitat (S)). Ihre Darstellung h~itte den Umfang dieser 
Arbeit nennenswert vergr613ert und ihr Erscheinen verz6gert. Die genannte 
Lticke in der Darstellung hat insofern weniger Gewicht, als die analytische 
Fortsetzbarkeit der Eisenstein-Reihen von ganzzahligem Gewicht zu den 
besonders wichtigen Hauptkongruenzgruppen und deren einfachsten Multi- 
plikatorsystemen aus den gut ~berschaubaren Fourier-Entwicklungen ab- 
gelesen werden kann. Auf diesem einen Zitat (S) aufbauend werden die Eisen- 
stein-Reihen in den ~ 10--13 einer ausfiihrlichen Untersuchung unterzogen. 

lnhaltsiibersicht 
I § 1 Der Formenbegriff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

§ 2 Die Entwicktungen in den Spitzen und der Hilbert-Raum ~ . . . . . . . . . .  
§ 3 Die Operatoren Kk und Aa und die wesentliche Selbstadjungiertheit yon A~ und A~ 
§ 4 Zusammenhang mit einem Eigenwertproblem auf der Oberlagerungsfl~iche yon 

fl = SL(2, R); zweiter Beweis yon Satz 3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
§ 5 0 b e r  die Eigenfunktionen und Eigenpakete . . . . . . . . . . . . . . . . .  
§ 6 Der durch K k und Ak vermittelte Zusammenhang zwischen den Eigenwertproblemen 

zu verschiedenen Gewichten k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
21'  
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II § 7 Die Resolvente von -Ak und ein erster Entwicklungssatz . . . . . . . . . . .  
§ 8 Erste Verschtirfungen des Entwieklungssatzes 7.2 ftir Grenzkreisgruppen erster Art 

mit Spitzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
§ 9 Eine Anwendung des Stokesschen Satzes; der Normalraum JVk. ~ in #'k.a . . . . .  
§10 Eisenstein-Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
§I1 Die Residuen der Eisenstein-Reihen in Res  > l/2 und die Normalr~tume JVk, a . . . 
§ 12 Der Beitrag der Eisenstein-Reihen zum Entwicklungssatz . . . . . . . . . . .  
§13 Zustitzliche Bemerkungen tiber die Eisenstein-Reihen . . . . . . . . . . . . .  

§ 1. Der Formenbegriff 
I. Zuntichst sollen einige Bezeichnungen und Begriffe zusammengestellt 

werden, die ftir die ganze Arbeit Giiltigkeit haben. Es bezeichne R den K6rper  
der reellen Zahlen, C den K f r p e r  der komplexen Zahlen, Z die Menge der 
ganzrationalen Zahlen, N die Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, . . .  und 
f~: = SL(2, R) die spezielle lineare Gruppe der zweireihigen Matrizen fiber R 
mit Determinante 1. (Der Doppelpunkt  beim Gleichheitszeichen drtickt 
generell aus, dab es sich um eine Definition handelt. Er wird auf die Seite des 
zu definierenden Ausdruckes gesetzt.) Die v-reihige Einheitsmatrix werde 
mit I t,) oder, wenn die Reihenzahl klar ist, mit I bezeichnet. Ferner  sei 

U : =  (10 I ) u n d  Ua:=  (10 ~)  fiir 3 e R .  ,,Abz~ihlbar" wird immer im Sinne 

von ,,endlich oder abztihlbar unendlich" benutzt. 
2. Die obere z-Halbebene ~ : =  {z; z = x + i y  mit y = Imz > 0} werde als 

d x  2 + d y  2 
hyperbolische Ebene aufgefaBt mit y2 als Quadrat  des Linienelementes. 

Der hyperbolische Abstand Iz', zl zweier Punkte z', z e (~ ist dann durch 

(1.1) e I'''~1 + e-I~',zl = Iz' - z[_____~ 2 + 2 
y ' y  

gekennzeiehnet, und das hyperbolische Fltichenelement lautet 

d x  d y  
(1.2) dog: = y ~  

09 bezeichne das durch d o  bestimmte Lebesgue-Stieltjessche MaB in (~. MeB- 
barkeit beziiglich 09 bedeutet offenbar dasselbe wie MeBbarkeit in bezug auf 
das zweidimensionale Lebesguesche MaB in ~. o~(9.I) bezeichne den hyper- 
bolischen Inhalt einer og-meBbaren Menge 9~ C ~. Die Transformationen 

a z + b  
(1.3) z ~ M z  :=  - -  

c z + d  

mit z e I~ und M = d e f~ sind die orientierungstreuen Isometrien von (~. 

3. Ftir z e C und z 4= 0 werde unter arg z stets der durch 

(1.4) argz e ( - r r ,  n] 
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fixierte Hauptwert  des Argumentes yon z verstanden, und hiernach werde z w 
ffir alle w e C durch 
(1.5) zW:= e 0°Sl~l+ia'gz)w mit loglzl ~ R  

erkl~irt. Damit definieren wir schlieBlich den ,,Automorphiefaktor" 

( cz-t-d ~keikarg,cz+a) - (czq-d) k̀ 2 
(1.6) ju(z ; k): = \ Icz + dl / - (c5+ d) k/2 

fiir M =  d eP,, z e ~  und k e C .  

Ftir M~=( avG db~ ef~ (v= 1'2 '3)  und Ma=M1M2 ist bekanntlich (siehe 

H. PETERSSON [ 15 ], § 2) 

(1.7) arg(cl M2z + dl) = arg(caz + d3) - arg(c2z + d2) + 2r~w(Ml, M2) 

mit gewissen von z unabh~ingigen Zahlen w(M, M2)e { - 1 , 0 ,  1} mit der 
Eigenschaft 

w(M1, M2) 4- w(M1M 2, M3) = w(M, M2M3) -I- w(M 2, M3). 

Weitere Eigenschaften yon w, von denen im folgenden verschiedentlich 
stillschweigend Gebrauch gemacht werden wird, sind (s. [15], (15) und (208)) 

(1.8) w(U¢M, NU")=w(M,N) fiir ~ , t l~R  und M, Ne f~ ;  
(1.9) w(A-1U~A,A-1)=w(A,A-IU~A)=O ffir A e f ~  und r /~R .  

4. Ffir k ~ C wird das System der Zahlen 

(1.10) trk(M , N ) : =  e 2ntkwtM'm (M, N e fl) 

Faktorsystem zum Gewicht k (oder zur Dimension - k )  genannt (s. [15]). 
Zufolge (1.6) und (1.7) ist dann 

(1.11) ju(Nz;k)j~v(z; k)=ak(M,N)jM~v(z;k ) fiir M, N e ~ .  
Wir beschr~inken uns im folgenden auf reelle k, damit die ak(M, N) und 

alle Ausdriicke (1.6) den absoluten Betrag 1 haben. 
5. Es sei nun lie ein m-dimensionaler unitiirer Vektorraum fiber C. Das 

Skalarprodukt von b mit a (a, b ~ tt) werde mit (b, a)  bezeichnet und als linear 
in a und antilinear in b vorausgesetzt, lal:= (a, a) ~ bezeichne den Betrag (die 
Lange) von a ~ U. Ftir a e H und Funktionen f,  # : ~--. II bezeichnen wir dem- 
entsprechend mit ( a , f ) ,  (#, f )  und Ifl die durch (a, f(z)), (#(z), f(z)) 
bzw. tf(z)l dargestellten komplexwertigen Funktionen von z E ~. 

Auf dem C-Vektorraum der Funktionen f :  ~--*1I erkl~iren wir fiir jedes 
k E R den rechts anzuschreibenden linearen Operator I[M, k] durch 

(1.12) ( f  I [M, k]) (z):= jM(g ; k)- 1 f ( M z )  (z e l~). 

Dann gilt wegen (1.11) 

(1.13) fI[M1M2, k] = trk(M ~, M2) ( f I [ M ,  k]) I[M2, k] 

mit trk(M1, M2) aus 4. 
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Die Algebra aller Endomorphismen von 1I bezeichnen wir mit a~C(U). 
6. Es sei nun F eine diskrete Untergruppe der Lieschen Gruppe fl und also 

F diskontinuierlich in e. Aus Griinden der Bequemlichkeit setzen wir noch 
- I ~ F voraus. Sind z, w e • und existiert M e F, so dab w = Mz ist, so schreiben 
wir w=-zmodF, v sei ein unit~ires Multiplikatorsystem zur Gruppe F, zum 
Gewicht k und Raum 1I, d. h. eine Abbildung von F in die Gruppe der Auto- 
morphismen (uniRiren linearen Selbstabbildungen) von 1I, so dab gilt 

(1.14) v(M N) = ak(M, N) v(M) v(N) (M, N e F) 

und 

(1.15) v( -- I) = e- ~k idu , 

wobei idu den identischen Automorphismus yon l{ bezeichnet. - -  Aus (1.14) 
folgt v( l )= idw Wegen (1.10) ist v offenbar auch ein Multiplikatorsystem zu 
jedem Gewicht -= k mod 2 anstelle yon k und nur zu diesen Gewichten. 

7. Wir erkl~iren nun ~-k= ~-k(F, 1I, v) als die Menge aller Funktionen 
f : e - - . l I  mit 

(1.16) f l[M, k] = v(M) f (M • r ) ,  

wobei v(M)f  natiirlich die durch z ~ v(M)f(z) gegebene Funktion bezeichnet. 
Mit Hilfe von (1.13) sieht man leicht, dab (1.14) und (1.15) notwendig und 
hinreichend dafiir sind, dab die Menge {f(z); f e ~rk(F, 1I, v), z • ~} den Raum 
~I aufspannt. 

Fiir 1 = 0, 1, 2, .... oo sei c~ = c~(F ' II, v) die Menge aller f • ~'k(F, U, v) 
mit stetigen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung l nach x und y (fiir l =  0 
noch Stetigkeit, fiir l =  oo beliebige Differenzierbarkeit). 

Durch Einschrankung yon I[M, k] (M e F) auf ~-k(F, 11, v) bzw. (g~(F, 1I, v) 
erhalt man offenbar Automorphismen dieser C-Vektorr~iume. Ferner be- 
sRitigt man auf bekannte Weise 

(1.17) ,~k(F, 1L v ) I [A- I ,k]=~k(AFA-a ,  II, v a-') (A ef~), 

wobei 

ak(A-XMA, A -1) 
(1.18) va- l (M) :=  ak(A_ 1, M) v(A-1MA) ( M e A F A  -1 ) 

ein Multiplikatorsystem zu A FA-1,  Gewieht k und 1I darstellt. 
8. Unter Benutzung des formalen Differentialoperators 

(1.19) Ak.--'-- y2 (~_~2+~2y2)_ikYoxO 

02 k ( z -  z-) (--OZ-Z --~-z ) ' = - (z  - z--) 2 0 z  t3~ 2 + 

wobei wie iiblieh 

1 0 z O  1 O i O 
(1.20) Oz : = 2-  (-~--x - "-~y) ' 0 
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gesetzt ist, legen wir den Begriff der automorphen Formen folgendermaBen 
fest. 

Definition 1.t. Eine automorphe Form mit Werten in II zur Gruppe F, zum 
Gewicht k e R, zum Multiplikatorsystem v und zur ,,Kennzahl" 2 e C ist eine 
Funktion f e ,~k(F, 1I, v) mit folgenden Eigenschaften. 

a) f (z)  ist reell-analytisch in x, y (gleichzeitig) und erfiillt die partielle 
Eigenwertdifferentialgleichung 

(1.21) - A k f  = 2 f .  

b) Ist A e ~ und A -  1 ~ eine parabolische Spitze 1 yon F, so gilt 

( f l [ A - l , k ] ) ( z ) = O ( y  K) fiir y ~ o o  gleichmiifli9 in x 

mit einer geeigneten reellen Konstanten r. 
Der lineare Raum der automorphen Formen aus,9~k(F, 11, v) zur Kennzahl 2 

werde mit ~k,~ = 9Vk,~( F, II, V) bezeichnet. 
Im Falle f 4:0 ist die Kennzahl 2 durch f eindeutig bestimmt. Die Be- 

zeichnung Eigenfunktion ffir f u n d  Eigenwert fiir 2 soil fiir den erst sp~iter 
zu betrachtenden Fall vorbehalten bleiben, dab f ( + 0 )  zus~itzlich in einem 
gewissen Hilbert-Raum ~ffk liegt, der durch eine quadratische Integrierbarkeits- 
eigenschaft gekennzeichnet ist. 

A o ist mit dem Laplace-Operator flit die unter 2. genannte Riemannsche 
MaBbestimmung in der hyperbolischen Ebene identisch. - -  Da die Operatoren 
Ak elliptisch sind und analytische Koeffizienten haben, ist bereits jede zweimal 
stetig differenzierbare L6sung yon (1.21) analytisch in x, y. 

9. Die ganzen automorphen Formen im klassischen Sinne ordnen sich in 
einfacher Weise durch Multiplikation mit einer Potenz von y in diesen all- 
gemeineren Formentypus ein. Zur Pr~izisierung Ftihren wit zun~ichst an 

Def'mition t.2. Eine klassische ganze automorphe Form g mit Werten in 11 
zu der Gruppe F, Gewicht k und Multiplikatorsystem v ist eine Funktion 9 : if-~ 11 
mit den folgenden Eigenschaften. 

a) g ist holomorph in ~. 

b) (cz+d) -kg(Mz)=v(M)g(z )  fiJr M = ( ~  b) d eF.  
/ / ) \  

ist 

(yz + 6)-kg(A - lZ) j~r y >--_ eo (eo > 0 fest) beschrdnkt. 
Ist nun g eine klassische ganze automorphe Form mit Werten in II zu 

F, k, v, so ist yk/2g, wie sofort zu sehen, eine automorphe Form aus 9~'~,z(F, 12, v) 

zur Kennzahl 2 = k (I - k ) .  Auf diese Weise erh~ilt man jedoch nicht not- 

wendig aUe Formen aus J~-k.~(t-~), wie die folgenden Beispiele zeigen. 
Be i sp ie l  1. Es sei F =  {I, - I } ,  1I=C, k4: 1, v trivial (vgl. (1.15)). f (z) :=  

:= yt-k/2 steUt dann eine automorphe Form aus ~rk,~( 1 _~) dar, aber y - V Z f  ist 
keine klassische ganze automorphe Form. 

1 Das heil~t Fixpunkt einer parabolischen Matrix aus F. 
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Beispie l  2. Es sei F=M(q) die durch Adjunktion yon - I  erweiterte 
Hauptkongruenzgruppe einer Stufe q >__ 2, lI = C, k = 0, v=  1. Jetzt ist die 
Maximalzahl iniiquivalenter Spitzen yon F mindestens gleich 3 und die in [ 18 ], 
(25) betrachteten Differenzen von Eisenstein-Reihen bilden ein Beispiel von 
Formen aus #to. o, fiir die y-k/2f keine klassische ganze automorphe Form ist. 

Ein drittes Beispiel ist aus Satz 11.5 nebst Zusatz zu entnehmen. 
In Satz 5.2, Satz 9.1, dem Zusatz zu Satz 11.5 und in §13 werden abet 

spezielle Formen f aus ~k.~,-~} charakterisiert werden, fiir die y-k/2f eine 
klassische ganze automorphe Form ist. 

10. Der in Definition 1.1 festgelegte Formentypus ist im wesentlichen mit 
demjenigen aus H. MAASS [12], S. 237 identisch. Zum Vergleich beschr~inken 
wir uns auf den Fall 1I = C, lassen in [12] nur Gruppen F (statt G) der von uns 
betrachteten Art (s. 6.) zu und nehmen 0~ - fle R an. Der Unterschied zwischen 
den beiden Formentypen besteht dann nur noch in einem trivialen Faktor von 
der Form einer y-Potenz, wozu genauer folgendes bemerkt sei. 

Die fiir [12] fundamentalen Operatoren 

(1.22) A~,#:= Y2 ( t92~ + ~'~y2) -(~--fl)iy -~xO +(ot+fl)y~yO (~,flEC) 

sind mit den Operatoren A k durch die Gleichung 

(1.23) A'-a + ~ 2 = y A~,py 

verbunden, wobei die rechte Seite als Operatorprodukt im Sinne der Hinter- 
einanderausiibung zu verstehen ist. Hiermit erkennt man, dab # : • ~ C dann 
und nur dann eine automorphe Form vom Typus {F; ct, fl, v} im Sinne yon 
[12] ist, wenn 

~t+# 
(1.24) f := y 2 g 
eine Form aus ~k,a(F, C, v) zum Gewicht k = ~ -  fl und zur Kennzahl 

(1.25) 2 =  ~+fl(12 ° t2 f l )  

im Sinne yon Definition 1.1 ist. 
Ist g~{F;~,fl ,  v}, so ist y '+P- lge  {F; 1 - f l ,  1 -~ ,v}  und fie {F;fl, g,g}. 

Der letzten Relation entsprechen 

(1.26) Ak = A-k, 

(1.27) ~'k(F, ~ v) = #'_k(F, 1I, ~ ,  
(1.28) #-~,~(r, IL v)= #'-k,:~(r, 11, v0. 

Die speziellen Definitionsbereiche ~k(F, II, v) (vorliiufige Bezeichnung), 
auf denen wir spiiter A k betrachten werden, werden ebenfalls die Eigenschaft 
~k(r ,  1I, V)= ~_k( r ,  1I, V-') haben, so dab ohne Einschriinkung der Allgemein- 
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heit eine Beschr/inkung auf den Fall k ~ 0 m6glich w~ire. Von dieser M6g- 
lichkeit wird aber nur in § i3 Gebrauch gemacht werden. 

11. Eine einfache Rechnung zeigt, dab A k mit den Operatoren I[A, k] fiir 
alle A e f2 vertauschbar ist. Daher ist 

(1.29) AkCg~(F, ~I, v) C ~ -  2(I", 11, v) (l > 2), 

und aus Definition 1.1 folgt, dab I[A,k] durch Einschr~inkung einen Iso- 
morphismus von ~k,x(F, 11, v) auf ~-~k,~(A FA-2, 11, v a-~) bestimmt, mit v A-1 
aus (1.18). 

Es sei noch bemerkt, was jedoch im folgenden nicht weiter benutzt wird, 
dab A k zusammen mit dem identischen Operator 1 die C-Algebra Mk aller 
formalen Differentialoperatoren auf ~, die mit allen Operatoren I[A, k] (A ef l )  
vertauschbar sind, erzeugt. Insbesondere gibt es in ~ k  keine Differential- 
operatoren erster Ordnung, und jeder Differentialoperator zweiter Ordnung 
in ~¢k hat die Gestalt aAk + b mit a, b e C, was zu einer Charakterisierung 
von A k benutzt werden kann. 

§ 2. Die Entwicklungen in den Spitzen und der Hilbert-Raum 

Aus H. MAASS [12], S. 245--247 kann die Gestalt der Fourier-Entwick- 
lungen der Formen aus ~k,a entnommen werden. Wir fiihren dazu weitere 
Bezeichnungen und Begriffe ein, die auch sp~iter noch gebraucht werden. Es 
sei ~ eine Spitze von F. Es existiert dann ein A ~ fL so dab A ~ = oo ist und die 
Gruppe der Matrizen von A FA-1 mit Fixpunkt oo durch U und - I  (s. t.) 
erzeugt wird. Ist .4 eine zweite m6gliche Wahl fiir A, so gilt A = + USA mit 
einem geeigneten reellen 0. Daher ist 

(2.1) P : =  A-  1UA, 

die ,,Grundmatrix von F zur Spitze 4", vonder  Auswahl von A unabh~ingig, 
und P und - I  erzeugen die Gruppe der Matrizen aus F mit Fixpunkt 4. 
Unter Benutzung von (1.10), (1.18) und (1.9) best~itigt man die bekannten 
Gleichungen 

(2.2) v ~ - ' ( u  v) = (v A - ' ( t O y  = (v(P)) ~ = v(P ~) (v ~ z ) .  

Der lineare Raum 

(2.3) 

m6ge der Fixraum von v zur Spitze 4 heiBen. Seine Dimension m(4) ist gleich 
der Vielfachheit, in der 1 als Eigenwert von v(P) auftritt, m(4) h~ingt offenbar 
nur von der Klasse {P}r der zu P in F konjugierten parabolischen Matrizen 
ab, also nur vonder  Klasse der zu 4 modulo F iiquivalenten Fixpunkte. m(~) 
heiBt auch der Grad, von dem v in bezug auf 4 oder in bezug auf {P}r singul~ir 
ist (A. SELBERG [22], S. 76). Ist m(4) = 0, so heiBt v regul~ir in bezug auf 4 
oder {e}r. 
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Falls  F eine Grenzkre i sg ruppe  erster  Art  im Sinne von H. PETERSSON [15], 
also eine Grenzkre i sg ruppe  mit  endl ichem Erzeugendensys tem ist 2, so ist 
jedes max ima le  System von in/iquivalenten Spitzen yon F endlich. Ist dann  
~1 . . . . .  G0 ein solches System, so heil3t 

8 
(2.4) m * : =  ~ m(~,) 

1 = 1  

der Grad ,  yon dem v beziiglich F singular  ist;  ist m * =  0, so heiBt v regular  
(in bezug auf  F). 

Es sei nun  f ~ cg2(F, 11, v) eine L6sung  von (1.21) und dami t  sogar  reell- 
analyt isch in x, y ;  Eigenschaft  b) aus Defini t ion 1.1 wird noch nicht  gefordert.  
Wir  schreiben 2 aus (1.21) in der  F o r m  

1 
(2.5) 2----- -~- q-r 2 mit  e inem r e C .  

D a  v(P) ein A u t o m o r p h i s m u s  yon U ist, besitzt v(P) ein o r thonormie r t e s  
System %, ..., e= von Eigenvektoren.  D a  die zugeh6rigen Eigenwerte  den 
Betrag 1 haben,  gilt also 

(2.6) v(P) eu = e2 ni,~, eu mit  gewissen eindeutig bes t immten  % 6 [0, 1) 3 

fiir 1 ~ # < m. Die Numer i e rung  der % kann  und soU so getroffen werden, dab  
gilt 

(2.7) z~ = 0 fiir 1 < / t  < m(~), 

(2.8) % > 0 fiir m(~) </~ < m.  

f *  : =  f l [A-1,  k] ist nach  einer Bemerkung  in § 1, 11. eine in ~k(AFA-1,  
1I, o a - l )  gelegene L6sung  yon (1.21); und wegen U = A P A - l e A F A  -1 und 
(2.2) erffillt die/~-te K o o r d i n a t e  f *  : =  (%,  f * )  yon  f *  in bezug auf  el . . . . .  e= 
die Gle ichung  

f* ( z  + 1) = e2"~"f*(z). 

Auf  G r u n d  des in § 1, 10. angegebenen  Z u s a m m e n h a n g e s  mit  d e m  F o r m e n -  
typus  aus  [12] erhiilt m a n  daher  aus [12], insbesondere  S. 2 4 5 - - 2 4 7  eine 
gewisse Four ie r -En twick lung  fiir f * .  Schreibt  m a n  diese Entwicklung auf  
f ~ : =  <%, f >  u m  unter  Benutzung von 

f = ak(A- 1, A) f *  I[A, k] 

2 Es l~igt sieh zeigen, dab diese Definition iiquivalent ist mit jeder der beiden folgenden, 
bequ~meren. 

a) Fist  eine diskrete Untergruppe yon 11, so dab - I  ~ Fist  und der Quotientenraum ~/F 
nach Einbeziehung der Klassen ~quivalenter Spitzen als neuer Punkt mit den fiblichen Orts- 
uniformisierenden zu eincr kompakten Riemannschen Fl~che wird. 

b) Fist eine diskrete Untergruppe von 11, die - I  enth~lt und einen maBbaren Fundamental- 
bereich ~ (vgLS. 302, FuBnote 4) yon endlichem lnhaR co(~) besitzt. 

3 Ffir a, b ~ R, a < b, bezeichne [a, b], [a, b), (a, b], (a, b) das abgeschlossene, rechts halb- 
offene, links halboffene bzw. offene Intervall mit den Endpunkten a, b. - -  Die gew~hlte Fixierung 
der ~ ist ffir das Folgende nicht wesentlich. 
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(s. (1.13)) und 

(2.9) za : = x.4 + iyA := Az ,  

so erh~ilt man schliel31ich eine Darstellung 

(2.10) f~,(z) =jA(z ; k ) - '  [uu(yA) + qu(ZA) ] (1 =< # --< m), 

wobei die u~ in y > 0 und die qu in • definierte komplexwertige Funktionen mit 
folgenden Eigenschaften sind. Es ist 

(2.11) uu(y)=0 fiir m ( ~ ) < ~ < m ;  

und ffir 1 =< # =< m(~) ist 

b~oy~-ir + c~oy½ + ~,, falls r 4= 0,  
(2.12) 

uu(Y)=(buoy~+Cuoy½1ogy, falls r = 0 ,  

mit komplexen Konstanten buo, Cuo. Ferner ist 

(2.13) qu(z)= ~ [bu.W_~s~..,i,(-4nlnly)+c,.W.~sg..,i~(4rcln]y)]e 2~i"x 
n~: tz  

fiir 1 < p < m, wobei n ,.~ % soviel wie n - z~modl und n + 0 bedeutet, b, . ,  c , .  
bezeichnen wieder komplexe Konstanten, und Wr,~(t) bedeutet die Whittaker- 

32 
sche Funktion im Argumentbereich - ~ - < a r g t < - - ~ - ( B e z e i c h n u n g  nach 

W. MAGNUS und F. OBERHETTXNGER [14], S. 116) mit dem asymptotischen 
Verhalten 

:~ 3n 
(2.14) Wr.~(t)..~Fe -t/2 ftir t - - . o % - ~ - < a r g t <  2 "  

Die Reihe (2.13) ist gleichm~il3ig absotut konvergent in y >= Yo ffir jedes Yo > 0. 
Setzen wir noch 

(215) q.(z)e., 
# = l  ta=l 

(2.16) bo := ~ b~oeu, Co :=  ~ q,o%, 
#=1 #=1 

so ist nach (2.11) und (2.12) 

. .  fboy½-i '+Coy ½+i', falls r 4 :0 ,  
(2.17) ulY~=~boy½+¢oy½1ogy, falls r = 0 .  

Eine Ersetzung von r durch - r  l~uft im Falle r *  0 offenbar auf eine Ver- 
tauschung von b o u n d  ¢o hinaus, bo, Co und wegen (2.11) auch u(y) fiir alle 
y > 0  liegen im Fixraum ~(0 ,  und nach (2.10) gilt 

(2.18) f (z)  =ja(z ;  k) -~ [u(ya) + q(za)] • 

Diese Gleichung zusammen mit (2.15) und den oben beschriebenen Funktionen 
u u und q~ bezeichnen wir als die Fourier-Entwicklung yon f zur Spitze ~ unter 
Benutzung yon A und el . . . .  , %,; u(y) nennen wir den 0-ten Fourier-Koeffi- 
zienten der Entwicklung. 
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Bezeichnet tp(g) die Orthogonalprojektion von II auf den Fixraum ~(0, 
so gilt offenbar 

1 1 

(2.19) u(y) = S jA(A- l z ;k)tp(e)f (A-  l z)dx = ~rk(A,A- a) ~ ~v(e)(fl[A- 1,k ])(z)dx . 
o o 

Daher h~ingt u und folglich auch q nicht vonder Auswahl der Basis el, ..., e,, 
(unter Einhaltung der an sie gestellten Bedingungen) ab. Die Auswirkung 
einer Ab~inderung von A in A l~iBt sich auf Grund der Bemerkung vor (2.t), 
die z• = z A + ~ zur Folge hat, leicht fiberblicken. 

Aus der Bedingung b) von Definition 1.1, aus (2.14) und der absoluten 
Konvergenz der Fourier-Entwicklung von f folgert man 

Lemma 2.t. Eine Ldsung f ~ c~2(F, U, v) yon (1.21) ist genau dann eine auto- 
morphe Form aus ~k.x(F, 1t, v), wenn in der Fourier-Entwicklung (2.18) yon f 
in bezug auf jede beliebige Spitze ~ = A - I  ~ die Koeffizienten b, ,  aus (2.13) 
s?imtlich (also J~r 1 < I~ <-_ m, n ..~ zu) verschwinden. 1st diese Bedingung erf~llt, 
so verschwindet q(z) exponentiell f~r y--. oo. 

Unsere Voraussetzung k e R bringt es mit sich, dab d k formal selbst- 
adjungiert in bezug auf das Fl~ichenelement do9 ist, d. h. dab gilt 

(2.20) ~ <Akg, f> dco = ~ <9, Aaf> d~  

fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f, g : ~ - , t t  mit kom- 
paktem Tr~iger. (Diese Aussage ist ~iquivalent mit der formalen Selbstadjungiert- 
heit des Operators A~, 8 aus (1.22) in bezug auf das Fl~ichenelement yR~(~+~)do~ 
ffir ~ t - f l e  R.) 

Wegen k e R, und d a v  unit~ir ist, ist ferner (g, f>  fiir f, # e ~-k(F, H, v) 
eine bei F invariante komplexwertige Funktion auf ~. Fiir eine Diskussion 
des Eigenwertproblems (1.21) nach spektraltheoretischen Gesichtspunkten 
erscheint daher der folgende Hilbert-Raum ~k  = ~k( F, ~I, v) angemessen. 

~k:  t) f~°.~k(I", H, V), f meBbar beziiglich co; 
2) Ilflt2:= ~ Ifl 2 den < ~ (quadratische Integrierbarkeit mod F). 

Dabei bedeute ~ einen Fundamentalbereich 4 yon F in ~. Das Skalarprodukt 
in gk  sei 

(9, f ) : =  ~ (9, f>  d~ .  

Die Auswahl yon ~ ist ohne EinfluB auf die Definition, da v unit~ir und der 
Integrand bei F invariant ist. Zur Bildung von ~k  ist noch der iibliche 
l~bergang zu .~quivalenzklassen yon Funktionen f zu vollziehen, wobei wir 
auch solche Funktionen f einbeziehen wollen, die nur co-fast iiberall auf 
definiert sind. Wir werden in der Bezeichnung zwischen den Funktionen und 
ihren Xquivalenzklassen nicht unterscheiden. Wenn jedoch yon einem f ~ ~k  
die Rede ist, das durch eine stetige Funktion auf ganz ~ repr~sentierbar ist, 

4 Hierunter werde eine ¢o-meBbare Teilmenge ~ von 1t~ verstanden, mit 
(I~.1) ri~=¢; 
(~.2) die Menge der z e ~, zu denen ein m o d F  ~iquivalenter Punk t  w e ~ - {z} existiert, ist eine 

~o-Nullmenge. 
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so m6ge unter der ,,Funktion f "  immer dieser eindeutig bestimmte stetige 
Reprasentant verstanden werden, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes 
gesagt wird. 

Ist f eine beliebige Funktion aus i f  k, so ist f im allgemeinen unstetig, 
und im allgemeinen besitzt f dann nur ffir (Lebesguesch) fast a l ley  > 0 er- 
kl~irte Fourier-Koeffizienten zu einer Spitze ~ = A-1 ~ .  Insbesondere hat der 
0-te Fourier-Koeffizient u(y) von f wieder die Gestalt (2.19), wobei das Integral 
im allgemeinen nur ffir fast alley > 0 existiert. 

Wir betrachten jetzt - A  k auf den folgenden Definitionsbereichen 9 2 
und ~ff:  

(2.21) ~ ' = { f ; f ~ k C ~ C 6 ~ ( F ,  tl, v ) , - -Akf~Of 'k} ,  

(2.22) ~ o : =  {f ;  f ecg~(F, t[, v), f hat einen modF kompakten Tr-~ger}. 

, , f  hat einen modF kompakten Tr~iger" bedeute, dab die Projektion des 
Tr~igers yon f in den Quotientenraum I~/F kompakt ist. Damit ist gleich- 
wertig, dal3 ein Kompaktum ~ C • existiert, so dab f(z) = 0 ist fiir alle z ~ F g. 
Zu den Definitionen (2.21) und (2.22) vergleiche man auch (1.29). 

Lemma 2.2. ~ ist identisch mit der Menge der Funktionen g : ¢~--* l Im i t  
Darstellungen der Form 

(2.23) g= ~ v(M)- l l l [M,  k], 
MeF 

wobei l: ~ [  beliebig oft differenzierbar ist und einen kompakten Trgifer hat. 
Beweis. a) DaB die g mit einer solchen Darstellung in ~ff liegen, ist sofort 

zu sehen. 
b) Es sei nun g e ~ o  vorgegeben. Wir benutzen die folgende Abkiirzung: 

Ist t eine Abbildung von ~ in eine Menge 3E und ist M e f~, so erkl~iren wir die 
Abbildung t M : ~ ~ 3E durch 

(2.24) tM(Z): = t(Mz) (z ~ ~, M ~ f]). 

Gem~iB [20], S. 41--42 existiert eine bei F invariante, beliebig differenzierbare 
Zerlegung der 1 auf ~, d. h. eine Darstellung 

(2.25) 1 = ~. hy 
v~9~ 

MeF 

der konstanten Funktion 1 mit Hilfe von beliebig oft differenzierbaren Funk- 
tionen h~ (v aus einer abz~ihlbaren Indexmenge 91), so dab die folgenden drei 
Eigenschaften erffillt sind. 

1. 0 < h ~ < l ;  
2. h, hat einen kompakten Trager Z,;  
3. Es existieren offene Umgebungen ~ der Z~, so dab -~ kompakt und die 

Familie 

(2.26) M~8~ mit (M, v) ~ F x 9l 

eine Oberdeckung von ~ vom endlichen Typist, d. h. so dab • = U M ~  ist 
vegl 

MeF 



304 W. ROELCKE: 

und M ~ c ~ M o ~ o # : O  bei festem (Mo, vo )~Fx91  nur fiir endlich viele 
(M, v) e F x 9l erffillt ist. 

Da g einen mod F kompakten Tr~iger Z hat, existiert eine endliche Teil- 
menge 9.I von 91, so dab gilt Z n M Z ~ = 0  ffir ve 91-~/I und M e F .  Dann ist 
gh~ = 0 fiir v ~ 91 - ~[ und M e F, und wegen (2.25) und g e ~k folgt 

g= ~ ghy= ~ v(M)-l(gh~)l[M,k]. 
vE~l ve~  

Me F Me F 

Man sieht nun, d a b / : =  ~ghv eine Darstellung der im Lemma angegebenen 
veo/l 

Art fiir g liefert. | 
Offenbar ist 

(2.27) @ff C ~ .  

9 2 und ~ff  sind lineare Teilmannigfaltigkeiten yon Jfk und offenbar dicht 
in ovg k (ira Sinne der Normtopologie). F i i r r  e {2, oo} ist durch die Anwendung 
yon A k auf N~ ein linearer Operator 5 A~ = A k I~[ in ~gk bestimmt, 

(2.28) A ~ , : @ [ , ~ k , A ~ , f : = A k f  fiir f ~ , ; z ~ { 2 , ~ } .  

Satz 2.t. Jede Eigenfunktion f yon - A g  zum Eigenwert 2 ist eine auto- 
morphe Form aus ~k,~ im Sinne yon Definition 1. L 

Beweis. Es sei f ~ ~k z, f + 0 und --Akf  = 2f. Zum Nachweis von f E ~-k,a 
braucht von Definition 1.1 offenbar nur noch Eigenschaft b) gepriift zu werden. 
Das geschieht an Hand der Fourier-Entwicklung von f .  Es sei ¢ = A - ~  
mit A e f2 eine Spitze yon F. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit darf A 
so angenommen werden, dal3 die Grundmatrix P yon F zur Spitze ~ die Form 
(2.1) hat. F besitzt dann einen Fundamentalbereich ~, der den ,Spitzensektor" 
A - ~  mit 
(2.29) ~ = ~(r/): = {z; O< x < 1, y > r/) 

fiir ein geeignetes q ~ 0 enthalt. Wegen 

[ f ( A - 1 2 ) [  2 dog< Hf[I 2 < 

miissen dann bei der Fourier-Entwicklung (2.18) die Koeffizienten bu, aus 
(2.13) s~imtlich verschwinden. Die Behauptung folgt daher aus Lemma 2.1. | 

Im Falle von Grenzkreisgruppen erster Art lal3t sich beweisen (vgl. [18], 
§3), dab jede Eigenfunktion f von - A  2 die O-Aussage f ( z )=O(y -r) fiir 
y--* 0 mit geeignetem y > 0 in jedem Vertikalhalbstreifen a < x < b, y > 0 von 
gleichm~iBig in x erfiillt (vgl. [18], § 3). Es ist eine offene Frage, ob diese Aus- 
sage aueh fiir beliebige Gruppen F richtig ist. 

Oef'mition 2.t.  1st f eine og-meflbare Funktion aus ~k, ~ = A-  ~ ~ eine Spitze 
yon F und A - ~  ein Spitzensektor der vor (2.29) eingejfihrten Art, so heifle f 
in die Spitze ~ hinein quadratisch inteorierbar, wenn ~ if[ 2 do9 < o~. 

A ~ t ~  

5 In d~, fungiert ~ als oberer Index und nicht als Exponent. Potenzen von Operatoren werden 
nur im Beweis yon Lemma 5.3 auftreten und dort als solche dutch Klammerung besonders kennt- 
rich gemacht werden, so dab Verwechslungen nieht zu befiirchten sind. 
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Definition 2.2. Eine automorphe Form f ~ J~k(F, 11, v) heiflt eine Sp i t z e n- 
f o r m ,  wenn f in jeder parabolischen Spitze A -  1 ~ yon F die iiber Definition L 1, 
b) hinausgehende Eigenschaft 

(2.30) ( f [ [ A - l , k ] ) ( z ) = O ( e  -~r) J~r y ~  gleichmiiflig in x 

mit einem gewissen ~ > 0 erj~llt. Andernfalls heiflt f eine N i c h t s p i t z e n f o r m. - -  
Fftr die klassischen ganzen automorphen Formen sind analoge Begriffsbildungen 
iiblich. 

Eine automorphe Form ist offenbar genau dann eine Spitzenform, wenn 
ihre 0-ten Fourier-Koeffizienten zu allen Spitzen verschwinden. Die Fourier- 
Entwicklungen zu den Spitzen zeigen, dab jede Eigenfunktion yon --Ak 2 zu 

1 
einem Eigenwert 2 - > -  eine Spitzenform ist. - -  Falls F eine Grenzkreis- 

- 4  
gruppe erster Art ist, liegen offenbar alle Spitzenformen aus ~k in ~k. 

§ 3. Die Operatoren Kk und Ak und die wesentliche Selbstadjungie theit von 
A~ und ~ 

Das Hauptziel dieses Paragraphen ist dcr Beweis der wesentlichen Selbst- 
adjungiertheit yon A~ und A~ (Satz 3.2). Haupthilfsmittel sind zwei yon 
H. MAASS [12] in die Theoric eingeffihrte Differentialoperatoren Kk und Ak 
und der mit ihnen formulierte Satz 3.1, eine Art Stokesscher Satz, der auch 
sp~iter noch mehrfach angewandt werden wird. 

1. Die Definitionen yon Kk und A k lauten 

0 ~ k =(z-z-] + (3.1) KR:= i y ~  x +y-~y  + -~ ~-, 

8 O k 8 k 
(3.2) Ak:= iY -~x  - - y ~ y  + -~ =(z--z-)-ff~- + ~-. 

Diese Operatoren entsprechen den ebenso bezeichneten, aber von den an- 
gegebenen etwas verschiedenen Operatoren aus [12] auf Grund des bei (t.24) 
beschriebenen Zusammenhanges zwischen unserem Formentypus und dem- 
jenigen aus [12]. 

Einfache Rechnungen unter Beachtung yon k ~ R zeigen 

(3.3) A k :  --K_k, Kk = --A'-_k, 

k k 
(3.4) --Ak = Ak+ 2Kk-- - f  (l + k ) = K k _ 2 A k  + - f  (1-- k ) ,  

(3.5) Ak+2Kk=KkAk, Ak_2Ak=AkA k . 

Ferner sieht man durch eine einfache Rechnung, dab K k und Ak+ 2 beziiglich 
do9 formal adjungiert sind, d. h. dab gilt 

5 (Kkg, f )  aco= ~ (g, At+a f )  dco 

fiir alle einmal stetig differenzierbaren Funktionen f, g : @ ~ lImit kompaktem 
Tr~iger. - -  In Analogie zu [12], Hilfssatz 3 und 1 erh~ilt man 
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Lemma 3.1. ~) Fi~r stetig differenzierbare f : ~-~ U und M e D ist 

(Kkf) I[M, k + 2]-- Kk(f[[M, k]), 
(Akf)  [[M, k -  2] =Ak(f[[M,  k]). 

fl) Fi~r I e N ist 

(3.6) 

(3.7) 
U, v) C U, v), 
U, v) c u, v). 

~) KR liefert eine lfneare Abbildung yon ~k,~ in ~'~k+Z,~, die fiir 

2 ~e - -~- 1 + bijektiv ist, und Ak liefert eine lineare Abbildung yon ~k,a 

i n ~ : k _ 2 . ~ , d i e J ~ r 2 ~ ( 1 - ~ ) b i j e k t i v i s t .  

Der Beweis yon 7) kann auch leicht direkt mit Hilfe yon (3.4) und (3.5) 
geffihrt werden. 

7) zeigt, dab Kk einen zun~ichst ziemlich formaten Zusammenhang zwischen 
den Eigenwertproblemen yon --Ak und - z~÷ 2, Ak einen analogen Zusammen- 
hang zwischen den Eigenwertproblemen yon -Ak und --Ak-2 vermittelt. 

Lemma3.2. a) Ist f : ~ l I  reell-analytisch und - - A k f = 2 f ,  so erj~llt 
U : = K k f die Differentialgleichung - A k + 2 u = ~ l.I. 

a') Ist f :ff~--~U reell-analytisch und - - A k f = A f ,  so erf~llt u:= A k f  die 
Differentialgleichung - A k_ 2 u -- ~ u. 

b) Fi~r stetig differenzierbares f :~-~l I  ist dann und nur dann K k f = 0  , 
wenn yk/2 f (z)  eine antiholomorphe Funktion yon z ist, also yk/2 f (z)  holomorph 

ist. Ist Kkf  =O, so ist _ A k f  = - 2k (1 + k )  f. 

b') Fi~r stetig differenzierbares f :~--*~I ist dann und nur dann A k f = 0  , 
wenn y-k/2 f (z)  eine holomorphe Funktion yon z ist. 1st A k f = 0  , so ist - - A k f  
=k 

c) Fiir reell-analytisches f : ~ l I  ist dann und nur dann - - A k f  

= ~  -- f ,  wenn y ~ - l A k f ( z  ) eine antiholomorphe Funktion yon z ist. 

c') Fi~r reell-analytisches f : f f ~ -~[  ist dann und nur dann - A k f  

= - - ~  + f ,  wenn y - ~ - l K k f ( z  ) eine holomorphe Funktion yon z ist. 

d) 1st f : ~-~ 1( stetig differenzierbar und Kkf  = A k f =  0, so ist f konstant; 
ferner ist k = 0, falls f ~- O. 

Beweis. a) folgt aus (3.5). 
~g 

b) Fiir g(z):= ( z -  z-)~f(z) ist ~ = ( z -  z-) ~ -1Kkf. Daraus folgt die zuerst 

behauptcte ,~quivalenz. Ist Kkf  = O, so ist f nach dem eben Bewiesenen reell- 
analytisch in x, y, und (3.4) liefert die zweite Behauptung. 
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c) Gem~il3 (3.4) ist die zur Rede stehende Differentialgleichung ~iquivalent 
mit Kk-2 A k f  = 0. Man kann sich daher auf b) berufen. 

a'), b'), c') kfnnen analog bewiesen werden, oder man folgert sie aus a), 
b), c) durch l~bergang zum konjugiert Komplexen auf Grund von (3.3) und 
(1.26). 

Zu d). Nach (3.1) und (3.2) ist Kkf -- A k f  = 2y ~ v  = O, d. h. f hangt nicht 
- j 

von yab.  Aus 
Of 

K k f + A k f = 2 i y - - ~ X  + k  f = 0  

Of folgt daher ~ = 0, usw. | 

2. Fiir den Beweis des angekfindigten Satzes 3.1 stellen wir das folgende, 
zu [19], Satz 1 analoge Lemma bereit. 

Lemma3.3. Es sei f e~2,  ge~k, und g habe einen modF kompakten 
Trdger. Ferner sei g dehnungsbeschNinkt, d.h. es existiere eine Konstante 

=> O, so daft gilt 

Ig(zl)-g(z2)l<=6lz. zzl far zl, z 2 ~ ,  
Dann gilt 

k 
- f ( g  , Akf ) de0= f (Kkg, Kkf ) dog- ~- (1+ ---k2). f ( g  , f )dog .  

Beweis. Mit einer bei F invarianten, beliebig oft differenzierbaren Zer- 
legung der 1 auf ~ in der bei (2.25) beschriebenen Form ergibt sich 

L: = - ~(a, A k f )  do) = - ~ ( ~  hyg, A k f )  dog 
~ v ,M 

= - Z ~ (hyg, Akf> dco wegen absoluter Konvergenz 6 
v,M~ 

= -- E ~ (h,g, A k f )  u dog, 
~,M 

da (g, Akf~ bci F invariant ist. Wegen - I  6 F u n d  M ~  = ( - M ) ~  ergibt sich 
welter 

L =  - 2  ~, ~ (h,g, A k f  ) d¢o 
v 

k 

6 Da # einen modF kompakten Tr~iger hat, liefern iibrigens immer nut endlich viele v einen 
yon 0 verschiedenen Beitrag. Bezeichnet ~ ein Kompaktum in ~, so dab der Tfiiger yon g in F ~  
tiegt, und wird ~ spezieU so gew~ihlt, dal] ~ C ~u(t~ - FI~) ist, was mSglich ist, so liefern sogar nur 
endlich viele Paare (v, M) von 0 verschiedene Beitflige zu ~ ,  und das ergibt eine zweite Reeht- 

v,M 

fertigung der Vertausehung der Summation mit der Integration Far diese speziellen ~. Da die 
n~ichste Formelzeile ~: nicht mehr enthalt, erh~lt man so auch eine Rechtfertigung ffir beliebige ~. 

22 Math, Ann. 167 
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Der letzte Ausdruck ist durch formale partielle Integration entstanden, und 
man rechtfertigt diesen Schritt mit Hilfe des Stokesschen Satzes in einer 
Fassung von HAUPT-AUMANN-PAUC [5], 11.3.4, S. 305, wobei noch in analoger 
Weise wie in 11.3.4.1, S. 307 zu spezialisieren ist. Bei dieser Version des Stokes- 
schen Satzes ist darauf zu achten, dab f zweimal stetig differenzierbar ist und 
die hvg zugleich mit g dehnungsbeschr~inkt sind. Randbeitr~ige treten nicht 
auf, da hv einen kompakten Tr~iger hat. 

Da die ~berdeckung (2.26) vom endlichen Typist, ist 

,~,M{ I(Kk(h'g)' Kkf)] + k (1+ k ) ( h , g ,  f )  }M 

eine stetige, bei F invariante Funktion. Diese Funktion hat einen modF 
kompakten Triiger, weil dies von g vorausgesetzt ist, und sie ist beschr~inkt 
und meBbar und deshalb fiber ~ quadratisch integrierbar. Daher erh~ilt man 
aus (3.8) wegen absoluter Konvergenz oder auch durch eine ~ihnliche Schlug- 
weise wie unter der letzten FuBnote 

k f)}Mdo ) L= f ~.M{(Kk(hvg),Kkf)----~ O +k)  (h~g, 

v,M hM 

Wegen Lemma 3.1, ~) und des Transformationsverhaltens yon f, g erh~ilt man 
welter 

k k f ) l  do) L= f ~,M {(Kk(hyg), Kkf)-- --~ (1+ ~ - ) (hyg ,  
] 

und daraus wegen (2.25) die Behauptung. | 
Satz 3.t. FOr f, g s ~  gilt Kkfe~k+2,  A ~ f e ~ k - 2  und 

(3.9) (g, -Agf)=(Kkg, Kkf )- -~ + (g, f ) ,  

k / k \  
( 3 . 1 0 )  (g,--Akf)=(Akg, Akf)+ -~ ~1-- ~-) (g, f ) .  

Bemerkung: In welchem der Hilbert-R~iume ~VFR_2, ~k, ~k+2 hier die 
Skalarprodukte (.,.) zu verstehen sind, geht aus den jeweiligen Argumenten 
hervor. 

Beweis. Es genfigt, (3.9) zu beweisen, weil (3.10) daraus durch l~bergang 
zum konjugiert Komplexen auf Grund yon (3.3) und (1.26) folgt. Ferner 
genfigt es, (3.9) ffir f = g zu beweisen, der allgemeine Fall ergibt sich daraus 
durch Polarisieren. 

Ein Fundamentalbereich ~ yon F (s. S. 302, FuBnote 4) und w ~ • seien fest 
gew~ihlt. Fiir r > 0 bezeichne ~,(w) die abgeschlossene Kreisscheibe zum Mittel- 
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punkt w und Radius r in der hyperbolischen Geometrie, also 

(3.11) Rr(w) := {z; z e ~il, lz, wl =< r}. 

Die Menge ~ , :=  ~nFR,(w)  ist dann ebenfalls meBbar, und es ist 

~, = {z ; z ~ ~, [z, Swl < r ffir mindestens ein S ~ F}. 

In Analogie zu [19], Satz 2, gilt dann 

r k den dr f I {(g' Akf>+(Kkg' Kkf>-- --2 (14- k ) ( g ,  f>} 
0 ~d, 

< j'lgl IKkfl de~. 
~r  

Der Beweis dieser Absch~itzung kann unter Benutzung yon Lemma 3.3 in 
v611iger Analogie zum Beweis yon [19], Satz 2, geffihrt werden. Satz 3.1 folgt 
aus dieser Absch~itzung durch einfache Obertragung yon [ 19], Satz 3 bis 5. | 

3. Mit Hilfe yon Satz 3.1 soll jetzt die wesentliche Selbstadjungiertheit yon 
- A~ und - A~ bewiesen werden; weitere Anwendungen dieses Satzes werden 
in sp~iteren Paragraphen gemacht werden. 

Aus Satz 3.1 folgt ( - Akg, f )  = (g, -- Am f )  ffir f ,  g e 9 2. Da ~ und ~ in '~k 
dichte lineare Mannigfaltigkeiten sind, bedeutet diese Gleichun~ dab - A ~  
und - A 2 symmetrische Operatoren sind (s. M. STONE [24], S. 49). 

Zur Erinnerung seien einige bekannte Tatsachen fiber wesentlich selbst- 
adjungierte Operatoren vorausgeschickt. Ein symmetrischer Operator 
A: ~ in einem Hilbert-Raum ~ heiBt w e s e n t l i c h  s e l b s t a d j u n g i e r t ,  
wenn sein adjungierter Operator A* selbstadjungiert ist, d. h. wenn A* = A** 
gilt (M. STONE [24], Definition 2.12). Es sei nun A:@ ~ wesentlich selbst- 
adjungiert. Nach [24], Theorem 2.9, ist A* =A** abgeschlossen, d.h. der 
Graph dieses Operators ist abgeschtossen in ~ × ~¢f. Nach [24], Theorem 
2.10 und 9.5, ist A*=  A** mit der kleinsten abgeschlossenen linearen Fort- 
setzung A : ~ - ~  von A identisch, graph,~ ist also die abgeschlossene 
Hfille yon ~aphA in ~ × Jr .  Man sagt, ~, entstehe aus A durch AbschlieBen, 
und nennt A die AbschlieBung yon A. A ist die einzige selbstadjungierte Fort- 
setzung yon A (s. [24], Kap. II, § 2). Ein bekanntes Kriterium ffir wesentliche 
Selbstadjungiertheit ist (s. [24], Theorem 4.17 und 4.16) 

Lemma 3.4. Ein symmetrischer Operator A : ~ ~ ~ in einem Hilbert-Raum 
ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn die linearen Mannigfaltigkeiten 
(A + i)~ und (A - i)~ in ~ dicht sind. 

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Paragraphen. 
Satz 3.2. Die Operatoren - A~ und - A~ in ~k sind wesentlich selbstadjungiert 

und haben dieselbe selbstadjungierte Fortsetzung. 
Diese selbstadjungierte Fortsetzung wird im fotgenden mit - z~ k bezeichnet, 

ihr Definitionsbereich mit ~k und ihre Spektralschar mit (Ek, X)x~R- 
Beweis des Satzes. Da jeder wesentlich selbstadjungierte Operator genau 

eine selbstadjungierte Fortsetzung hat und - h ~  eine Yortsetzung yon - A ~  
22* 
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ist, haben - A 2 und - A~ jedenfalls dann dieselbe selbstadjungierte Fortsetzung~ 
falls beide Operatoren wesentlich selbstadjungiert sind. Es gentigt daher, die 
wesentliche Selbstadjungiertheit v o n -  A 2 und - A f t  zu zeigen. Lemma 3.4 
entsprechend zeigen wir dafiir, dab die linearen Mannigfaltigkeiten (A k + i)~k 2, 
(A k _ i)~2, (A k + i ) ~ o ,  (A k - -  i )~o  in ~k dicht sind. Wegen ~ o  C ~k 2 geniigt es, 
die letzten beiden Mannigfaltigkeiten zu betrachten. Wit beschriinken uns auf 
(A k + i )~o,  weil man fiir (A k - i ) ~  ° analog schlieBen kann (oder zum konju- 
giert Komplexen iibergehen kann). 

Es sei u ~ ~ k  und 

(3.12) (u, Akf+ i f ) = 0  ftir alle f e ~ o .  

Wir miissen u = 0 zeigen. Es sei dazu l: ~ ~ 1I beliebig oft differenzierbar und 
mit kompaktem Triiger beliebig gewiihlt. Nach Lemma 2.2 kann in (3.12) 

(3.13) f =  ~, v(M)-~ll[M, k] 
MeF 

eingesetzt werden. Da I einen kompakten Tr~iger hat, kann A k auf diese Reihen- 
darstellung gliedweise ausgeiibt werden, und da Ak mit [[M, k] vertauschbar 
ist, folgt 

Akf = ~ v(M)-I(Akl)I[M, k]. 
M e F  

Damit folgt aus (3.12) 

0 = S (u, Akf + i f )  dto 

= ~ (u, ~ v(M)-l(Akl+ il)[[M, k])dto 
M 

= ~ ~ (u u, (Ak/+ i/) M) do9 
M~ 

wegen absoluter Konvergenz und des Transformationsverhaltens yon u bei F. 
Daraus folgt 

(3.14) 0 =  ~ (u, Akl+ il) dog. 

Da dies fiir alle beliebig oft differenzierbaren l gilt und A k elliptisch ist und 
beliebig oft differenzierbare Koeffizienten hat, folgt 7, dab u eine beliebig oft 
differenzierbare Funktion auf ~ darstellt (vgl. nun die Bemerkung von S. 303, o.). 
Dann folgt aber aus (3.14) durch partielle Integration (Stokesscher Satz) - - m a n  
beachte, dab l einen kompakten Tr~iger hat und A k formal selbstadjungiert 
ist ---, dab Aku--iu=O ist. Wegen u e ~ f  k ist also Akue.~Vt°k, d.h. insgesamt 
u e ~ .  Da A 2 symmetrisch ist, folgt u = 0. | 

Das folgende Lemma wird zum Beweis der S~itze 5.6 und 5.7 herangezogen 
werden. 

Lemma 3.5. Jede zweimal stetig differenzierbare Funktion aus ~k liegt in ~2. 
7 Siehe L. SCHWARTZ [21], Kap.  V, § 6. 
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Beweis. Es sei f e ~k zweimal stetig differenzierbar. Mit einer beliebigen 
Funktion g aus ~o  in der Darstellung (2.23) ist 

( Akf  , g) = ( f  , [~kg) ---- ( f  , A2g) 

=2[. ( f ,  Akl) da~ 

= 21 <A f, t> doJ 
¢$ 

= I (Akf, g) do). 

Da hier 0 e ~ beliebig war, folgt Akf = Akf  e ~k und damit f e Nk 2. | 

(vgl. die Umformung vor (3.8)) 

(partielle Integration) 

§ 4. Zusammenhang mit einem Eigenwertproblem auf der Cberlagerungsfliiche ' 
yon ~ = SL(2, R); zweiter Beweis yon Satz  3.2 

A. SELBERG benutzt in [22] zur Behandlung der automorphen Formen den 
dreidimensionalen Raum 

(4.1) ~}:= ~ x R: = {(z, ~p); z e ~, (p e R}. 

Dabei werden der diskontinuierlichen Gruppe F auf ~ eine diskontinuierliche 
Gruppe F auf @ und den automorphen Formen f auf ~ vom Gewicht k die 
Funktionen F(z, ~p):= e-ik~'f(z) auf @ zugeordnet. Die Funktionen F erffillen 
dann eine Eigenwertdifferentialgleichung in bezug auf einen Differential- 
operator ,~, der als Laplace-Operator yon @ in bezug auf eine passende Rie- 
mannsche MaBbestimmung auf @ angesehen werden kann. In diesem Para- 
graphen soll aus der allgemeinen Theorie des Laplace-Operators auf Riemann- 
schen Mannigfaltigkeiten, angewandt auf A auf ~, ein neuer Beweis von 
Satz 3.2 abgeleitet werden. 

Wir ffihren dazu weitere Gruppen, insbesondere die.universelle Oberlage- 
rungsgruppe ~ von fi = SL(2, R) ein. @ wird dann als globaler Koordinaten- 
raum yon ~ und zugleich als Wirkungsraum ffir die Linkstranslationen in D 
erscheinen. 

Bekanntlich kann jede Matrix M = e • eindeutig in der Gestalt 
c 

( 0  ~ (¢°s~P -sintp / 

(4.2) M =  ~ /  k sin tp c o s y  w] 
mit x, ); (peR, y>0,  1/@>0 und tp mod2n geschrieben werden, n~imlich mit 

(4.3) x + i y = M i  und q~ ~ arg(ci + d) mod2n. 

Daraus folgt, dab der dreidimensionale Raum 

(4.4) l ) :=  {(M, 00; M =(~ ; ) ~ f ~ R , o ~ a r g ( c i + d ) m o d 2 @  
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als universelle Qberlagerungsgruppe von f~ mit der kanonischen Projektion 

(4.5) ~(M, ~t):= M 

und (I, 0) als Einselement betrachtet werden kann. Die Gruppenstruktur von 0 
ist hierdurch bereits eindeutig bestimmt, und zwar findet man als Verkniipfung 

(4.6) (Ml ,~) (M,  et)=(MlM, arg(c lMi+dl ) -arg(c l i+dl )+~l  +ot), 

was wegen der Argumentdefinition (1.4) und wegen (1.7) dasselbe ist wie 

(4.7) (M I, cq) (M, ct) = (MIM, arg(c2i + d2) + 2nw(M1, M) + 2z~v(cq) + 2rrv(ct)). 

Dabei bedeutet (c 2, d2) die zweite Zeile von M~ M und v(~p) fiir ~p ~ R diejenige 
ganzrationale Zahl, f'tir die gilt 

(4.8) - n + 27rv(~p) < ~p < r~ + 2zrv0p). 

Durch 
(4.9) X(M, ~t):= (Mi, ~) 

ist offenbar eine topologische Abbildung von ~ auf ~ aus (4.1) gegeben, so dab 
als Koordinatenraum von ~ betrachtet werden kann. Aus (4.2) und (4.3) folgt 

mit z = x + iy 

(4.10) tp)=((  0 ~  ~ /  (cos ~ o -  sin tp/, (p) 
X-l(z, 

- ~ /  vin~p cos ~p/ 

X ist offenbar ein fiir die Liesche Gruppenstruktur yon ~ zul~ssiges Koordi- 
natensystem [Koordinaten (x,y, q~) oder zusammengefaBt (z, q~)]. Auf die 
l~bertragung der Gruppenstruktur auf ~ kann fiir die folgenden Zwecke ver- 
zichtet werden. Dagegen ben6tigen wir die Beschreibung der Linkstrans- 
lationen yon ~ in den Koordinaten (z, ~o), oder in einer anderen, im folgenden 
bevorzugten Auffassung, die Operation der Elemente (M, ~) yon ~ auf ~ als 
,,Wirkungsraum" gem~tB 

(4.11) (z, (p)~(M, 00(z, ~o):= X(M, ~) X- l(z, ~o). 

Eine kleine Rechnung mit Hilfe yon (4.10), (4.9), (4.8) und (4.3) zeigt 

(M, or) (z, q)) = (Mz, q) + ~ + arg(cz + d) - arg(ci + d)) 
(4.12) 

= (Mz, q) + arg(cz + d) + 2nv(~)). 

t~ operiert auf ~ offenbar effektiv, d.h. ein vom Einselement verschiedenes 
Element aus ~ bestimmt eine vonder Identit~it verschiedene Abbildung von ~. 

F/.ir beliebiges festes r/> 0 ist durch 

(4.13) dx2 + dy2 + ,2 (d(p- ax V y2 2y ] 

als Quadrat des Linienelementes auf ~ eine positiv-definite Riemannsche MaB- 
bestimmung gegeben, die bei ~ invariant ist, wie leicht zu best~itigen. ~ operiert 
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dann als transitive Gruppe yon Isometrien auf ~. Daher ist die Riemannsche 
Mannigfaltigkeit ~ vollst~indig, d. h. von jedem Punkt yon ~ gehen in jeder 
Richtung Geod~itische von beliebiger L/inge aus (bei Geschlossenheit einer 
Geod~itischen wiederholte Durchlaufung). s 

Zu (4.13)geh6rt der Laplace-Operator 

(4.14) ~ =  y2 0(~Tx z 0 2 )  02 4+r/2 02 
+ - ~ y 2  + Y - ~ - - ~ - - +  4r/2 0~o 2 

und das Volumenelement 

dx dy d(o 
~1 y2 

Statt dieses Volumenelementes werden wir im folgenden 

(4.15) dcb:= dxdydq~ 
~ry 2 

benutzen. 
Wie bisher bezeichne F eine diskrete, die Matrix - I  enthaltende Unter- 

gruppe yon f~. 

(4.16) 1 ~ ' =  @ - i F =  {(M, ~); (M, a ) ~  @(M, ~)~ F} 

ist dann eine diskrete Unter~ruppe yon ~ und operiert daher diskontinuierlich 
auf ~. Speziell ist ( - I, It) ~ F, und es ist 

(4.17) ( - I, rt) (z, q~) = (z, q~ + n). 

Ist ~ ein Fundamentalbereich yon F in ~ (ira Sinne der FuBnote 4 von S. 302), 
so ist 

(4.18) ~ : =  ~ x [0, n ) : =  {(z, q~); z e ~ , 0 <  q~ < re} 

ein Fundamentalbereich yon F in (} (in einem analogen Sinne). 
Wie bisher sei v e i n  unit~ires Multiplikatorsystem zur Gruppe F, zum 

Gewicht k e R und zum unitiiren Raum 1I im Sinne yon § 1, 6. k war durch v 
nur mod 2 eindeutig bestimmt, und zwar dutch (1.15). Diese Restklasse rood 2 
werde mit R bezeichnet. Wir werden die verschiedenen k ~ R nebeneinander 
betrachten. 

Jedem f :  ~--,H ordnen wir die durch 

(4.19) (Ikf) (z, rp): = e-ik~'f(z) 
gegebene Funktion Ikf: ~--.1I zu. Fiir F:(~-~l l  und (M, e ) e f i  bezeichne 
ferner F (M'') die durch 

(4.20) VCn"°(z, q~):= F((M, o~) (z, q~)) 

8 Eine iiquivalente Definition der Vollstlindigkeit ist nach H. HOl, F und W. RINOW [8] die 
folgende. Man betrachte t~ als metrisehen Raura, indem man als Abstand lu, v[ yon u, v e I~ die 
untere Grenze der Liingen aller stetig differenzierbaren Verbindungskurven yon u, v erkliirt. ~ ist 
dann und nur dann vollst~indig, wenn ~ in der Metrik lu, vl ein vollst~ndiger metrischer Raum ist, 
d. h. wenn jede Cauehy-Folge in t~ einen Limes hat. 
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gegebene Funktion auf ~. Man best~itigt dann 

(4.21) (Ikf) ~M''O = e-  2,,iv~,)k ik(f [ [M, k]). 

Daher liegt f genau dann in ~-k(F, H, v), d. h. f besitzt genau dann das Trans- 
formationsverhalten (1.16) bei F, wenn 

(4.22) (Ikf) IM'~)= e-2nivta)kv(M) Ikf fiir (M, at) E 

erfiillt ist. Hieraus folgt wegen einer hinter (1.16) gemachten Bemerkung, dab 
die in (4.22) auftretenden Automorphismen 

(4.23) z3(M, g) :=  e-  2"i~¢~lkv(M), (M, ~) ~ F ,  

yon 1I eine unit~ire Darstellung ~ yon F bilden, was auch direkt nachgerechnet 
werden kann. z3 hangt offenbar nicht yon der Auswahl von k e R ab, sondern 
nur von v. 

Aus (1.15) folgt 
(4.24) t3(- I, n) = e-  ~k idu. 

Die eben getroffene Zuordnung von t3 zu v lal3t sich eindeutig umkehren. 
Wir gehen dazu von einer beliebigen Darstellung ~ von F in der Gruppe der 
Automorphismen des unitaren Raumes 11 aus, fiir die z3(-I, To) die Form r/ida 
mit einer komplexen Zahl ~/vom Betrag 1 besitzt. Die k e R, die der Bedingung 
(4.24) geniigen, bilden eine Restklasse mod2, die R genannt werde. Es sei nun 
M ~ F gegeben. Wahlt man k ~ R und ~ e R, so dal3 (M, ct) ~ F ist, so bestatigt 
man leicht, dab 
(4.25) v(M): = e 2niv(~t)k f(M, ~) 

nicht vonder  Auswahl von k und ct, sondern nur von z3 und M abh~ingt, und dab 
auf diese Weise ein unit~ires Multiplikatorsystem v von F zum Gewicht k 
definiert ist. Die Eindeutigkeit der Zuordnung v ~ z3 ist offensichtlich. 

Wir erklaren jetzt 

(4.26) ~" = :~-(I ~, U, ~3): = {F; F:  ~ ~ 11, F (M' ~) = ~(M, ~) F fiJr (M, :t) ~ I~}, 

und f'tir l = 0, 1, 2 . . . .  

(4.27) ~ = c~t(l~', 11, ~) = {F; F e ~'(F,  11, 9), F / -ma l  stetig differenzierbar}. 

Ist F e ~ ,  so hat e~k~'F(z, tp) in Abh~ingigkeit von q~ die Periode n. Das er- 
gibt sich sofort unter Beachtung von (4.17). 

Die Bedeutung der in (4.19) getroffenen Zuordnung f ~  Ikf fiir das Eigen- 
wertproblem von -Ak  beruht nun weiter auf der Tatsache, dab die Anwendung 
yon A k auf zweimal stetig differenzierbare f nach der leicht zu best~itigenden 
Gleichung 

4 + r/2 
(4.28) A Ikf = I k/Ak 4r/2 k2) f 

im wesentlichen der Anwendung yon ,~ auf I-If entspricht. Insbesondere er- 
ffillt also f dann und nur dann die Gleichung - A k f  = 2 f ,  wenn 

(4.29) - - A l k f =  (2+  ~ k ) 2  I~f 
4+r/2 
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gilt. Die Eigenwertprobleme v o n -  A k fir  aUe k ~ R entspringen also formal 
aus dem Eigenwertproblem von - /~ durch Separation der Variablen z, q~ ge- 
m~il] F(z, tp) = e-tk~' f(z).  

Diese formalen Zusammenh~inge lassen sich im Rahmen der angemessenen 
Hilbert-Raume welter verfolgen. Zur Untersuchung des Eigenwertproblems 
yon - /~ in ~" benutzen wir den Hilbert-Raum 

Jt 7~ : 1) F ~ ~ Lebesgue-meBbar, 

2) llFIIz:= ~lVlZd6~<~,  

mit dd~ aus (4.15) und einem Fundamentalbereich ~ von F in 5, dessen Auswahl 
auf die Defnition keinen Einflui3 hat, da der Integrand bei I ~ invariant ist. 
Das Skalarprodukt in ~ sei 

(F, G):= .I (F, G) dcb. 

Da ~ speziell in der Gestalt (4.18) gew~ihlt werden kann, sieht man, dab eine 
Funktion f :  ~ 1 I  genau dann in ~k liegt, wenn Ikf in ~ liegt. 

Die Zuordnung f ~ l k f  aus (4.19) liefert offenbar einen Hilbert-Raum- 
Isomorphismus II k yon ~k aufeinen abgeschlossenen Unterraum ~k yon ~ ,  

(4.30) Hk:~k  -auf)  ~k' Hkf:=lkf ffir f ~ k .  

Den Operatoren A~, in ~((k aus (2.28) entsprechen verm6ge H k die Operatoren 
HkA~, Ilk 1 in o~k mit den Definitionsbereichen 

(4.3t) ~ , : =  Hk~, (k E ~;  z = 2, ~ ) .  

Zufolge (4.28) ist 
4+I/2 .2 

(4.32) HkA~Hk 1 = Z~, + ~ t¢ , 

wobei der Operator z~, die folgende ,,Konkretisierung" von z~ bedeutet : 

(4.33) A~k:~k--'~k, fVkF:=AF fiir F e ~ .  

Wir ziehen nun die Theorie des Laplace-Operators A in ~ in Verbindung 
mit der Orthogonalprojektion H k von ~P auf ~t~k heran. Gemal3 [19], Satz 8, 
ist z~ wesentlich selbstadjungiert aufjedem der folgenden beiden Definitions- 
bereiche 
(4.34) ~z := {F; F e  ~nc~2(l~, ~,/3), A F e ~ ) ,  

(4.35) ~ : = {F; F ~ ~o((-, ~[, ~3), F hat einen mod I~ kompakten Tr~iger}. 

Wir bezeichnen diese wesentlich selbstadjungierten Operatoren mit z~ 2 und 
, ~ .  Wegen ~ C ~2 haben/~o~ und ,~2 dieselbe selbstadjungierte Fortsetzung 
A; ihren Definitionsbereich bezeichnen wir mit ~. Nach den Bemerkungen 
vor Lemma 3.4 ist ~ die Abschliel3ung yon z~ 2 und/~oo. 

Die Orthogonalprojektion IIk von ~ auf ~k (k ~ R) kann wie folgt analy- 
tisch dargesteUt werden: 

e-ik~ i - - "  eik~ F(z, ~p) d~p (4.36) (IIkF) (z, (p) = n 
o 
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fiir F e ~ und (Lebesguesch) fast alle (z, ~p) e @. (Das Integral existiert wegen 
F e ,,~ jedenfalls fiir fast alle z ~ ~.) 

Beweis. )~ndert man F im Integranden auf einer Nullmenge yon @ ab, so 
~indert sich F als Element von ~ nicht, und die rechte Seite von (4.36) ~indert 
sich h6chstens auf einer Nullmenge von@. Daher ist eine solche Ab~inderung 
ohne EinfluB auf die Giiltigkeit der Behauptung (4.36). Durch eine solche 
Ab~inderung von F kann erreicht werden, dab das Integral fiir alle z e @ existiert, 
was wir nunmehr voraussetzen. Die durch 

.( e~k~'F(z, tp)d~ (z ~(~) 
1 

f (z) :=  -~- 

o 

erkl~irte Funktion f liegt in ~k; das zeigt eine einfache Rechnung unter Be- 
nutzung von (4.25) und der Tatsache, dab der Integrand gem~iB S. 314 die 
Periode ~r in ~p hat. Ferner ist wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 

1 tp) d~p 2 do < f [ f [ 2 d m = - ~ I [ i e l k ' V F ( z ,  
~ o 

-~ leik~12 d~p" IF(z, ~p)[ 2d dco 

iV o 

= IIFtl ~ < o o .  

Damit haben wir insgesamt f ~ Ygk, und es folgt, dab die rechte Seite yon (4.36) 
in Abhangigkeit yon (z, ~0) ein Element von oug k darstellt, das wir mit G be- 
zeichnen. Eine kurze Rechnung zeigt, dab (E, F - G)= 0 ist fiir alle E ~ ~k" 
(Man nehme zur Ausrechnung des Skalarproduktes ~ in der Gestalt (4.18) an 
und integriere zuerst nach ~o.) Damit ist bewiesen, dab G die Projektion yon F 
auf ~'~k ist. 

Die Hilbert-R~iume ~k (k ~ R) sind offenbar paarweise orthogonal. Wir 
zeigen noch, dab die R~iume ~k zusammengenommen ganz ~ als abgeschlos- 
sene lineare Hiille besitzen. Wegen der paarweisen Orthogonalit~it der ~Pk 
geniigt es dafiir, 

IIFII 2 = ~ llrI~Fll 2 fiir F ~  
k~.q 

zu zeigen. Diese Gleichung ergibt sich aber miihelos mit Hilfe von (4.36). 
2 ~ 9 Satz 4.t. DieOperatoren 75 , A und ZX werden yon ~'~k reduziert . 

Beweis. Da A aus den Operatoren ~2, z~  durch AbschlieBen entsteht, 
geniigt es, die Behauptung fiir ,~2 und , ~  zu zeigen (zweifache Anwendung von 
B. voN Sz.-NAGV [25], S. 32, Zeile 5, f)). 

9 Ein linearer Operator  T:~--- ,~t  ~ in einem Hilbert-Raum ~ wird definitionsgemgtB von 
einem abgeschlossenen Unte r raum ~ von ~ reduziert, wenn l i T  C Tr l  ist, wobei II die Ortho-  
gonalprojektion yon ~ auf  ~ bezeichnet und C ausdriickt, dab FIT eine Einschr~inkung yon TFI 
[st (vgl. B. VON Sz.-NA~v [25], V., Nr. 3). 
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Es sei also z = 2 oder oo und F ~ ~ ' .  Nach (4.36) ist dann 

G(z, to) : i I k ~ F ( z  ' to) = e-ik~" ( = - -  eik~AF(z, u2) d~p, 7g J 0 
und zweimalige partielle Integration nach ~p liefert 

/g 

e-~ k~' (A k 4-[-//2 k2) f eik~F(y_,,lp)dlp. G(z, to)-  4//2 
o 

L~il3t man hier das Integral die Rolle von f aus (4.28) spielen, so folgt 

G(z, tO) - A eik'P F(z, ~p) d 

o 
(4.37) =/~(IIkF) (z, (p). 

Damit haben wir /XIIkF ~ o~. Hier ist HkF ~ o~, insbesondere also HkF e ~ .  
Aus (4.36) folgt weiter, dab HkF ~ c~, ist und dab l ikF im Falle z = oo einen 
mod f~ kompakten Tr~iger hat. Damit haben wir insgesamt HkF E ~ ,  d. h. 

(4.38) c 

Aus (4.37) folgt daher 

(4.39) HkA~V = Aq-IkF (F ~ ~ ) .  

(4.38) und (4.39) zusammengenommen bedeuten Hk,~'C A'Hk. | 
Wir zeigen jetzt noch von ~ ,  aus (4.31) 

(4.40) ~ ,  = I-Ik ~ - -  ~ ( " )  ~ k  • 

1. Es sei F ~ ~ .  Dann ist II k lI-IkF E 9~k, somit IIk ll-IkF e ~k.  Nach (4.36) 
und der Definition von Ilk ist ferner 

7t 

(4.41) (Ilk ~ lik F) (Z) = 1 ( elk~F(z, ~p) du?. 7~ J 
o 

Damit folgt Ilk~IIkF~Cg~,(F, II, v), und dab I l k l H k  F im Falle z =  oo einen 
rood F kompakten Tr~iger hat. Aus (4.28) und Satz 4.1 folgt 

[k(A k 4+//2 k 2) Ilkll-ikF----Al-IkF=l-IkA~FE3/gk, 
4//2 

und daraus A k Il~- 1 i-ik F e ~k'~ Damit haben wir insgesamt H k a likE e ~k be- 
wiesen, d. h. Ilk ~ C I l k ~  = ~ .  

2. Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion sei f e ~ , .  Dann ist offenbar 
I lk fe~kC~C~ ". Ferner hat I l k f  im Falle z = o o  einen modI" kompakten 
Tr~ger. Aus (4.28) entnehmen wir 

~ k f  =lk(Ak 4+?/2 4//2 k2) fe~kQO'~. 
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Zusammenfassend erhalten wir I-lkf ~ ~ '  n ~ k  C FI,~ ', also 

~ = 1 4 k ~  c I I k ~  ~ . 

Zusammen mit dem Ergebnis yon 1. ist damit die Giiltigkeit des ersten 
Gleichheitszeichens in (4.40) bewiesen. Die Giiltigkeit des zweiten Gleichheits- 
zeichens folgt aus (4.38). 

Wir k6nnen jetzt einen zweiten Beweis der wesentlichen Selbstadjungiert- 
heit der Operatoren A~ (z= 2, oo) fiihren. Wir ziehen das Kriterium aus 
Lemma 3.4 heran. Zunlichst ist die Symmetrie der Operatoren A~ zu zeigen. 
Ffir F, G e ~ ist 

(/~,F, G)= (/~F, G) nach (4.33) 

= (F, ~,G) wegen (4.40) und der Symmetrie von A auf ~ 

= (F, ,~,G) nach (4.33). 

Da der Definitonsbereich ~ ,  yon A~, eine in artak dichte lineare Mannigfaltigkeit 
ist, ist also/~, ein symmetrischer Operator in oUtak . 

Da z~ ~ wesentlich selbstadjungiert ist, ist (A~ + i) ~ '  in ~ dicht. Fotglich ist 
Hk(~ ~ + i)~ ~ in aetak dicht. Wegen Satz 4.1 und (4.40) bedeutet das, dab (/~ + i)~,  
in af~k dicht ist. Wegen (4.33) ist also (A~, + i)~,  in Jtak dicht. Die entsprechende 
Aussage mit - i statt i gilt ebenso. Nach Lemma 3.4 ist damit die wesentliche 
Selbstadj ungiertheit von/~, bewiesen. Wegen (4.31), (4.32), und da H k ein Hilbert- 
Raum-Isomorphismus ist, folgt hieraus, dab A~ wesentlich selbstadjungiert ist. 

Die - -  wie eben bewiesen - -  wesentlich selbstadjungierten Operatoren ~2 
u n d / ~  in ~¢t~k haben wegen A~ Cfik 2 ein und dieselbe selbstadjungierteFort- 
setzung. Wir bezeichnen sie mit Ak und ihren Definitionsbereich mit ~k. Es 
gelten dann die im folgenden nicht weiter ben6tigten Gleichungen 

9r 

und 

AkF = AF ffar F ~ ~k" 

ZU ihrem Beweise benutze man Satz 4.1, 4.40 und die Tatsache, dab Ak und A 
durch AbschlieBen (s. S. 309) aus ~2 bzw. ~2 entstehen. 

Es sei noch bemerkt, dab die Operatoren Kk, Ak aus § 3 auf die beiden 
Differentialoperatoren 

zurfiekffihrbar sind. Ist n~imlieh f :  ~ C  einmal stetig differenzierbar und 
F = I~f die im Sinne von (4.19) zugeordnete Funktion auf ~, so gilt 

e-it~+ 2)~ Kkf(z) = EF(z, q~), 

e- i(k- 2)~ Akf(Z) = T F(z, q~). 
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E und T sind zueinander formal'adjungiert bezfiglich &b und haben ein ein- 
faches Transformationsverhalten bei f~. Ffir eine Untersuchung von E, T als 
Operatt~ren auf geeigneten Definitionsbereichen in ~P ist hier nicht der rechte 
Oft. 

§ 5. l~ber die Eigenfunktionen und Eigenpakete 

1. Wir beginnen mit verschiedenen Folgerungen aus Satz 3.1 und 
Lemma 3.2. 

Satz 5.t. Ist f ~ J~o(F, H, v) eine Eigenfunktion yon - A  2 zum EigenwertO, 
so ist f konstant und F eine Grenzkreisgruppe erster Art. 

Beweis. Satz 3.1 liefert K o f = A o f = 0 .  Nach Lemma 3.2, d) ist daher f 
konstant. Wegen f :~ 0 und f ~Jgo hat also ein Fundamentalbereich von F 
einen endlichen Inhalt, und somit ist F eine Grenzkreisgruppe erster Art [vgl. 
S.300, Ful3note 2, b)]. | 

Satz 5.2. Ist f ~ ~-k(F, U, v) eine Eigenfunktion yon - A  2 zum Eigenwert 

-- , so ist g : = y - k / 2 f  eine klassische ganze automorphe Form mit 

Werten in U zu F, Gewicht k und Multiplikatorsystem v. 
Beweis. Nach Satz 2.1 ist fe ine  automorphe Form aus ~k" Daher besitzt g 

das richtige Transformationsverhalten [s. Definition 1.2, b)] und erffillt die 
in Definition 1.2, c) verlangte O-Aussage. Setzt man nun in (3.10) ffir das dortige 

g die Funktion f ein und beachtet, dab f zum Eigenwert ~-  - geh6rt, 

so erhalt man A k f  = 0. Nach Lemma 3.2, b') ist daher g holomorph. I 
Aus Satz 5.2 folgt fibrigens sofort, dab in H. MAASS [12], (77) die Summe 

fiber n + x < 0 verschwindet, wenn dort G diskontinuierlich, ~ reell und f oder 
auch nur Ahf fiber einen Fundamentalbereich von G quadratisch integrierbar 
ist in bezug auf das zustandige Fl~ichenelement yRe(~+#)-2 dx dy. 

Satz 5.3. Es s e i f  ~ ~2, f :~ O. Dann gilt" 
a) Ist Kkf=0 ,  so ist k<=O, und f i s t  eine Eigenfunktion yon - A  2 zum 

Eigenwert - 

b) 1st A k f = 0 ,  so ist k~O,  und f i s t  eine Eigenfunktion yon --A2k zum 
k 

Eigenwert -~ O -  k ) .  

Beweis. a) Aus Satz 3.1 folgt mit g = f durch Subtraktion von (3.9) und 
(3.10) 

k Ilfll 2 = - Ilmkfll 2 , 

also k ~ 0. Man beachte jetzt noch Lemma 3.2, b). 
b) folgt aus a) durch l~bergang zum konjugiert Komplexen. | 
Aus diesem Satz folgt fibrigens leicht der bekannte Satz, dab jede klassische 

ganze automorphe Form g mit Werten in H zu einer Grenzkreisgruppe erster 
Art F, zu negativem Gewicht k und unit~irem Multiplikatorsystem v ver- 
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schwindet. Falls F parabolische Spitzen besitzt, wird in einem klassischen 
Beweis dieses Satzes die absolute Invariante yk/2 tgl betrachtet. Mit Hilfe von 
Satz 5.3 kann man indessen allgemein wie folgt schlieBen. 

Zunachst ist f : =  yk/2g eine automorphe Form aus ~k  mit A k f = 0 .  Die 
Fourier-Entwicklungen von g und f in den Spitzen von F zeigen wegen k < 0, 
dab f in jede Spitze hinein quadratisch integrierbar ist (s. Definition 2.1). 
Es folgt f ~ JFk und damit f ~ ~ .  Ware nun f 4= 0, so hatte man einen Wider- 
spruch zu Satz 5.3, b). 

Umgekehrt  kann man Satz 5.3 im Falle der Grenzkreisgruppen erster Art 
auf den genannten klassischen Satz zuriickffihren. 

Satz 5.3 wird falsch, wenn man die Voraussetzung f ~ ~ durch die schwa- 
chere Voraussetzung f ~ c~2 (s. § 1, 7.) ersetzt. 

Beispiel : F = {I, - I } ,  U = C, k < 0, v trivial. Dann liegt f : =  yk/2z in ~2, 
aber nicht in ~ ,  und Akf  = 0. 

Ein anderes Beispiel mit den Heckeschen Gruppen ~(#) (# > 2) steht am 
Ende dieses Paragraphen. 

Der folgende Satz stellt eine Verscharfung und Verallgemeinerung von 
H. MAASS [13], S. 203, Theorem 31, dar, wie man auf Grund von§ 1, I0. leicht 
feststellt. 

Satz 5.4. f sei eine Eigenfunktion yon -A~  zum Eigenwert 2. 
a) Es sei k > O, und k ÷ bezeichne die zu k modulo 2 kongruente Zahl im Inter- 

vall (0, 2]. Ferner sei 2 < - f -  - . Dann ist k > 2, 

l . _ k  1 ~ 2 72 - 2  eine nichtnegative ganze Zahl, 

Ak-2tAt-21+2 ... Akf  = 0, 

und Iist die kleinste ganze Zahl >= O, J~r die diese Gleichung zutrifft. 
b) Es sei k <= O, und k-  bezeichne die zu k modulo 2 kongruente Zahl im Inter- 

vail [ -2 ,  0).  Ferner sei 2 < - -~-  + - .lo 

k 1 l / - ~  
I : -  2 2 V - 4  - 2  eine nichtnegative ganze Zahl, 

Kk+ 21Kk+ 2t+ 2 . . .  Kkf = 0 ,  

und 1 ist die kteinste ganze Zahl > O, J~r die diese Gleichung zutrifft. 
Beweis. Zu a). Es kann weder k = 0 noch k = k + sein. Denn wegen der Vor- 

aussetzung fiber 2 ware dann 2 < -~- - im Widerspruch zu (3.10) mit 

g = f. Es folgt k > 2. 

1 und die Voraussetzung fiber 2 ist speziell ffir 2 < 0 erffillt. 1o Insbesondere ist also 2 < ~-, 

~ / - ~ - 2  mSge im folgenden positiv gew~ihlt werden. 
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Es sei nun n diejenige natiirliche Zahl, fiJr die k+=  k - 2 n  ist. Zufolge 
Lemma 3.1, ~) und Satz 3.1 ist dann 

f , : =  Ak-2,+2Ak-2,+4 ... Akf  

eine Eigenfunktion v o n -  A k ~ zum Eigenwert 2 oder es ist f ,  = 0. Im ersteren 

Fall mfigte wegen (3.10) 2 >  -~-- 1 -  sein. Da dies unserer Voraus- 

setzung fiber 2 widerspricht, kann der erstere Fall nicht eintreten. Damit ist 
fn = 0 bewiesen. 

Es existiert daher eine kleinste nichtnegative ganze Zahl j < n, ffir die gilt 

A k _  2 j A k _  2j+ 2 . . .  A k f  = O. 

Die Funktion A k_ 2j+ 2 Ak- 2j+ 4 "-. A k f  (was im Fallej  = 0 soviel wie f bedeute) 
ist dann eine Eigenfunktion von -Ak 2_ 2i zum Eigenwert ~ die durch A k_ 2j 

annulliert wird. Aus Lemma 3.2, b') mit k - 2j anstelle von k folgt daher 

, 

d.h. 

--41 _ 2 = [ k -  2J2 21] 2 

Wegen k - 2n e <0, 2] und j <  n - 1 ist der Ausdruck rechts in der Klammer 
positiv, und es folgt j = I. Damit haben wir die Behauptung im Falle k > 0. 

Zu b). Dieser Fall l~iBt sich auf den Fall a) durch ~bergang zum konjugiert 
Komplexen zurfickffihren oder analog zu a) beweisen. | 

2. In der n~ichsten Nummer 3. soil gezeigt werden, dab der Operator -A~ 
spektral zerlegbar ist in dem Sinne, daB das System seiner Eigenfunktionen 
und Eigenpakete in o~ k vollst~indig ist ; und dartiber hinaus werden wir zeigen, 
dab jede Eigenfunktion und jedes Eigenpaket yon -,~k reell-analytisch in 
ist und in N~ liegt. 

Zur Erinnerung seien in dieser Nummer die Definition und einige all- 
gemeine Eigenschaften yon Eigenpaketen wiedergegeben. Dazu bezeichne 
A : ~ - - , J f  einen syrnmetrischen Operator in einem separablen Hilbert- 
Raum Yt °. 

Definition 5.t.  Eine Elementschar (vx)x~R in Jff heiflt ein Eigenpaket yon 
A, wenn sie die folgenden drei Eigenschaften hat. 

1. Vo = 0 und vx e ~ J~r alle 2. 
2. v~ ist ~-s te t io  in 2, d. h. lim[Iv,-vxll =0.  

A 

3. Avx= S #dv, ,  wobei das Integral als Jt~-Grenzwert Stieltjesscher Zer- 
o 

legungssummen zu verstehen ist, oder damit gleichwertig durch 2v x -  ~ v, dl~, 
o 

wobei das letztere Integral als 2/t°-Grenzwert yon Zerlegunossummen oew6hn- 
licher Art 9emeint ist. 
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Lemma 5. i .  a) Die Eigenpakete yon A sind zu den Eigenfunktionen yon A 
orthogonal (vgl. [18], Satz 23). 

b) Sind (vx) und (wx) zwei Eigenpakete yon A und [~, at'], [fl, fl'] zwei Inter- 
valle, die h6chstens einen Endpunkt gemeinsam haben, so besteht die Orthogonali- 
ffitsrelation (v~, - v~, wa, - wa) = 0 (vgl. [18], Satz 23). 

c) Ist A selbstadjunoiert und (Ex)z~ a seine Spektralschar, so ist eine Element- 
schar (vx)~ R aus ~ dann und nur dann ein Eigenpaket yon A, wenn es zu jedem 

> 0 ein f~ ~ ~ gibt, das auf allen Eigenfunktionen yon A senkrecht steht, und 
so daft v~ = (Ex - Eo)f~ j~ r  2 e [ -  oq ct] gilt ( [18], Satz 24). 

d) Ist (vx) ein Eigenpaket yon A und f ~ ,,~, so werden durch die Bedingungen 

(5.1)  p(fl)- p(~)  = ILv~ - v~ll ~ (~, fl ~ R,  ~____ fl), 
(5.2) a(fl) - a(a) = (vp -- v~, f )  (~, fl ~ R) 

zwei stetige Funktionen p: R ~ C  (,,Gewichtsfunktion yon (v f f ' )  und a : R ~ C  
bis auf additive Konstanten eindeutig festgelegt, a ist absolutstetig in bezug 
auf  das dureh die monotone Funktion p bestimmte Lebesgue-Stieltjessehe Marl 
auf R, und das Quadrat der Norm der Orthooonalprojektion yon f auf  den yon 
(va) aufoespannten aboeschlossenen Unterraum yon Jig ist 9leith dem Hellinger- 
schen Integral 1 

i [da(2)jz 
dp(,~) 

(vgL [18], § 11). 
e) 1st A selbstadjungiert, so existiert ein abzdhlbares orthonormiertes 

System e o (Q ~ 3) yon Eigenfunktionen yon A und ein abzgihlbares Orthooonal- 
system yon Eigenpaketen 12 (v~,x) (0 ~ ~) vonA, so daft die Elemente e o zusammen 
mit den vQ, a in 9V vollstdndig sind ([18], Anfang v o n §  11). Aus jedem Ortho- 
gonalsystem yon Eigenfunktionen und Eigenpaketen yon A kann durch Hinzu- 
nahme yon weiteren Eigenfunktionen und Eigenpaketen ein in 9ff vollstgindiges 
Orthooonalsystem yon Eigenfunktionen und Eigenpaketen hergestellt werden 
(vgl. M. STONE [24], S. 242- -250) .  

D a  aft separabe l  ist, ist jedes  Or thogona l sy s t em von nicht  verschwindenden 
Elementen  aus g abziihlbar.  M a n  sieht nun  teicht:  Ist  A selbstadjungiert ,  
und  ist eQ (Q e 3)  ein max imales  o r thonormie r t e s  System von Eigenfunkt ionen  

11 Die Hellingerschen Integrale lassen sich naeh H. HArtN [4] auf Lebesgue-Stieltjessche 
Integrale zuriickffihren. Das obige Hellingersche Integral ist dann gleich 

i da(2) 2 ap~,u , 
- o o  

. da(2) 
wobe~ d - - ~  die dp(2)-fast iiberall auf R existierende Ableitung im Sinne des Satzes yon Radon- 

Nikodym bedeutet, 
x2 Zwei Eigenpakete (va), (wa) heiBen orthogonal, wenn die Skalarprodukte (va, w~) fiir alle 

2,/~ e R verschwinden. Wegen b) geniigt es, (va, wx) = 0 fiir alle 2 ~ R zu fordern. 
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und (vQ.;) (Q ~ 3) ein maximales Orthogonalsystem yon Eigenpaketen von A, 
in dem kein Eigenpaket (vQ.z)~ fiir alle 2 verschwindet, so haben die beiden 
Systeme zusammen die unter e) des Satzes genannten Eigenschaften der Ab- 
z/ihlbarkeit und Vollst~indigkeit. 

Aus [18], § t l  seien noch ein Vollst~indigkeitskriterium und ein Ent- 
wicktungssatz angefiihrt. 

Lemma 5.2. Ein orthonormiertes System yon Eigenfunktionen eQ(Q ~ 3) und 
ein abzdhlbares Orthooonalsystem yon Eioenpaketen (vQ.~)(Q ~ 3) yon A sind 
zusammen genau dann voltsffindig, wenn J~r jedes f ~ 9 f  die Vollstdndiokeits- 
relation 

(5.3) tlf)12= ~l(ee 'f)12+ ~ f 
IdaQ(2) l z 

e~z o~ dpQ(2) 
--CO 

(vgl. FuBnote 11) erf~llt ist, wobei die Funktionen p~, ao auf zu (5.1), (5.2) 
analoge Weise zu erklgren sind. lm Falle der Vollst?indigkeit gilt der Entwick- 
lungssatz oo 

f =  E (ee, f)eo + E f 
daQ(2) dvQ.a 

Q~z ~3 dPo(2) 
~OO 

im Sinne der JCF-Konvergenz. 
3. Aus Satz 3.1 folgt ,,durch Abschliel3en" 

(5.4) (f~--/~kf)>----2 - 1+ [Ifll 2 ffir fC~k, 

k ( 1 - k )  llfl[2 fOx f e ~ k ,  (5.5) (f, --Akf) >- ~- 

und hieraus folgt unmittelbar 

Satz 5.5. Das Spektrum von - ~,k ist in der Halbgeraden [ ~  O - ~ ) ,  o @ 

enthalten. 
Unser n~ichstes Ziel sind Regularit~itsaussagen fiber die Eigenfunktionen 

und Ei~enpakete yon --AR- (Ek, x)~a bezeichne weiterhin die Spektralschar 
yon - A  k. 

Satz 5.6. a) Sind ct, fl s R und f e ~k,  SO ist (Ek,~-Ek,~) f durch eine reell- 
analytische Funktion aus ~ darstellbar. Insbesondere sind die Eioenfunktionen 
und Eigenpakete yon - A k  reell-analytisch. 

b) Wird jedes Element va eines Eigenpaketes (v~) yon - A k  durch eine reetl- 
analytische Funktion auf 1~ daroestellt la, so ist v~(z) in Abhginoigkeit yon 
(z, 2) 6 ~ x R stetig, und dasselbe gilt ffir die partiellen Ableitungen aller Ord- 
nungen yon vx(z) nach x, y. 

Beweis. a) Das Element U:=(l:Zkd~--E/~,~)f liegt im Definitionsbereich 
einer jeden Potenz (Ak)"(n E N) y o n  A k. Die Funktionen g des Typs (2.23) 

~a Vgl. die Vereinbarung yon S, 303, o. 

23 Math .  Ann.  167 
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liegen offenbar auch im Definitionsbereich von (z~k)', und fiir sie gilt (Ak)"g 
= (Ak)'g, wobei (A~)'die formale Potenz des formalen Differentialoperators 
A k aus (1.19) bedeutet. Wegen der Selbstadjungiertheit von z~ k ist daher ffir 
diese g 

(u, = g ) .  

Man schreibe nun diese Skalarprodukte als Integrale fiber einen Fundamental-  
bereich ~i yon F u n d  trage die Darsteltung (2.23) von g ein. Eine analoge Um- 
formung wie vor (3.14) liefert dann, wenn man unter u zunachst irgendeine 
Funktion versteht, die das Element u aus 5¢fk reprasentiert, 

(5.6) S (u, (Ak)'/) do~ = ~ ((Ak)'u, l) d,o. 

Da (Ak)" elliptisch ist, die Ordnung 2n und reell-analytische Koeffizienten 
hat, folgt aus (5.6), daft u als ( 2 n -  2)-mal stetig differenzierbare Funktion 
gewahlt werden kann (s. z. B. N. DUNFORD und J. SCHWARTZ [2], erster Teil 
des Korollars 4 von S. 1708). Da hier ne ine  beliebige natfirliche Zahl sein 
kann, ist damit die beliebige Differenzierbarkeit von u bewiesen. - -  Es ist 

II(Ak)'ull = [t(/~)~ul[ = 22"da(Ek,,zf, ~ " t l / l l  

mit 7: = max{la[, I/~1}. Nach einem Satz von T. KOTAK~ und M. S. NARASIMHAN, 
S. H. KOMATSU [9], folgt daher, dab u reell-analytisch ist, und Lemma 3.5 
liefert u ~ 9 2. 

Ist f eine Eigenfunktion v o n -  Ak zum Eigenwert ,~, so kann man das eben 
bewiesene Resultat mit a = 2 - 1 ,  f l = 2 +  1 anwenden und erhfilt, dab f 
reell-analytisch ist. Die entsprechende Aussage fiber die Eigenpakete folgt 
unter Beachtung von Lemma 5.1, c). 

b) Ffir jedes l ~ N bezeichne cdl(~, 11) den linearen Raum aller Funktionen 
f : ~ ~1 mit stetigen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung L Wird cdl(~, ~[) 
mit der Topologie der gleichm~iBigen Konvergenz aller partiellen Ableitungen 
bis zur Ordnung I auf allen kompakten Teilmengen von ~il ausgestattet, so ist 
cd~(~, 1I) bekannttich ein vollst~indiger metrisierbarer topologischer linearer 
Raum (F-Raum; s. z. B. N. DUNrORD und J. T. SCHWARTZ [2], S. 1639). Ffir 
jedes a > 0 bezeichne nun gk.~ den Hilbert-Raum (Ek,~ -- Ek.-~)5¢~k, wobei die 
Elemente von ~fk,~ als reell-analytische Funktionen auf ~ betrachtet werden 
mfgen. Der Graph der kanonischen Einbettungsabbildung J : ~(fk,~ ~cdx( ~, 1I) 
ist abgeschlossen in der Produkttopologie yon gk.~ X c~(~, U), wie sofort zu 
best~itigen. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist daher j stetig. 
Zu jedem e > 0 und Kompaktum R C ~il existiert also ein 5 > 0, so dab gilt 

dP+qf(z)[<~ ffir t l f l l < 5 , z e a  und p + q < l  
I 

dx t' dyq = 

Da jedes Eigenpaket.(vx) ffir 2 ~ [ - ~ ,  a] eine stetige Elementschar aus ~ffk,~ 
darstellt und a > 0 hierbei beliebig grol3 gew~ihlt werden kann, folgt die Be- 
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hauptung b) fiir alle partiellen Ableitungen mit Ordnung < 1. Da 1 beliebig 
war, ist damit b) in voller Allgemeinheit bewiesen. | 

Schr~inkt man einen selbstadjungierten Operator A in einem Hilbert- 
Raum auf die lineare Mannigfaltigkeit ein, die von seinen Eigenfunktionen 
und Eigenpaketen aufgespannt wird, so erh~ilt man, wie mit Hilfe des Kri- 
teriums Lemma 3.4 leicht einzusehen, einen wesentlich selbstadjungierten 
Operator A o. Aus Satz 5.6, a) folgt daher, daB --Ak auch auf der linearen 
Mannigfaltigkeit aller reell-analytischen Funktionen aus ~k 2 wesentlich selbst- 
adjungiert ist. 

Satz 5.7. a) Die Eigenfunktionen und Eigenpakete yon - A k  sind mit den- 
jenigen yon --A 2 identisch. 

b) - A~ besitzt ein abziihlbares orthonormiertes System e~(Q ~ ~) yon Eigen- 
funktionen und ein abziihlbares System (vQ.~) (Q ~ ~) yon paarweise orthogonaten 
Eigenpaketen, so daft die Elemente eQ zusammen mit den vQ, x in o,~ k vollst?indig 
sind. 

Beweis. a) Jede Eigenfunktion und jedes Eigenpaket v o n -  A 2 ist trivialer- 
weise Eigenfunktion bzw. Eigenpaket von --Ak. Die Umkehrung ergibt sich 
durch eine einfache Anwendung von Lemma 3.5. 

b) folgt aus a) und Lemma 5.1, e). | 
4. Je nach der Vorgabe von F, k, tl, v kann es vorkommen, daB -/~k ein 

reines Streckenspektrum 14 oder ein reines Punktspektrum oder sowohl ein 
nichtleeres Streckenspektrum als auch ein nichtleeres Punktspektrum besitzt. 
Der erstere Fall liegt z. B. vor fiir F = {I, - I}, k = 0, U = C, v trivial; der zweite 
Fall, wenn der Quotientenraum I~/F kompakt  ist, wie wir mit Hilfe des Resol- 
ventenkerns in Satz 7.3 zeigen werden. Der dritte Fall liegt z. B. vor, wenn F 
die Modulgruppe, k = 0 ,  t l = C  und v =  1 ist (vgl. [18]). 

Bei Gruppen F mit einem Fundamentatbereich unendlichen Inhalts k6nnen 
auch Eigenwerte unendlicher Vielfachheit und kontinuierliche Spektren un- 
endlicher Vielfachheit (im Sinne yon M. STONE [24], Definition 7. I) auftreten. 

Als Beispiel sei erw~ihnt: F =  {I, - I } ,  k >  1, t l = C ,  v trivial. Dann ist 

2 = -~- - Eigenwert unendlicher Vielfachheit, und das kontinuierliche 

Spektrum hat in [4- '  °el unendliche Vielfachheit. - -  Ein weiteres Beispiel fiir 

das Auftreten yon Eigenwerten unendlicher Vielfachheit liefern die Heckeschen 

(01 10) (; Gruppen ffi~) ftir /~ > 2 aus E. HECKE [6], die von und 

erzeugt werden. Dort  sind n~imlich unendlich viele linear unabh~ingige auto- 
morphe Formen g der Signatur {/~, 2fl, t} konstruiert worden, das sind gewisse 
klassische ganze automorphe Formen zu F = ~(/a), k = 2B, ti = C und einem 

~4 Ist A ein selbstadjungierter Operator  in einem Hilbert-Raum o~ mit Spektralschar 
(E~)~l, so geh6rt # e R definitionsgemiiB zum Streckenspektrum yon A, das auch (abweichend 
von M. STONE [24]) kontinuierliches Spektrum genannt wird, wenn ein f e oaff existiert, so dab 
E~f in Abh~ingigkeit von ,~ e R eine stetige Elementschar darstellt und ( t :# -  E , ) f4 :0  fiir alle 
reellen ~t. fl mit ~t < # < fl erftillt ist. 

23* 
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Multiplikatorsystem v k vom Betrage 1. Aus der dortigen Konstruktion ersieht 
man, dab diese Funktionen f auf dem Fundamentalbereich 

(5.7) 

von (b(#) beschr~inkt sind und in der Spitze oc exponentiell verschwinden. Ihre 
Metrisierungsintegrale S IOt2Y k do9 sind daher ffir k > I endlich. Ffir k > 1 er- 

halt man also in der Form f=yk /2g  unendlich viele linear unabh~ingige 
Eigenfunktionen von -z~ k zu F=ffi(/~), Gewicht k, U = C ,  Multiptikator- 

k 
system Vk und Eigenwert ~-  (1 - k ) .  

Bei dieser Gelegenheit sei noch eine ~ihnliche Art yon automorphen Formen 
f zu (!}(#), p > 2, mit n e g a t i v e m  Gewicht k angegeben. Definiert man analog 
zu E. HECKE [6], S. 673, unter Benutzung der dortigen Funktionen h, H die 
Funktion 

( 
go(z) (z ~), 

\ S(z)  (h(z) - 1) ] 

so sieht man sofort, daB go auf dem Fundamentalbereich (5.7) beschr~inkt ist 
und das Transformationsverhalten 

go(z+ P) = go(z), g o ( - - 1 ) = ( - - i z ) k g o ( Z )  

aufweist, und daraus folgt 

(5.8) go(Mz)=Vk(M)(cz+d)kgo(Z) fiir M = (~ ; ) ~  (~(/~) 

mit einem Multiplikatorsystem Vk vom Betrage I. 
Wir zeigen nun weiter, dab go in • beschr~inkt ist. Wegen (5.8) und der Be- 

schr~inktheit von go auf ~ geniigt es offenbar, die Beschr~inktheit von (cz + d)- 1 

in Abh~ingigkeit von M e ffi(#) und z e ~ zu zeigen. Dabei geniigt es, den Fall 
c ~: 0 zu betrachten, weil sonst d = _+ t ist. Da ffi(~) diskret ist und die Spitze oo 
hat, existiert bekanntlich ei'n }, > 0, so dab lcl -> ~ fiir c ~ 0 ist (H. PETERSSON [t5], 
S. 33, Satz 2). Dann ist tcz + dl-  1 <= ?- 1 Iz - M -  1 oo i- 1. Aus der Lage der drei 
zu ~ benachbarten Bilder von ~ unter ffi(~) erkennt man, daB die parabolische 

2 
Spitze M - l o o  mindestens den Abstand 1 - -  von ~ hat. So erhalten wir 

# 

Icz + dl-  ~ < ~- ~ I~_.____~, womit der Beweis der Beschranktheit von go in 61 be- /~-  
endet ist. 

Da die Funktion h aus loc. cit. bei ffi(/~) invariant, holomorph und beschr~inkt 
ist, sind die Funktionen g, :=  ( h -  1)'go (n ~ 0, ganz) in ~ holomorph und be- 
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schr~inkt ; sie verschwinden in der Spitze Joe, falls n _>_ 1 ist, und bilden ein linear 
unabh~ingiges System von beschr~inkten klassischen ganzen automorphen 
Formen zu 15(#), Gewicht k < 0  und einem Multiplikatorsystem Vk vom 
Betrage 1. Die mit diesen 9. gebildeten Funktionen f . = Y l 9 ,  liegen in 

aber s nd we en i res Vor.a, tens 

f/dr y - , 0  nicht in ~ug k enthalten. Letzteres kann auch aus Satz 5.3, b) gefolgert 
werden. 

§ 6. Der durch K k und Ak vermittelte Zusammenhang zwischen den Eigenwert- 
problemen zu verschiedenen Gewichten k 

Der in Lemma 3.1, y) ausgedriickte, durch die Operatoren K k und A k v e r -  

mittelte formale Zusammenhang zwischen den Eigenwertproblemen zu rood 2 
kongruenten Gewichten k kann in den zust~indigen Hilbert-Raumen ~k  weiter 
verfolgt und vertieft werden. 

Satz 6.t. f sei eine Eigenfunktion yon -A2k zum Eioenwert 2. Dann 9ilt : 

a) Kkf  ist 9enau dann eine Eiyenfunktion yon -Ak2+ 2 zum Eigenwert 2, wenn 
Kkf  #: 0 ist. 

a') A k f  ist 9enau dann eine Eigenfunktion yon - A 2_ z zum Eigenwert 2, wenn 
A ~ f  + 0 ist. 

Beweis. Der Satz folgt aus Lemma 3.1, Y) und Satz 3.1. | 
Bezfiglich der Bedingungen Kkf  :~ 0 und Akf  + 0 vergleiche man Satz 5.3. 

Satz 6.2. a) e sei eine Eigenfunktion yon -A~+ 2 zum Eigenwert 2, und e sei 
nicht darstellbar in der Form e = Kk f  mit einer Eioenfunktion f yon - A  2. Dann 

i s t k  > - 2, 2 =  (1 + 2) '  und g : =  y - ~ - '  e ist eine klassische ganze auto- 

morphe Form yore Gewicht k + 2. Im Falle k > - 1 ist O eine Spitzenform. 

b) Verschdrfte Umkehrung : 1st e eine Eigenfunktion yon - A 2 +  2 zum Eioen- 

wert 2 = - - ~  + , so ist e nicht darstellbar in der Form e =  Kkf  mit 

f 
a') e sei eine Eigenfunktion yon - A~_ 2 zum Eioenwert  2, und e sei nicht dar- 

stellbar in der Form e = A k f  mit einer Eigenfunktion f yon - A  2. Dann ist 

k ( 1  k )  k_ 1 _ 
k < 2, 2 = ~ - , und 9"= y~ e ist eine klassische oanze automorphe 

Form yore Gewicht - k + 2. Im Falle k <_ 1 ist 9 eine Spitzenform. 

k ( 1  k )  b') Ist e eine Eigenfunktion yon - A ~ _  2 zum Eigenwert  2 = - f  - , 

so ist e nicht darstellbar in der Form e = A k f  mit f ~ 9 2. 
Beweis. a) Voraussetzungsgem~B ist - Ak2+ 2 e = 2e, also nach (3.4) 

KkAk+2e= ( 2 +  ~-  
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Hier ist notwendig 2 =  - ~-  1 + . Denn andernfalls ist A k + 2 e ~ 0  , nach 

Satz 6.1, a') ist daher Ak+ 2 e eine Eigenfunktion yon -Ak  2, und wir erhalten die 
Identit~it 

A k + 2 e  
e ~.-~ K k 

im Widerspruch zu der Voraussetzung fiber e. Satz 5.2 mit k + 2 statt k liefert 
nun, dag g: = y -  ~- 1 e eine klassische ganze automorphe Form vom Gewicht 
k + 2 ist. Nach Lemma 3.2, b') ist also Ak+ 2 e = 0. Nach Satz 5.3, b) folgt k + 2 > 0. 
Wegen e = y~ + 1 g e ¢f'k ÷ 2 muB g im Falle k ~ - 1 eine Spitzenform sein. 

b) Nach Satz 5.2 ist y - ~ - l e  eine klassische ganze automorphe Form zur 
Gruppe F, Gewicht k + 2 und Multiplikatorsystem v. Gem~iB Lemma 3.2, b') 
ist 
(6.1) A k + 2 e = 0 .  

Angenommen es existiert f e ~2 mit 

(6.2) Kkf = e. 

Dann ist nach (3.4) 

k 

- 2 + f wegen (6.2) und (6.1). 

Setzt man dies in Satz 3.1, (3.9) m i t g  = f ein, so folgt Kkf = 0 im Widerspruch 
zu (6.2). 

a'), b') folgen aus a), b) durch ~bergang zum konjugiert Komplexen. | 
Lemma 6.t .  1st e, f e ~2, e eine Eigenfunktion y o n - A ~  zum Eigenwert 2, 

so gilt 

(6.3) (Kkf, Kke)= ( 2 +  ( t +  k ) ) ( f ,  e), 

(6.4) H KkeH2 = (2+  (1+ k))I[e{{2 ' 

(6.5) (Akf, Ake)= (2-- Q--  k ) ) ( f ,  e), 

(6.6) [[Akel{2 = (2-- ( i - -  k ) ) [ l e l [2 .  

Beweis. Siehe Satz 3.1. II 
Satz 6.3. Es sei eQ (Q e ~) ein maximales orthonormiertes System yon Eigen- 

• funktionen yon - A  2 und 2Q der Eigenwert yon eQ. 



Automorphe Formen in der hyperbolischen Ebene. I 329 

a) 9.I sei ein maximales orthonormiertes System yon Eigenfunktionen yon 

-A2+2 zu 2 =  - ~-  + . Die Funktionen y -  ~- l e, e s 9.I, bilden also ein 

maximales, im Sinne der Peterssonschen Metrisierung orthonormiertes System 
yon klassischen ganzen automorphen Formen yore Gewicht k + 2 zum Multipli- 
katorsystem v. Dann biMen die Funktionen 

KkeQ 
@ c 3,  2 0 :# - 

k 

zusammen mit den Funktionen des Systems 9.1 ein maximales orthonormiertes 
System yon Eigenfunktionen yon - A~+ 2. 

b) ~ sei ein maximales orthonormiertes System yon Eigenfunktionen yon 

- A 2  2 z u 2 = k ( 1 - k ) . D i e F u n k t i o n e n y ~ - l ~ , e e f S ,  bi ldenalsoeinmaxi-  

males, im Sinne der Peterssonschen Metrisierung orthonormiertes System yon 
klassischen ganzen automorphen Formen yore Gewicht - k  + 2 zum Multipli- 
katorsystem g. Dann bilden die Funktionen 

zusammen mit den Funktionen aus ~8 ein maximales orthonormiertes System yon 
Eigenfunktionen yon - -  A k _  2" 

Beweis. a) Aus (6.3) und (6.4) folgt, dab das System (6.7) orthonormiert ist. 
Das System (6.7) ist ferner orthogonal zu dem orthonormierten System ~,  da 
Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal sind. 
Also ist die Vereinigung ~ der beiden Systeme ein orthonormiertes System. 
Es bleibt die Maximalit~it yon ~B zu zeigen. Der von ~ erzeugte abgeschlossene 
lineare Unterraum von ~k+2 cnth~ilt alle Eigenfunktionen von -A2+2 der 
Gestalt Kke mit einer Eigenfunktion e yon - A  2, wie man mit Hilfe yon (6.4) 
einsieht. Die noch fehlenden Eigenfunktionen von --A2+2 sind gem~iB 
Satz 6.2, a) in dem von 9.I erzeugten abgeschlossenen linearen Unterraum yon 
gk+2 enthalten. Daraus folgt die Maximalit~t yon ~. 

b) folgt aus a) durch l~bergang zum konjugiert Komplexen. | 
Von den Elementen des maximalen orthonormierten Systems eQ (Q e 3) 

yon Eigenfunktionen yon - A 2 haben nur diejenigen eQ zur Bildung des unter a) 
beschriebenen Systems von Eigenfunktionen v o n -  A2+ 2 beigetragen, ffir die 

,t 0 + - ~-  + ~- ist, d. h. genau diejenigen, f~ir die KkeQ + 0 ist. Die anderen 

sind ,,verlorengegangen", w~ihrend die Elemente aus 9.I ,,neu hinzugekommen" 
sind. Wird nun Satz 6.3, a) noch einmal mit k + 2 ansteUe yon k auf das eben 
unter a) hergestellte Orthogonalsystem angewandt, so gehen dabei die im ersten 
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Schritt neu hinzugekommenen Elemente von 9.I dann und nur dann verloren, 
wenn k = - 2 ist. Denn falls fiberhaupt ~ ~ 0 ist, ist k > - 2 wegen Satz 6.2, b) 
und a); und damit Kk+ 2 f  = 0 ffir ein f E 9.I m6glich ist, mul3 k + 2 < 0 gelten 
wegen Satz 5.3, a). Im Falle k = - 2  gehen die Elemente von 9.1 auch tats~ichlich 
verloren. 

Wir untersuchen jetzt die Wirkung von K k und A k auf die Eigenpakete. 
Lemma 6.2. a) Es sei (v~)~a ein Eigenpaket yon --A2k. Dann ist (K~v~) ein 

Eigenpaket yon - A2+ 2 und (Akvx) ein Eigenpaket yon - A 2_ 2. 
b) Es sei f ~ 9 2. Erkldrt man die Funktion a: R ~ C wie in Lemma 5. i, (5.2), 

so gilt 
# 

k 
(6.9) (Kkv'--Kkv" Kkf)= f (2+ ~- (1+ k ) )da (2 ) ,  

Gt 

# 

k 
(6 .10 )  (Akvo--AkV~' Akf)= f (2-- ~- (1-- --~-)) da(2). 

c) Erkldrt man die Funktion p: R ~ C  wie in Lemma 5. l, (5.1), so ist 

O 
k 

(6.11) II Kkv~--KkV~ll 2= f (2+ ~- (1+ ---~)) dp(2), 
¢t 

# 

k 
( 6 . 1 2 )  HAkva-Akv'H2= I ( 2 -  -~- ( 1 -  ~k2) ) dp(2) 

& 

d) Ist (wx) ein zu (vz) orthogonales Eigenpaket yon -A~ (vgl. S. 322, FuB- 
note 12), so sind auch die Eigenpakete (KkW~), (KkV~) zueinander orthogonal, des- 
gleichen die Eioenpakete (AkWa), (AkVx). 

Beweis. Zu a). Wir best~itigen die drei Eigenschaften aus Definition 5.1 
fiir (Kkv~). 

Zu 1. Kkvo = 0 ist klar. Fiir jedes 2 e R ist KkV~ reell-analytisch nach Satz 
5.6, a). Ferner ist nach (3.5) und Definition 5.1, 3. 

(6.13) - At,+ 2 Kkv~ = Kk(-- Akv,0 = Kk j" .u dv,. 
o 

Wegen Lemma 5.1, c) ist hier 

o o 

wobei Ek.a wie immer die Spektralschar yon -z% k bezeichnet. Nach Satz 5.6, a) 
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2 
ist dies ein Element aus 9 2. Nach Satz 3.1 ist also K k ~fl dye, ein Element aus 

0 
~ k + 2 "  D a m i t  h a b e n  w i r  --Ak+2(KkVX) ~ "~k+2,  a l so  KkV,~ E ~k2+2 . 

Zu 2. Nach Satz 3.1 ist ffir u < fl 

k -~)][v#-v~H2 llKkv~ -- K k v , , l l  2 =(va - v~, - a~(v  a - v~))+ -~- (1 + 

Wegen der ~t~k-Stetigkeit von (v~) liegt hierin die )ffk+ 2-Stetig keit von (KkVa). 
Vor den Beweis von Eigenschaft 3. aus Definition 5.1 schieben wir bier den 

Beweis von c) ein. In der letzten Gleichung ist das zweite Glied auf der rechten 
# 

k 
Seite gleich -~- (1+ k )  f d p ( 2 ) u n d  das erste gleich 

~t 

dva, 2 d r  = ~2dp(2) 

auf Grund einer einfachen Umformung. Zusammengefagt haben wir damit 
(6.11). (6.12) folgt aus (6.11). 

Zu 3. Im Hinblick auf (6.13) genfigt es, 

(6.14) KR ~. # dvu = l I t dKkv~, 
0 0 

zu zeigen. Wir bemerken zun~ichst, dab das letzte Integral existiert, da KkV x 
nach 2. eine ~k+2-stetige Elementschar darstellt. Mit einem beliebigen 
g e ~k% 2, das nach Lemma 2.2 in der Form (2.23) angenommen werden kann, 
gilt zun~ichst 

,Kk # d r  = k+zg, I tdv  , w i e U m f o r m u n g e n d e r a u f S .  331 
ausgeffihrten Art zeigen, 

2 

= ~ # d(A~+ 29, v,), wofiir man auf Zerlegungssummen 
o zuriickgehe, 

= ~ # d(g, KkVu), wofiir man wieder (2.23) benutze, 
0 

= , It dKsv , woffir man auf Zerlegungssummen 
zurfickgehe. 

Da g e N~÷ 2 beliebig gew~ihlt war, folgt (6.14). 
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Damit ist der Beweis, dab (KkV;.) ein Eigenpaket von -A2+2 ist, beendet. 
Die analoge Aussage iiber (AkVa) folgt durch Obergang zum konjugiert 
Komplexen. - -  (6.14) h~itte iibrigens auch ohne Benutzung von g durch eine 
Approximation des Integrals durch Zerlegungssummen bewiesen werden 
kfnnen. 

b) Wegen Satz 3.1, und da - A  2 symmetrisch ist, ist 

k / 1  k )  (KkV # -- KkVa, Kkf)=(-A2(v#-v~),f)+ -~ + ~ (v#--v~,f) 

(: = ,Idv~, +~- +~- 

B k (1+ k ) t  da(2) 

Entsprechender Schlul3 ffir A k. 
c) war schon unter a), zu 2. gezeigt worden. 
d) Man forme (KkW#- KkW~, KkV#- KkV~) mit Hilfe yon Satz 3.1 um. Fiir 

Ak schlieBt man analog. II 
Wegen Satz 3.2 und S. 309 ist '~k die AbschlieBung von A 2. Ein Element 

f e i~ffk liegt also genau dann in ~k, wenn es eine Folge (f,) in @2 gibt, derart 
2 ...+~ dab f , - ~ f  und Akf . A~f in ~ffk gilt. Aus Satz 3.1 folgt dann, dab auch die 

Folgen (Kkf,) und (Akf~) in ~ffk+ 2 bzw. ~:k-2 konvergieren und yon der Aus- 
wahl von (f,) unabh~ngige Grenzwerte haben. Somit kSnnen die Operatoren 
Kk I ~2, Ak I ~2  ZU Operatoren I( k : ~k ~ ~'~.k + 2, '~k : ~k --~ ~*ffk- 2 fortgesetzt werden, 
so dab (3.9) und (3.10) auch mit A/, Kk, A k anstelle von A k, K k, A k fiJr f ,  g e ~k 
gelten. 

Aus Satz 6.1 und Lemma 6.2 folgern wir nun 
Satz 6.4. Mit den eben erkldrten Operatoren t(k, Ak gilt 

KkEk,~f = Ek+2,~Kkf und AkEk, zf = Ek_2.,V~kf fiir 2eR und f e~k. 

Beweis. Es gen~igt wieder, den Kk betreffenden Teil der Behauptung zu be- 
weisen. ~ und ~ [m6gen  diejenigen zueinander komplement~ren und ortho- 
gonalen abgeschlossenen Unterr~ume von ~'~k bezeichnen, die yon den Eigen- 
funktionen bzw. den Eigenpaketen von --/~k aufgespannt werden [ vgl. 
Lemma 5.1, a) und e)]. ~ [  l~13t sich wegen Definition 5.1, 2. und Lemma 5.1, c) 
auch eharakterisieren als die Menge der Elemente f aus ~ffk, fiir die Ek.af in 
Abh~ingigkeit yon 2 eine stetige Elementsehar darstellt. - -  Ak wird von ~k ~ 
und ~,~ reduziert (vgl. S. 316, FuBnote 9). 

Es sei jetzt f e ~k vorgegeben. Die Projektionen fe  und fc yon f auf ~Fk ~ 
bzw. ~ ;  liegen dann ebenfalls in ~k, und f = fe  + ft.  Es genfigt daher, die Kk 
betreffende Behauptung fiir f~ und fc anstelle yon f zu beweisen. 
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1. Ist dim J°g[ endlich, so ist die Behauptung ffir f e  statt f offensichtlich. 

Ist dim~gk e unendlich, so k6nnen wir f e =  ~ %% schreiben mit einem maxi- 
n = l  

malen orthonormierten System (e.) von Eigenfunktionen v o n -  A k und ge- 
P 

e e ....~ e eigneten c. e C. Mit beliebigem p ~ N und f~ := ~. c.e.  gilt dann f~ f ,  
1 , 1 = 1  

~ e ..~ ~ e e E e AkEk,~f~-*AkEk,~f  in ~k  ffir p ~ .  Daraus Akf~ Ak f ,~Ek ,  Af~--* k,,~f, ~ e ~ e ~ 

folgt Kkf  ~ --~ KRF und K k Ek. ~f~ --* K k ER, f i e  nach Definition yon K k. Die Behaup- 
tung fiber f~ folgt daher aus der nach Satz 6.1, a) gfiltigen Gleichung K k Ek,,tf~ 
= Ek + 2, ~, Kkf~ durch den Grenzfiber~gang p ~ oo. 

2. Beweis der Behauptung fiber K k mit f~ anstelle von f .  Nach einer Bemer- 
kung zu Beginn des Beweises und Lemma 5.1, c) stellt 

v~, := (Ek, u - Ek, o)f  c (/2 e R) 

ein Eigenpaket yon --?~k dar. Nach Lemma 6.2, a) ist daher (KkVu)u~ R ein 
Eigenpaket yon -/Xk+ 2" Daher ist 

KkV#- KkV~ = (Ek+ 2 , ~ -  Ek+ 2 , ~ ) ( K k V # -  KkV:) 

F f i r  ? < c( < f l  < 6 f o l g t  h i e r a u s  

Kkv, - KkV~ = (Ek+ : ,p  - E k + 2 , = )  (Kk% -- KkVy) 

wegen 

(Ek+ 2, , --  Ek+ 2,=) (Ek+ 2, = --  Ek+ :,y) = (Ek+ 2, p --  Ek+ 2,=) (Ek+ 2, a --  Ek+ 2,t~ ) : O. 

Nach Definition von v. bedeutet das 

(a, fl ~ R). 

Kk(Ek, ~ -- Ek,~) F = (Ek+ 2, ~ --  Ek+ 2,~) Kk(ER, o --  Ek,~)f ~ (? < ~ < f l  < 6 ) .  

F fir 7--* - o o  und 6--* oo folgt hieraus unter Berecbnung yon f e e  ~k und der 
Definition von I?, k 

Kk(Ek,~ --  Ek,~)f c = (Ek+ 2,~ -- Ek+ 2,~) l(kf ~" 

Unter Beachtung der Definition von I~ k folgt hieraus ffir ~--* - oo die Behaup- 
tung fiber ~'k mit fc  statt f u n d  fl statt 2. | 

Satz 6.5. Ein maximales Orthogonalsystem yon Eigenpaketen yon - A~ 15 wird 
dutch K k (bzw. Ak) in ein maximales Orthogonalsystem yon Eigenpaketen yon 
- A2+ 2 (bzw. - A 2_ 2) iibergefiihrt. 

Beweis. Es genfigt wieder, die Aussage fiber K k zu  beweisen. Es sei (%,~) 
(Q e ~) ein maximales Orthogonalsystem yon Eigenpaketen von - A  2. Nach 
Lemma 6.2, a), b) ist (KR%,~) (Q e ~) ein Orthogonalsystem von Eigenpaketen 
Yon - A ~ +  2. Zum Nachweis der Maximalit~it dieses Orthogonalsystems sei 

15 in dem Sinne, dab jedes zu den Eigenpaketen dieses Systems orthogonale Eigenpaket yon 
-A 2 identisch verschwindet. 
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(wa) ein zu den (Kkv~,x) orthogonales Eigenpaket von -A~+ 2. Wir mfissen 
w~ = 0 ffir alle 2 zeigen. 

Ffir alle 2 ~ R ist -Ak+2W~ = S # dw~, das Integral ist Grenzwert von Zer- 
o 

legungssummen vom Stieltjesschen Typ, und jede dieser Zerlegungssummen 
steht nach der Voraussetzung fiber (w~) senkrecht auf den (KkvQ,~) (Q e ,3). Ffir 
alle c~, fl ~ R und Q ~ 3 ist also (Kk v~,,, --Ak+2w~)= 0. Nach (3,4) ist also 

k 
(Kkv~,~, KkAk+ 2w~)= ~ (l + k)(KkVo.,,, wp). 

Die rechte Seite verschwindet nach der Voraussetzung fiber (w~). Durch Um- 
formung der linken Seite mit Hilfe von (3.9) erh~ilt man dann 

k k (--AkVo,~, Ak+2W#)q-~ (l q- ~)(vo,~, Ak+2W#)=O, 
k 

(6.15) (vo.~, (--Ak+ -~ (l+ k ) )  Ak+zw,) =O. 

Nach Lemma 6.2, a) ist (Ak+2wa) ein Eigenpaket yon -A~. Daher stellt auch 
/ / k 
~--Ak+ ~- ~1 + ein Eigenpaket -A~ dar, und da die (vo, a) ---~ ))Ak + 2 W,~ von 

ein maximales Orthogonalsystem von Eigenpaketen von -A~ bilden, folgt 
aus (6.15) 

k 

d.h. 

k f l)~ + -~ (l + k)) d~(Ak+2W:)=O ( t iER) ,  

o 

Ak+2W2 = 0 (2 ~ R). 

Nach Lemma 6.2, c) folgt hieraus w~ = 0 (2 e R). Damit ist die Maximalit~it des 
Systems der Eigenpakete (KkV~,~) bewiesen. | 

Satz 6.6.Die l~elfachheiten der Streckenspektren yon --Ak und --/~k+2 
stimmen iiberein. 

Als Definition der Vielfachheit des Streckenspektrums eines selbstadjun- 
gierten Operators in einem separablen Hilbert-Raum wird hier M. STO~E [24], 
Definition 7.1, zugrunde gelegt. Den Beweis des Satzes werden wir leicht mit 
Hilfe des folgenden einfachen spektraltheoretischen Lemmas ffihren, das es 
erlaubt, statt des in der zitierten Vielfachheitsdefinition auftretenden Ortho- 
gonalsystems ~Pl, ~P2, -.. gewisse maximale Orthogonalsysteme von Eigen- 
paketen zu benutzen. 

Lemma 6.3. Fiir jeden selbstadjungierten Operator A in einem separablen 
Hilbert-Raum ~¢g oelten folgende Aussaoen. 
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a) Es existiert ein maximales Orthogonalsystem yon Eigenpaketen (vx,x), 
(v2,~), (v3,z) . . . .  yon A mit der folgenden Eigenschaft. 

(.) Werden die reellen, monoton wachsenden und stetigen Funktionen 
P0: R ~ C  fi~r ~ = 1, 2, 3 . . . .  auf die zu (5.1) analoge Weise zu den Eigenpaketen 
(vQ, z) 9ebildet, so ist fi;tr jedes Q das durch pQ+ 1 bestimmte Lebesgue-Stieltjessche 
Marl auf R ~6 absolutstetig in bezu9 auf das dutch p~ bestimmte Marl auf R. 

b) Ist (vl,~), (v2,~), (v3,x), ... ein maximales Orthogonalsystem yon Eigen- 
paketen yon A mit der unter a) 9enannten Eigenschaft (.), so hat das Streeken- 
spektrum yon A in einem Punkte # ~ R dann und nur dann die 14elfachheit 
n e {0, t, 2,. . . ,  oo}, wenn n das kleinste Element aus {0, 1 . . . .  , ~ }  ist, derart daft 
jedes pe mit Q > n in einer hinreichend kleinen Umgebung ~13Q yon p. in R kon- 
stant ist. 

Dieses Lemma stellt eine so einfache Umformung von [24], Definition 7.1 
und Theorem 7.5 mit Hilfe unseres Lemmas 5.1, c) dar, daB sein Beweis hier 
fibergangen werden kann. 

Beweis yon Satz 6.6. Es sei (v~,~),(v2.z), (v3,~) . . . .  ein maximales Orthogonal- 
system von Eigenpaketen von --Ak mit der Eigenschaft (.) aus Lemma 6.3. 
Pl, P2, P3 . . . .  seien die im Sinne von (5.1) zugeordneten Funktionen. Nach Satz 
6.5 ist dann (KkVl,~), (Kkvz,x), ... ein maximales Orthogonalsystem von Eigen- 
paketen von -Ak + 2. Die im Sinne von (5.1) zugeordneten Funktionen nennen 
wir ql, q2, q3, ... Zufolge (6.11) ist das durch pQ bestimmte Lebesgue-Stieltjes- 
sche MaB auf R ~quivalent mit dem durch q0 bestimmten MaB (Q c N). Daraus 
fol~t, daB auch das maximale Orthogonalsystem der Eigenpakete (KkVQ, x) von 
--Ak+2 die Eigenschaft (.) aus Lemma 6.3 hat. Weil also p~ und q~ dieselben 
Konstanzintervalle haben, zeigt nun Lemma 6.3, b), daB die Streckenspektren 
von --Z~k und -/~k+2 in jedem Punkte yon R dieselbe Vielfachheit haben. | 

Setzt man 

(6.16) #k:= m a x { / ( 1 -  / ) ;  l-- k mod2},  

so ist das Streckenspektrum von -z~ k nach Satz 6.6 und Satz 5.5 in der Halb- 
k + 

geraden [/i k, oo ) enthalten. #, ist im Falle k > 0 mit ~ -  (1 - ~ - )  und im Falle 

k ~ O mit ~ -  ( 1 -  k@) identisch (k+, k- aus Satz 5.4). Nach Satz 5.4 besteht 

daher der unterhatb Pk gelegene Teil des Spektrums yon -Ak  nur aus endtich 
1 (1 1 Ikl) 2 

vielen Punkten der Form - g -  + 2 2 mit nichtnegativen ganzen 

Zahlen I. - -  Mir ist kein Beispiel bekannt, in dem das Streckenspektrum von 

-/~k in dem Intervall #k, nicht leer ist. Die Frage, ob in diesem Intervall 

unendlich viele Punkteigenwerte yon -Ak  liegen k6nnen, ist vermutlich zu 
bejahen. 

16 fiir welches das links halboffene Intervall (~,/~] c R das MaB Po +l(fl)- Po+ 1 (ct) besitzt. 
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Liste Miufig benutzter Bezeichnungen 
A~ s.§8 
s¢(ll) Algebra aller Endomorphismen yon 11 
9.1~. a s~ Lemma 9.1 
C der K6rper der komplexen Zahlen 
c~ = ~ ( F ,  ~I, v) s. S. 296 
~k S. S. 309 
~ S. (2.21) 
~k ~ s. (2.22) 
Ak s, (1.19) 
"~k S. S. 309 
A~, s. (2.28) 
A~ s. (2.28) 
(~ die obere Halbebene 
E(z,s,b; A,F,k ,  II, v) s. (I0.1) 
E,(z, s, ~) s. § lo 
(Ek.a)a~ a Spektralschar yon - ~,k 
~(s) s. (10.20) 

Fundamentalbereich yon 17, s. S. 302, 
FuBnote 4 

~ s. (~. 3), )'), S, 
(~. 3) s. § 8, Anfang 
~ k =  ~ ( r ,  a,  v) s . § l ,  7. 
~a~, a = ~ . a ( F ,  11, v) s. Definition 1.1 
F , :=  A,FA~ -~ s. Zeile nach (8.5) 
Grundmatrix yon F zur Spitze ~ s. S. 299 
~'k Hilbert-Raum, s.S. 302 
~t°~ s. S. 332 
W[ s. S. 332 
id~t die identische Abbildung der Menge ~ 
1 ~) die v-reihige Einheitsmatrix; me(st steht 1 

statt I ~) 
j~(z; k) s. (1.6) 
K~ s. (3.1) 
Kennzahl s. Definition 1.t 
~2(~) Fixraum yon v zur Spitze ¢, s. (2.3) 
~, = ~(~,) 
A k S. (3.2) 
m : =  dim/[  
m* s. (2.4) 
m ( O : = d i m ~ ( 0  s. S. 299 
m,:= m(~,) s. (8.12) 
N die Menge der natfirlichen Zah,len 1, 2, 3 . . . .  
.AFt,z, Normatraum s. Definition 9.1 

¢, s .§8  
co s. S. 294 
O: = SL(2, R) 
P, s.(i~.3), ~), §8 
O,~( s, b) s. Lemma 10.2 
q~,u.,,~(s) s. (10.16) 
• (s) s. (10.17) 
~p,: = ~(¢,~ Orthogonalprojektion von 11 auf ~, 

s .§8 
~Pc~ Orthogonalprojektion von U auf ~ (0  

s. S. 302 
~ ,  s. (8.2) 
~(q,) s. (8.2) 
R der K6rper der reellen Zahlen 
Pk, z: = (--Ak -- 2)- 1 Resolvente s. (7.1) 
~ (n ) :=  {z; 0=<x=< 1, y>r/}  s. (2.29) 

~,  s. (~. 3), fl),§ 8 
5a~,a s. Definition 9.1 
a* s. § 10 
0 s. (8. 3), § 8 und vor (2.4) 
ak(M,N) s. (1.10) 
Spitzenform s. Definition 2.2 
11 s. § 1, 5. 

v Multiplikatorsystem yon F s. S. 296 
w(MI, M2) s. (1.7) 
W~,~(t) Whittakersche Funktion s. S. 301 
Z die Menge der ganzrationaten Zahlen 
[a, b], [a, b), (a, bt,(a, b) s. S. 300, 

FuBnote 3 
fat Norm in tl 
(a, b5 Skalarprodukt in 11 
]z,w[ s. § 1, 2. 
Ix'; x[ s. (8.39) 

0~-, -,~ s. (1.20)  

f[[M, k] s. (1.12) 
w - z  m o d F  s. §1, 6. 
n ~ ~, mit z e R, bedeutet n ~ ~ mod 1, n + 0 
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