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Das Eigenwertproblem der automorphen Formen
in der hyperbolischen Ebene, I*

WALTER ROELCKE

Diese Arbeit erscheint in zwei Teilen. Die Aufteilung ist aus der nachfolgenden Inhaltsiiber-
sicht zu ersehen. Die Einleitung bezieht sich auf beide Teile zusammen. Eine Liste hiufig benutzter
Bezeichnungen und das Literaturverzeichnis stehen am Ende des ersten Teiles der Arbeit. Zahlen
in eckigen Klammern stellen Verweise auf das Literaturverzeichnis dar. Formeln, Definitionen
und Sitze sind paragraphenweise numeriert — Satz 3.1 bedeutet z. B. den ersten Satz in §3.
Das Ende des Beweises eines Satzes oder Lemmas ist stets durch einen fetten senkrechten Strich
markiert.

Einleitung

Die von H. Maass in [11] und [12] eingefiihrten reell-analytischen auto-
morphen Formen in einer komplexen Variablen z lassen sich fiir reelles
Gewicht k als Losungen von formal selbstadjungierten partiellen Eigenwert-
differentialgleichungen ansehen. In der vorliegenden Abhandlung werden
diese Eigenwertprobleme nach den Gesichtspunkten der Spektraltheorie in
dem angemessenen Hilbert-Raum néher diskutiert. Insbesondere werden die
Fragen nach der wesentlichen Selbstadjungiertheit des zugrundeliegenden
Differentialoperators auf natiirtichen Definitionsbereichen und nach der Voll-
standigkeit des Systems der Eigenfunktionen und der das kontinuierliche
Spektrum reprisentierenden Eigenpakete positiv beantwortet und zugehorige
Entwicklungssiitze fiir , willkiirliche Funktionen bewiesen. — Auf Anwen-
dungen der Theorie wird nicht cingegangen.

Threr Zielsetzung nach kann diese Arbeit als eine Verallgemeinerung
meiner Dissertation [18] angesehen werden, in der nur von den voll invarianten
automorphen Funktionen zu Grenzkreisgruppen erster Art, insbesondere
den Hauptkongruenzgruppen, dic Rede war. Den Untersuchungen wird zu-
nichst eine beliebige (die negative Einheitsmatrix enthaltende) diskrete Unter-
gruppe I der speziellen linearen Gruppe SL(2, R) zugrunde gelegt; von § 8 an
wird T" zu einer Grenzkreisgruppe erster Art spezialisiert. In diesem Fall
lassen sich schirfere Formen von Entwicklungssitzen als im allgemeinen
Fall beweisen, und es kann ein maximales Orthogonalsystem von Eigen-
paketen durch Integration der analytisch fortgesetzten Eisenstein-Reihen, die
in dieser Theorie eine zentrale Stellung einnehmen, konstruiert werden. — Um

* This work was carried out to a large extent during my visit from September 1964 to August
1965 at the Mathematics Research Center of the United States Army in Madison, Wis. Herewith I
express my thanks for this support.
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den Fall von Systemen von automorphen Formen mit zu erfassen, werden von
Anfang an Formen mit Werten in einem endlichdimensionalen unitidren
Vektorraum Y und zu Multiplikatorsystemen mit Werten in der Gruppe der
Automorphismen (d. h. der linearen unitiren Selbstabbildungen) von U
behandelt.

In dieser Arbeit finden sich auch viele Resultate von A. SELBERG dargestellt,
die von ihm in Vorlesungen in Princeton (1952) und Géttingen (1954) be-
handelt worden waren oder die er mir in Gesprichen freundlicherweise mit-
geteilt hat. Das gilt vor allem fiir den die Eisenstein-Reihen betreffenden letzten
Teil dieser Arbeit und fiir den Ansatz zur Gewinnung des Resolventenkerns
in §7. Betreffs des in §4 dargesteliten Zusammenhanges der automorphen
Formen mit einem Eigenwertproblem auf der (dreidimensionalen) (Yber-
lagerungsfliche von SL{2, R) vergieiche man A. SELBErRG [22], S.81ff. Ver-
schiedentlich weichen meine Beweise fiir Sitze, die auf A, SELBERG zuriickgehen,
von den seinigen ab, andererseits beruhen manche Beweise von eigenen
Ergebnissen auf Selbergschen Methoden. So ist es mir nicht in jedem Einzel-
fall moglich, die Urheberschaft vollig klarzulegen. Ziel dieser Veroffentlichung
soll es denn auch nicht sein, bestimmte S#tze fiir mich zu beanspruchen,
sondern eine schone Theorie in ausfihrlicher Darstellung allgemein zu-
ginglich zu machen. Herrn A. SELBERG mochte ich an dieser Stelle meinen
Dank fiir sein Einverstindnis zu dieser Vertffentlichung und fiir seine wert-
vollen Mitteilungen aussprechen. Herrn H. Maass danke ich fiir seine Er-
munterung zur Abfassung dieser Arbeit, Herrn J. ELSTRODT fiir seine kritische
Durchsicht des Manuskripts.

Nicht enthalten in dieser Arbeit ist die von A. SELBERG ausgefiihrte ana-
lytische Fortsetzung der Eisenstein-Reihen als meromorphe Funktionen von s
in die volle s-Ebene. Diese wichtige Tatsache muBte in § 10 ohne niheren
Nachweis zitiert werden (Zitat (8)). Ihre Darstellung hétte den Umfang dieser
Arbeit nennenswert vergroBert und ihr Erscheinen verzogert. Die genannte
Liicke in der Darstellung hat insofern weniger Gewicht, als die analytische
Fortsetzbarkeit der Eisenstein-Reihen von ganzzahligem Gewicht zu den
besonders wichtigen Hauptkongruenzgruppen und deren einfachsten Multi-
plikatorsystemen aus den gut liberschaubaren Fourier-Entwicklungen ab-
gelesen werden kann. Auf diesem einen Zitat (S) aufbauend werden die Eisen-
stein-Reihen in den § 10—13 einer ausfiihrlichen Untersuchung unterzogen.

Inhaltsiibersicht
Der Formenbegriff . . . . . . . . . . . .. . ... ... .. ...,
Die Entwicklungen in den Spitzen und der Hilbert-Raum ¢,. . . . . . . . . .
Die Operatoren K, und A, und die wesentliche Selbstadjungiertheit von A? und A?
Zusammenhang mit einem Eigenwertproblem auf der Uberlagerungsfliche von
Q=SL{2 R);zweiter Beweisvon Satz32 . . . . . . . . .. . ... ....
Uber die Eigenfunktionen und Eigenpakete . . . . . . . . . .. .. ....
Der durch K, und A, vermittelte Zusammenhang zwischen den Eigenwertproblemen
zu verschiedenen Gewichten k . . . . . . . . . . . .. .. ... ...

Ly s WX T A R
W R e

[~

2i*



294 W. ROELCKE:
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Erste Verschiirfungen des Entwicklungssatzes 7.2 fiir Grenzkreisgruppen erster Art
mit Spitzen . . . . . . . L L L L e e e e e
§ 9 Eine Anwendung des Stokesschen Satzes; der Normalraum 4 ,in &, ,. . . . .
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§12 Der Beitrag der Eisenstein-Reihen zum Entwicklungssatz . . . . . . . . . . .
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§ 1. Der Formenbegriff

1. Zunichst sollen einige Bezeichnungen und Begriffe zusammengestellt
werden, die fiir die ganze Arbeit Giiltigkeit haben. Es bezeichne R den K&rper
der reellen Zahlen, C den Korper der komplexen Zahlen, Z die Menge der
ganzrationalen Zahlen, N die Menge der natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ... und
Q:=SL({2, R) die spezielle lineare Gruppe der zweirethigen Matrizen iiber R
mit Determinante 1. {(Der Doppelpunkt beim Gleichheitszeichen driickt
generell aus, daB es sich um eine Definition handelt. Er wird auf die Seite des
zu definierenden Ausdruckes gesetzt.) Die v-reihige Einheitsmatrix werde
mit I® oder, wenn die Reihenzahl klar ist, mit I bezeichnet. Ferner sei

U:= (é D und Ud:= ((1) ?) fiir $eR. ,, Abzihlbar” wird immer im Sinne

von ,.endlich oder abzihlbar unendlich“ benutzt.

2. Die obere z-Halbebene €:= {z;z=x+iy mit y=Imz> 0} werde als
2+dy2

hyperbolische Ebene aufgefat mit d_x_y_z___ als Quadrat des Linienelementes.

Der hyperbolische Abstand |2/, z| zweier Punkte 2/, z € € ist dann durch

Y)
(1.1) elFel 4o~ l2hel = ]_z’_zl +2
yYy
gekennzeichnet, und das hyperbolische Flichenelement lautet
dxd
(12) dor:= ’;zy.

w bezeichne das durch do bestimmte Lebesgue-Stieltjessche MaB in € Me8-
barkeit beziiglich w bedeutet offenbar dasselbe wie MeBbarkeit in bezug auf
das zweidimensionale Lebesguesche Mafl in € () bezeichne den hyper-
bolischen Inhalt einer w-meBbaren Menge U C €. Die Transformationen

az+b

(1.3) z—Mz:= 2+d

. a b . L .
mit ze€ und M = (C d) € Q sind die orientierungstreuen Isometrien von .

3. Fiir ze C und z + 0 werde unter argz stets der durch
(1.4) argze{—mn, n]
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fixierte Hauptwert des Argumentes von z verstanden, und hiernach werde z¥
fiir alle we C durch
1.5) 2= eloglzlHiargw  mjt oglzle R

erkldrt. Damit definieren wir schlieBlich den ,,Automorphiefaktor”

TR P R cz+d }k, ikarg(ez+d) __ (cz+d)”
(1) i (3L < gporserra - LT

fiir M=C Z)eﬂ, ze® und keC.

Fir M, = (a” Z") eQ(v=1,23) und M, =M, M, ist bekanntlich (siche

H. Petersson {15], §2)
(L7)  arg(e M,z +d)=arg(csz+d;)—argl{c,z+d,)+ 2aw(M,, M,)
mit gewissen von z unabhingigen Zahlen w(M,, M,;)e{—1,0,1} mit der
Eigenschaft
w(My, M)+ w(M M, M3)=w(M;, My M3)+w(M,, M3).

Weitere Eigenschaften von w, von denen im folgenden verschiedentlich
stillschweigend Gebrauch gemacht werden wird, sind (s. [15], (15) und (204))
(1.8) wUM,NU=w(M,N) fir {neR und M,NeQ;

(19) wA U4, A" HY=w(4,A"'U"4)=0 fir A4eQ und neR.

4. Fir ke C wird das System der Zahlen

(1.10) 6(M, N):= g2rikwiM.N) (M,NeQ)

Faktorsystem zum Gewicht k (oder zur Dimension —k) genannt (s. [15]).
Zufolge (1.6) und (1.7) ist dann

(1.11) JuNz; k) ju(z; k)= 0i(M, N)jun(z; k) fir M,NeQ.

Wir beschriinken uns im folgenden auf reelle k, damit die (M, N) und
alle Ausdriicke (1.6) den absoluten Betrag 1 haben.

5. Es sei nun U ein m-dimensionaler unitirer Vektorraum iiber C. Das
Skalarprodukt von b mit a {a, b € i) werde mit (b, a) bezeichnet und als linear
in a und antilinear in b vorausgesetzt. |a]:= <a, a)>? bezeichne den Betrag (die
Linge) von a€ U. Fiir ae U und Funktionen f, g: € - U bezeichnen wir dem-
entsprechend mit {q, >, {g, f> und |f] die durch {qa, f(2)>, {g(z), f(z}>
bzw. | f(z)] dargestellten komplexwertigen Funktionen von ze €.

Auf dem C-Vektorraum der Funktionen f:&-U erklidren wir fiir jedes
k € R den rechts anzuschreibenden linearen Operator |[M, k] durch

(1.12) (FIIM, kD) (2):=jalz; k)~ f(M2) (ze©).
Dann gilt wegen (1.11)
(1.13) SIIM My, kl= 0 (M, Mo) (fI[M, kD M, k]

mit g,(M,, M,) aus 4.
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Die Algebra aller Endomorphismen von U bezeichnen wir mit o/ (1l).

6. Essei nunT eine diskrete Untergruppe der Lieschen Gruppe Q und also
I" diskontinuierlich in € Aus Griinden der Bequemlichkeit setzen wir noch
— I e I" voraus. Sind z, w € € und existiert M € I', so daB w = Mz ist, so schreiben
wir w=zmodI. v sei ein unitdres Multiplikatorsystem zur Gruppe I', zum
Gewicht k und Raum 1, d. h. eine Abbildung von I" in die Gruppe der Auto-
morphismen (unitiren linearen Selbstabbildungen) von U, so daB gilt

(1.14) v(MN)=0,(M, N)v(M) v(N) (M,Nel)
und
(1.15) v(—I)=e""*id,,

wobei idy den identischen Automorphismus von W bezeichnet. — Aus (1.14)
folgt v(I)=1id,. Wegen (1.10) ist v offenbar auch ein Multiplikatorsystem zu
jedem Gewicht =kmod?2 anstelle von k und nur zu diesen Gewichten.

7. Wir erkliren nun #,= %, (I, U, v) als die Menge aller Funktionen
f:E-U mit

(1.16) SIIM, k]=ov(M) f (MeT),

wobei v(M) f natiirlich die durch z— v(M) f(z) gegebene Funktion bezeichnet.
Mit Hilfe von (1.13) sieht man leicht, daB3 (1.14) und (1.15) notwendig und
hinreichend dafiir sind, daB die Menge { f(z); f € (', U, v), z € €} den Raum
U aufspannt.

Fiir [=0,1,2, ..., 00 sei %;=%:(T, U, v) die Menge aller fe %, (T,,v)
mit stetigen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung ! nach x und y (fir =0
noch Stetigkeit, fir /= oo beliebige Differenzierbarkeit).

Durch Einschrinkung von |[M, k] (M € T) auf #,(T, U, v) bzw. i(T, U, v)
erhilt man offenbar Automorphismen dieser C-Vektorrdume. Ferner be-
stitigt man auf bekannte Weise

(1.17) F LW |[A L k]=F(ATA LU 017 (AeQ),
wobel
(1.18) (M) = oy(A" M4 A7) -v(A"1MA) (MeATA™Y

ak(A - la M )
ein Multiplikatorsystem zu AT 4~ !, Gewicht k und U darstellt.
8. Unter Benutzung des formalen Differentialoperators
o? 02 ) 0

Y S AT N Y S
(1.19) A=y <ax2 + 3y? iky p
52

wobei wie liblich

(1.20) LA l(i_,-_f’_>, 9. 1<i+,-i)
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gesetzt ist, legen wir den Begriff der automorphen Formen folgendermaBen
fest.

Definition 1.1. Eine automorphe Form mit Werten in W zur Gruppe I, zum
Gewicht ke R, zum Multiplikatorsystem v und zur ,Kennzahl* 1e C ist eine
Funktion fe (I, U, v) mit folgenden Eigenschaften.

a) f(z) ist reell-analytisch in x,y (gleichzeitig) und erfiillt die partielle
Eigenwertdifferentialgleichung

(1.21) —Af=Af.
b) Ist AeQ und A~ o eine parabolische Spitze* von T, so gilt
(flIA"L kD (=00 fir y—-oo gleichmdBig in x
mit einer geeigneten reellen Konstanten «x.

Der lineare Raum der automorphen Formen aus, % (I, U, v) zur Kennzahl

werde mit F, ; =%, ;(I', 1, v) bezeichnet.

Im Falle f=0 ist die Kennzahl A durch f eindeutig bestimmt. Die Be-
zeichnung Eigenfunktion fiir f und Eigenwert fiir 4 soll fiir den erst spiter
zu betrachtenden Fall vorbehalten bleiben, daB f(#0) zusitzlich in einem
gewissen Hilbert-Raum 5, liegt, der durch eine quadratische Integrierbarkeits-
eigenschaft gekennzeichnet ist.

A, ist mit dem Laplace-Operator fiir die unter 2. genannte Riemannsche
MaBbestimmung in der hyperbolischen Ebene identisch. — Da die Operatoren
A, elliptisch sind und analytische Koeffizienten haben, ist bereits jede zweimal
stetig differenzierbare Lsung von (1.21) analytisch in x, y.

9. Die ganzen automorphen Formen im klassischen Sinne ordnen sich in
einfacher Weise durch Multiplikation mit einer Potenz von y in diesen all-
gemeineren Formentypus ein. Zur Prizisierung fithren wir zunichst an

Definition 1.2. Eine klassische ganze automorphe Form g mit Werten in U
zu der Gruppe I, Gewicht k und Multiplikatorsystem v ist eine Funktion g : -
mit den folgenden Eigenschaften.

a) g ist holomorph in €.

b) (cz+d)*g(Mz)=v(M)g(z) fiir M=(? 3):51‘.

c) IstAeQ,A”:(: g) und A ' eine Spitze von T, so ist

(yz+6) " *g(A " 1z) filr y=ey (eo>0 fest) beschrinkt.
Ist nun g eine klassische ganze automorphe Form mit Werten in ¥ zu
T, k, v, so ist y¥'2g, wie sofort zu sehen, eine automorphe Form aus #, (I, 1, v)

zur Kennzahl 1= ——’;-(1 - g—) Auf diese Weise erhilt man jedoch nicht not-

wendig alle Formen aus &, y; _x,, wie die folgenden Beispicle zeigen.

Beispiel 1. Bssei I'={I, —I}, U=C, k<1, v trivial (vgl. (1.15)). f(z):=
:= y' 7¥2 stellt dann eine automorphe Form aus %, i, - x, dar, aber y~%2f ist
keine klassische ganze automorphe Form.

! Das heiBt Fixpunkt einer parabolischen Matrix aus I,



298 W. ROELCKE:

Beispiel 2. Es sei I'=M{g) die durch Adjunktion von —I erweiterte
Hauptkongruenzgruppe einer Stufe ¢=22, U=C, k=0, v=1. Jetzt ist die
Maximalzahl iniquivalenter Spitzen von I mindestens gleich 3 und die in 18],
(25) betrachteten Differenzen von Eisenstein-Reihen bilden ein Beispiel von
Formen aus &, o, fiir die y~ 2 f keine klassische ganze automorphe Form ist.

Ein drittes Beispiel ist aus Satz 11.5 nebst Zusatz zu entnehmen.

In Satz 5.2, Satz 9.1, dem Zusatz zu Satz 11.5 und in § 13 werden aber
spezielle Formen f aus %, y, -y charakterisiert werden, fiir die y ™2/ eine
klassische ganze automorphe Form ist.

10. Der in Definition 1.1 festgelegte Formentypus ist im wesentlichen mit
demjenigen aus H. Maass [12], S. 237 identisch. Zum Vergleich beschrinken
wir uns auf den Fall W = C, lassen in [12] nur Gruppen I' (statt G) der von uns
betrachteten Art (s. 6.) zu und nehmen a — § &€ R an. Der Unterschied zwischen
den beiden Formentypen besteht dann nur noch in einem trivialen Faktor von
der Form einer y-Potenz, wozu genauer folgendes bemerkt sei.

Die fiir [12] fundamentalen Operatoren

(1.22) A= 2(—62—u+-—?i—)—(a~ﬁ)i —€—+(cx+ﬁ) 2 (0, e C)
' =V % T oy Y ax Yoy
sind mit den Operatoren A, durch die Gleichung

- atf a+f
(1.23) Aypt 2EP ( - ﬂ)———y 2 Agy

2 2

verbunden, wobei die rechte Seite als Operatorprodukt im Sinne der Hinter-
einanderausiibung zu verstehen ist. Hiermit erkennt man, daB g: €— C dann
und nur dann eine automorphe Form vom Typus {I';a, §, v} im Sinne von
[12] ist, wenn

a+ B
(1.24) f=y%g
eine Form aus &, (T, C, v} zum Gewicht k=« — f und zur Kennzahl
o+ f ( a+p )
1.25 = —
(1.25) 4 2 ! 2

im Sinne von Definition 1.1 ist. _
Ist ge{l';o B, v}, soist y**# " lge{[;1—B,1~a,0} und ge {T; B, & 0}.
Der letzten Relation entsprechen

(1.26) A=A_,,
(1.27) FO ) =F_(T, 0,5,
(1.28) Forli o) = F_, 5[, 10, 5).

Die speziellen Definitionsbereiche @(T, 1, v) (vorldufige Bezeichnung),
auf denen wir spiter A, betrachten werden, werden ebenfalls die Eigenschaft
2T, U, v)=2_ (T, U, ¥) haben, so daBl ohne Einschrinkung der Allgemein-
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heit eine Beschrinkung auf den Fall k=0 moglich wire. Von dieser Mog-
lichkeit wird aber nur in § 13 Gebrauch gemacht werden.

11. Eine cinfache Rechnung zeigt, daBl A, mit den Operatoren |[4, k] fiir
alle 4 € Q vertauschbar ist. Daher ist

(1.29) AE(T U o) CE (T, U, 0) (z2),

und aus Definition 1.1 folgt, daB |[4, k] durch Einschrinkung einen Iso-
morphismus von %, (T, U, v) auf %, (AT A, U, v*"") bestimmt, mit v*™’
aus (1.18).

Es sei noch bemerkt, was jedoch im folgenden nicht weiter benutzt wird,
daB A, zusammen mit dem identischen Operator 1 die C-Algebra o, aller
formalen Differentialoperatoren auf €, die mit allen Operatoren |[4, k] (4= Q)
vertauschbar sind, erzeugt. Insbesondere gibt es in o7, keine Differential-
operatoren erster Ordnung, und jeder Differentialoperator zweiter Ordnung
in &, hat die Gestalt aA,+b mit g, beC, was zu einer Charakterisierung
von A, benutzt werden kann.

§ 2. Die Entwicklmgen in den Spitzen und der Hilbert-Raum 5

Aus H. Maass [12], S.245—247 kann die Gestalt der Fourier-Entwick-
lungen der Formen aus %, ; entnommen werden. Wir fithren dazu weitere
Bezeichnungen und Begriffe ein, die auch spiter noch gebraucht werden. Es
sei £ eine Spitze von I'. Es existiert dann ein 4 €, so dafl A& = oo ist und die
Gruppe der Matrizen von AT A~! mit Fixpunkt oo durch U und —1I (s. 1.)
erzeugt wird. Ist 4 eine zweite mdgliche Wahl fiir 4, so gilt A= + U%A mit
einem geeigneten reellen 3. Daher ist

@2.1) P:=A"'UA,

die ,,Grundmatrix von I" zur Spitze &, von der Auswahl von 4 unabhingig,
und P und —7 erzeugen die Gruppe der Matrizen aus I' mit Fixpunkt &
Unter Benutzung von (1.10), (1.18) und (1.9) bestitigt man die bekannten
Gleichungen

(2.2) YUY = (047 (U)) = (o(P))’ = v(P") (veZ).
Der lineare Raum
2.3 L) :={x;xet, v(P)x=1x}

mdége der Fixraum von v zur Spitze ¢ heiBen. Seine Dimension m(¢&) ist gleich
der Vielfachheit, in der 1 als Eigenwert von v(P) auftritt. m(£) hiangt offenbar
nur von der Klasse {P} der zu P in " konjugierten parabolischen Matrizen
ab, also nur von der Klasse der zu ¢ modulo I' dquivalenten Fixpunkte. m(&)
heiBt auch der Grad, von dem v in bezug auf ¢ oder in bezug auf {P}. singulir
ist (A. SELBERG [22], S.76). Ist m(£)=0, so heiBt v regulir in bezug auf &
oder {P};.
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Falls I eine Grenzkreisgruppe erster Art im Sinne von H. PETERssON [15],
also eine Grenzkreisgruppe mit endlichem Erzeugendensystem ist?, so ist
jedes maximale System von indquivalenten Spitzen von I' endlich. Ist dann
¢4, ..., &5 ein solches System, so heiBt

A

a

(24) m*:= Y. m()

=1
der Grad, von dem v beziiglich I" singuldr ist; ist m* =0, so heifit v regulir
(in bezug auf I).
Es sei nun f e %I, U, v) eine Lésung von (1.21) und damit sogar reell-
analytisch in x, y; Eigenschaft b) aus Definition 1.1 wird noch nicht gefordert.
Wir schreiben A aus (1.21) in der Form

(2.5) = % +r? mit einem reC.

Da v(P) ein Automorphismus von U ist, besitzt »(P) ein orthonormiertes
System ey, ..., ¢, von Eigenvektoren. Da die zugehérigen Eigenwerte den
Betrag 1 haben, gilt also

(2.6) v(P)e, = *""™ ¢, mit gewissen eindeutig bestimmten t, € [0, 1) 3
fiir 1 £ u <m. Die Numerierung der ¢, kann und soll so getroffen werden, daB3
gilt

2.7 7,=0 fir 1=u<m(l),

(2.8) 1,>0 fir m<usm.

f*:= fI[A™%, k] ist nach einer Bemerkung in § 1, 71. eine in F, (AT A"},
AU, v47") gelegene Losung von (1.21); und wegen U=APA ‘e ATA™! und
(2.2) erfiillt die u-te Koordinate f}:= {e,, f*) von f* in bezug auf e, ...
die Gleichung

9em

fHz+ 1) =" fX(z).

Auf Grund des in §1, 70. angegebenen Zusammenhanges mit dem Formen-
typus aus [12] erhdlt man daher aus [12], insbesondere S.245-—247 eine
gewisse Fourier-Entwicklung fiir f¥. Schreibt man diese Entwicklung auf
fu:=<e,, f> um unter Benutzung von

f=0dA71, 4) f*|[4,k]

2 Es 1aBt sich zeigen, daB diese Definition #quivalent ist mit jeder der beiden folgenden,
bequemeren.

a) T ist eine diskrete Untergruppe von Q, so daB —I eI ist und der Quotientenraum &/T’
nach Einbeziehung der Klassen #dquivalenter Spitzen als neuer Punkt mit den iiblichen Orts-
uniformisierenden zu eciner kompakten Riemannschen Fliche wird.

b) I ist eine diskrete Untergruppe von €, die —I enthilt und einen meBbaren Fundamental-
bereich § (vgl.S. 302, Fuinote 4) von endlichem Inhalt () besitzt.

3 Fiir a, be R, a<b, bezeichne [q, b], [a, b), {a, b], {a, b> das abgeschlossene, rechts halb-
offene, links halboffene bzw. offene Intervall mit den Endpunkten a, b. — Die gewihlte Fixierung
der 1, ist fiir das Folgende nicht wesentlich.
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(s. (1.13)) und

(2.9) Z=Xx,4+iyi=Az,
so erhilt man schlieBlich eine Darstellung
(2.10) Su@)=jaz; k)" u,(y.0) +a,(z)] (l=pusm),

wobei die u, in y > 0 und die g, in € definierte komplexwertige Funktionen mit
folgenden Eigenschaften sind. Es ist

(2.11) u,(y)=0 fir m)<usm;
und fiir 1 £ g m(é) ist

byt eyt falls r#+0
2.12 ={ " o ’
@12) #, ) {bﬂoyﬂ—cuoyﬂogy, falls r=0,

mit komplexen Konstanten b,,, c,o. Ferner ist
213 4@ = ¥ [bunW-ssgani(=4In]) + Cun Wisgan, (47l )] 2"

nety
fir 1 < p<m, wobei n~ 1, soviel wie n=1,mod1 und n+ 0 bedeutet. b, c,,
bezeichnen wieder komplexe Konstanten, und W, ;(t) bedeutet die Whittaker-

L . 3 .
sche Funktion im Argumentbereich ——721 <argt< -—2”— (Bezeichnung nach

W. MagNus und F. OBERHETTINGER [14], S. 116) mit dem asymptotischen
Verhalten

3
2.14) W, st)~tre™ " fiir t-oc0, - % <argt< 3’&

Die Reihe (2.13) ist gleichméaBig absolut konvergent in y 2 y, fiir jedes y, > 0.
Setzen wir noch

(2.15) u(y):= Zlu,‘(y)e,,, q4(2):= Y qu(2)e,,
= n=1
‘:n(é) m()

(2.16) bo:= ) byoe,, €:= ) Cuoy>
u=1 u=1

so ist nach (2.11) und (2.12)
A —ir ++ir
2.17) u(y) ={boy +eoytth, falls r+0,

boyt +coytlogy, falls r=0.
Eine Ersetzung von r durch —r Huft im Falle r 0 offenbar auf eine Ver-
tauschung von b, und ¢, hinaus. by, ¢, und wegen (2.11) auch u(y) fiir alle
y >0 liegen im Fixraum 2(¢), und nach (2.10) gilt

(2.18) J@=jalz; )7 [u(y) +a(z)].

Diese Gleichung zusammen mit (2.15) und den oben beschriebenen Funktionen
u, und g, bezeichnen wir als die Fourier-Entwicklung von f zur Spitze £ unter
Benutzung von 4 und ¢,, ..., ¢,; u(y) nennen wir den O-ten Fourier-Koeffi-
zienten der Entwicklung,
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Bezeichnet vy, die Orthogonalprojektion von U auf den Fixraum £(£),
so gilt offenbar

1 1
(2.19) u(y)= ng(A" 'z; k) f(A7 1 2)dx = 0,(4,47) g Vol fllA™ kD (z)dx .

Daher hédngt u und folglich auch g nicht von der Auswahi der Basis ¢, ..., ¢,,
(unter Einhaltung der an sie_gestellten Bedingungen) ab. Die Auswirkung
einer Abdnderung von A in A4 148t sich auf Grund der Bemerkung vor (2.1),
die zz=1z,+ 3 zur Folge hat, leicht iberblicken.

Aus der Bedingung b) von Definition 1.1, aus (2.14) und der absoluten
Konvergenz der Fourier-Entwicklung von f folgert man

Lemma 2.1. Eine Losung f € €2(I", U, v) von (1.21) ist genau dann eine auto-
morphe Form aus %, ,(I', U, v}, wenn in der Fourier-Entwicklung (2.18) von f
in bezug auf jede beliebige Spitze ¢ =A™ 'oo die Koeffizienten b,, aus (2.13)
samtlich (also fir 1 Sp<m, n~1,) verschwinden. Ist diese Bedingung erfiillt,
50 verschwindet q(z) exponentiell fiir y— co.

Unsere Voraussetzung ke R bringt es mit sich, dal 4, formal selbst-
adjungiert in bezug auf das Flachenelement dow ist, d. h. daB gilt

(2.20) ‘J; (Avg, [ do = £ g Acf>do

fir alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f,g:E—U mit kom-
paktem Tréger. (Diese Aussage ist 4quivalent mit der formalen Selbstadjungiert-
heit des Operators A, ; aus (1.22) in bezug auf das Flichenelement y**®*#de
fir a—feR)

Wegen ke R, und da v unitir ist, ist ferner (g, /) fir f,ge F ([, U, v)
eine bei I' invariante komplexwertige Funktion auf €. Fir eine Diskussion
des Eigenwertproblems (1.21) nach spektraltheoretischen Gesichtspunkten
erscheint daher der foigende Hilbert-Raum 2, = 5,(T", U, v) angemessen.

Hy: 1) feF AL W, v), £ meBbar beziiglich w;

2) | f1*:= fIf1? dw < oo (quadratische Integrierbarkeit mod I').
]

Dabei bedeute & einen Fundamentalbereich* von I' in €. Das Skalarprodukt
in J, sei
* @ )= [<g. /> do>.

Die Auswahl von § ist ohne EinfluB auf die Definition, da v unitir und der
Integrand bei I' invariant ist. Zur Bildung von 3, ist noch der tibliche
Ubergang zu Aquivalenzklassen von Funktionen f zu vollzichen, wobei wir
auch solche Funktionen f einbeziehen wollen, die nur w-fast iiberall auf €
definiert sind. Wir werden in der Bezeichnung zwischen den Funktionen und
ihren Aquivalenzklassen nicht unterscheiden. Wenn jedoch von einem f € 5,
die Rede ist, das durch eine stetige Funktion auf ganz € reprisentierbar ist,
4 Hierunter werde eine w-meBbare Teilmenge § von & verstanden, mit

(&1 I'g=¢;
(%.2) die Menge der z€ §, zu denen ein modI” dquivalenter Punkt w e § — {z} existiert, ist eine
w-Nullmenge.
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so moge unter der ,Funktion f“ immer dieser eindeutig bestimmte stetige
Reprisentant verstanden werden, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes
gesagt wird.

Ist f eine beliebige Funktion aus #,, so ist f im allgemeinen unstetig,
und im allgemeinen besitzt f dann nur fiir (Lebesguesch) fast alle y >0 er-
klarte Fourier-Koeffizienten zu einer Spitze £ = A~ ' co0. Insbesondere hat der
0-te Fourier-Koeffizient u(y) von f wieder die Gestalt (2.19), wobei das Integral
im allgemeinen nur fiir fast alle y > 0 existiert.

Wir betrachten jetzt —A, auf den folgenden Definitionsbereichen 9?
und 27 :

21) D= {f; [ e HnGHT W 0), —Af e H},
(2.22) D2:={f; fe€r T, U, v), f hat einen modI" kompakten Triger}.

»f hat einen modI" kompakten Triager bedeute, daBl die Projektion des
Triagers von f in den Quotientenraum &/I" kompakt ist. Damit ist gleich-
wertig, daB ein Kompaktum € C € existiert, so dall f(z)=0 ist fiir alle z¢ " €.
Zu den Definitionen (2.21) und (2.22) vergleiche man auch (1.29).

Lemma 2.2. 97 ist identisch mit der Menge der Funktionen g: €—1 mit
Darstellungen der Form
(2.23) g= ) v(M)"|[M, k],

Mel

wobei 1: € > U beliebig oft differenzierbar ist und einen kompakten Trdger hat.

Beweis. a) Dal} die g mit einer solchen Darstellung in 2° liegen, ist sofort
zu sehen.

b) Es sei nun g e ;° vorgegeben. Wir benutzen die folgende Abkiirzung:
Ist ¢ eine Abbildung von € in eine Menge X und ist M €Q, so erklidren wir die
Abbildung t: € — X durch

(2.24) tM(z):=t(Mz) (zeG MeQ).

GemiB [20], S. 41—42 existiert eine bei I' invariante, beliebig differenzierbare
Zerlegung der 1 auf €, d. h. eine Darstellung

(2.25) 1= h¥
Mo

der konstanten Funktion 1 mit Hilfe von beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen h, (v aus einer abzihlbaren Indexmenge RM), so daB die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt sind.

1. 0<h, 21,

2. h, hat einen kompakten Triger I,;

3. Es existieren offene Umgebungen B, der T, so daB B, kompakt und die
Familie
(2.26) MB, mit (M,veI' xR

eine Uberdeckung von & vom endlichen Typ ist, d. h. so daB €= J MB, ist

veNt
MeI
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und MB,NM;B, +0 bei festem (Mo, vo)e I x N nur fiir endlich viele
(M, v)eTI x N erfiillt ist.

Da g einen mod I' kompakten Triger T hat, existiert eine endliche Teil-
menge W von N, so dab gilt TAMZT, =0 fiir ve N — A und M eT. Dann ist
gh” =0 fiir ve N\ — A und M eI, und wegen (2.25) und g € &, folgt

g= 2 ght'= 3 v(M)'(gh,)|[M, k].

vell vell
Mel MeD
Man sieht nun, dal} ;= Z gh, eine Darstellung der im Lemma angegebenen
ve¥

Art fir g liefert. }
Offenbar ist

(2.27) DR CPE.

P} und PP sind lineare Teilmannigfaltigkeiten von #, und offenbar dicht
in J; (im Sinne der Normtopologie). Fiir t € {2, co} ist durch die Anwendung
von A, auf 9§ ein linearer Operator® A} =A,|Z}, in #, bestimmt,

(2.28) A Di—H, AL f:=A,f fir feP;1e{2 w}.

Satz 2.1. Jede Eigenfunktion f von — A} zum Eigenwert J. ist eine auto-
morphe Form aus %, , im Sinne von Definition 1. 1.

Beweis. Es sei fe P2, f+0und —A, f=21f. Zum Nachweis von fe %, ,
braucht von Definition 1.1 offenbar nur noch Eigenschaft b) gepriift zu werden.
Das geschieht an Hand der Fourier-Entwicklung von f. Es sei { =4 1w
mit A€ Q eine Spitze von I'. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf 4
so0 angenommen werden, daB die Grundmatrix P von I" zur Spitze £ die Form
{2.1) hat. I besitzt dann einen Fundamentalbereich &, der den ,,Spitzensektor”
A™1S mit
(229) E=8(n):={z;0sx<1, y>n}
fiir ein geeignetes n = 0 enthilt. Wegen

élf(A‘IZ)I2 do | flI* <o

miissen dann bei der Fourier-Entwicklung (2.18) die Koeffizienten b,, aus
(2.13) simtlich verschwinden. Die Behauptung folgt daher aus Lemma 2.1. |

Im Falle von Grenzkreisgruppen erster Art 148t sich beweisen (vgl. [18],
§3), daB jede Eigenfunktion f von —A} die O-Aussage f(z)=O(y™?) fir
y—0 mit geeignetem y > 0 in jedem Vertikalhalbstreifen a S x<b, y>0von €
gleichm@Big in x erfiillt (vgl. [18], § 3). Es ist eine offene Frage, ob diese Aus-
sage auch fiir beliebige Gruppen I richtig ist.

Definition 2.1. Ist f eine w-mefibare Funktion aus %, ¢ = A~ ! oo eine Spitze
von I und A~1 S ein Spitzensektor der vor (2.29) eingefiihrten Art, so heifie f

in die Spitze & hinein quadratisch integrierbar, wenn | |f1? dw < c0.
471'e
* In 4} fungiert t als oberer Index und nicht als Exponent. Potenzen von Operatoren werden
nur im Beweis von Lemma 5.3 auftreten und dort als solche durch Klammerung besonders kennt-
lich gemacht werden, so da8 Verwechslungen nicht zu befiirchten sind.
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Definition 2.2. Eine automorphe Form fe F(I', U, v) heifit eine Spitzen-
form, wenn f in jeder parabolischen Spitze A~ ' oo von I die tiber Definition 1.1,
b} hinausgehende Eigenschaft

2.30) (fIA"L kD (2)=0(e™®) fir y—>oo gleichmdifig in x

mit einem gewissen £ > 0 erfiillt. Andernfalls heifit f eine Nichtspitzenform.—
Fiir die klassischen ganzen automorphen Formen sind analoge Begriffsbildungen
itblich.

Eine automorphe Form ist offenbar genau dann eine Spitzenform, wenn
ihre O-ten Fourier-Koeffizienten zu allen Spitzen verschwinden. Die Fourier-
Entwicklungen zu den Spitzen zeigen, daB} jede Eigenfunktion von —A? zu

einem Eigenwert 12 T eine Spitzenform ist. — Falls I' eine Grenzkreis-

gruppe erster Art ist, liegen offenbar alle Spitzenformen aus %, in #,.

§ 3. Die Operatoren K, und A, und die wesentliche Selbstadjungie theit von
A7 und A7

Das Hauptziel dieses Paragraphen ist der Beweis der wesentlichen Selbst-
adjungiertheit von A und A (Satz 3.2). Haupthilfsmittel sind zwei von
H. Maass [12] in die Theorie eingefiihrte Differentialoperatoren K, und A,
und der mit ihnen formulierte Satz 3.1, eine Art Stokesscher Satz, der auch
spiter noch mehrfach angewandt werden wird.

1. Die Definitionen von K, und A, lauten

5} b k a k

3. :::. —_ e — o, [
3.1 Ky Vo TVt =D+,
.0 a k l9j k
62 M=y gr—ygy v == +75.

Diese Operatoren entsprechen den ebenso bezeichneten, aber von den an-
gegebenen etwas verschiedenen Operatoren aus [12] auf Grund des bei (1.24)
beschriebenen Zusammenhanges zwischen unserem Formentypus und dem-
jenigen aus [12].

Einfache Rechnungen unter Beachtung von k € R zeigen

(3.3) Ak= _R—ko Kk= '“Kmk,

k k k k
(3.4) _Ak:Ak+2Kk°‘_é_ (1+_2’>=Kk-—2Ak+_?: (1—-2~>,
(3-5) A K=K Ay, Ay Av=AA,.

Ferner sieht man durch eine einfache Rechnung, daB K, und A, ., beziglich
dw formal adjungiert sind, d. h. daf gilt

(£<Kkga frdo= £<g’ Avs2fYdo

fiir alle einmal stetig differenzierbaren Funktionen f, g : € — U mit kompaktem
Tréger. — In Analogie zu [12], Hilfssatz 3 und 1 erhilt man
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Lemma 3.1. «) Fiir stetig differenzierbare f: &~ und M € Q ist
K NNIM, k+2]=K(fI[M, k]),

(ANNIM k=2]=4(f[M, k]).
B) Fiir leN ist

(3'6) Kk%;c(ra ua 17) C%;c:-é(l—; u’ U) s
3.7 AL W v) CEL AT, U, ).
y) K. liefert eine lineare Abbildung von %, in F,, , die fiir

A% — —g» (1 + %) bijektiv ist; und A, liefert eine lineare Abbildung von #, ,

k k
in ., die fiir 1+ > (1 — ?) bijektiv ist.

Der Beweis von y) kann auch leicht direkt mit Hilfe von (3.4) und (3.5)
gefiihrt werden.

y) zeigt, daB K, einen zunichst ziemlich formalen Zusammenhang zwischen
den Eigenwertproblemen von —A und — A, ,, A, einen analogen Zusammen-
hang zwischen den Eigenwertproblemen von —A, und —A,_, vermittelt.

Lemma 3.2. a) Ist f:€—U reell-analytisch und — A, f=Af, so erfiillt
u:=K, f die Differentialgleichung — Ay, ;u == Au.

a’) Ist f:€-U reell-analytisch und —A,f=2f, so erfiilllt u:=A,f die
Differentialgleichung — A, _u= Au.

b) Fiir stetig differenzierbares f:€—U ist dann und nur dann K, f =0,
wenn y¥2 f(z) eine antiholomorphe Funktion von z ist, also y**f(z) holomorph
ist. IstK, f =0, soist — A, f= — 12(— (1 + —l;—)f

b’) Fiir stetig differenzierbares f:€—U ist dann und nur dann A, f =0,
wenn y %2 f(z) eine holomorphe Funktion von z ist. Ist A, f =0, so ist —A, f

A4

c) Fir reell-analytisches f:€—U st dann und nur dann —A,f
k

=3 <1~ —’;—) f, wenn y* 1A, f(z) eine antiholomorphe Funktion von z ist.

c') Fiir reell-analytisches f:€—U ist dann und nur dann —A,f
= —% (1 + %) f, wenn y~ %7K, f(z) eine holomorphe Funktion von z ist.

d) Ist f:€—U stetig differenzierbar und K, f = A, f =0, so ist { konstant;
Serner ist k=0, falis f+0.

Beweis. a) folgt aus (3.5).
b) Fiir g(z):= (z— 2 f(2) ist gg— = (z —2)f " 'K, f. Daraus folgt die zuerst

behauptete Aquivalenz. Ist K, f =0, so ist f nach dem eben Bewiesenen reell-
analytisch in x, y, und (3.4) liefert die zweite Behauptung.
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¢) GemiDB (3.4) ist die zur Rede stehende Differentialgleichung dquivalent
mit K, , A, f =0. Man kann sich daher auf b) berufen.

a’), b"), ¢) kbnnen analog bewiesen werden, oder man folgert sie aus a),
b), ¢} durch Ubergang zum konjugiert Komplexen auf Grund von (3.3) und
{(1.26).

Zu d). Nach (3.1) und 3.2)ist K, f — A, f =2y gf =0, d. h. f hingt nicht

von y ab. Aus

folgt daher —(?i =0, usw. |
ox

2. Fiir den Beweis des angekiindigten Satzes 3.1 stellen wir das folgende,
zu [19], Satz 1 analoge Lemma bereit.

Lemma 3.3. Es sei fe%Z ge %, und g habe einen modI" kompakten
Trdger. Ferner sei g dehnungsbeschrinkt, d.h. es existiere eine Konstante
020, so daf gilt

19(z1) — gz )| S blzy, 25| fir z4,2,€ €.
Dann gilt
k
- <o do= [aks> do- 5 (1+5): [0 1> dor.
& & &

Beweis. Mit einer bet I' invarianten, beliebig oft differenzierbaren Zer-
legung der 1 auf € in der bei (2.25) beschriebenen Form ergibt sich

Li=— [{g, A f>do=— [<{3 Mg A f> do
¥ ¥ vwwM

]

It

— 3 f<hMg, A.f>dw wegen absoluter Konvergenz®
M

- Z §<hvg> Akf>de’

wM§F

da {g, A, f) bei I invariant ist. Wegen —I eI’ und M§ = (~ M)F ergibt sich
weiter

I

= _2Zf<hvg’Akf> do

6y -23 | {<Kk(hv.q) Kes>= 5 (1+3) b 1) do.
¢

¢ Da g einen modI” kompakten Triger hat, liefern {ibrigens immer nur endlich viele v einen

von 0 verschiedenen Beitrag. Bezeichnet € ein Kompaktum in €, so daB der Triger von g in I'€

liegt, und wird § speziell so gewihlt, daB § C € U(E — I'T) ist, was moglich ist, so liefern sogar nur

endlich viele Paare (v, M) von 0 verschiedene Beitriige zu Z, und das ergibt eine zweite Recht-
M

fertigung der Vertauschung der Summation mit der Integration fiir diese speziellen §. Da die

néchste Formelzeile § nicht mehr enthalt, erhiilt man so auch eine Rechtfertigung fiir beliebige §.

22 Math, Ann. 167



308 W. ROELCKE:

Der letzte Ausdruck ist durch formale partielle Integration entstanden, und
man rechtfertigt diesen Schritt mit Hilfe des Stokesschen Satzes in einer
Fassung von HAUPT-AUMANN-PAUC [5], 11.3.4, S. 305, wobei noch in analoger
Weise wie in 11.3.4.1, S. 307 zu spezialisieren ist. Bei dieser Version des Stokes-
schen Satzes ist darauf zu achten, dafl f zweimal stetig differenzierbar ist und
die h,g zugleich mit g dehnungsbeschriinkt sind. Randbeitrige treten nicht
auf, da h, einen kompakten Tréiger hat.
Da die Uberdeckung (2.26) vom endlichen Typ ist, ist

sfcmnaanis]y 1+ 3) danlf

wM

eine stetige, bei I' invariante Funktion. Diese Funktion hat einen modTI
kompakten Trager, weil dies von g vorausgesetzt ist, und sie ist beschriankt
und meBbar und deshalb iiber § quadratisch integrierbar. Daher erhilt man
aus (3.8) wegen absoluter Konvergenz oder auch durch eine dhnliche SchluB-
weise wie unter der letzten FuBnote

L= S ) {<Kk(hvg), K>~ k (1 + ) (hyg, f>} dow

v, M
&

jv§1{<(Kk(hvg))|[M k23 KNIV K215 = 5 (145 ) <y, 1} doo.

&

Wegen Lemma 3.1, o) und des Transformationsverhaltens von f, g erhilt man
weiter

L= [ 3 {oon ks - 5 1+ 5) o, 1} do
&

und daraus wegen (2.25) die Behauptung. |
Satz 3.1. Fiir f,ge @? gilt K, f € #y1 2, Ay f € #)_, und

[k

69) 6 =8 =K, KN =~ (1+5) 6.1,
k

310 @ D)) =g AN+ 5 (1= 5) @ 1),

Bemerkung: In welchem der Hilbert-Rdume #,_,, #,, #,,, hier die
Skalarprodukte (.,.) zu verstehen sind, geht aus den jeweiligen Argumenten
hervor.

Beweis. Es geniigt, (3.9) zu beweisen, weil (3.10) daraus durch Ubergang
zum konjugiert Komplexen auf Grund von (3.3) und (1.26) folgt. Ferner
geniigt es, (3.9) fiir f=g zu beweisen, der allgemeine Fall ergibt sich daraus
durch Polarisieren.

Ein Fundamentalbereich § von I" (s. S.302, FuBnote 4) und w € € seien fest
gewihlt. Fiir r = 0 bezeichne K,(w) die abgeschlossene Kreisscheibe zum Mittel-
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punkt w und Radius r in der hyperbolischen Geometrie, also

(3.11) Kw):={z;zeC |z, wlZr}.

Die Menge §&,:= §nI'K,(w) ist dann ebenfalls meBbar, und es ist
={z;z€{, |z, Sw| <r fir mindestens ein SeI}.

In Analogie zu [19], Satz 2, gilt dann

R

]

0

[ o85>+ g k> = 5 (14 5) 0. 15} do

{7,

< {lgl K fldo.
&g

Der Beweis dieser Abschidtzung kann unter Benutzung von Lemma 3.3 in
volliger Analogie zum Beweis von [19], Satz 2, gefithrt werden. Satz 3.1 folgt
aus dieser Abschitzung durch einfache Ubertragung von [19], Satz 3 bis 5. |

3. Mit Hilfe von Satz 3.1 soll jetzt die wesentliche Selbstadjungiertheit von
—A}? und — A bewiesen werden ; weitere Anwendungen dieses Satzes werden
in spéteren Paragraphen gemacht werden.

Aus Satz 3.1 folgt (— Ay g, /)=1{g, —ASf)fuir f, g€ D% Da DY und 9% in #,
dichte lineare Mannigfaltigkeiten sind, bedeutet diese Gleichung, daB — Ay
und — A} symmetrische Operatoren sind (s. M. STONE [24], S. 49).

Zur Erinnerung seien einige bekannte Tatsachen iiber wesentlich selbst-
adjungierte Operatoren vorausgeschickt. Ein symmetrischer Operator
A: 2 — A in einem Hilbert-Raum 4 heifit wesentlich selbstadjungiert,
wenn sein adjungierter Operator A* selbstadjungiert ist, d. h. wenn A* = A**
gilt (M. STONE [24], Definition 2.12). Es sei nun A: 9@ - # wesentlich selbst-
adjungiert. Nach [24], Theorem 2.9, ist A* = A** abgeschlossen, d. h. der
Graph dieses Operators ist abgeschlossen in # x #. Nach [24], Theorem
2.10 und 9.5, ist A* = A** mit der kieinsten abgeschlossenen linearen Fort-
setzung A: 9 —-># von A identisch. graph;\ ist also die abgeschlossene
Hiille von graph A in # x #. Man sagt, A entstehe aus A durch AbschlieBen,
und nennt A die AbschlieBung von A. A ist die einzige selbstadjungierte Fort-
setzung von A (s. [24], Kap. 11, § 2). Ein bekanntes Kriterium fiir wesentliche
Selbstadjungiertheit ist (s. [24], Theorem 4.17 und 4.16)

Lemma 3.4. Ein symmetrischer Operator A: % - # in einem Hilbert-Raum
ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn die linearen Mannigfaltigkeiten
(A+DD und (A—D)D in H dicht sind.

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Paragraphen.

Satz 3.2, Die Operatoren — Az und — AL in #, sind wesentlich selbstadjungiert
und haben dieselbe selbstadjungierte Fortsetzung.

Diese selbstadjungierte Fortsetzung wird im folgenden mit — A, bezeichnet,
ihr Definitionsbereich mit Qk und ihre Spektralschar mit (E; ;);ca-

Beweis des Satzes. Da jeder wesentlich selbstadjungierte Operator genau
eine selbstadjungierte Fortsetzung hat und — A? eine Fortsetzung von — A
22*
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ist, haben — AZ und — AP jedenfalls dann dieselbe selbstadjungierte Fortsetzung,
falls beide Operatoren wesentlich selbstadjungiert sind. Es geniigt daher, die
wesentliche Selbstadjungiertheit von —AZ und — A zu zeigen. Lemma 3.4
entsprechend zeigen wir dafiir, daB die linearen Mannigfaltigkeiten (A, + i) 27,
(A=) DE, (A + DD, (A, — ) D in H, dicht sind. Wegen D C D¢ geniigt es,
die letzten beiden Mannigfaltigkeiten zu betrachten. Wir beschrdnken uns auf
(A + )2, weil man fiir (A, —i)2,° analog schlieBen kann (oder zum konju-
giert Komplexen {ibergehen kann).
Es sei u € o, und

(3.12) w, A f+if)=0 fiir alle feP>.

Wir miissen u = 0 zeigen. Es sei dazu I: €— U beliebig oft differenzierbar und
mit kompaktem Triger beliebig gewidhlt. Nach Lemma 2.2 kann in (3.12)

(3.13) f=Y M)~ [M, k]

Mel
eingesetzt werden. Da [ einen kompakten Triger hat, kann A, auf diese Reihen-
darstellung gliedweise ausgeiibt werden, und da A, mit |{[M, k] vertauschbar
ist, folgt

Acf = Y o(M)”HADIM, k].
MeT

Damit folgt aus (3.12)
0= [Ku, A f+if)do
i}

= [ G, ¥ o(M)" (Al + i) |[M, kI do
& M

=Y [ CuM, (A + i) do
Mg

wegen absoluter Konvergenz und des Transformationsverhaltens von u bei I
Daraus folgt

(3.14) 0= [ <u, Ayl +ily doo.
€

Da dies fiir alle beliebig oft differenzierbaren / gilt und A, elliptisch ist und
beliebig oft differenzierbare Koeffizienten hat, folgt’, daB u eine beliebig oft
differenzierbare Funktion auf € darstellt (vgl. nun die Bemerkung von S.303, 0.).
Dann folgt aber aus (3.14) durch partielle Integration (Stokesscher Satz) — man
beachte, daB I einen kompakten Triager hat und A, formal selbstadjungiert
ist —, daBl Aju—iu=0 ist. Wegen ue H#; ist also A ueH#;, d h. insgesamt
ue 22. Da A? symmetrisch ist, folgt u=0. }

Das folgende Lemma wird zum Beweis der Sitze 5.6 und 5.7 herangezogen
werden. .

Lemma 3.5. Jede zweimal stetig differenzierbare Funktion aus 9, liegt in P?.

7 Siehe L. ScuwarTz [21], Kap. V, § 6.
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Beweis. Es sei f e 9, zweimal stetig differenzierbar. Mit einer beliebigen
Funktion g aus 2;° in der Darstellung (2.23) ist

At 9=, Aug)=(f, Ag)

=2{{f,zDdw (vgl. die Umformung vor (3.8))
€

=2[{AS D do {partielle Integration)
&

=g<Akfag> d(!).

Da hier g e @7 beliebig war, folgt A, f = A, f € #, und damit fe 22 §

§ 4. Zusammenhang mit einem Eigenwertproblem auf der Uberlagerungsfliiche
von () = SL(2,R); zweiter Beweis von Satz 3.2

A. SELBERG benutzt in [22] zur Behandlung der automorphen Formen den
dreidimensionalen Raum

4.1 @:z@XR:x{(z,(p);ze(E,tpeR}.

Dabei werden der diskontinuierlichen Gruppe I'" auf € eine diskontinuierliche
Gruppe T auf € und den automorphen Formen f auf € vom Gewicht k die
Funktionen F(z, ¢):= e ** f(z) auf ¢ zugeordnet Die Funktionen F erfiillen
dann eine Eigenwertdifferentialgleichung in bezug auf einen Differential-
operator A, der als Laplace-Operator von & in bezug auf eine passende Rie-
mannsche MaBbestimmung auf € angesehen werden kann. In diesem Para-
graphen soll aus der allgemeinen Theorie des Laplace- Operators auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten, angewandt auf A auf €, ein neuer Beweis von
Satz 3.2 abgeleitet werden.

Wir fithren dazu weitere Gruppen, insbesondere die.universelle Uberlage-
rungsgruppe Q von Q=SL(2, R) ein. & wird dann als globaler Koordinaten-
raum von Q und zugleich als Wirkungsraum fiir die Linkstranslationen in §)
erscheinen.

a b
Bekanntlich kann jede Matrix M =( d)e Q eindeutig in der Gestalt
c

x .

Vy ==\ [cosg —sing

4.2) M= ‘?

0 — sin cos @
)\

mit x, y, peR, y>0, |/y>0 und ¢ mod2n geschrieben werden, nimlich mit
4.3) x+iy=Mi und e=arg(ci+dymod2n.
Daraus folgt, daB der dreidimensionale Raum

4.4 Q:= {(M, oa); M =(a fi)e QoeR a=arg(ci+d) mod2n}
¢
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als universelle Uberlagerungsgruppe von Q mit der kanonischen Projektion
4.5) OM, a):=

und (I, 0) als Einselement betrachtet werden kann. Die Gruppenstruktur von Q
ist hierdurch bereits eindeutig bestimmt, und zwar findet man als Verkniipfung

4.6) My, 0,)(M,0)=(M,M,arg(c,Mi+d;)—arg(c,i+d)+a, +a),
was wegen der Argumentdefinition (1.4) und wegen (1.7) dasselbe ist wie
47y My, a)) (M, 0)=(M; M, arglc,i+d,)+ 2nw(M, M)+ 2nv(a,) + 2nv(a)).

Dabei bedeutet (c,, d,) die zweite Zeile von M; M und v(y) fiir y € R diejenige
ganzrationale Zahl, fiir die gilt

4.8) ~n4+2nv(p)<yp Er+27v(y).
Durch
4.9) XM, a):= (Mi, o)

ist offenbar eine topologische Abbildung von Q auf € aus (4.1) gegeben, so daB
& als Koordinatenraum von Q betrachtet werden kann. Aus (4.2) und (4.3) folgt
mit z=x+1iy

Vy VL‘ cosgp —sing
4100 X g)= ; o
0 — sing cos
Vy

X ist offenbar ein fiir die Liesche Gruppenstruktur von Q zulassiges Koordi-
natensystem [Koordinaten (x,y, ¢) oder zusammengefaBt (z, ¢)]. Auf die
Ubertragung der Gruppenstruktur auf € kann fiir die folgenden Zwecke ver-
zichtet werden. Dagegen benétigen wir die Beschrelbung der Linkstrans-
lationen von Q in den Koordinaten (z, ¢), oder in einer anderen, im folgenden
bevorzugten Auffassung, die Operation der Elemente (M, «) von Q auf € als
» Wirkungsraum* gemiB

(4.11) (z, 0)~> (M, @) (z, 9): = X(M, ) X" (2, 9).
Eine kleine Rechnung mit Hilfe von (4.10), (4.9), (4.8) und (4.3) zeigt
M, ) (z, 9)=(Mz, ¢ + o+ arg(cz + d) — arg(ci + d))
={(Mz, ¢ +arg(cz +d)+ 2nv(e)).
Q operiert auf € offenbar effektiv, d. h. ein vom Einselement verschiedenes
Element aus € bestimmt eine von der Identitit verschiedene Abbildung von €.
Fiir beliebiges festes # > 0 ist durch

dx* +dy? dx \?
4.13 ety (d - —)
( ) V2 n-iae 2y
als Quadrat des Linienelementes auf € eine positiv-definite Riemannsche MaB-
bestimmung gegeben, die bei Q) invariant ist, wie leicht zu bestiitigen. Q operiert

(4.12)
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dann als transitive Gruppe von Isometrien auf €. Daher ist die Riemannsche
Mannigfaltigkeit € vollstindig, d. h. von jedem Punkt von € gehen in jeder
Richtung Geoditische von beliebiger Linge aus (bei Geschlossenheit einer
Geodiitischen wiederholte Durchlaufung).®

Zu {4.13) gehort der Laplace-Operator

2 0* 0* 0* 4492
4.14 A= 3( ) .
(4.14) AV dy*? +y dx 0o + 4n*  d¢?
und das Volumenelement
dxdyde
/A S
y
Statt dieses Volumenelementes werden wir im folgenden
dxdyde
4.1 )
(4.15) doi= ="

benutzen.
Wie bisher bezeichne I eine diskrete, die Matrix —I enthaltende Unter-
gruppe von ).

(4.16) (=07 = {(M,a); M, 0)eQ, ®M,a)ecT}

ist dann eine diskrete Untergruppe von Q und operiert daher diskontinuierlich
auf €. Speziell ist (—I, m)e T, und es ist

(417) (-1’ n)(z, (p)z(z,(p+1z).

Ist § ein Fundamentalbereich von I' in € (im Sinne der FuBnote 4 von S. 302),
50 ist

(4.18) F=Fx[0m:={z¢);zeF0sp<n}
ein Fundamentalbereich von I in € (in einem analogen Sinne).

Wie bisher sei v ein unitires Multiplikatorsystem zur Gruppe I, zum
Gewicht k € R und zum unitiren Raum U im Sinne von § 1, 6. k war durch v
nur mod 2 eindeutig bestimmt, und zwar durch (1.15). Diese Restklasse mod2
werde mit 8 bezeichnet. Wir werden die verschiedenen k € & nebeneinander
betrachten.

Jedem f:€— U ordnen wir die durch

(4.19) () (z )= f(2)

gegebene Funktion I, f:€—-U zu. Fir F:E-U und (M,2)eQ bezeichne
ferner FM-® die durch

(4.20) F¥3(z, ¢):= F((M, 0) (z, 9))

8 Eine dquivalente Definition der Vollstindigkeit ist nach H. Hopr und W. Rinow [8] die
folgende. Man betrachte & als metrischen Raum, indem man als Abstand |u, o] von 1, ve & die
untere Grenze der Lingen aller stetig differenzierbaren Verbindungskurven von u, v erklirt. & ist
dann und nur dann vollstindig, wenn & in der Metrik |u, v] ein vollstindiger metrischer Raum ist,
d. h. wenn jede Cauchy-Folge in & einen Limes hat.
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gegebene Funktion auf & Man bestitigt dann
(421) (1 f)M:0 = = 2@k (f|[M, k]).

Dabher liegt f genau dann in #, (T, U, v), d. h. f besitzt genau dann das Trans-
formationsverhalten (1.16) bei I', wenn

(4.22) (1, )M = o= 2@k MY | £ fiir (M, a) el

erfiillt ist. Hieraus folgt wegen einer hinter (1.16) gemachten Bemerkung, daB3
die in (4.22) auftretenden Automorphismen

(4.23) (M, 0):= e~ 2"@kp(pM) . (M, o)el,

von U eine unitiire Darstellung & von I bilden, was auch direkt nachgerechnet
werden kann. # hidngt offenbar nicht von der Auswahl von ke & ab, sondern
nur von v.

Aus (1.15) folgt
4.24) t(—1I, m)=e""*id,.

Die eben getroffene Zuordnung von ¢ zu v 1Bt sich eindeutig umkehren.
Wir gehen dazu von einer beliebigen Darstellung ¢ von I” in der Gruppe der
Automorphismen des unitiren Raumes U aus, fiir die 6(— I, n) die Form # id,
mit einer komplexen Zahl 7 vom Betrag 1 besitzt. Die k € R, die der Bedingung
(4.24) geniigen, bilden eine Restklasse mod2, die & genannt werde. Es sei nun
M eT gegeben. Wiihlt man ke & und a € R, so daB (M, a)e T ist, so bestétigt
man leicht, daB

(4.25) v(M):= 2" @*H(M, «)

nicht von der Auswahl von k und «, sondern nur von ¢ und M abhingt, und daB
auf diese Weise ein unitdres Multiplikatorsystem v von I' zum Gewicht k
definiert ist. Die Eindeutigkeit der Zuordnung v— ¢ ist offensichtlich.

Wir erkliren jetzt

(426) F=F [, U, 0):={F; F:E-U FM9=3(M,0)F fir (M,a)el?},
und fiir I=0,1,2, ...
(427 €'=%'T,U,0)={F;Fe% (I, 5), F l-mal stetig differenzierbar} .
Ist F e #, so hat ¢/*? F(z, ¢) in Abhiingigkeit von ¢ die Periode n. Das er-
gibt sich sofort unter Beachtung von (4.17).
Die Bedeutung der in (4.19) getroffenen Zuordnung f'— |, f fiir das Eigen-
wertproblem von — A, beruht nun weiter auf der Tatsache, daB die Anwendung

von A, auf zweimal stetig differenzierbare f nach der leicht zu bestiitigenden
Gleichung

2
(4.28) AI,,f———Ik(Ak-— 4+

2
im wesentlichen der Anwendung von A auf H f entspricht. Insbesondere er-
filllt also f dann und nur dann die Gleichung — A, f=Af, wenn

2
(4.29) —Alf= (,1+ 4;2’ k2) Lf
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gilt. Die Eigenwertprobleme von —A, fiir alle ke K entspringen also formal
aus dem Eigenwertproblem von —A durch Separation der Variablen z, ¢ ge-
miB F(z, o) =e~*? f(z).

Diese formalen Zusammenhinge lassen sich im Rahmen der angemessenen
Hilbert-Rédume weiter verfolgen. Zur Untersuchung des Eigenwertproblems
von —A in # benutzen wir den Hilbert-Raum

#: 1) Fe% Lebesgue-meBbar,
2) |F)*:= j'{decu<oo

mit dd aus {4.15) und einem Fundamentalbereich $§ vonT in €, dessen Auswahl
auf die Definition keinen EinfluB hat, da der Integrand bei I' invariant ist.
Das Skalarprodukt in 4 sei

(F,G):= [<(F,G)dd.
§

Da & speziell in der Gestalt (4.18) gewihlt werden kann, sieht man, daB eine
Funktion f: €1 genau dann in #, liegt, wenn |, f in # liegt.

Die Zuordnung f—1,f aus (4.19) liefert offenbar einen Hilbert- Raum-
Isomorphismus H, von , auf einen abgeschlossenen Unterraum Ji”k von #,

(430) Hk.%k——f") c}fk, kf'zlkf fur fG,%ﬂk

Den Operatoren A} in 2, aus (2.28) entsprechen vermoge H, die Operatoren
H,AiH; ! in 4, mit den Definitionsbereichen

(4.31) 7i:=H,9; kef; =2 ).
Zufolge (4.28) ist

-1 Y 4 + ’?2 2
4.32) H A H ' =AL+ i k*,
wobei der Operator A die folgende ~Konkretisierung“ von A bedeutet:
(4.33) Ay @i~ H#,, AiF:=AF  fiir Fe 9},

Wir ziehen nun die Theorie des Laplace-Operators Ain # in Verbindung
mit der Orthogonalprojektion I, von # auf #, heran. GemiB [19), Satz 8,
ist A wesentlich selbstadjungiert auf jedem der folgenden beiden Definitions-
bereiche
(4.34) 9? .= {F;Fe #né* (T, U,0), AFe #},

(4.35) 9 :={F;Fe%>(l, U, §), F hat einen mod [ kompakten Trager}.

Wir bezeichnen diese wesentlich selbstadjungierten Operatoren mit A? und
A°° Wegen 9 C 92 haben A® und A? dieselbe selbstadjungierte Fortsetzung
A ihren Definitionsbereich bezeichnen wir mit 9. Nach den Bemerkungen
vor Lemma 3.4 ist A die AbschlieBung von A? und A=

Die Orthogonalprojektion IT, von # auf 5, (ke R) kann wie folgt analy-
tisch dargestellt werden:

—ikg 4
(436) LR e o= | rvre vy
0o
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fir Fe J und (Lebesguesch) fast alle (z, p) € €. (Das Integral existiert wegen
Fe# jedenfalls fiir fast alle z € €.)

Beweis. Andert man F im Integranden auf einer Nullmenge von € ab, so
andert sich F als Element von 5 nicht, und die rechte Seite von (4.36) dndert
sich héchstens auf einer Nullmenge von €. Daher ist eine solche Abinderung
ohne Einfluf} auf die Giltigkeit der Behauptung (4.36). Durch eine solche
Abidnderung von F kann erreicht werden, daB das Integral fiir alle z € € existiert,
was wir nunmehr voraussetzen. Die durch

fer=L | evre iy e
0

erklidrte Funktion f liegt in &, ; das zeigt eine einfache Rechnung unter Be-
nutzung von (4.25) und der Tatsache, daBl der Integrand gemdlB S. 314 die
Periode 7 in y hat. Ferner ist wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

2

[irrao=—| | fe“WF(z, v)dp

& & 0
< —;};j{ [eran- ire w)lzdw}dw
% Vo 0
= IF|? <.

Damit haben wir insgesamt f € H#}, und es folgt, daB die rechte Seite von (4.36)
in Abhéngigkeit von (z, ¢) ein Element von 3#; darstellt, das wir mit G be-
zeichnen. Eine kurze Rechnung zeigt, daB (E, F — G)=0 ist fiir alle E e #,.
{Man nehme zur Ausrechnung des Skalarproduktes § in der Gestalt (4.18) an
und n}tegrlere zuerst nach ¢.) Damit ist bewiesen, dal} G die Projektion von F
auf 5, ist.

Die Hilbert-Riume 4, (k € &) sind offenbar paarweise orthogonal. Wir
zeigen noch, daB die Riume 7, Zusammengenommen ganz # als abgeschlos-
sene lineare Hiille besitzen. Wegen der paarweisen Orthogonalitit der 3,
geniigt es dafiir,

13F112=ZIIHkF)|2 fiir Fe #

zu zeigen. Diese Gleichung ergibt sich aber mithelos mit Hilfe von (4.36).

Satz 4.1. Die Operatoren A% A® und A werden von H#, reduziert®.

Beweis. Da A aus den Operatoren A%, A® durch AbschlieBen entsteht,
geniigt es, die Behauptung fiir A und A® zu zeigen (zweifache Anwendung von
B.voN Sz.-NaGy [25], S. 32, Zeile §, f)).

® Ein linearer Operator T: 2 —# in einem Hilbert-Raum ¥ wird definitionsgemiB von
einem abgeschlossenen Unterraum # von ¢ reduziert, wenn IIT ¢ TIT ist, wobei IT die Ortho-
gonalprojektion von # auf ® bezeichnet und C ausdriickt, daB I1T eine Einschrinkung von TIT
ist (vgl. B. von Sz-Nacgy [25],V, Nr.3).
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Es sei also =2 oder c und F e &°. Nach (4.36) ist dann

-~ '-ik(ﬂ ¢ . -~
Gz, 9):=ILAF(z, 0) = eT j e**AF(z, p)dy,
]
und zweimalige partielle Integration nach y liefert

e ike 4+ ‘o
Gz, 9)= - <Ak 4;7 k)Je"“"F(z,tp)dw.

0

LaBt man hier das Integral die Rolle von f aus (4.28) spielen, so folgt

. e—iktp ¢ .
6, o) =A( | v Fe pay

0

(4.37) =A(ILF)(z, ¢).

Damit haben wir AHkF eH. Hier ist IT,F e A#, insbesondere also T, F eZ.
Aus (4.36) folgt weiter, daB I, F € ¢° ist und daB I, F im Falle t= o0 einen
modI” kompakten Trager hat. Damit haben wir insgesamt I, F € &7, d. h.

(4.38) 1,9 C .
Aus (4.37) folgt daher
(4.39) I, A°F = A'TI, F (Fe 9.

(4.38) und (4.39) zusammengenommen bedeuten H,A’CA'H,J
Wir zeigen jetzt noch von ,@ aus (4.31)

(4.40) i =1,9"=9 nH#,.

1. Es sei F e &% Dann ist H 'TT, F e H#,, somit H; 'TI, F € #,. Nach (4.36)
und der Definition von H ist ferner

(4.41) (H{ HILF) (2) =

CR

j e F(z, p)dy.
0

Damit folgt Hy 'TI,F € €5(T, 1, v), und daB H,; 'TI,F im Falle 1= cc einen
modI" kompakten Triger hat. Aus (4.28) und Satz 4.1 folgt

4
Ik(Ak ;1’7 k)Hkll'[kF ATLF=MAFes#,,

und daraus AgHg nr € #,. Damit haben wir insgesamt H; 1,.F € 9}, be-
wiesen, d. h. I[1,2°C H 9} = ;.
2. Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion sei f € 9;. Dann ist offenbar
H.f € #,n%". Ferner hat H,f im Falle t=o0 einen modI" kompakten
Trager. Aus (4.28) entnehmen wir

2 4
AH,f= 'k(Ak +’1

kz)fejfkcf
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Zusammenfassend erhalten wir H, f € 9*n ., C I1, 9", also
.02;' = Hk.@ZC I‘Ikg?r .

Zusammen mit dem Ergebnis von 1. ist damit die Giiltigkeit des ersten
Gleichheitszeichens in (4.40) bewiesen. Die Giiltigkeit des zweiten Gleichheits-
zeichens folgt aus (4.38).

Wir konnen jetzt einen zweiten Beweis der wesentlichen Selbstadjungiert-
heit der Operatoren A} (t=2, o) fithren. Wir ziehen das Kriterium aus

Lemma 3.4 heran. Zunichst ist die Symmetrie der Operatoren A} zu zeigen.
Fiir F, G e 9;, ist

(AiF, G)=(AF,G) nach (4.33)
=(F,AG) wegen (4.40) und der Symmetrie von A auf 9
=(F, A;G) nach (4.33).

Da der Definitonsbereich @ von A eine in ,}é”k dichte lineare Mannigfaltigkeit
ist, ist also A’ ein symmetrischer Operator in Jfk

Da At wesentlich selbstadjungiert ist, ist (A*+1)9" in # dicht. Folglich ist
H,,(A‘r +1i) 9*in Jfk dicht. Wegen Satz 4.1 und (4.40) bedeutet das, daf3 (A+ I
in Jfk dicht ist. Wegen (4.33) ist also (A’ + 1)@ in Jfk dicht. Die entsprechende
Aussage mit —i statt i gilt ebenso. Nach Lemma 3.4 ist damit die wesentliche
Selbstadjungiertheit von A; bewiesen. Wegen (4.31),(4.32), und da H, ein Hilbert-
Raum-Isomorphismus ist, folgt hieraus, daB} A} wesentlich selbstadjungiert ist.

Die — wie eben bewiesen — wesentlich selbstadjungierten Operatoren A2
und A‘,’f in Jﬁ haben wegen Af C’Aﬁ ein und dieselbe selbstadjungierte Fort-
setzung. Wir bezeichnen sie mit A, und ihren Definitionsbereich mit &,. Es
gelten dann die im folgenden nicht weiter bendtigten Gleichungen

%) e=11 ké =9n J@k
und
AF=AF  fir Feg,.
Zu ihrem Beweise benutze man Satz 4.1, 4.40 und die Tatsache, daf3 Zk und A
durch AbschlieBen (s. S. 309) aus AZ bzw. A? entstehen.

Es sei noch bemerkt, dall die Operatoren K;, A, aus §3 auf die beiden
Differentialoperatoren

) 0 i 0
S L T 4
Ti=e ((Z aa*zw)’
. ]
= +2ip
T:=e ((z E) + 5 5(0)

zuriickfiihrbar sind. Ist némlich f:€—C einmal stetig differenzierbar und
F=1,f die im Sinne von (4.19) zugeordnete Funktion auf €, so gilt

e—i(k‘!- Do ka(z) = ZF(Z’ 40) s
e"ik=De A, f(z)=TF(z, ¢).
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X und T sind zueinander formal-adjungiert beziiglich dd und haben ein ein-
faches Transformationsverhalten bei Q. Fiir eine Untersuchung von Z, T als
Operatobren auf geeigneten Definitionsbereichen in s ist hier nicht der rechte
Ort.

§ 5. Uber die Eigenfunktionen und Eigenpakete

1. Wir beginnen mit verschiedenen Folgerungen aus Satz 3.1 und
Lemma 3.2.

Satz 5.1. Ist f e F4(T, U, v) eine Eigenfunktion von — A3 zum Eigenwert 0,
so ist f konstant und I eine Grenzkreisgruppe erster Art.

Beweis. Satz 3.1 liefert K,f =Ayf=0. Nach Lemma 3.2, d} ist daher f
konstant. Wegen f =0 und f e, hat also ein Fundamentalbereich von I’
einen endlichen Inhalt, und somit ist I eine Grenzkreisgruppe erster Art [vgl.
S.300, FuBnote 2, b)]. 1

Satz 5.2. Ist fe %, U, v) eine Eigenfunktion von —A? zum Eigenwert

k k
5 (1 — ?>, so ist g:=y %2 f eine klassische ganze automorphe Form mit

Werten in U zu I, Gewicht k und Multiplikatorsystem v.

Beweis. Nach Satz 2.1 ist feine automorphe Form aus #%,. Daher besitzt g
das richtige Transformationsverhalten [s. Definition 1.2, b)] und erfiillt die
in Definition 1.2, ¢) verlangte O-Aussage. Setzt man nun in (3.10) fiir das dortige
g die Funktion f ein und beachtet, daBl f zum Eigenwert % (1 - %) gehort,
so erhilt man A, f =0. Nach Lemma 3.2, b') ist daher g holomorph. |

Aus Satz 5.2 folgt iibrigens sofort, daB in H. Maass [12], (77) die Summe
iiber n + x < 0 verschwindet, wenn dort G diskontinuierlich, « reell und f oder
auch nur A"f iiber einen Fundamentalbereich von G quadratisch integrierbar
ist in bezug auf das zustindige Flichenelement yRe@+#~2 gx dy,

Satz 5.3. Es sei fe 2%, f+0. Dann gilt :

a) Ist K, f=0, so ist k<0, und f ist eine Eigenfunktion von —A} zum
Figemwert — & (14 4)

lgenwer ) + 5 )

b) Ist Ayf =0, so ist k=0, und f ist eine Eigenfunktion von —A} zum

, k k
Eigenwert 3 (1 3 )

Beweis. a) Aus Satz 3.1 folgt mit g= f durch Subtraktion von (3.9) und
(3.10)

kIf12=—1AS112,

also k £0. Man beachte jetzt noch Lemma 3.2, b).

b) folgt aus a) durch Ubergang zum konjugiert Komplexen. |

Aus diesem Satz folgt iibrigens leicht der bekannte Satz, daB jede klassische
ganze automorphe Form g mit Werten in U zu einer Grenzkreisgruppe erster
Art T, zu negativem Gewicht k und unitirem Multiplikatorsystem v ver-
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schwindet. Falls I' parabolische Spitzen besitzt, wird in einem klassischen
Beweis dieses Satzes die absolute Invariante y¥?|g| betrachtet. Mit Hilfe von
Satz 5.3 kann man indessen allgemein wie folgt schlieBen.

Zunichst ist f:= y¥?g eine automorphe Form aus %, mit A, f =0. Die
Fourier-Entwicklungen von g und f in den Spitzen von I zeigen wegen k<0,
daB f in jede Spitze hinein quadratisch integrierbar ist (s. Definition 2.1).
Es folgt f € o, und damit f € 22. Wire nun f # 0, so hitte man einen Wider-
spruch zu Satz 5.3, b).

Umgekehrt kann man Satz 5.3 im Falle der Grenzkreisgruppen erster Art
auf den genannten klassischen Satz zuriickfiithren.

Satz 5.3 wird falsch, wenn man die Voraussetzung f € 92 durch die schwii-
chere Voraussetzung f e 62 (s. § 1, 7.) ersetzt.

Beispiel: IT'={I, —I}, U=C, k <0, v trivial. Dann liegt f:= y**z in 43,
aber nicht in 22, und A, f =0.

Ein anderes Beispiel mit den Heckeschen Gruppen G(u) (u > 2) steht am
Ende dieses Paragraphen.

Der folgende Satz stellt eine Verschirfung und Verallgemeinerung von
H. Maass [13], S. 203, Theorem 31, dar, wie man auf Grund von § 1, 10. leicht
feststellt.

Satz 5.4. f sei eine Eigenfunktion von —A? zum Eigenwert A.

a) Es sei k =0, und k™ bezeichne die zu k modulo 2 kongruente Zahl im Inter-

k+ k+ 10
vall {0,2). Ferner sei /< 5 (1-» T) Dann ist k> 2,

k 1 l /1 . , ,
l:= > 3V T A eine nichtnegative ganze Zahl,

Av-2iAi-2142 - A f =0,

und | ist die kleinste ganze Zahl 20, fiir die diese Gleichung zutrifft.
b) Essei k<0,und k~ bezeichne die zu k modulo 2 kongruente Zahl im Inter-
e =y 10
vall [—2,0). Ferner sei 1 < — % (1 + %) Dann ist k< =2,

k1 ‘ /1 L .
I=- > 5 V7~ A eine nichtnegative ganze Zahl,

Kis20Kes 2042 - K f =0,

und | ist die kleinste ganze Zahl 20, fiir die diese Gleichung zutrifft.
Beweis. Zu a). Es kann weder k = 0 noch k =k sein. Denn wegen der Vor-

k k
aussetzung iiber 4 wire dann A < — (1 - -—-) im Widerspruch zu (3.10} mit

2 2
g=/f. Es folgt k> 2.

1
10 Insbesondere ist also A < y und die Voraussetzung iiber A ist speziell fiir A <0 erfiillt.

1
|/ T A moge im folgenden positiv gewihlt werden.
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Es sei nun n diejenige natiirliche Zahl, fiir die k" =k —2n ist. Zufolge
Lemma 3.1, y) und Satz 3.1 ist dann
Joi=ANeogni2Dimania - AS
eine Eigenfunktion von — A, . zum Eigenwert 1 oder es ist f,,=0. Im ersteren
+ +
Fall miiite wegen (3.10) 1= - <l - —2——> sein, Da dies unserer Voraus-

setzung iiber A widerspricht, kann der erstere Fall nicht eintreten. Damit ist
f»=10 bewiesen.
Es existiert daher eine kleinste nichtnegative ganze Zahl j < n, fiir die gilt

Ak—ZjAk—2j+2 A f=0.

Die Funktion Ay 542 Ax— 2514 --- Ay f (Wwasim Falle j = 0 soviel wie f bedeute)
ist dann eine Eigenfunktion von —Aj_,; zum Eigenwert 4, die durch A,_,;
annulliert wird. Aus Lemma 3.2, b’) mit k — 2j anstelle von k folgt daher

_k—2j< k—2j>
=== (1= =57,

d. h.

1 P [ k—2j 1 ]2
4 "L 2 21"

Wegen k—2ne<0,2] und j£n—1 ist der Ausdruck rechts in der Klammer
positiv, und es folgt j=1 Damit haben wir die Behauptung im Falle k=0.

Zu b). Dieser Fall 1i8t sich auf den Fall a) durch Ubergang zum konjugiert
Komplexen zuriickfithren oder analog zu a) beweisen. J

2. In der niachsten Nummer 3. soll gezeigt werden, daB der Operator — A}
spektral zerlegbar ist in dem Sinne, daB3 das System seiner Eigenfunktionen
und Eigenpakete in 5 vollstindig ist; und dariiber hinaus werden wir zeigen,
daB jede Eigenfunktion und jedes Eigenpaket von —A, reell-analytisch in €
ist und in 2} liegt.

Zur Erinnerung seien in dieser Nummer die Definition und einige all-
gemeine Eigenschaften von Eigenpaketen wiedergegeben. Dazu bezeichne
A:9 - einen symmetrischen Operator in einem separablen Hilbert-
Raum 7.

Definition 5.1. Eine Elementschar (v;),.g in # heifit ein Eigenpaket von
A, wenn sie die folgenden drei Eigenschaften hat.

1. v,=0und v,€ D fir alle A

2. v, ist H-stetig in A, d. h. }‘i_rgllvu -, =0.

A
3. Ay, = j udv,, wobei das Integral als #-Grenzwert Stieltjesscher Zer-
0

2
legungssummen zu verstehen ist, oder damit gleichwertig durch v, — [v,dp,
0

wobei das letztere Integral als #-Grenzwert von Zerlegungssummen gewdhn-
licher Art gemeint ist.
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Lemma 5.1. a) Die Eigenpakete von A sind zu den Eigenfunktionen von A
orthogonal (vgl. [18], Satz 23).

b) Sind (v,) und (w,) zwei Eigenpakete von A und [a, a'], [B, B'] zwei Inter-
valle, die hichstens einen Endpunkt gemeinsam haben, so besteht die Orthogonali-
tdtsrelation (v, — vy, wg — wg)=0 (vgl. [18], Satz 23).

c) Ist A selbstadjungiert und (E,); g seine Spektralschar, so ist eine Element-
schar (v,;);.p aus H# dann und nur dann ein Eigenpaket von A, wenn es zu jedem
a>0ein f,e H gibt, das auf allen Eigenfunktionen von A senkrecht steht, und
sodafv,=(E,—Eg)f, fiir e [~a, a] gilt ([18], Satz 24).

d) Ist(v,) ein Eigenpaket von A und f e H#, so werden durch die Bedingungen

(5.1) p(B)~p(@) = llvg—v,))? (o BeR a<p),
(52 a(B)—al@)=(vp~v,, f) (@ feR)
zwei stetige Funktionen p:R->C (,Gewichtsfunktion von (v,)*) und a:R—-C
bis auf additive Konstanten eindeutig festgelegt. a ist absolutstetig in bezug
auf das durch die monotone Funktion p bestimmte Lebesgue-Stieltjessche Maf
auf R, und das Quadrat der Norm der Orthogonalprojektion von f auf den von

(v,) aufgespannten abgeschlossenen Unterraum von # ist gleich dem Hellinger-
schen Integral!

j lda(A)?
dp(2)
A= o0
{vgl. [18], §11).

e) Ist A selbstadjungiert, so existiert ein abzdhlbares orthonormiertes
System e, (¢ € 3) von Eigenfunktionen von A und ein abzdihlbares Orthogonal-
system von Eigenpaketen'? (v, ;) (¢ € J) von A, so dap die Elemente e, zusammen
mit den v, , in # vollstindig sind ([18], Anfang von § 11). Aus jedem Ortho-
gonalsystem von Eigenfunktionen und Eigenpaketen von A kann durch Hinzu-
nahme von weiteren Eigenfunktionen und Eigenpaketen ein in # vollstindiges
Orthogonalsystem von Eigenfunktionen und Eigenpaketen hergestellt werden
(vgl. M.STONE [24], S. 242—250).

Da 2 separabel ist, ist jedes Orthogonalsystem von nicht verschwindenden
Elementen aus J# abzihlbar. Man sieht nun leicht: Ist A selbstadjungiert,
und ist ¢, (¢ € J) ein maximales orthonormiertes System von Eigenfunktionen

' Die Imiéllingerschen Integrale lassen sich nach H. HAHN [4] auf Lebesgue-Stieltjessche
Integrale zuriickfiihren. Das obige Hellingersche Integral ist dann gleich

®

i

-

2

da(d) o)

dpd)

da(?)
dp(3)
Nikodym bedeutet.

12 Zwei Eigenpakete (v,), (w,) heien orthogonal, wenn die Skalarprodukte (v,, w,) fiir alle
A e R verschwinden. Wegen b) geniigt es, (v, w,) =0 fiir alle AeR zu fordern.

wobei

die dp(/)-fast {iberall auf R existierende Ableitung im Sinne des Satzes von Radon-
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und (v, ;) (¢ € J) ein maximales Orthogonalsystem von Eigenpaketen von A,
in dem kein Eigenpaket (v, ;);.g fiir alle 4 verschwindet, so haben die beiden
Systeme zusammen die unter ¢) des Satzes genannten Eigenschaften der Ab-
zdhlbarkeit und Volistindigkeit.

Aus [18], §11 seien noch ein Vollstindigkeitskriterium und ein Ent-
wicklungssatz angefiihrt.

Lemma 5.2. Ein orthonormiertes System von Eigenfunktionen e,(g € 3) und
ein abzdhlbares Orthogonalsystem von Eigenpaketen (v, ;) (¢ €J) von A sind
zusammen genau dann vollstindig, wenn fiir jedes fe A die Vollstindigkeits-
relation

o)

53) 1= 3 e, +e§3§ )

(vgl. FuBnote 11) erfiillt ist, wobei die Funktionen p,, a, auf zu (5.1), (5.2)
analoge Weise zu erkldren sind. Im Falle der Vollstindigkeit gilt der Entwick-

lungssatz .

S day(A) dv, ,

f=z(eo’f)eo+z dp (l)

eed esl
-~ 0

im Sinne der #-Konvergenz.
3. Aus Satz 3.1 folgt ,,durch AbschlieBen*

(54 G -Apz -5 (14 5) i fur sedh,
~ k ~
5:9) G -Bpz S(-Sip e sed,

und hieraus folgt unmittelbar

Satz 5.5. Das Spektrum von — A, ist in der Halbgeraden {U;l ( E;i), oo>

enthalten.

Unser nichstes Ziel sind Regularititsaussagen iiber die Eigenfunktionen
und Eigenpakete von —~A,. (Ex. J.cr bezeichne weiterhin die Spektralschar
von —A,.

Satz 5.6. a) Sind o, Be R und f e H,, so ist €, y—E, ) f durch eine reell-
analytische Funktion aus D} darstellbar. Insbesondere sind die Eigenfunktionen
und Eigenpakete von — A, reell-analytisch.

b) Wird jedes Element v, eines Eigenpaketes (v;) von — A, durch eine reell-
analytische Funktion auf € dargestellt'3, so ist v,(z) in Abhdngigkeit von
(z, 1) € € x R stetig, und dasselbe gilt fiir die partiellen Ableitungen aller Ord-
nungen von v,(z) nach X, y

Beweis. a) Das Element ur=(E, 5 ~E,,)f liegt im Definitionsbereich
einer jeden Potenz (A,)"(ne N) von A,. Die Funktionen g des Typs (2.23)

B Vgl. die Vereinbarung von §.303, 0.

23 Math. Ann. 167
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liegen offenbar auch im Definitionsbereich von (A,)", und fiir sie gilt (A,)"g
=(AJ"g, wobei (Ay)"die formale Potenz des formalen Differentialoperators
A, aus (1.19) bedeutet. Wegen der Selbstadjungiertheit von A, ist daher fiir
diese g

( (A)"g)=((A)'u, g).

Man schreibe nun diese Skalarprodukte als Integrale {iber einen Fundamental-
bereich & von I' und trage die Darstellung (2.23) von g ¢in. Eine analoge Um-
formung wie vor (3.14) liefert dann, wenn man unter ¥ zunichst irgendeine
Funktion versteht, die das Element u aus ), reprisentiert,

(5.6) [ Cu, (AL dov= [ (A)u, 1Yy do.
& (3

Da (A" elliptisch ist, die Ordnung 2n und reell-analytische Koeffizienten
hat, folgt aus (5.6), dal u als (2n— 2)-mal stetig differenzierbare Funktion
gewithlt werden kann (s. z. B. N. DunrorDp und J. SCHwARTZ [2], erster Teil
des Korollars 4 von S. 1708). Da hier n eine beliebige natiirliche Zahl sein
kann, ist damit die beliebige Differenzierbarkeit von u bewiesen. — Es ist

N 8 1/2
(A ull = [1(A)"ul ={f 227d, (€, . f, f)} =y f]

mit y:= max{|a/, |8|}. Nach einem Satz von T. KOTAKE und M. S. NARASIMHAN,
s. H. Komatsu {9}, folgt daher, daB u reell-analytisch ist, und Lemma 3.5
liefert u € 7.

Ist f eine Eigenfunktion von — A, zum Eigenwert 4, so kann man das eben
bewiesene Resultat mit a=A1—1, f=A+1 anwenden und erhilt, daB f
reell-analytisch ist. Die entsprechende Aussage iiber die Eigenpakete folgt
unter Beachtung von Lemma 5.1, c).

b) Fiir jedes /€ N bezeichne €*(€, U) den linearen Raum aller Funktionen
f : € — U mit stetigen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung . Wird (€, U)
mit der Topologie der gleichmiBigen Konvergenz aller partiellen Ableitungen
bis zur Ordnung ! auf allen kompakten Teilmengen von € ausgestattet, so ist
%'(€, W) bekanntlich ein vollstdndiger metrisierbarer topologischer linearer
Raum (F-Raum; s.z. B. N. DunrorD und J. T. Scawartz [2], S. 1639). Fiir
jedes a > 0 bezeichne nun 5, , den Hilbert-Raum (E, , —E, _,) 5, wobei die
Elemente von 3, , als reell-analytische Funktionen auf € betrachtet werden
mégen. Der Graph der kanonischen Einbettungsabbildung j: #, ,—%(€, )
ist abgeschlossen in der Produkttopologie von 4 , x ¢/(€, U), wie sofort zu
bestiitigen. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist daher j stetig.
Zu jedem £> 0 und Kompaktum & C € existiert also ein 6 >0, so daf} gilt

o7 f(z)
0xP dy?

Da jedes Eigenpaket.(v,) fir Ae [—a, a] eine stetige Elementschar aus 54, ,
darstellt und o >0 hierbei beliebig grofl gewahlt werden kann, folgt die Be-

Le¢ fir |f]<édzef und p+g=l.
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hauptung b) fiir alle partiellen Ableitungen mit Ordnung <. Da [ beliebig
war, ist damit b) in voller Allgemeinheit bewiesen. ||

Schrinkt man einen selbstadjungierten Operator A in einem Hilbert-
Raum auf die lineare Mannigfaltigkeit ein, die von seinen Eigenfunktionen
und Eigenpaketen aufgespannt wird, so erhdlt man, wie mit Hilfe des Kri-
teriums Lemma 3.4 leicht einzusehen, einen wesentlich selbstadjungierten
Operator A,. Aus Satz 5.6, a) folgt daher, daB — A, auch auf der linearen
Mannigfaltigkeit aller reell-analytischen Funktionen aus 27 wesentlich selbst-
adjungiert ist.

Satz 5.7. a) Die Eigenfunktionen und Eigenpakete von —A, sind mit den-
jenigen von — A} identisch.

b) — A? besitzt ein abzdihlbares orthonormiertes System e,(0 € 3) von Eigen-
Junktionen und ein abzdhlbares System (v, ;) (¢ € J) von paarweise orthogonalen
Eigenpaketen, so daf die Elemente e, zusammen mit den v, ; in 3, vollstindig
sind.

Beweis. a) Jede Eigenfunktion und jedes Eigenpaket von — A7 ist trivialer-
weise Eigenfunktion bzw. Eigenpaket von —A,. Die Umkehrung ergibt sich
durch eine einfache Anwendung von Lemma 3.5.

b) folgt aus a) und Lemma 5.1, e). |}

4. Je nach der Vorgabe von I, k, U, v kann es vorkommen, dal3 —Ak ein
reines Streckenspektrum' oder ein reines Punktspektrum oder sowohl ein
nichtleeres Streckenspektrum als auch ein nichtleeres Punktspektrum besitzt.
Der erstere Fall liegt z. B. vor fur I' = {I, — I}, k=0, U= C, v trivial; der zweite
Fall, wenn der Quotientenraum €/T" kompakt ist, wie wir mit Hilfe des Resol-
ventenkerns in Satz 7.3 zeigen werden. Der dritte Fall liegt z. B. vor, wenn I
die Modulgruppe, k=0, =C und v=1 ist (vgl. [18]).

Bei Gruppen I' mit einem Fundamentalbereich unendlichen Inhalts konnen
auch Eigenwerte unendlicher Vielfachheit und kontinuierliche Spektren un-
endlicher Vielfachheit (im Sinne von M. StonE [24], Definition 7.1) auftreten.
Als Beispiel sei erwdhnt: I'={I, —I}, k>1, U=C, v trivial. Dann ist

k
A= 5 (1 - —’;) Eigenwert unendlicher Vielfachheit, und das kontinuierliche

Spektrum hat in [—%«, oo> unendliche Vielfachheit. — Ein weiteres Beispiel fiir
das Auftreten von Eigenwerten unendlicher Vielfachheit liefern die Heckeschen

0 -1 1
Gruppen ®(y) fir u>2 aus E. Hecke [6], die von (1 O) und (O l;)

erzeugt werden. Dort sind ndmlich unendlich viele linear unabhingige auto-
morphe Formen g der Signatur {y, 28, 1} konstruiert worden, das sind gewisse
klassische ganze automorphe Formen zu I = ®{y), k=28, U=C und einem

" Ist A ein selbstadjungierter Operator in einem Hilbert-Raum # mit Spektralschar
(E)zen, SO gehort peR definitionsgemiB zum Streckenspektrum von A, das auch {abweichend
von M. StonE [24]) kontinuierliches Spektrum genannt wird, wenn ein f & # existiert, so daB

E,f in Abhingigkeit von 1¢R eine stetige Elementschar darstellt und (E,~ E,)f +0 fiir alle
reellen o, B mit o < u < f erfiallt ist.

23
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Mutltiplikatorsystem v, vom Betrage 1. Aus der dortigen Konstruktion ersicht
man, daf} diese Funktionen f auf dem Fundamentalbereich

(5.7) F= {z; 266 |22 1, x| < %}

von ®(u) beschriankt sind und in der Spitze oo exponentiell verschwinden. Thre
Metrisierungsintegrale {|g|?y* dw sind daher fiir k> 1 endlich. Fiir k> 1 er-

hilt man also in der EF orm f=y"?g unendlich viele linear unabhingige
Eigenfunktionen von —A;, zu I'= ®(y), Gewicht k, U= C, Multiplikator-
. k k

system v, und Eigenwert 5 (1 - E—) .

Bei dieser Gelegenheit sei noch eine dhnliche Art von automorphen Formen
S zu ®), p>2, mit negativem Gewicht k angegeben. Definiert man analog
zu E. HECKE [6], S. 673, unter Benutzung der dortigen Funktionen h, H die
Funktion

' (z2) )
7)== | e ze),
so sieht man sofort, daBl g, auf dem Fundamentalbereich (5.7) beschrénkt ist
und das Transformationsverhalten

1 .
Jolz+W)=49o(2),  go <—~ ~Z—> =(—iz2)go(2)
aufweist, und daraus folgt

b
(5.8) go(Mz)=v(M) (cz+d)f'go(2) fiir M= c d)e G

mit einem Multiplikatorsystem v, vom Betrage 1.

Wir zeigen nun weiter, dafi g, in € beschrinkt ist. Wegen (5.8) und der Be-
schrinktheit von g, auf & geniigt es offenbar, die Beschriinktheit von (cz +d) ™!
in Abhéngigkeit von M € ®(u) und z € § zu zeigen. Dabei geniigt es, den Fall
¢ # 0 zu betrachten, weil sonst d = +1 ist. Da ®(u) diskret ist und die Spitze oo
hat, existiert bekanntlich ein y > 0, so daB |¢| = y fiir ¢ & O ist (H. PeTERSSON [15],
S. 33, Satz 2). Dann ist jez+d] ' <y '|z— M~ 'oo| 1. Aus der Lage der drei
zu & benachbarten Bilder von & unter ®(u) erkennt man, daB die parabolische

Spitze M~ 'co mindestens den Abstand 1 — 72: von & hat. So erhalten wir

lez+d|" gyt ﬁ-f-f’ womit der Beweis der Beschrinktheit von g, in € be-

endet ist.
Da die Funktion h aus loc. cit. bei ®(u) invariant, holomorph und beschrinkt
ist, sind die Funktionen g,:= (h—1)"g, (n2 0, ganz) in € holomorph und be-
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schrankt; sie verschwinden in der Spitze ioo, falls n = 1 ist, und bilden ein linear
unabhiingiges System von beschrinkten klassischen ganzen automorphen
Formen zu G(u), Gewicht k<0 und einem Multiplikatorsystem v, vom
Betrage 1. Die mit diesen g, gebildeten Funktionen f,=y%g, liegen in

k k
Fi.:(G(y), C, v) mit A= £l (1 — —2~>, aber sie sind wegen ihres Verhaltens

fiir y— 0 nicht in 5%, enthalten. Letzteres kann auch aus Satz 5.3, b) gefolgert
werden.

§ 6. Der durch K, und A, vermittelte Zusammenhang zwischen den Eigenwert-
problemen zu verschiedenen Gewichten k

Der in Lemma 3.1, y) ausgedriickte, durch die Operatoren K; und A, ver-
mittelte formale Zusammenhang zwischen den Eigenwertproblemen zu mod2
kongruenten Gewichten k kann in den zusténdigen Hilbert-Rédumen 5, weiter
verfolgt und vertieft werden,

Satz 6.1. f sei eine Eigenfunktion von — A} zum Eigenwert /. Dann gilt :

a) K./ ist genau dann eine Eigenfunktion von — Az, , zum Eigenwert 1, wenn
Kef £0 ist.

a’) A.f ist genau dann eine Eigenfunktion von — A _ , zum Eigenwert A, wenn
A f£0 ist,

Beweis. Der Satz folgt aus Lemma 3.1, v} und Satz 3.1. |}

Beziiglich der Bedingungen K, f +0 und A, f +=0 vergleiche man Satz 5.3.

Satz 6.2. a) e sei eine Eigenfunktion von — A}, , zum Eigenwert 1, und e sei
nicht darstellbar in der Form e = K f mit einer Eigenfunktion f von — A%, Dann

k k

ist k=2 =2, A= — 3 (1 + 5), und g:=y ¥ 'e ist eine klassische ganze auto-
morphe Form vom Gewicht k+ 2. Im Falle k> — 1 ist g eine Spitzenform.

b) Verschérfte Umkehrung : Ist e eine Eigenfunktion von —AZ, , zum Eigen-
k k
wert A= — 5 (1 + -——), so ist e nicht darstellbar in der Form e=K,f mit

2
fe?.
a’) e sei eine Eigenfunktion von — A2_ , zum Eigenwert A, und e sei nicht dar-
stellbar in der Form e= A, f mit einer Eigenfunktion f von — AZ. Dann ist

k=2 A= —k— (1 - —I;-), und g:= y"f" 1z ist eine klassische ganze automorphe

2
Form vom Gewicht —k+ 2. Im Falle k<1 ist g eine Spitzenform.

k k
b) Ist e eine Eigenfunktion von —AZ_, zum Eigenwert A= 5 (1 — -2—),

80 ist e nicht darstellbar in der Form e= A, f mit fe 9}
Beweis. a) VoraussetzungsgemiB ist — A2, ,e = le, also nach (3.4)

k k
KkAk+2e= (l+ 7(1 + ?)) e.
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k k
Hier ist notwendig A= — > (1 + ~—2—). Denn andernfalls ist A, ,¢+0, nach

Satz 6.1, a") ist daher A, ,e eine Eigenfunktion von — AZ, und wir erhalten die
Identitat

Apsae

3 (1+3)
}»‘{"7 1+—2'

im Widerspruch zu der Voraussetzung iiber e. Satz 5.2 mit k + 2 statt k liefert
nun, daB g:=y~*'e eine klassische ganze automorphe Form vom Gewicht
k+2ist. Nach Lemma 3.2, b)ist also A, , ;e = 0. Nach Satz 5.3, b)folgt k + 2= 0.
Wegen e = y* *'ge #,,, muB g im Falle k> —1 eine Spitzenform sein.

esz

b) Nach Satz 5.2 ist y~¥~1¢ eine klassische ganze automorphe Form zur
Gruppe I', Gewicht k + 2 und Multiplikatorsystem v. Gemal Lemma 3.2, b’)
ist
6.1 Apypae=0.

Angenommen es existiert f € 27 mit

6.2) Kef=e.
Dann ist nach (3.4)

—A S =71 Ko f = ; (1+ ;)f

k k
==7% (1 + 7) S/ wegen (6.2) und (6.1).
Setzt man dies in Satz 3.1, (3.9) mit g = f ein, so folgt K, f =0 im Widerspruch
zu (6.2).
a), b") folgen aus a), b) durch Ubergang zum konjugiert Komplexen. §
Lemma 6.1. Ist e, f e DL, e eine Eigenfunktion von —A? zum Eigenwert 1,
so gilt

(6.3) (Kof, Kpe)= (A+ —; (1 + )) (f, e,
64 IKeel?= (245 (14 5 ) e,
©5) s A= (1 % (1= 2 (7.0,

69 el = (2= 5 (1= 5) et

Beweis. Siche Satz 3.1. }
Satz 6.3. Es sei e, (¢ € 3) ein maximales orthonormiertes System von Eigen-
. funktionen von — A} und 2, der Eigenwert von e,
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a) U sei ein maximales orthonormiertes System von Eigenfunktionen von
k k . . - , .
A}, zud=— > (1 + ) Die Funktionen y~*~'e, e U, bilden also ein
maximales, im Sinne der Peterssonschen Metrisierung orthonormiertes System
von klassischen ganzen automorphen Formen vom Gewicht k+ 2 zum Multipli-
katorsystem v. Dann bilden die Funktionen

k k
(6.7) 'Z"e“ - (ges, Jot = (1 + 7))
‘/Ag+ > (1 + 7)

zusammen mit den Funktionen des Systems U ein maximales orthonormiertes
System von Eigenfunktionen von — A%, ,.
b) B sei ein maximales orthonormiertes System von Eigenfunktionen von

—A2_, zu A= % <1 - -2k~> Die Funktionen y*~1&, e € B, bilden also ein maxi-
males, im Sinne der Peterssonschen Metrisierung orthonormiertes System von
klassischen ganzen automorphen Formen vom Gewicht —k+2 zum Multipli-

katorsystem v. Dann bilden die Funktionen

(6.8) Ave, <g €3, A+ K (1 - —’3))

k 2 2
=7 (-7)

zusammen mit den Funktionen aus B ein maximales orthonormiertes System von
Eigenfunktionen von —A,_,.

Beweis. a) Aus (6.3) und (6.4) folgt, daB3 das System (6.7) orthonormiert ist.
Das System (6.7) ist ferner orthogonal zu dem orthonormierten System U, da
Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal sind.
Also ist die Vereinigung B der beiden Systeme ein orthonormiertes System.
Es bleibt die Maximalitidt von B zu zeigen. Der von B erzeugte abgeschlossene
lineare Unterraum von ##,, , enthilt alle Eigenfunktionen von —AZ,, der
Gestalt K,e mit einer Eigenfunktion e von — A2, wie man mit Hilfe von (6.4)
einsieht. Die noch fehlenden Eigenfunktionen von —A?,, sind gemiB
Satz 6.2, a) in dem von A erzeugten abgeschlossenen linearen Unterraum von
.+, enthalten. Daraus folgt die Maximalitdt von 8.

b) folgt aus a) durch Ubergang zum konjugiert Komplexen. J

Von den Elementen des maximalen orthonormierten Systems e, (¢ € J)
von Eigenfunktionen von — A haben nur diejenigen e, zur Bildung des unter a)
beschriebenen Systems von Eigenfunktionen von —AZ, , beigetragen, fiir die

k

k C . . .
AoF — > (1 + —2—) ist, d. h. genau diejenigen, fjir die Kie, + 0 ist. Die anderen
sind ,,verlorengegangen®, wihrend die Elemente aus ¥ ,,neu hinzugekommen*
sind. Wird nun Satz 6.3, a) noch einmal mit k 4 2 anstelle von k auf das eben
unter a) hergestellte Orthogonalsystem angewandt, so gehen dabei die im ersten
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Schritt neu hinzugekommenen Elemente von U dann und nur dann verloren,
wenn k= —2 ist. Denn falls tiberhaupt A =0 ist, ist k = — 2 wegen Satz 6.2, b)
und a); und damit K, ,f =0 fiir ein f e W moglich ist, muB k +2 <0 gelten
wegen Satz 5.3, a), Im Falle k = — 2 gehen die Elemente von 2 auch tatsichlich
verloren.

Wir untersuchen jetzt die Wirkung von K, und A, auf die Eigenpakete.

Lemma 6.2. a) Es sei (v,);.g ein Eigenpaket von — A% Dann ist (K,v,) ein
Eigenpaket von — A%, , und (Av,) ein Eigenpaket von —AZ_,.

b) Es sei f € D% Erklirt man die Funktion a: R~ C wie in Lemma 5.1, (5.2),
so gilt

6.9) (Kivg — Ky, K f) = § ().+ % (1 + %)) da(4),
(6.10) (Agvg— Ay A f) = § <A— —I;— <1 - —I;»)) da(4).
¢} Erkldrt man die Funktion p: Ra—>C wie in Lemma 5.1, (5.1), so ist
B
6.11) 1Ky — Kyt = S (u % (1 + %)) dp(3),
6.12) 1A — Ay li* = § (;1— «g— (1 - %)) dp(2)
fir a <. “

d) Ist (w,) ein zu (v;) orthogonales Eigenpaket von — A} (vgl. S.322, FuB-
note12), so sind auch die Eigenpakete (K,w,), (K,v,) zueinander orthogonal, des-
gleichen die Eigenpakete (Ayw)), (Ayvy).

Beweis. Zu a). Wir bestitigen die drei Eigenschaften aus Definition 5.1
fiir (K,v,).

Zu 1. K,y =0 ist klar. Fiir jedes AeR ist K;v, reell-analytisch nach Satz
5.6, a). Ferner ist nach (3.5) und Definition 5.1, 3.

A
(6.13) -—AH;KkvA:K,‘(—AkvA):Kkj,udvﬂ.
¢
Wegen Lemma 5.1, ¢} ist hier
A A
5 pdv,=(E ;— Ep o) j pdv,,
1] ]

wobei E, , wie immer die Spektralschar von — A, bezeichnet. Nach Satz 5.6, a)
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A
ist dies ein Element aus 97. Nach Satz 3.1 ist also K, | u dv, ein Element aus
]

H#,+ . Damit haben wir — A, ,(K,v,) € #,. 5, also K, € 2%, ,.
Zu 2 Nach Satz3.listflira<f

k
1Kyt = Kl = (0= 0 —8ulty = 2)+ 5 (1+ & )10y =012
B

k kY
= Z)B—Ua, &‘ )ldvx -+ 7 (1 + 3—) }}UB_UQEI}IZ .
Wegen der #,;-Stetigkeit von (v,) liegt hierin die 4, , ,-Stetigkeit von (K,v,).
Vor den Beweis von Eigenschaft 3. aus Definition 5.1 schieben wir hier den
Beweis von c) ein. In der letzten Gleichung ist das zweite Glied auf der rechten

B

Seite gleich l;- (1 + l;—) j dp(2) und das erste gleich

X

B B B
(f dv,, jldvl) = [1dp()

auf Grund einer einfachen Umformung. ZusammengefaBt haben wir damit
(6.11). (6.12) folgt aus (6.11).
Zu 3. Im Hinblick auf (6.13) geniigt es,

A A
(6.14) Ki fdv,= fudKo,

0 o}
zu zeigen. Wir bemerken zunichst, dall das letzte Integral existiert, da K,v;
nach 2. eine . ,-stetige Elementschar darstellt. Mit einem beliebigen
g€ 2, ,, das nach Lemma 2.2 in der Form (2.23) angenommen werden kann,
gilt zunachst

A A
(g, K | udv,) = (Ak+ 29 f dvu>, wie Umformungen der auf S. 331
0 0 ausgefiihrten Art zeigen,

i
= Lu A(Ax+29,v,), wofiir man auf Zerlegungssummen
0 zuriickgehe,
A
= [ud(g, Kv,), wofiir man wieder (2.23) benutze,
o
A
= (g, fud K,‘v“) , wofiir man auf Zerlegungssummen
0 zuriickgehe.

Da ge 27, , beliebig gewihlt war, folgt (6.14).
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Danmit ist der Beweis, daB (K,v,) ein Eigenpaket von — A}, , ist, beendet.
Die analoge Aussage iiber (A,v,) folgt durch Ubergang zum konjugiert
Komplexen. — (6.14) hitte iibrigens auch ohne Benutzung von g durch eine
Approximation des Integrals durch Zerlegungssummen bewiesen werden
konnen.

b) Wegen Satz 3.1, und da — A} symmetrisch ist, ist

K2y~ Ky, Kf)= (= A0p =0, 1)+ 5 (145 )op =0 1)

=<f Advl,f>+%(l+ )fda(/l)

_ f (;ﬂu % (1 + .’;)) da(2).

Entsprechender SchiuB fiir A,.

¢) war schon unter a), zu 2. gezeigt worden.

d) Man forme (K,wg — Kyw,, Kvg— Kiv,) mit Hilfe von Satz 3.1 um. Fiir
A, schlieBt man analog. |

Wegen Satz 3.2 und S. 309 ist A, die AbschheBung von A Ein Element
| € #, liegt also genau dann in 9,, wenn es eine Folge (f,) in 2?2 gibt, derart
daB f,— f und AZf,—A,f in #, gilt. Aus Satz 3.1 folgt dann, daB auch die
Folgen (K, f,) und (A, f,) in 5, bzw. 5, _, konvergieren und von der Aus-
wahl von (f,) unabhingige Grenzwerte haben. Somit kénnen die Operatoren
K, |22, A,| 9% zu Operatoren K, : Qk—nf,‘”,/\k G, — A, _ fortgesetzt werden,
so daB (3.9) und (3.10) auch mit A,, K,, A, anstelle von A,, K,, A, fiir f, ge 9,
gelten,

Aus Satz 6.1 und Lemma 6.2 folgern wir nun

Satz 6.4. Mit den eben erkldrten Operatoren K,, A, gilt

RkEk,lfz Ek+2,lkkf und /ikEk,af= Ek-—z,).[\kf fir AeR und fﬁék .

Beweis. Es geniigt wieder, den K, betreffenden Teil der Behauptung zu be-
weisen. #5 und 5 mogen diejenigen zueinander komplementiren und ortho-
gonalen abgeschlossenen Unterrdume von 5, bezeichnen, die von den Eigen-
funktionen bzw. den Eigenpaketen von — 5,‘ aufgespannt werden [ vgl
Lemma 5.1, a) und e)]. o5 1aBt sich wegen Definition 5.1, 2. und Lemma 5.1, ¢)
auch charakterisieren als die Menge der Elemente f aus #,, fiir die E, ; f in
Abhiingigkeit von A eine stetige Elementschar darstellt. — A, wird von J#¢
und ) reduziert (vgl. S. 316, Fuinote 9).

Es sei jetzt f e @,‘ vorgegeben. Die Projektionen f¢und f° von f auf #5
bzw. # liegen dann ebenfallsin 9,, und f = f°+ f*. Es geniigt daher, die K,
betreffende Behauptung fiir /¢ und f° anstelle von f zu beweisen.
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1. Ist dims#y endlich, so ist die Behauptung fiir f* statt f offensichtlich.

Ist dim ¢ unendlich, so konnen wir f¢= ) c,e, schreiben mit einem maxi-
n=1

malen orthonormierten System (e,) von Eigenfunktionen von —ﬂk und ge-
p
eigneten ¢,eC. Mit beliebigem pe N und f:= Y c,e, gilt dann fg— f¢

n=1
&kf;'—’ﬁkfe’~ PN Mnd Y A Ak Ek,xf;"&c Ei.f¢ in o fir p— . Daraus
folgt Ky f7— K, f€und K, E, , f7— K. E, , f*nach Definition von K,. Die Behaup-
tung iliber f*folgt daher aus der nach Satz 6.1, a) giiltigen Gleichung K,E, , f;
= Eyxy2,2Kif; durch den Grenziibergang p— co.
2. Beweis der Behauptung iiber K, mit f anstelle von f. Nach einer Bemer-
kung zu Beginn des Beweises und Lemma 5.1, ¢) stellt

v, = (B, — By o) f° (LeR)

ein Eigenpaket von —A, dar. Nach Lemma 6.2, a) ist daher (Kev,),er €in
Eigenpaket von — A, ,. Daher ist

Kivg — Koy = (Ev 2,5 — Eicr 2,0) (Kevg — Kyv,) (o, feR).
Fir y <a < <6 folgt hieraus
Kk”p - Kyv, = (Ek+2,ﬂ - Ek+2,a) (Kyvs — Kkvy)
wegen
(Ek+2,ﬂ_ Ek+2,a)(Ek+2,a“‘ Ek+2,y)=(Ek+2,ﬂ - Ek+2,a)(Ek+2,&_ Ek+2,ﬂ)=0'

Nach Definition von v, bedeutet das

KiCBr s — Ex o) O =(Exs 2,6 — Exs2,0) KilEis— B ) f€ (y<a<p<d).

Fiir y—» — o0 und §— oo folgt hieraus unter Berechnung von f*e 2, und der
Definition von K,

Kk(Ek,ﬁ - Ek,a)fc = (Ek+ 2,8 Ek+ 2,a) r(kfc .

Unter Beachtung der Definition von K, folgt hieraus fiir «— — oo die Behaup-
tung liber K, mit f° statt f und f statt 4. |

Satz 6.5. Ein maximales Orthogonalsystem von Eigenpaketen von — A} ' wird
durch K, (bzw. A,) in ein maximales Orthogonalsystem von Eigenpaketen von
—AZ,, (bzw. —AZ_,) iibergefiihrt.

Beweis. Es geniigt wieder, die Aussage iiber K, zu beweisen. Es sei (v, ;)
(¢ €3) ein maximales Orthogonalsystem von Eigenpaketen von —AZ. Nach
Lemma 6.2, a), b) ist (K,v, ;) (¢ € J) ein Orthogonalsystem von Eigenpaketen
von —AZ,,. Zum Nachweis der Maximalitiit dieses Orthogonalsystems sei

15

in dem Sinne, daf jedes zu den Eigenpaketen dieses Systems orthogonale Eigenpaket von
— A? identisch verschwindet.
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(w,) ein zu den (K,v, ;) orthogonales Eigenpaket von —AZ,,. Wir miissen

w, =0 fiir alle 1 zeigen. N
Fiir alle Ac R ist —A,,,w;= | pdw,, das Integral ist Grenzwert von Zer-
o

legungssummen vom Stieltjesschen Typ, und jede dieser Zerlegungssummen
steht nach der Voraussetzung iiber (w,) senkrecht auf den (K,v, ;) (¢ € J). Fir
alle o, feR und g€ J ist also (K, v, ,, —Ay,,wg) =0. Nach (3.4) ist also

k k
(Ko KiAyyawp)= £} (1 + 7) (Kxvg, 2o Wp) .

Die rechte Seite verschwindet nach der Voraussetzung iiber (w;). Durch Um-
formung der linken Seite mit Hilfe von (3.9) erhilt man dann

k k
(= Aivg,0r ApsaWp) + — ) (1+ )(Ug o M 2wp) =0,

(6.15) (M, ( A+ ;‘ (1+ %}) Amwﬁ) =0.

Nach Lemma 6.2, a) ist (A, ,w,) ein Eigenpaket von — AZ. Daher stellt auch

(—- A+ —g— (1 + %))AHZWA ein Eigenpaket von — A dar, und da die (v, ;)

ein maximales Orthogonalsystem von Eigenpaketen von —Aj bilden, folgt

aus (6.15)
k k
(MAk*f*'i‘ <1+—2“)) Ak+2wﬁ=0,
d. h.
B
k k
[+ 5 (14 5)) diarrama=o (BeR),
o
Ak+2wl=0 (XER).

Nach Lemma 6.2, ¢) folgt hieraus w, =0 (4 € R). Damit ist die Maximalitit des
Systems der Eigenpakete (K,v, ;) bewiesen. |

Satz 6.6. Die Vielfachheiten der Streckenspektren von —A, und —A,.,
stimmen tiberein.

Als Definition der Vielfachheit des Streckenspektrums eines selbstadjun-
gierten Operators in einem separablen Hilbert-Raum wird hier M. STONE [24],
Definition 7.1, zugrunde gelegt. Den Beweis des Satzes werden wir leicht mit
Hilfe des folgenden einfachen spektraltheoretischen Lemmas fithren, das es
erlaubt, statt des in der zitierten Vielfachheitsdefinition auftretenden Ortho-
gonalsystems p,, ¥, ... gewisse maximale Orthogonalsysteme von Eigen-
paketen zu benutzen.

Lemma 6.3. Fiir jeden selbstadjungierten Operator A in einem separablen
Hilbert-Raum # gelten folgende Aussagen.
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a) Es existiert ein maximales Orthogonalsystem von Eigenpaketen (v, ;),
(v3,2), (vs,3), ... von A mit der folgenden Eigenschaft.

(¥) Werden die reellen, monoton wachsenden und stetigen Funktionen
po:R—C fiir 0=1,2,3, ... auf die zu (5.1) analoge Weise zu den Eigenpaketen
(v,, 1) gebildet, so ist fiir jedes ¢ das durch p, . , bestimmte Lebesgue-Stieltjessche
Map auf R ' absolutstetig in bezug auf das durch p, bestimmte Maf auf R.

b) Ist (v, 4), (v2,,), (V3,), ... ein maximales Orthogonalsystem von Eigen-
paketen von A mit der unter a) genannten Eigenschaft (x), so hat das Strecken-
spektrum von A in einem Punkte peR dann und nur dann die Vielfachheit
ne{0,1,2,.., 00}, wenn n das kleinste Element aus {0, 1, ..., oo} ist, derart daff
jedes p, mit ¢ >n in einer hinreichend kleinen Umgebung 2B, von pu in R kon-
stant ist.

Dieses Lemma stellt eine so einfache Umformung von [24], Definition 7.1
und Theorem 7.5 mit Hilfe unseres Lemmas 5.1, ¢) dar, daBl sein Beweis hier
iibergangen werden kann.

Beweis von Satz 6.6. Es sei (v, ;), (v3,,), (3, 4), ... ein maximales Orthogonal-
system von Eigenpaketen von — A, mit der Eigenschaft () aus Lemma 6.3.
P1> P2 P3» --- seien die im Sinne von (5.1) zugeordneten Funktionen. Nach Satz
6.5 ist dann (K, v, ;), (Kyv; ), ... ein maximales Orthogonalsystem von Eigen-
paketen von — A, ,. Die im Sinne von (5.1) zugeordneten Funktionen nennen
WIr ¢4, 45, q3, ... Zufolge (6.11) ist das durch p, bestimmte Lebesgue-Stieltjes-
sche MaB auf R dquivalent mit dem durch g, bestimmten Ma@ (¢ € N). Daraus
folgt, daB auch das maximale Orthogonalsystem der Eigenpakete (K,v, ;) von
— A, , die Eigenschaft () aus Lemma 6.3 hat. Weil also p, und g, dieselben
Konstanzintervalle haben, zeigt nun Lemma 6.3, b), daB3 die Streckenspektren
von —A, und —A,,, in jedem Punkte von R dieselbe Vielfachheit haben. |

Setzt man

(6.16) ,uk:zmax{-—é» <1—-%); lskmodZ},

so ist das Streckenspektrum von — A, nach Satz 6.6 und Satz 5.5 in der Halb-

+ L+
geraden [y, co) enthalten. y, ist im Falle k = 0 mit % (l - ~2—) und im Falle

k<0 mit % (1 - fz:—) identisch (k*, k= aus Satz 5.4). Nach Satz 5.4 besteht
daher der unterhalb g, gelegene Teil des Spektrums von — A, nur aus endlich
vielen Punkten der Form —2 o (l + —;— - J—k})z mit nichtnegativen ganzen
Zahlen [. — Mir ist kein Beispiel bekannt, in dem das Streckenspektrum von
—/Sk in dem Intervall <uk, 71‘—] nicht leer ist. Die Frage, ob in diesem Intervall

unendlich viele Punkteigenwerte von —A, liegen konnen, ist vermutlich zu
bejahen.

16 fiir welches das links halboffene Intervall {a, ] CR das MaB p,, {(B) ~ p,+ 1 (o) besitzt.



336 W. ROELCKE:

Liste hdufig benutzter Bezeichnungen

A 5§88

of (¥} Algebra aller Endomorphismen von U

A, ;5. Lemma 9.1

C der Korper der komplexen Zahlen

€ =%, U0 s S 29

9, s. S.309

B2 . (2.21)

D2 5. (2.22)

A, s (1.19)

A, s. S.309

Al s.(2.28)

AP 5. (2.28)

€ die obere Halbebene

E(z,s8,4: A, T,k U v} s (10.1)

Efz,5%) 5§10

(E;, Jsca Spektralschar von — A

&(s) s. {10.20)

# Fundamentalbereich von I, 5. 8. 302,
FuBnote 4

F, s (3.3, 5.

(§. 3) 5.§8, Anfang

F=F L WUv) s §1, 7.

Fri=F (T, U, v) s Definition 1.1

I:=ATA" s Zeile nach (8.5)

Grundmatrix von I zur Spitze ¢ s. S. 299

M, Hilbert-Raum, s. S. 302

Hy s.8.332

HE s.8.332

idgy die identische Abbildung der Menge i

I® die v-reihige Einheitsmatrix ; meist steht [
statt ['®

helzi k) 5. (1.6)

K 5. (3.1)

Kennzah!l s. Definition 1.1

8(¢) Fixraum von v zur Spitze £, s. (2.3)

L,=2(¢)

Aps.(32)

m:=diml

m* s. (2.4)

m(&):=dim£({) s. 8. 299

m,:=m() s (8.12)

N die Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ...

A4 » Normalraum s, Definition 9.1

£ 5. §8

o 8. S.294

Q:=SL2,R)

P s.(§.3), o) §8

P.c(s b) s Lemma 10.2

Prpier(8) 8. (10.16)

&(s) s.(10.17)

P,:= Y, Orthogonalprojektion von U auf £,
s.§8

Y Orthogonalprojektion von U auf £(¢)
s. 8.302

Q, 5. (82

Q(n) 5. (8.2)

R der Korper der reellen Zahlen

Pisi={~A,— )" Resolvente s.(7.1)

S():={z;0sxs L, y>n} s.(2.29)

S, (.3, )88

.1 8. Definition 9.1

a* s §10

G s. (& 3), §8 und vor (2.4)

o (M, N) s. (1.10)

Spitzenform s. Definition 2.2

Us §1,5.

11
U:=
01
1 8
Us: = fir 3e¢R
0 1

v Multiplikatorsystem von I s. S. 296

w{M M,) s. (1.7)

W, s(t) Whittakersche Funktion s. 8. 301

Z die Menge der ganzrationalen Zahlen

{a, b}, {a, b, {a,b},{a,b) s. 8. 300,
Fuflnote 3

laj Norm in U

{a,b) Skalarprodukt in i

lz,w| s §1, 2.

|x"; x| s. (8.39)

0 0

2 o7 s. (1.20)

SIM, k] 5. (1.12)

w=:cmodIl 8. §1, 6.

n ~ 1, mit 7€ R, bedeutet n=1tmod1, n+0
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