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Die globalen Ext-Gruppen kohirenter Garben oder gewisser Komplexe von 
Garben auf komplexen Riumen sind in verschiedenen Situationen von Interesse, 
etwa bei Deformationen kompakter komplexer Riume [2, 3, 7, 13, 15] und kohi-  
renter Moduln [17] sowie f'tir Vektorbindel vom Rang zwei auf komplexen 
Mannigfaltigkeiten (z. B. [14]). 

Ist (X o, CXo ) ein kompakter komplexer Raum and ~o, f¢o kohirente (gXo- 
Moduln, so sind die Ext~,,o(~O, f#o) endlich dimensionale Vektorriume. In dieser 
Arbeit betrachten wir die Variation dieser Invarianten in Deformationen komple- 
xer Riume in Analogie zur Variation der Kohomologie ([6, 8] vgl. auch [1]). Sei 
f : X ~  Y eine eigentliche Abbildung komplexer Riume und ~ ,  f¢ kohirente (9 x- 
Moduln; dann sind bekanntlich die relativen Ext-Garben g~g~x(f; ~ ,  f¢) kohi- 
rente (gy-Moduln. Unter Flachheitsvoraussetzungen konstruieren wir in Abschn. 1 
zur Berechnung der relativen Ext-Garben lokal auf den Basisriumen Komplexe 
endlicher freier Moduln, die mit beliebigen Basiswechseln vertriglich sind (Satz 1). 

In Abschn. 2 iibertragen wir zunichst (Satz 2) den Vergleichssatz und den Satz 
iber Basiswechsel von Bildgarben auf relative Ext-Garben (punktuelle Aussagen 
lassen sich im allgemeinen ihnlich wie f'tir Bildgarben zeigen, f i r  die lokale 
Aussage aus Satz 2 ben~Stigen wit jedoch Satz 1). Dann zeigen wir (Satz 3) mit 
Hilfe von Satz 1, dab die Funktionen y~dimExt~,¢ (~y, f#~.) Zariski-halbstetig 

sind, dal3 die Euler-Poincarf-Charakteristik ~ ( -  1)q dim Ext~,cy(~, ~ j  lokal kon- 
q 

stant auf Y ist [falls Ext~,¢ (~,~y,~y)=0 ffir grole q] und eine zum Grauertschen 
Stetigkeitssatz analoge Aussage. 

Die obigen Ergebnisse werden auch ffir gewisse Komplexe yon Moduln 
beweisen. 

In Abschn. 3 verallgemeinern wir zuerst Aussagen, die f i r  lokal freie Garben 
bekannt sind, auf Y-flache Cx-Moduln. Ferner erhalten wir Folgerungen fiber die 
Variation der globalen Tangentialkohomologiegruppen T ~ in einer Deformation. 

* Der erstgenannte Verfasser dankt der Alexander von Humboldt-Stiftung f'tir das gewihrte Stipen- 
dium 
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Diese Invarianten wurden in [ 13] eingeffihrt; wir benutzen aber die Charakterisie- 
rung der T ~ als Ext-Invarianten nach [2, 3]. Einige dieser Folgerungen finden sich 
in [13, Satz 4.4 und Korollare]. (Der Beweis in [13] benutzt die Spaltung des 
Tangentenkomplexes, Satz 3.1.) 

Im letzten Abschnitt werden die Existenz einer versellen Deformation ffir 
Extensionen gezeigt und analoge Ergebnisse flit relative Tor-Moduln beweisen. 

Das Interesse t'fir die Variation yon Ext-Gruppen entstammt einer Diskus- 
sion des erstgenannten Verfassers mit G. Trautmann. 

O. Vorbereitungen 

(0.1) Es sei (X, Ox) ein komplexer Raum oder auch allgemein ein geringter Raum 
und II = { Ui}id eine offene Oberdeckung. Es bezeichne A den Nerv der (Jber- 
deckung U. Falls ~={io ..... iq}sA, schreiben wir U==U~oc~...nUi, und d~= 
= (gx[ U,. Unter einem simplizialen System yon Garben bzgl. 11 versteht man nach 
[18] eine Familie 3 °=  {3o,},~a, wobei die 3O~ (9,-Moduln sind, zusammen mit 
einer Familie e = {ea,},c¢ vonVerbindungs-Morphismen a,~ :3O,1Up~3O~, so dab 
fiir aCflCy gilt e~.oo(Qp~lUr)=0~,, und Q,,=id fiir alle a. Ein Morphismus 
q~ :3O'~3O" solcher Systeme besteht aus einer Familie {~0~} yon Morphismen 
¢p~ :L~'--,3O~', die mit den Verbindungs-Morphismen vertr~tglich sind. Man be- 
kommt so eine abelsche Kategorie. Es heiBt 3O quasi frei (d. h frei im Sinne yon 
[4]), wenn die 5¢~ endliche freie (9~-Moduln sind. Ist ct 0 ein Sm~plex und 3-~o ein 
beliebiger (9~o-Modul, dann definiert _Y--,o naeh [4] ein simpliziales System 3--~o 
dutch (9-',o)~ = J-,o [ U~ falls ~o C ~ und (~--=o)~ = 0 sonst. Ist 3O ein beliebiges simplizia- 
les System von Garben, so ist die Abbildung 

Horn(if-_ , 3o )~Hom-  (J~. ,Sa=o); ~o~O~o 
~0 ~o ~0 

bijektiv. Nach [2~,, 13] heiBt eine direkte Summe LI ~-~, wo alle J-~ endliche freie 
~t 

(9,-Moduln sind, frei. Sei ~ ein (gx-Modul, dann wird durch ~ - = = ~ I U ,  und 
e,p = id ein simpliziales System yon Garben definiert, das wir mit ~111 bezeichnen. 

(0.2) Sei nun (X,(_gx) ein komplexer Raum endlicher Dimension. Ist ~ ein 
koh~irenter 0x-Modul und 1I hinreichend fein, dann gibt es nach [4] eine 
Aufl6sung 3O' ~ °~-II1~0 durch freie simpliziale Systeme 3oi. Sei nun 11 aul3erdem 
steinsch und lokal endlich. Dann hat man nach [2] und [3] bemerkenswerte 
Isomorphien 

Ext~x(~-, if) --~ Hq(Hom(L ~°', f#[ U)), 

wo ff einen koh~irenten Cx-Modul bezeichnet. Die Isomorphismen sind funktoriell 
in f#. Eine analoge Aussage gilt ftir nach rechts beschrinkte Komplexe ~ '  mit 
koh~irenter Kohomologie, die eine solche Aufl6sung 3O besitzen. 

Wir geben kurz das Argument yon [2] an: Es sei J -  ein simpliziales System 
bzgl. 11 und xeX.  Die ~'-=.= ffir Simplices ~ mit x~ U, bilden zusammen mit den 
Morphismen a¢,,~ :9"- , ,=~,~ ,  a Cfl ein gerichtetes System. Weft 11 lokal endlich 
ist, erh~ilt m~n eine Garbe ~-- aufX mit den Halmen ~--~ =lim~--,,~. Eine Basis der 
Topologie yon ~- (als espace 6ta16) wird folgendermaBen gegeben : fiir jede offene 
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Menge U (  U, und aeF(U, J,)  betrachtet man die Menge (6-~)~v, wo 5 x das Bild 
yon a~, in lirrt@~. ~ ist. Sind die ~ kohiirent, so ist i.a. die Garbe J -  nicht koh~irent, 
sondern sie hat nur noethersche Halme. Die Zuordnung ~ - - ~ -  ist funktoriell und 
exakt. Man bemerkt, dab (gx-Moduln °9 ° stets auf nattirliche Weise mit 
identifiziert werden kiSnnen. Far jeden [Ox-Modul J und jedes simpliziale System 
)'- folgt unmittelbar aus der Definition yon 3-- eine kanonische Bijektion 

U ore( )-', ~¢ I !I) ~ H om~x(J,  J ) .  (1) 

Wit betrachten eine injektive Aufl6sung 0 - * f f - * f  und den Doppelkomplex 
Hom(~ ' ,  ~¢" Ill). Die beiden zugeh6rigen Spektralsequenzen degenerieren [f/fir die 
eine benutzt man (1), ftir die andere die Tatsache, dab die £~P frei sind]. Daraus 
folgt die Behauptung. 

(0.3) Sei f:X--,  Y eine Abbildung komplexer R~iume (oder allgemeiner geringter 
Riiume) und i f ,  ~ zwei (gx-Moduln. Bekanntlich kann man relative Ext-Garben 
gz¢'~,,(f; ~ ,  if) auf Y definieren. Es wird gXl~x(f; o~, if) dutch die Priigarbe 
Ext~x(f- I(V); ~-, N) fiir offene Teilmengen VC Y(mit den kanonischen Restriktio- 
nen) definiert. Fiir q = 0  ist diese Pr~igarbe schon eine Garbe, die mit 
3¢g~x(f; i f ,  N) bezeichnet wird. Es ist leicht zu zeigen, dab die 8xg[b,(f; ~ ,  - ) die 
Ableitung des Funktors )~ ,~ , , ( f ;  ~ - )  darstellen. Offensichtlich sind diese 
Invarianten auch im Argument ~.~ 6-Funktoren. Ist o~ lokal frei, dann ist 
&c[g,,(f; o~, ff)-~ Rqf . (~¢x (~"  , ~)). Wegen f . ( ~ , , , ( o ~ ,  - )) = ~ , , , ( f ;  ~ ,  - ) 
gibt es eine Spektralsequenz mit 

p , q  - -  P 4fq ~ "  E 2 - R f , (~x e~(~, ~)) 

die gegen ~xg'¢,:(f; ~ , ~ )  konvergiert. Die Gleichheit yon H o m ¢ ~ ( ~ , - )  und 
F(Y,, ~ a o ~ ( f ;  o ~ ,  - ) )  liefert eine Spektralsequenz mit E~'q= HP(Y, &cg~x(f; ~ ,  ~)), 
die gegen Ext~,~(~-, ~) konvergiert. 

Es sei h: Z-+X ein Morphismus geringter R~iume. Die Halme der Strukturgar- 
ben von Z und X seien noethersch. Ferner seien ~ und ~ ~x-Moduln, ~" lokal 
endlich darstellbar. Wir setzen voraus, dab 

Tor~x.~(~)(~(~),(gz.~)=0 fiir i > 0  und z~Z. (2) 

Dann konstruieren wir nattirliche Basiswechsel-Morphismen 

Ext~:,(~, N ) ~  Ext~(h*~,  h*~). (3) 

Weil die durch h induzierte Abbitdung (Z, h- ~(Cx))~(X, Ox) geringter R~iume flach 
ist, bekommt man leicht kanonische Morphismen 

E x t ~ ( ~ ,  fq)~ Ext,,_ ~(~,~)(h- ~ ,  h-  ~ )  

(vgl. [-8], Chap. O m, Sect. 12.3.4). 
Die kanonische h-i((gx)-lineare Abbildung h-~-- ,h*N liefert Morphismen 

Ext,,_ ~(~,,)(h- ~ ,  h-  ~c~)--, Ext~ ,(o,,)(h- ~ ,  h'N), die wir mit den obigen Morphis- 
men komponieren zu EXt~x(,a~,N)~Ext~,-~(¢x)(h - l~ ,h*~) .  Seien nun ~¢' und ~¢" 
injektive Aufl/Ssungen yon h*N aufgefagt als (9 z- bzw. h- x((.Ox)-Modul. Dann gibt es 
eine, bis auf Homo topie eindeutig bestimmte, h-  x((Ox)-lineare Abbildung J ' - , J "  
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yon Aufl/Ssungen von h*ff. Diese induziert F(h-l(gx)-lineare Abbildungen 

Hom¢~(h*~-, f )  ~ Horn h- ~(¢~)(h - 1o~, J ' ) ~  Hom h_ ,~¢,d(h- 1~-, j . )  (4) 

und damit 

EXt~z(h* ~ ,  h*(~) ~ Ext,,- ~x)(h-  1 o~-, h*(~). (5) 

Wir zeigen, dab die letzteren Abbildungen Isomorphismen sind, womit die 
gewiinschten Morphismen (3) konstruiert wiiren. Analog zu (4) hat man 

~ z (  h*°~, J ' ) ~  ~ k - , ~ x ) (  h - 1~,  f )  (6) 

und die dadurch induzierten h- l((gx)-linearen Abbildungen 

garggz(h* o~, h*ff) ~ d%g~,-~ rex )(h -1 ~ ,  h *(~). (7) 

Wir werden zeigen, dab die Abbildungen (7) Isomorphismen sind. Da die obigen 
Hom-Garben welk sind, folgt daraus, dab auch die Abbildungen (5) Isomorphis- 
men sind. Um die Isomorphie von (7) zu zeigen, geniigt es, (weil hier die Halme der 
Ext-Garben die Ext-Moduln der Halme sind), ffir alle z~Z 

Ext q 
~X,h(z )  ' g)X,h(z) 

q 

\ ~x,h~ / 

zu betrachten. Diese sind jedoch Isomorphismen, wie man leicht mit Hilfe einer 
freien Ox,~.~-AuflSsung yon ~ = )  zeigt unter Benutzung yon (2). 

Es sei jetzt 

X' gi ,X 

y ' - - -~  y 

ein kommutatives Diagramm geringter R~ume mit noetherschen Halmen und 
o~, ff (gx-Moduln, ~- lokal endlich darstellbar. Es sei wiederum 

Tor~,~,c~,,(~,~,),~)x,~,)=0 f'tir i>O,x'sX'. (**) 

Seien a f , = g , . ~  und fq'=O'*ff. FiJr jede offene Teilmenge VC Y liefert die obige 
Konstruktion Morphismen 

Ext~x( f -  ~ (p); ~ ,  ~)... EXt~x,(f, -1 g,- ~ (lO; ~-', if'). 

Diese sind vertr~iglich mit Inklusionen oftener Teilmengen yon Y und liefern also 
d)r,-lineare Basiswechsel-Morphismen 

O* gw-ggx(f; .~, ~)~gcvgg~,.(f ; ~ ' ,  (~'1. 

Diese haben alle Eigenschaften, die man erwartet. 
Wir diskutieren nun, wann (**) erftillt ist. Ist (*) ein kartesisches Diagramm 

noetherscher Schemata und f flach sowie ~r ein koh[trenter (gx-Modul, der Y-flach 
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ist, so ist stets (**) erftillt, da (_gx, :, = (gx, ~ @ Cr,,r, wenn x'~X', x = 9'(x'), Y' =f '(x ')  

und y=f(x).  Die Basiswechsel-Morphismen wurden in diesem Fall auch in 1-12] 
definiert, falls zus~itzlich X regul~ir ist (und also ~ eine Aufl6sung durch lokal freie 
endliche Cx-Moduln besitzt). Sei nun (*) ein kartesisches Diagramm komplexer 
R~iume, sei f flach und ~- ein koharenter (gx-Modul, flach fiber Y Dann ist (**) 
ebenfalls erftillt. Falls 9 n~tmlich eine Einbettung ist oder ein flacher Morphismus, 
folgt (**) unmittetbar. Ein beliebiger Morphismus l~il~t sich tiber den Graphen 
faktorisieren. 

Ftir noethersche Schemata und komplexe R~iume lassen sich BasiswechseI- 
Morphismen (wenn zus/itzlich f# koNirent ist) auch mit Hilfe von Aufl~Ssungen 
durch freie simpliziale Systeme konstruieren (vgl. Abschn. 1). 

(0.4) Lemma. Sei X ein kornplexer Raum und ~" ein nach rechts beschriinkter 
Komplex yon (gx-Modutn mit kohhrenter Kohomologie. Ffir alle steinschen Kompak- 
ta K E X 9elte HP(K, .~q) =0 ffir alte q und alle p >0. Dann 9ibt es einen nach rechts 
beschri~nkten Komplex ~L['" freier simplizialer Systeme bzgl. U zusammen mit einem 
Quasiisomorphismus ~ ' ~  ~'1H. 

In [5] wird eine solche Aussage bewiesen ohne die Voraussetzung, dab die 
einzelnen Yq azyklisch sind (bzgl. steinscher Kompakta), jedoch nur die Existenz 
einer quasi freien Aufl0sung gezeigt. Im Induktionsbeweis wird die Uberdeckung 
von X verfeinert, d.h. der zugeh~Srige simpliziale Komplex vergdSBert; hierbei 
gehen freie simpliziale Systeme in quasi freie fiber. Wir skizzieren deshalb den 
Beweis : 

Sei R eine l~berdeckung von X durch steinsche Kompakta, die eine offene 
steinsche Uberdeckung 11 von X als Schrumpfung zulasse. Es gentigt, die Existenz 
eines solchen Komplexes L~ a" von simplizialen Systemen bzgl. R zu zeigen. 

Bezeichnen wir mit ~"  und ~" die Zykel bzw. R~inder von ~ ' .  Da die .~-q bzgl. 
steinscher Kompakta azyklisch sind und die Kohomologie von ~-" koh~irent ist, 
folgt fi.ir beliebige steinsche Kompakta K EX, dab HP(K, ~q) =0  und HP(K, ~eq) = 0 
fiJr alle p und alle q > 0. 

Ftir grofSe q setzen wir 5eq=0. Wir nehmen an, dab wir einen Komplex 
. . . ~ 0 ~ & ° ~ + l ~ . . .  konstruiert haben mit einem q-Quasiisomorphismus 
nach f f ' lR .  Wir konstruieren ein freies simpliziales System ~ q -  ~ zusammen mit 
Morphismen nach &~'~ und ~ - t ,  so  dab sich ein (q-1)-Quasiisomorphismus 
ergibt. 

Sei a ein fester Simplex. Es gibt einen endlichen freien (9~-Modul ~ - a  
zusammen mit Morphismen nach ~ und ~ f - ~ ,  so dab das Diagramm 

, 0 , ~ - i  , ~ ~ q + ~  , 

1 i 1 1 
einen (q-1)-Quasiisomorphismus beschreibt. Es wird ~ - i  genau wie in 1-8, 
Chap.O~H, 11.9] konstruiert, nur muB man beachten, dab die auftretenden 
Obstruktionen in HI(K~, ~q- l) und HX(K,, .~q- i) tiegen. Das simpliziale System 
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&qq- 1 = I~ (~-----~- 1) mit den induzierten Abbildungcn nach oW q und ~-q- 1 I R geniigt 

der Behauptung. 

(0.5) Lemma. Sei A ~ B  ein lokaler Morphismus noetherscher lokaler Ringe und 
F'&F-~F" ein Komplex endlich erzeugter B-Moduln, die A-flach sind. Sei 
F'/mAF'--*F/mAF~F"/mAF" exakt. Dann ist auch ffir jeden A-Modul E die 
Sequenz 

A A A 

exakt. 
Fiir den Fall, dab A ~ B  die Lokalisierung eines Morphismus A'~B'  von 

Algebren ist, wo B' eine endlich erzeugte A'-Algebra ist, findet sich das Resultat in 
[8, Chap. IV, Sect. 12.3]. Wir ben6tigen dieses Lemma jedoch ffir analytische 
Algebren. Ein Beweis ergibt sich sofort aus der folgenden Tatsache: 

Sei M--,N ein Morphismus endlich erzeugter B-Moduln und N A-flach. Dann 
ist der induzierte Morphismus M/mAM-*N/mAN genau dann injektiv, wenn 
M ~ N  injektiv ist und der zugeh6rige Kokern A-flach ist. (Diese Tatsache wurde 
in [8, Chap.IV, Sect. 3, Ful3note auf S. 118] angegeben und folgt aus dem 
Flachheitskriterium von Bourbaki-Grothendieck und dem Lemma von Nakaya- 
ma). 

Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt, dab (Imv)/mA(Imv)~F"/mAF" 
injektiv ist, so dab nach der obigen Tatsache cokerv ein A-flacher Modul ist. Also 
sind Imv und Kerr A-flach. Aus der Voraussetzung folgert man, dab die Inklusion 
ImuCKerv modulo m A surjektiv ist, also I m u = K e r v ;  insbesondere ist Imu A- 
flach. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 

Foloerung. Sei A ~ B  ein flacher, lokaler Morphismus noetherscher lokaler Ringe 
und F, G endlich erzeugte B-Moduln A-flach. Sei ExtqR/mAB(F/mA F, G/m a G)= 0 fiir 
ein q. Dann ist Ext~(F,G~A E) =O fiJr jeden A-Modul E. 

Zum Beweis betrachtet man eine Aufl6sung L ' ~ F ~ O  mit endlichen freien 
B-Moduln und wendet das Lemma auf den Komplex HomB(L', G) an der Stelle 
q an. 

1. Konstruktion eines universellen Komplexes auf der Basis 

(1.1) Im folgenden sei stets 

S t O" ~ S 

l 
y , . . . , y  

e 

ein kartesisches Diagramm komplexer Riiume und ~ ,  f~ seien (gx-Moduln. Es 
seien #*-'=g'*~- und f¢'=g'*f#. Fiir y ~ Y  sei Xy die Faser yon f u n d  die (gx, 7 
Moduln ~r  und f¢r seien die analytischen Fasern yon ~ und f#. Mit xT, 
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bezeichnen wir die n-te analytische Faser, d.h. den Raum (f- l (y) ,  d)x/m~+ffgx), 
und es seien _-~-(")r , -y~(n) die (gxw-Moduln .t-/mr + 1~,  ~/m~+ if#. 

(1.2) Satz 1. Sei f : X ~ Y  eine flache eigentliehe Abbitdung komplexer Rfiume und 
~ ,  f¢ kohiirente (gx-Modutn, flach fiber Y 

(i) Sei gzd ~x, (~y, f#y)= O jfir alle q = qo und y s Y Dann exist iert lokal auf Y ein 
nach rechts beschriinkter Komplex ~" yon endlichen freien (gr-Moduln mit der 
folgenden Eigenschaft : Fiir jeden Basiswechsel o : Y ' ~  Y gibt es lsomorphismen 

g~gqe,~,(f' ;o~'fq')-~fq(g*~'), qeT£. 

Diese sind funktoriell in g und biIden einen lsomorphismus yon 6-Funktoren in ~. 
(ii) Sei Y eine Mannigfaltigkeit und n o vorgegeben. Dann gibt es lokat auf Y 

Komptexe (no)~. mit den Eigenschaften wie in (i)ffir q =< n o. 

Beweis. Da die Aussage bzgl. Y lokal ist, k6nnen wir Y als steinsch annehmen. Sei 
U eine lokal endliche, offene, steinsche 1Uberdeckung yon X zusammen mit einer 
freien Aufl/Ssung ~97 yon ff[ l l  wie in (0.2). Fiir jede offene Teilmenge VC Y 
betrachten wir den Komplex 

cg'(V) = Horn ( ~ ' [ f -  l(V)c~ 11, if]f-~(V)c~lI). 

Durch V~-~'(V) erh~ilt man einen Komplex (~" von (gr-Moduln mit cgq=0 f'tir 
q < 0. Im Unterschied zur Konstruktion bei Bildgarben ist der Komplex cg. nicht 
mehr nach rechts beschr~inkt. In natfirlicher Weise ist (~' ein Komplex yon 
~0r-Fr6chet-Moduln. Der Komplex (g'= ~.(&a., ~)ist  funktoriell und exakt in (¢. Ist 

ko  ro ter so , u s  Oe, nitioo, 

~cg ' (~ ,~ )  2(~)J/ ist. IFiir jedes a6A und VCY steinsch und klein ist 
t 

F(f-I(V)~U~,(~-~f*(Jg)I~-(Y(f-I(V)c~U~) ( ~  ~l(V), wie man mit einer Dar- 
\ c~ j Or(V) 

steI1ung yon ~ '  einsieht.] Aus diesen beiden Tatsachen folgt, dab die Komponen- 
I 

ten yon <~" Ov-flach sind. (Ist J eine koh~rente Idealgarbe auf Z dann ist 
\ 

~ @ f * J - ~ ¢ x  injektiv.) Ist VCY steinsch, so ist Unf -1 (V)  eine steinsche Uber- 

deckung und nach (0.2) ist Hq(C~'(V))~Ext~(f-~(V);~' ,~),  so dab o~f~q(~ ") 
_-__ ~g~,~(f; ~ ,  f#). Aus tier Spektralsequenz ,.~c~,,~,~,,~--"v ~ ,  ~.~ce~g~+qtc'o~,fq)<~x w,  
foIgt die Koh~irenz der relativen Extensionsgarben. 

Sei g : Y ' ~  Y ein Basiswechsel. Bezeichnen wir mit tI' die offene Uberdeckung 
g'- z(ll) von X'. Dann ist 5e" =g'*£~" eine freie AuflSsung von o~' bzgl. tl', denn es 
war f flach und ~-Y-flach. Mit Hilfe yon L~"" konstruiert man entsprechend den 
Komplex c~,.=c£.(~,.,f#,). Weil ftir jede steinsche, offene Menge V'CY' die 
()berdeckung ll 'c~f '-  ~(V') steinsch ist, folgt o,'f'(cg ' ')--- g~cg'~x,(f'; ~ ' ,  ~'). Um cg- 
und cg,. zu vergleichen, braucht man ein topologisches Urbild von oK. Man kann 

zu (.gr-Fr6chet-Moduln ~ das topologische Urbild ~ @ Y' definieren als die durch 
1¢ 

/ - .  

V' ~?(Y) (9(V) induzierte Garbe, wo das Tensorprodukt im Sinne yon [10] 
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gebildet wird, (Es war Y als steinsch vorausgesetzt worden.) Wir werden fiir unsere 

Zwecke direkt jedoch nur mit dem gew6hnlichen Tensorprodukt @ arbeiten. 

(Dies scheint auch erforderlich zu sein, da auftretende Abbildingszylinder nicht 
nach rechts beschrinkt sind.) 

Sei Y' ~ > Y x IF' ~ Y die Faktorisierung tiber den Graphen. Zunichst wird 

~ Y '  auf Yx Y' durch die Prigarben Vx V'~--~(V)@(;~(V') definiert. Wir 
@ 

bezeichnen mit N @ Y das gew6hnliche Urbild i*(~(~ Y'). Wir zeigen, dab in dieser 
y, 

Notation ~ "  und (g" @ Y kanonisch isomorph sind. F i r  jeden Simplex ~ hat man 
y, 

den Kinneth-Isomorphismus 

c((u=c~ f -  ~(V)) x V',%N(;r,)~C(U~n f - 1(10, fa)@ (;(V'). 
¢d 

Aus den Definitionen folgt somit leicht, dab f4"(~ Y' kanonisch isomorph ist zu 
~'(p'*~',p'*N), w o p ' : X x  Y '~X  die kanonische Projektion bezeichnet. Es 
folgt nun einfach, dab ftir den Basiswechsel i, der eine Einbettung ist, i*(~(p'*S, 
p'*f#)) ~ 5f'" gilt. 

Zum Beweis yon (i). Wir konstruieren zunichst ~": Nach der asymptotischen 
Voraussetzung folgt mit (0.5), dab ~J~x(~,N)=O f'tir q>qo, so dab mit der 

v q ,, Spektralsequenz aus (0.3) folgt, dab ftir ein ql gilt d~d~=(./,~,f#)=O, q>q~. 
Insbesondere ist ~q(~g') =0  fiir q>q~. Sei ye  Y vorgegeben. Wie in [8, Chap. O m, 
11.9] konstruiert man einfach induktiv yon rechts nach links einen nach rechts 
beschrinkten Komplex ~" auf einer steinschen Umgebung V von y aus endlichen 
freien (gv-Moduln zusammen mit einem Quasiisomorphismus ~'~(g'lV. Sei ohne 
Einschrinkung ~ ' ~ "  auf Y definiert. Zu zeigen ist, daB die durch einen 

Basiswechsel g:Y'--,Y induzierte Abbildung ¢~-(~)y,~cK.~ ii, ein Quasi- 
g ¥ 

isomorphismus ist, denn N ' @  Y'~g*N" und cg'@ y,~c~,.. Der Beweis geht 
I" g 

folgendermaBen: Zunichst sind die Komponenten des Abbildungszylinders ~ "  
yon ~'--,(g" kohomologisch trivial auf steinschen Mengen VC Y', denn es handelt 
sich um direkte Summen nullter Bildgarben yon der Form 
(flU~nf-l(V)l,(~lU~nf-l(V)). Weil Y endlich dimensional ist, sind also die 
Zykeln ~ '  yon sf" kohomologisch triviale Garben, so daB man exakte Sequenzen 

0 ~  ~ ( v ) ~  x- ' (v ) - .  ~r '+ ~(v)--, 0 

yon Fr6chet-Riumen hat. Durch Anwendung von (~)¢(9(V') erhilt man, dag 

.~" @ y,~cg" @ y, ein Quasiisomorphismus ist. Nach Definition von (~) Y' bleibt 
Y 

es zu zeigen, dab man hieraus durch Anwenden des gew6hntichen Urbildes i* 
einen Quasiisomorphismus erhitt. Weil die asymptotische Voraussetzung in (i) 
nach dem Basiswechsel p erhalten bleibt, ist der Beweis gefihrt, wenn man 
folgendes zeigen kann: Ist Y' ein Unterraum von Y, so ist die Abbildung 
~ '  (~) ~9¥,--,ff" (~) (,gy, ein Quasiisomorphismus. Wir zeigen allgemeiner, dal  fiir auf ¢-y 
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offenen Teilmengen yon Y definierte koh~irente Moduln J//stets der induzierte 
Morphismus m :~" @ j/g__,cg. @ ~,  ein Quasiisomorphismus ist. 

Well (e', ® I* ist, fol t zun chst 
~ x  / 

Wir zeigen durch absteigende Induktion nach q, dab ~¢t~q(m) ein Isomorphismus ist. 
Aus der asymptotischen Voraussetzung, mit (0.5) und einem Spektralsequenz- 
argument folgt die Existenz einer Zahl q2, so dab fiJr jeden koh~irenten Cr-Modul 0N 

gilt &vdq~ ( f ; ~ ,  N @ f*  ~g) =O ffir q > q 2, so daB die obige Behauptung ffar groBe q 

gilt. Der Induktionsschritt q + l ~ q  geht so: Wir m6chten zeigen, dab die 

Abbildung Jgq (~" (~).//g) ~ dgq (<g" ~)  ~¢/) ein Isomorphismus ist. Da dieses eine 

lokale Aussage ist, k6nnen wir annehmen, dab es eine exakte Sequenz 
0--,~¢'--,d)~,~CL~0 gibt. Man bekommt damit ein exaktes, kommutatives Dia- 
gr&rflnq 

0 , 0  
~y ~g (or 

o I '®G , 0 .  
~y Or ~e 

(Hier geht die Y-Flachheit yon ~ ein.) Aus dem Diagram der langen exakten 
Kohomologiesequenz folgt mit dem Ftinfer-Lemma aus der Induktionsvoraus- 
setzung die Behauptung. 

Zum Beweis yon (ii). Wir definieren ,_@q=0 ffir q > n o + d i m Y = n  I. Da die 
~'(~')_-__ga~g~,~(f;,~, f q) koh~irent sind, hat man in einer Umgebung V eines 
Punktes fo E Y eine Surjektion C~JC'"'(cg')JK 

Nach Verkleinerung yon V kann man diese Surjektion fiber Y"(~f*)IV 
faktorisieren. Wir setzen ~"'=(_9~, und nehmen die Komposition dieser 
Faktorisierung mit der Inklusion ~e"'(~')l V'~¢"'I K Die restlichen ~q werden wie 
in [8, Chap. O m, 11.9] konstruiert. (Die Umgebungen V werden nur ffir q>O 
verkleinert, danach betrachtet man eine kompakte steinsche Umgebung.) Man 
bekommt so einen Komplex (,,o}~. zusammen mit einem Morphismus nach c£., der 
fihr alle q<=nt einen Isomorphismus in der Kohomologie induziert. Ohne 
Einschr~inkung sei l,o~- auf Y definiert. Dutch Induktion nach der kohomologi- 
schen Dimension zeigt man mit dem Fiinfer-Lemma, ~ihnlich wie am SchluB des 
Beweises von (i), dal3 die Abbildungen ougq (~"°),~' ¢(~) J/¢')~ ~ q  (cg" (~) ~')  ffir alle 

koh~irenten (gr-Moduln /~ und alle q<n~-dh~¢/, insbesondere fiJr q<__n o 
Isomorphismen sind. Wir zeigen die Behauptung des Satzes. Sei g: Y ' ~ Y  ein 
Basiswechsel. Da in der Faktorisierung II'--, Y'× Y~ Y fiber den Graphen i.a. 
Y' x Ykeine Mannigfaltigkeit mehr ist, kann man nicht wie in (i) vorgehen. Wir be- 
nutzen stattdessen den Vergleichssatz far relative Extensionsgarben aus Abschn. 2. 
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Man betrachtet g*( '~°)~ ' )~ '"°)~ '~  ~ " = y,_~cg- y,~cg,-, diese Abbildung in- 

duziert in der Kohomologie Abbildungen ao:JzFq(g*(tn°J~'))-~gj'~'~,,,(f'; ~ ' ,  (¢'), 
und es ist zu zeigen, dab dieses fiir q N n o Isomorphismen sind. Sei y'~ Y' ein 
Punkt. Nach [8, Chap. Ill, Proposition 7.4.7] ist 

!im Hq(g*(("°)~')//m~+ ~g*("°~')r) .  
" k  

Andererseits ist nach Satz 2(i) 
q t g ~ ' t  t ^  ~ * gccge"'(f ; ~" ' f¢ )'Y -- ~7-hm Ext~x,, (k),~ ~-,(k)y,, (¢,yCk~), , 

WO " die Komplettierung in der mfadischen  Topologie bezeichne. Aus diesen 
Tatsachen folgt leicht, dab man die Isomorphie nur fiir artinsche Rgume Y zu 
beweisen braucht. Da jetzt g.((gr) ein koh~irenter (gy-Modul ist, wissen wir schon, 
dab die Abbildung ,.o)~. @g.((gr,)~cg. ~)g.((gy,)in der Kohomologie ffir q<n o 

Isomorphismen induziert. Also liefert g,(,o)~-)_.g.(Cg-) ffir q<n o einen 
Isomorphismus der Kohomologie. Es bleibt zu zeigen, dab g*(~7")~cg '" ist. Die 
Abbildung g wird faktorisiert fiber den einpunktigen Unterraum II" yon Y, mit 
(gr,,=g,(9 r . Die Einschr~nkung von ~" auf Unterr~iume yon Y wurde schon 
behandelt; ohne Einschr~inkung sei also Y artinsch. Betrachtet man die Definition 
yon cg, so sieht man, dab die Isomorphie von g*(Cg ') und cg,. aus der nachstehen- 
den Tatsache folgt: Sei 

U' ~U 

I 1 
y' , y  

ein kartesisches Diagram, U' und U steinsch und Y', Y artinsch, ff ein koh~irenter 
(gv-Modut und if' das analytische Urbild davon. Dann ist F(U',ff') 
_~F(U, f f )@(9 r .  (Das folgt z.B. einfach rein algebraisch, wenn man die 

C Y  

Faktorisierung yon Y'-~ Y fiber den Graphen betrachtet.) 

(1.3) Wir m/Schten auch Komplexe yon Garben betrachten; wir beschriinken uns 
auf Komplexe im ersten Argument. Die auftretenden Ext-Objekte sind als Objekte 
in der derivierten Kategorie zu verstehen. 

Zusatz. Die Aussagen (i) und (ii) bleiben richtig ftir nach rechts beschr~inkte 
Komplexe o~' mit koh/irenter Kohomologie, deren Komponenten auf steinschen 
Kompakta kohomologisch trivial und fiber Y flach sind, wenn man ~-' durch die 
Ableitung Lg'*~" in der derivierten Kategorie ersetzt. 

Beweis. Zuniichst gibt es nach (0.4) eine offene steinsche Uberdeckung l[ und eine 
nach rechts beschr~inkte Aufltisung No- von ~-'IH freier simplizialer Systeme bzgl. 
t[. Wir zeigen, dab g'*(L~") eine Aufl6sung von (Lg '*~)[ l l  durch freie simptiziale 
Systeme ist. (Um die Schreibweise zu vereinfachen, identifizieren wir Objekte aus 
der derivierten Kategorie mit geeigneten Repriisentanten.) Dann geht der Beweis 
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des Zusatzes genauso wie der Beweis des Satzes. Nach (0.2) ist £ e ' ~ '  eine 
Aufl6sung mit (gx-flachen Moduln. Insbesondere ist Lg'*o~'=9'*~. Hat man 
allgemein ein s ~ l i z i a l e s  System Y- bzgl. !~ und dessen Urbild 9'*J, dann ist nach 
Definition (9'*Y)---9'*(~-); d.h. L g ' * ~ ' ~ ( ~ .  Man hat eine natfirliche 
Abbildung q~ : g ' * ( L P ) - + ~ ] ~ .  Wir zeigen, dab dieses ein Quasiisomorphismus 
ist. Weil die Funktoren ~ und ]1I exakt sind, geniigt es zu zeigen, dab die 
Kohomologie-Objekte des Komplexes g'*(~e') Garben aufX'  sind, d.h. dab die 
Verbindungsmorphismen Isomorphismen sind. Seien c~ C fl Simplices, dann liefern 
die Verbindungsmorphismen das kommutative Diagramm 

~e~l u~ > ~1  u~ 

Die Behauptung folgt leicht aus der Betrachtung der Halme (denn g'* ist 
halmweise definiert). 

Bemerkung. Sind die Hatme yon ~- tiber (9 x endlich erzeugt, so gilt 
Lg'*~" ~g '*~ ' .  

Zum Beweis betrachtet man eine flache (gx-Aufl6sung ~q'-,~" mit noe- 
therschen Halmen (z.B. LTo'). Dann ist Lg'*~-'=g'*~'. Zu zeigen ist, dal3 
g'*~'--.g'*~,~" ein Quasiisomorphismus ist. Dies ist offensichtlich, falls g flach ist, 
dartiber hinaus bleiben die Hahne der Komponenten g '*~'  und g'*.~' flach fiber 
Y' [16, Exp. No. 13]. Ffir eine Einbettung g' ist offensichtlich g'*22"~g'*~" ein 
Quasiisomorphismus und der allgemeine Fall wird durch Faktorisierung fiber den 
Graphen gel6st. 

Folgerung. Ffir einen nach rechts beschr~nkten Komplex .~' mit koh~irenter 
Kohomologie, dessen Komponenten Y-flach, bzgl. steinscher Kompakta azyklisch 
und dessen Halme noethersch sind, gelten die Aussagen (i) und (ii) des Satzes. 

Der Kotangentenkomplex erftillt die Voraussetzungen der Folgerung. 

(1.4) Bemerkung. Aus dem Beweis des Satzes 1 folgt: 

(i) ~q(~'@Jg)_~gJqx(f;o~,ff@f*J¢)ffir kohiirente (gr-Moduln J/, 

und die entsprechende Aussage gilt ffir die Komplexe ~")~'. 
(ii) Ftir beliebige R/iume Y gibt es lokal Komplexe ("~", die auf Y~¢g die 

Eigenschaften wie oben und wie in Satz 1 (ii) haben. 
(iii) Sei Y ein komplexer Raum und cg. ein nicht notwendig nach rechts 

beschriinkter Komplex yon flachen (gr-Moduln. Fiir jede offene Teilmenge V von 
Y und jede koharente Garbe .///auf V sei Tq(J¢)= af~ q (cg.~)jg) ein koharenter 

! 
Ov-Modul. Dieses ist eine Familie von 6-Funktoren, und man findet ~ihnlich wie 
im Beweis yon Satz 1 (ii) zu vorgegebenen Zahten m < n lokal auf Y Komplexe 
"'"):", so dab Tq(.C/)=~q(~"'"~'~)Jg)ffirm<q<nundjedekohiirenteGarbe 
J/¢ auf einer offenen Teilmenge von ~.g. Tr~igt if" eine gute Topologie und erftillt 
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cg- Azyklizit~itseigenschaften (z. B. ist ~g" ein Komplex yon Fr6chet-Garben und 
sind die Komponenten azyklisch auf offenen steinschen Mengen von Y), dann gilt 
auch 7-~((9r)- o'¢gq((g'*c"'")~')) far m < q < n und jeden Basiswechsel Y'~ Y~,g, wo T" 
auf Y' mit Hilfe des topologischen Urbilds von cg. definiert sei. Mit Hilfe dieser 
Methoden lassen sich die Beweise aus [6, 8] fibertragen, und man erh~ilt 
Ergebnisse iiber die Funktoren T q, insbesondere fiber die Funktion 
y ~ d i m  Tq((9~/mr) (vgl. Abschn. 2 fiir Ext-Invarianten). 

Die Bemerkungen (i) und (ii) gelten entsprechend ffir Komplexe ~ ' .  

2. Eigenschaften relativer Extensionsgarben 

(2.1) Dieser Paragraph behandelt die Variation globaler Ext-Moduln in einer 
Deformation komplexer R~iume in Analogie zur Variation der Kohomologie. Wir 
benutzen die Bezeichnungen aus Abschn. 1, alle Abbildungen zwischen Ext- 
Invarianten sind auf natiirliche Weise definiert (vgl. Abschn. 0). 

(2.2) Satz 2. Sei ' f  : X ~  Y eine flache, eigentliche Abbildung komplexer Raume und 
~ kohiirente t~x-Moduln, ~ sei Y-flach. Sei ye Y ein Punkt und q eine Zahl. 

(i) (Vergleichssatz). Ffir die Komplettierung bzgl. my gilt 

~ g q x ( f ;  ~ ,  (#); ~- lim Ext~ ,, (~-~"), f~")). Xy" Y 

(ii) (Basiswechsel). Fiir einen Morphismus ff : Y ' ~  Y seien 

. ,  ~ • o~, ~ ) ) ~  ~ x  ( f , ;  o~,, ~ ,  ) e (g).g (&vgcx(f , 

die Basiswechselmorphismen. Es sind die ei(g) lsomorphismen ffir jede Abbildung g in 
einer Umgebun 9 yon g-m(y)ffir i=q  (bzw. j~r i=q, q - 1 )  genau dann, wenn die 
Abbildung 

i . i o ~ "  g~g,, ,(f,  5~-, f~)y---r Extcx ' (~'r, f¢y) 

jhr i= q surjektiv ist (bzw. g~g~x(f ~ ,  f#)y zusatzlich frei ist). 1st dar:Jber hinaus die 
asymptotische Voraussetzung yon Satz 1 er~tlt oder Y regular, dann ist die Menge 
aller y, in denen die obige Behauptung gilt, in Y Zariski-offen. 

Zusatz. Die Aussagen gelten auch ffir Komplexe ~ wie in (1.2), wenn man wie 
oben ~ " )  und ~ '  durch ~ '  _~((gy/my + 1) bzw. L'9'*~" ersetzt. Ist ~-' ein Komplex 
wie in der Bemerkung von (1.2), kann man wieder ~ / m ~ + l ~ "  bzw. g'*~" 
schreiben. 

Beweis yon (i). Fiir jedes koh~irente Ideal J C (gr sind die relativen Ext-Garben yon 
~ - / J . ~  und f¢/J-f¢ isomorph zu den g z g ~ ( f ; ~ , N / J  .~). Das wurde schon in 
Abschn. 1 mit einer Aufl/Ssung £,¢" von ~- gezeigt und dem zugeh6rigen Komplex 
c~.. [Es folgt auch direkt mit injektiven AuflSsungen wie in (0.3).] Die 
Isomorphismen sind funktoriell in J ,  deshalb ist die Isomorphie 

¢xe'g,,(f; o~, ff)~ ~ l im ¢xgq(f; .~, ff/m~ + ~(~), 
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zu zeigen. Die letztere Behauptung gilt im tibrigen ohne Flachheitsvoraus- 
setzungen. Sie folgt w6rtlich genauso wie der Beweis fiir den Vergleichssatz ftir 
Bildgarben ([6, 11], vgl. auch [1, S. 128]). 

Die Behauptung (ii) folgt mit Hitfe yon (i) und Satz 1 (ffir die letzte 
Behauptung) genauso wie fdr Bildgarben ([8, Chap. III], vgl. auch [1, Chap. 3, 
Th6or+mes 3.4, 4.7]). Falls schon ein universeller Komplex ~" wie in Abschn. 1 
existiert, kann man zum Beweis yon Satz 2 ein Argument aus [8, Chap. III, 
Sect. 7.4] benutzen. Fiir den folgenden Satz ben6tigen wit wesentlich Satz 1. 

Satz 3. Sei f :X ~ Y eine flaehe, eigentliche Abbildung komplexer Ri~ume und ~ ,  f~ 
kohfirente (g x-Moduln , flach fiber Y 

(i) (Halbstetigkeit). Die Mengen 

{y~ Y; dim Ext~:, (,~, (¢y) < n} 

sind j~r alle q und n in Y Zariski-offen. 
(ii) (Stetigkeit). Ist entweder Yreduziert und die asymptotische Voraussetzung 

aus Satz 1 erJfillt oder Y regular, dann gilt" 
Ist die Funktion yv-.dim Ext~ (~,, fCy) ffur ein q konstant, so ist ~Xg~x(f ; ~.~, ~) 

tokal frei und ~ r  jedes yE Y ist 

~g~,,(f;~-,f~)y(~)(6~,/my)~Ext~. (~,, f#y) J~r i = q -  1,q. 

(iii) (Invarianz der Euler-PoincarO-Charakteristik). Sei Ext~x (ffr, f~y)=0 J'fir 
alIey und i > i o. Dann ist die Funktion 

y~-+ ~ ' ( -  1) ~ dim Ext~ ( ~ ,  f#r) 
i ~' 

lokal konstant. 

Zusatz. Analoge Aussagen gelten ffir Komplexe if ' .  

Beweis yon (i), Ist Y eine Mannigfaltigkeit, so gibt es nach Satz l(ii) lokal auf Y 
Komplexe (")~', so dab 

Hq(t")~'/my~n)~') ~ Ext~x~(~: fqy) fiir q < n. 

Die Behauptung fotgt daraus unmittelbar (z. B. [1, Chap. III, Proposition 1.7]). 
Der allgemeine Fall folgt mit Hilfe einer Aufl6sung der Singularit~ten in einer 

Umgebung von y und dem Projektionssatz von Remmert. (FiJr Komplexe if" 
erinnern wir daran, dab O'*L~" eine Aufl~sung von Lg'*ff" bzgl. H' ist, wo g die 
Aufl/Ssung der Singularit~iten ist.) Um eine Aufl6sung der Singularit~iten zu 
umgehen, kann man das urspriingliche Argument von Grauert fiir die 
Halbstetigkeit der Kohomologie [6, Abschn. 7, Beweis yon Satz 3] benutzen und 
den Beweis durch Induktion fiber dim Y fiihren: Fiir dim Y = 1 ben6tigt man nur 
die Normalisierung, und ansonsten zeigt man die Existenz einer Zariski-offenen, 
dichten Teilmenge von Y,, auf der dim Extq ( ~ ,  fqr) konstant ist. Dies folgt aus 
Bemerkung (1.4) (i) : Eine solche Menge ist etwa die Menge der regul~iren Punkte, 
in denen Coker (" )~q- t -~")~  q) und C o k e r ( " ) ~ q ~ " ) ~  +1) frei sind (vgl. [1, 
Chap. III, Theorem 4.7]). 

Die Aussage (ii) folgt aus Satz 1 wie f'tir Bildgarben. 
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Beweis yon (iii). Weil ay Y-flach ist, gilt k k+l ~ ~+ m ~ / m  r (Y_~(mr/my ~)@~. Durch 
Oa, 

Induktion folgt, dab E x t ~ ( . ~ ) , f ~ ) = 0  for alle k und i ~ i  o, also nach dem 
Vergleichssatz ga~ ~ ( f ,  o~, ~ ) = 0  ftir i>=i o. Wie im Beweis yon Satz l(i) kon- 
struiert man (lokal auf Y) einen nach rechts beschr~inkten Komplex ~" endlicher, 
freier (gr-Moduln zusammen mit einem Quasiisomorphismus ~" ~cg., derart, dab 
ftir jeden kohiirenten (gr-Modul ~ '  der Morphismus 

Ein Quasiisomorphismus bleibt. Insbesondere hat man :gg~(N'/mr~') 
= Ext~,~ (o~r, ~¢r) ftir y~ Yund alle q. Es folgt leicht mit dem Lemma yon Nakayama, 
dab Colder (~-("+ ~ ) - ~ - " )  fiir n > 0  lokal frei ist und man ¢~' als auch nach links 
beschr~inkt konstruieren kann. Die Behaupt.ung folgt jetzt aus [1, Chap. Ill, 
Proposition 1.7 (iii)]. 

3. Anwendungen 

(3.1) Wir beginnen mit einer Bemerkung tiber die asymptotische Voraussetzung 
aus Satz 1. Mit den dort benutzten Notationen gilt fiir die kohomologische 
Dimension d h ~ x ~ = s u p d h  e ~J... Damit ist die asymptotische Voraussetzung 

y x y  y 

erfiillt, wenn dhe,,o~ oder alle dhe~ ~ endlich sind. Dies ist insbesondere dann der 
Fall, wenn X oder die Fasern X, regul~ir sin& Die asymptotische Voraussetzung 
gilt auch, wenn die Fasern X~ gorensteinsch sind und ~ lokal frei ist. 

Falls f f  eine endliche Aufl6sung durch endliche lokal freie Garben besitzt, 
erh~ilt man die Ergebnisse tiber Ext-Invarianten direkt mit Bildgarben yon 
Komplexen. 
(3.2) Wir geben einige Folgerungen an, die sich bekanntlich fiir lokal freie C x- 
Moduln o~ zeigen lassen. (In diesem Fall sind die Ext-Invarianten Kohomologie- 
Invarianten.) 

Es sei im folgenden stets f : X ~  Y eine flache, eigentliche Abbildung und ~- ein 
Y-flacher, koh~irenter ~)x-Modul. 

Korollar 1. 1st ~ Y-flach und Extq (ffy,~y)=O, dann 9ib~ es eine Zariski-offene 
Umoebung V yon y, so daft ga~g~x(f;ff, N)]V=O, und f i r  jeden Punkt z6 V ist 
Ext~,~ ( ~ ,  ffz) = 0 und 

g x g ~  l(f ;  i f ,  fq)z/mzd%g~ ' l ( f ;  ~i~-, f¢)~ Ext~;] (ff~, ff~). 

Beweis. Nach dem Halbstetigkeitssatz gibt es eine Zariski-offene Umgebung V, so 
dab ftir jedes ze V gilt Extgx (~- ~, f#~)= 0. Es geniigt nach Satz 2 (ii) zu zeigen, dab 
gxg q . ¢f;~- ,~)  =0  ist Es sind die Ext?o , ,(~("),~(")) und gxg~ (f;~-,fg/m~ "+ ~)~ ~ X ~  g " v'X~ M g g X 

~somorph, weil f flach und ~ Y-flach ist. Wegen der Y-Flachheit yon ~ ist 
n n + l  , .~  n n + l  ~ x ~ , ) t ~ z  ~ z  J - - ~  m~fq/m~ f~=(mJm~ )@c~;  durch Induktion E-,t~ ¢~(,) c~c,)~_n und die 

¢ y  

Behauptung folgt aus dem Vergleichssatz. 

Korollar2. 1st Ext~(ff r ,  fgr)=0 und °~'r~-ff r, dann sind o ~ und f# in einer 
Umgebun 9 yon f -  l(y) ~somorph. 
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Beweis. Nach Korollar 1 kommt ein Isomorphismus ~ r = . f y  her von elnem 
Morphismus ~ f f  definiert auf einer Umgebung von f -  l(y). Die Behauptung 
folgt mit dem Lemma von Nakayama und Flachheitsvoraussetzungen. 

Korollar3. Sei eine exakte Sequenz O~.f--+~--+~-*O kohiirenter (gx-Moduln 
gegeben (und ~ff; wie stets in diesem Paragraphen flach). Die Sequenz spaltet in einer 
Umgebun9 von f - l(y), wenn fur allen die Sequenz 0 ~ f#y~n~ ~ J¢~)-* ~"~ ~ 0 spaltet. 

1 . ~ -  Beweis. Die gegebene Sequenz induziert ein Element aus g~g~x(f, ~ ,  f#)y, und die 
Behauptung folgt aus dem Vergleichssatz. 

Korollar 4. Ffir jeden koharenten 6O x-Modut .f , jeden Punkt y und jede Zahl q gibt es 
eine Zahl n = n(y, q, ~ ,  .f), so daft 

Im (~xg~,~(f; ,~-, .f)y--* Ext,, ,  (J~., fir)) 
q :Z'(n) (n) =Im(Ext~ . , (~y  ,f#y ) Ext~(~,,fg~.)) 

ist. 

Beweis. Da die R~ume ~k)----E~tq,~e~,~,,~t~k), .f~k)) endlich dimensional sind, gibt es 
eine Zahl n, so dab Y Y 

Ira( ~-lim E~k)~E(°I)=Im(E~")~E ~°') 

ist, und man benutzt den Vergleichssatz. 

Korollar 5. Seien ~,~ und (# flach iiber Y. Zus&zlich sei entweder Y reduziert und 
e~g~:,, (°~-r' ~y) = 0 J~r q >> 0 oder Y regular. 

(i) 1st die Funktion y ~ d i m  Homex (o~,,.fy) konstant, so ist die AbbiIdung 

Horn (~lf-  ~(y), calf- ~(y))~ Hom~ (o%, %) 

surjektiv. 
(ii) Ist die Funktion y~-+dim End (~y) konstant und ~r ~ .f yJfir jedes y, so sind 

und .f  lokal bzgl. Y isomorph. 

Der Beweis folgt aus dem Stetigkeitssatz [Satz 3(ii)]. 

(3.3) In [13] definiert Palamodov allgemeine Invarianten far Deformationen 
komplexer R~iume. Die Theorie dieser Invarianten wurde in [2, 3] weitergef'tihrt, 
um diese als Hyper-Ext-Invarianten zu erhalten. Obwohl man im Beweis von 
Satz 1 anstatt yon c¢. direkt den entsprechenden Komplex yon Palamodov 
betrachten kSnnte, benutzen wir den Formalismus von [2, 3], um die folgenden 
Ergebnisse als Spezialf~ille unserer S~tze aus Abschn. 1 und 2 zu erhalten. 

Sei f : X ~ Y  eine Abbildung komplexer R~iume endlicher Dimension. Dann 
gibt es den Kotangentenkomplex Lx/r. Dieses ist ein Objekt in der abgeleiteten 
Kategorie und geeignete Repr~isentanten sind nach rechts beschr~inkte Komplexe 
yon (gx-Moduln mit koharenter Kohomologie, so dab die Halme der 
Komponenten noethersch und die Komponenten auf steinschen Kompakta 
kohomologisch trivial sind. Ist f flach, dann sind die Komponenten von Lx/r flach 
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tiber Y und ftir jeden Basiswechsel g gilt ,,*r" ---1" Fiir einen koh~irenten x - ,X /Y  ~ X ' / y  . 

Ox-Modul f# definiert man: 

T~(X/Y, f#) = Ext~,(Lx/r.~ ) 

Ist Yder reduzierte Punkt, dann bezeichnet man die Invarianten mit T~(X, ~) und 
:]-~(X, ~). Man definiert noch die (9:Moduln 

~ i  . - 
5"'(f, ~) = g~ ox(f, Lx/r~ ). 

(In [13] werden diese ftir ~=(9  x mit ~Fi(X/Y) bezeichnet.), Es ist 
T°(X, ~) = Der¢((gx, ~), und TI(X, ~) = Ex (Cx, if) ist die Gruppe der analytischen 
Erweiterungen yon (9 x durch ff [15]. Die lokalen Invarianten : -0 ,  und ~--1 
entsprechen den Garben ~:~ und gx. Ahnliche Interpretationen hat man ftir die 
relativen Invarianten. Sei jetzt f : X ~  Y eine eigentliche, flache Abbildung und 
ein koh~irenter, Y-flacher (gx-Modul. Aus den Abschnitten 1 u. 2 folgt nun 

_ : - i ( f  oy)~ = l i m  7~tx :(") ~("h ( - - ' : ' y  , ~ y  : 

(ohne Flachheit yon ~); 
- die Basiswechselmorphismen 

Ei(g) : g* :"i(f, ~)--+ J'~(f', ~') 

sind Isomorphismen fiir jedes g in einer Umgebung von f- l(y) ftir i=0  (bzw. 
i=q,q-1) genau dann, wenn die Abbildung j-qfN~,j, ,y~T/(Xy, Nr) surjektiv ist 
[bzw. zusS_tzlich 3-q(f ~)~. frei ist]. Ist dariiber hinaus Yregul~ir oder J-q(X: Ny)= 0 
far groBe q, dann ist die Menge aller y, in denen die obige Behauptung erfiillt ist, in 
Y Zariski-offen; 

- die Mengen {ye Y; dim Tq(Xr, Ny) < n} 

sind in Y Zariski-offen. Ist T/(Xr, Ny)=0 ftir i>>0 und a l l e y  [z.B. falls 
i 5" (Xy, Nr ) -0 ] ,  dann ist die Funktion 

y ~ ( -  1) / dim T~(Xr, ~r) 

lokal konstant. 
Diese Aussage wurde fiir ~ = Cx in [13] gezeigt. Der Beweis dort sttitzt sich auf 

die Spaltung des Tangentenkomplexes eines kompakten Raumes in einer gewissen 
Kategorie topologischer Vektorr/iume [13, Satz 3.1]. (Der Tangentenkomplex bei 
Palamodov ist ein Komplex von Vektorriiumen, dessen Kohomologie gleich T" 
ist.) Auch die anderen Behauptungen yon [13, Theorems 4.4 u. 4.5] folgen direkt 
aus den Resultaten yon Abschn. 1 u. 2; 

sei entweder Y reduziert und _ 57- (Xr ,~)=0  fiir i>>0 und alle y oder Y eine 
Mannigfaltigkeit. Ist ftir ein q die Funktion y ~ d i m  T~(Xy, ~ )  konstant, so ist die 
Garbe ~-~(f ~) lokal frei und fiir jedes y gilt 

T ( X :  ~y) ftir i = q, q -  1. :'~(f, (¢),@((~/m~) ~_ 
~y 
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Entsprechend zu den Korollaren 3 und 4 gilt (ohne Flachheit von (f): 

Korollar 6. Eine analytische Erweiterung 

fiber Y ist bereits dann in einer Umeebung yon f -  l(y) trivial, wenn sie formal trivial 
ist, d.h. wenn die Erweiterungen 

O._r c~(n)._~. ,..,,C(n)._, ,,'C; ~ 

trivial sink 

Korollar 7. Es #ibt eine Zaht n = n(y, f#), so daft 

Im (Der¢,(C0xt f -  i(y), (flY- a(Y))--'Dere(Cxy, (fr)) 

= I m  (Der e ~°~((9G°~, (f~))~ Der¢((fix,, (fy)) 

ist. Die entsprechende Aussage gilt far die Modutn Ex analytischer Erweiterungen. 

Koroilar 8. Sei entweder Yeine Mannigfaltigkeit oder Yreduziert und 8)'i(Xr, f~r)=0 
j~r i>> O. Ist die Funktion y~Derc((f  x~, (fir) konstant, dann ist f,(~e¢~r((9 x, (f)) lokat 
frei und 

Der,~((gx[ f - ~(y), (f[ f - X(y))@(Cr/mr) ~ Der¢(Cgx/far). 
(gy 

A'hnliche Aussagen gelten fiir analytische Erweiterungen. 

4. Bemerkungen 

(4.1) Es sei (Xo,(gxo) ein kompakter, komplexer Raum und ~o,(fo koh~irente 
(gxo-MOduln. Sei 

Eo : 0--~ (fo---~ ~Fo --, ~-o --~ 0 

eine Erweiterung und [Eo]~ Ext~x (o~o, (fo) alas zugehOrige Element. 
Sei (S, So) ein analytischer Raumkeim. Unter einer Deformation yon [Eo] tiber 

(S, so) verstehen wit eine Deformation f : X ~ S  yon X o, ein Paar S-flacher, 
kohiJrenter (~x-Moduln ~ ,  (f zusammen mit Isomorphismen ~ o ~ O ,  (f~o~.(fo 
und ein Element [E]ESxg~,:(f;~, (f)~o, das (verm~ge der obigen Isomorphien) 
durch den Basiswechselmorphismus auf lEo] abgebildet werde. Man identifiziert 
auf kanonische Weise Deformationen yon [Eo]. Sei D(S) die Menge der 
Isomorphieklassen. Ein Morphismus T-~S induziert eine Abbildung D(S)~D(T). 
Man erh~itt so einen Funktor, der die Schlessinger-Bedingungen erftillt. Eine 
Extension [Eo] besitzt stets eine verselle Deformation. Die Existenz einer 
vollst~indigen Deformation zeigt man mit denselben Methoden wie [3, Theoreme 
8.5 u. 8.6]: 

Es induziert das Element E o eine Abbildung X o [ ~ o ] ~ X o  [Jfo] der trivialen 
Erweiterungen des Raumes X o durch -~o bzw. ~'~o. Sei Yo=Xo[ffo] und 
Z o --- Xo[gffo]. Seien ferner Xo--' Yo und X,--,Zo die kanonischen Injektionen, sowie 
Yo~Xo und Z o ~ X  o die kanonischen Projektionen. Unter einer Deformation des 
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Diagramms 

"-U 
tiber einem Raumkeim (S, so) versteht man ein kommutatives Diagramm 

d: X X 

2/ 
S 

derart, dab alle Abbildungen nach S flach und eigentlich sind, die Abbildung 
X ~ X  die Identit~it ist und der Basiswechsel (bis auf Isomorphie) das Diagramm d o 
liefert, l~ian zeigt zuerst die Existenz eines vollstiindigen Objektes. Unter diesen 
Objekten sind die Diagramme yon der Form 

durch J ]  = 0, J ~  = 0 gekennzeichnet, wenn J1 und J2 die zu X gehtirigen Ideale in 
O r bzw. (9 z bezeichnen. Es folgt die Existenz eines vollst~indigen Objektes fiir 
Deformationen der spezielleren Form. Aus Flachheitsgrtinden und mit dem 
Lemma yon Nakayama folgt, dab Erweiterungen 

E : 0 - ~ N - * J g - ~ - ~ 0  

die Deformationen yon [Eo] induzieren, genau den Diagrammen d entsprechen. 
Aus der Existenz einer vollst~indigen Deformation yon leo] folgt mit [3, Theorem 
8.1] die Existenz einer versellen Deformation. 

(4.2) Ist X ein komplexer Raum endlicher Dimension und sind ~ und 
•x-Moduln, dann sind die globalen Invarianten Tor~X(~, ~) als H -  IRF(~- Q_ ~) 
definiert [9]. Ffir eine Abbildung f : X ~  Y komplexer R~iume endlicher Dimension 
bezeichnet man mit ~-~fx(f; ~,, (~) die durch die Pr~igarbe V~-~Tor~X(f - I(V); ~, ~) 
induzierte Garbe auf Y. Es gilt Cx . ~ -~ ~a-~, ( f ,~ ,c~)= R f,(~__~,,~). 
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Satz 4. Sei f :X ~ Y eine eigentliche flache Abbildung komplexer Riiume und ~, 
kohiJrente Ox-Moduln , flach iiber E Dann gibt es lokal auf Y einen nach rechts 
beschriinkten Komplex ~" endlicher freier Or-Moduln, so daft j~r jeden 
Basiswechsel g : Y'-* Y gilt : 

J '~ , , ' ( f '  ; o~', (~') ~ ~ -  i(9,(5~.)) 

~ r  alle i. 
Nach Definition yon .~-®~x~ folgt, dab Satz 4 im wesentlichen ein spezieller 

Fall eines Satzes fiber Bildgarben yon nach rechts beschr~inkten Komplexen mit 
koh/irenter Kohomologie ist, deren Komponenten ¥-flach sind. Es fotgt n~imlich 
die Existenz yon Komplexen (,~2~', die die gewfinschten Isomorphismen ffir i___ n 
liefern. Es sei jedoch einiges gesagt fiber die Berechnung der globaten Tor- 
Invarianten koh~irenter Garben und ein Beweis yon Satz 4 ohne Benutzung der 
abgeleiteten Kategorie gegeben. 

Es seien nun o~- und fq wie oben gegeben oder Komplexe wie in Abschn. 0. Sei 
nun H eine offene, steinsche Uberdeckung von X, so daB ~11I eine Aufl~Ssung 5¢" 
dutch freie simpliziale Systeme bzgl. 11 besitzt. Sei CP'~= CP(~q®(f#III)). Es wird 
dies durch das Cech-Differential und das Differential yon 5e' zu einem 
Doppelkomplex, und es sei C'= C'(~',  ~) der zugeh5rige Einfachkomplex. Die 
Kohomologie h~ingt nicht vonder Wahl von £0' ab, denn zwei solche Aufl5sungen 
sind homotop, sie werde mit Tor. (11; ~, fq) bezeichnet. Ist ~" eine quasi freie 
AuflSsung von ~lt[,  dann gibt es einen Morphismus £,e'--,~" von AuflSsungen 
yon frill, der einen Morphismus der zugehSrigen Doppelkomplexe induziert. Die 
Abbildung der Spektralsequenzen ist auf dem zweiten Niveau ein Isomorphismus ; 
beide EP'q-Terme sind zu H~'(X, JY-~E~(,~-, ~)) isomorph, so dab man Yor. (lI; ~ ,  f#) 
auch mit quasi freien Aufl6sungen berechnen kann. Ist nun ~ eine Verfeinerung 
yon 11, so ist ~'1~3 noch quasi freie Aufl6sung yon f f l~ .  Mit einem ~ihnlichen 
Spektralsequenzargument folgt, dab die Tor~(ll ; ~  f¢)~ Torq(~ ; ~ fg) 
Isomorphismen sind. Also erhiilt man auf diese Weise ohne Benutzung der 
abgeleiteten Kategorie globale Tor-Invarianten. Da ~"  eine flache Aufl6sung von 

darstellt, folgt mit einem Spektralsequenzargument, dab dieses die bekannten 
Objekte sind. Die Tor.~x(~, ~) sind funktoriell in ~ und f# und f'tir kurze exakte 
Sequenzen erh~ilt man zugeh6rige lange exakte Sequenzen. Im allgemeinen sind 
endtich viele ,,negative" Tor~*(~ -, f#) yon null verschieden aufgrund des kontrava- 
rianten Anteils der Globalisierung. Wie gesagt hat man eine Spektralsequenz 
E~.~= HP(X, ~-~ (~ , ,  fg)), die gegen Tor *x_~_~(~, if) konvergiert. Insbesondere sind 
die Tor~X(o ~, if) endlich dimensional, wenn X kompakt ist. 

Sei nun f : X + Y  zusgtzlich eine Abbildung komplexer R~iume endlicher 
Dimension und R eine offene, steinsche Oberdeckung yon X zusammen mit einer 
freien (oder quasi freien) Aufl6sung 5¢" von ~'llI. Dann wird durch ~'(V) 
= C'(£~'[lI~f- ~(V), ~) ein Komplex cg. = ~'(L~', ~) von (gr-Moduln definiert. Es 
ist 

jto- ,(cg.) = y-~, ,(f ;  ~ fg), 

undes gibt eine Spektralsequenz mit 

E~,~ = R,T,(~A%(~, ~)) ,  
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die gegen 3-~_~_q(f; ~,  fg) konvergiert. Ist f eigentlich, so folgt, daB die Garben 
~'-o~'~(f; ~,, if) koh~irent sind. Der Komplex cg. ist nach rechts beschr~inkt, hat 
koNirente Kohomologie und seine Komponenten sind azyklisch bzgl. oftener 
steinscher Mengen. Also gibt es einen Komplex ~" mit einem Quasi- 
isomorphismus # '~¢g' .  Man zeigt, dab dieser Satz 4 geniigt. 

Aus Satz 4 erh~ilt man Folgerungen wie ftir Bildgarben oder relative Ext- 
Garben. Ist etwa Tor~X,(~, f ly)=0 ftir i>>0 und alle y, so ist die Funktion 

Y---' Z ( -  1)~T°r~ ~" (~',, fgy) 
i 

lokal konstant auf Y Wir geben eine Folgerung daraus an: Ist Z eine kompakte, 
komplexe Mannigfaltigkeit und sind ~/, .A/" koh~irente (Px-Moduln, dann definiert 
man die Zahl 

d [ - X  = Z ( -  1)'X(~"°*f z(~/', X))"  

Ist ~¢[ = C z/ J = (g A und Jg" = (g z/ j = 8 B mit dim A + dim B = dim Z, d i m A ~ B = 0 ,  
dannis t  ~k'. J¢" der Grad des Nutl-Zykels A.B. 

Korollar 9. S e i f  auflerdem re#uli~r, dann ist die Funktion y~- ,~ ,  c~ r lokal konstant. 

Der Beweis folgt aus der Invarianz der Euler-Poincar6-Charakteristik der 
Spektralsequenz 

2 - -  ~ ' ~ y '  ~ "  - q  ~ Y~ ° ' Y I !  

die gegen Tor~y4_p(~r, ~ )  konvergiert. 

(4.3) Mit den Methoden aus Abschn. 1 kann man noch beweisen: 

Satz 5. Sei f :X- ,  Y eine flache, eigentliche Abbildun9 noetherscher Schemata und 
,~, ~ kohdrente Cx-Modutn, flach iiber Y. Dann 9ilt die entsprechende Aussage 
yon Satz 1. 

Ebenso lassen sich die anderen Ergebnisse auf den algebraischen Fall iiber- 
tragen (ftir Satz 2(ii) im algebraischen Fall vgl. auch [12, Satz 4.2]). 

Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit finclet sich in C. B~inic~i et M. Putinar, 
Alg6bre homologique globale pour une D6formation, Preprint series in 
Mathematics, No. 31, Juni 1979, Increst, Bucuresti. 

Zusatz bei der Korrektur. Mit Hilfe yon Satz 1 folgt die Existenz einer versellen Deformation ffir 
Erweiterungen beliebigen Grades aus J. Bingener: Darstellbarkeitskriterien Rir analytische Funktoren, 
preprint, Satz (8.1). 
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