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Die globalen Ext-Gruppen kohirenter Garben oder gewisser Komplexe von
Garben auf komplexen Riumen sind in verschiedenen Situationen von Interesse,
etwa bei Deformationen kompakter komplexer Rdume [2,3,7,13,15] und kohi-
renter Moduln [17] sowie fiir Vektorblindel vom Rang zwei auf komplexen
Mannigfaltigkeiten (z. B. [14]).

Ist (X, Ox,) ein kompakter komplexer Raum and #,, %, kohérente Oy -
Moduln, so sind die Ext, (#,,%,) endlich dimensionale Vektorrdume. In dieser
Arbeit betrachten wir die Variation dieser Invarianten in Deformationen komple-
xer Rdume in Analogie zur Variation der Kohomologie ([6,8] vgl. auch [1]). Sei
f:X—Y eine eigentliche Abbildung komplexer Rdume und #,% kohdrente 0,-~
Moduln; dann sind bekanntlich die relativen Ext-Garben &z¢}_(f; #,%) kohi-
rente Oy-Moduln. Unter Flachheitsvoraussetzungen konstruieren wir in Abschn. 1
zur Berechnung der relativen Ext-Garben lokal auf den Basisriumen Komplexe
endlicher freier Moduln, die mit beliebigen Basiswechseln vertréglich sind (Satz 1).

In Abschn, 2 iibertragen wir zunichst (Satz 2) den Vergleichssatz und den Satz
itber Basiswechsel von Bildgarben auf relative Ext-Garben (punktuelle Aussagen
lassen sich im allgemeinen #hnlich wie fiir Bildgarben zeigen, fiir die lokale
Aussage aus Satz 2 bendtigen wir jedoch Satz 1). Dann zeigen wir (Satz 3) mit
Hilfe von Satz 1, daB3 die Funktionen y—dimExt§ (#,,%,) Zariski-halbstetig

sind, daB die Euler-Poincaré-Charakteristik Y| (—1)dim Ext§, (#,,%,) lokal kon-

stant auf Y ist [falls Ext} (#,9,)=0 fir grqoBe q] und eine zum Grauertschen
Stetigkeitssatz analoge Aussage.

Die obigen Ergebnisse werden auch fiir gewisse Komplexe von Moduln
beweisen.

In Abschn.3 verallgemeinern wir zuerst Aussagen, die fiir lokal freie Garben
bekannt sind, auf Y-flache ®,-Moduln. Ferner erhalten wir Folgerungen iiber die
Variation der globalen Tangentialkohomologiegruppen T* in einer Deformation.

*  Der erstgenannte Verfasser dankt der Alexander von Humboldt-Stiftung fiir das gewéhrte Stipen-
dium
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Diese Invarianten wurden in [ 13] eingefiihrt ; wir benutzen aber die Charakterisie-
rung der T" als Ext-Invarianten nach [2, 3]. Einige dieser Folgerungen finden sich
in [13, Satz 4.4 und Korollare]. (Der Beweis in [13] benutzt die Spaltung des
Tangentenkomplexes, Satz 3.1.)

Im letzten Abschnitt werden die Existenz einer versellen Deformation fiir
Extensionen gezeigt und analoge Ergebnisse fir relative Tor-Moduln beweisen.

Das Interesse fiir die Variation von Ext-Gruppen entstammt einer Diskus-

sion des erstgenannten Verfassers mit G. Trautmann.

0. Vorbereitungen

(0.1) Es sei (X, Cy) ein komplexer Raum oder auch allgemein ein geringter Raum
und U={U,;},; eine offene Uberdeckung Es bezeichne 4 den Nerv der Uber-
deckung U. Falls a={i,,...,i,}€A, schreiben wir U,=U;N. ~-NU;, und @,
=0,|U,. Unter einem s1mpllzlalen System von Garben bzgl 1I versteht man nach
[18] eine Familie ¥ ={%,},.,, wobei diec &, 0,-Moduln sind, zusammen mit
einer Familie ¢ = {04, }ac4 vonVerbindungs—Morphismen Qpy L Uy £y, s0 dafl
fir acfpcy gilt g,5(04lU,)=0,,,» und g,=id fir alle a. Ein Morphismus
¢ ¥ - L solcher Systeme besteht aus einer Familie {¢,} von Morphismen
¢, L' -, die mit den Verbindungs-Morphismen vertriglich sind. Man be-
kommt so eine abelsche Kategorie. Es heilit % quasi frei (d. h. frei im Sinne von
[4]), wenn die &, endliche freie ¢,-Moduln sind. Ist % ein Simplex und 7 ein
beliebiger @, -Modul, dann deﬁmert 7,, nach [4] ein s1mphzlales System 7,
durch (J e =T 0o U, falls oy Cound (J ) =0 sonst. Ist & ein beliebiges snnplma-
les System von Garben, so ist die Abbildung

Hom(7,,, #)-Hom,, T Zar)s 90y

bijektiv. Nach [2-4, 13] heift eine direkte Summe L[ 7,, wo alle 7 endliche freie

0,-Moduln sind, frei. Sei & ein Ox-Modul, dann wird durch &, =%|U, und
0,5 =1d ein simpliziales System von Garben definiert, das wir mit & |U bezeichnen.

(0.2) Sei nun (X,0,) ein komplexer Raum endlicher Dimension. Ist # ein
kohdrenter @y-Modul und U hinreichend fein, dann gibt es nach [4] eine
Aufldsung ¥ —Z |U-0 durch freie simpliziale Systeme #*.Sei nun U auBerdem
steinsch und lokal endlich. Dann hat man nach [2] und [3] bemerkenswerte
Isomorphien

Ext] (#,9)xHYHom(Z",%|U)),

wo ¥ einen kohirenten ¢y-Modul bezeichnet. Die Isomorphismen sind funktoriell
in 4. Eine analoge Aussage gilt fiir nach rechts beschrinkte Komplexe & mit
kohirenter Kohomologie, die eine solche Auflosung # besitzen.

Wir geben kurz das Argument von [2] an: Es sei 4 ein simpliziales System
bzgl. U und xeX. Die 7, fir Simplices « mit xe U, bilden zusammen mit den
Morphismen Qpax 17, —>J,, » aCf ein gerichtetes System Weil U lokal endlich
ist, erhdlt man eine Garbe 7 auf X mit den Halmen 7, =limJ, .. Eine Basis der
Topologie von . (als espace étalé) wird folgendermaBen gegeben fiir jede offene
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Menge UCU, und ceI'(U, Z,) betrachtet man die Menge (6,),., Wo 6, das Bild
von g, in lim7, _ ist. Sind die 7, kohérent, so ist i.a. die Garbe J nicht kohérent,
sondern sie hat nur noethersche Halme. Die Zuordnung 7 +—7 ist funktoriell und
exakt. Man bemerkt, dafl @,-Moduln & stets auf natiirliche Weise mit m
identifiziert werden konnen. Fiir jeden ¢y-Modul # und jedes simpliziale System
7 folgt unmittelbar aus der Definition von 4 eine kanonische Bijektion

Hom(7, £ |W)SHom, (7, 5). (1)

Wir betrachten eine injektive Auflosung 0—-%— und den Doppelkomplex
Hom(¥", #'|U). Die beiden zugehdrigen Spektralsequenzen degenerieren [fiir die
eine benutzt man (1), fiir die andere die Tatsache, da} die #7 frei sind]. Daraus
folgt die Behauptung.

(0.3) Sei f:X—Y eine Abbildung komplexer Rdume (oder allgemeiner geringter
Riume) und £#,% zwei Oy-Moduln. Bekanntlich kann man relative Ext-Garben
Szty (f; F,%) aul Y definieren. Es wird &z¢ (f; #,%) durch die Prigarbe
Ext} (f~'(V); #,%) fiir offene Teilmengen VC Y (mit den kanonischen Restriktio-
nen) definiert. Fiir g=0 ist diese Prigarbe schon eine Garbe, die mit
Homy (f; F,%) bezeichnet wird. Es ist leicht zu zeigen, daB die &=¢,, (f; #, —) die
Ableitung des Funktors Hom, (f; #, ) darstellen. Offensichtlich sind diese
Invarianten auch im Argument # od-Funktoren. Ist & lokal frei, dann ist
zti (fs F,G)=Rf (Howmy (F,9)). Wegen f(Homy (F,—))=Homo ([} F,—)
gibt es eine Spektralsequenz mit

E%=RPf (6L} (7. D)),

die gegen &z, (f; F,%) konvergiert. Die Gleichheit von Hom, (#, —) und
(Y, Aoy (f; F, —)) liefert eine Spektralsequenz mit EY?=H"(Y, 8=(§ (f; F,9)),
die gegen Ext, (#,%) konvergiert.

Es sei h: Z—X ein Morphismus geringter Riume. Die Halme der Strukturgar-
ben von Z und X seien noethersch. Ferner seien & und 4 0,-Moduln, & lokal
endlich darstellbar. Wir setzen voraus, daf

Torl, , (FuepU5)=0 fiir i>0 und zeZ. 2)
Dann konstruieren wir natlirliche Basiswechsel-Morphismen

Ext] (#,9)—Ext], (h*F, h*9). 3
Weil die durch k induzierte Abbildung (Z, h™ }(0y))— (X, Oy) geringter Raume flach
ist, bekommt man leicht kanonische Morphismen

Ext§ (#,9)—Extl. puh~ ‘7. hm'%)

(vgl. [&], Chap. Oy, Sect.12.3.4).

Die kanonische h~(0y)-lineare Abbildung h™'@—h*@ liefert Morphismen
Extd o (h~ ' F, h™ ' G) - Exti_ g, (h ™' F,h*%), die wir mit den obigen Morphis-
men komponieren zu Extgx(.ﬁ \ @)—aExt?‘_iwx)(h” L # h*%), Seien nun 4 und £
injektive Auflosungen von h*% aufgefaBt als @,- bzw. h™ }(0x)-Modul. Dann gibt es
eine, bis auf Homotopie eindeutig bestimmte, h~*(0)-lineare Abbildung 4 — ¢
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von Aufldsungen von h*%. Diese induziert I'(h™10,)-lineare Abbildungen

Hom,, (h*#, 5 )= Hom,_ ,(h "' F, F)»Hom, 1 (h "' F, #) (4)
und damit
Ext} (h*F, h*G)—Extl- (b~ ' F,h*%). 5)

Wir zeigen, daB die letzteren Abbildungen Isomorphismen sind, womit die
gewlinschten Morphismen (3) konstruiert wiren. Analog zu (4) hat man

Homy (W*F, IV Aoy 1 (0 F, F) 6)
und die dadurch induzierten h™ !(0y)-linearen Abbildungen
Bty (W*F  h*G) >ty (o, (h ™ F h*%). (N

Wir werden zeigen, daB die Abbildungen (7) Isomorphismen sind. Da die obigen
Hom-Garben welk sind, folgt daraus, dal auch die Abbildungen (5) Isomorphis-
men sind. Um die Isomorphie von (7) zu zeigen, geniigt es, (weil hier die Halme der
Ext-Garben die Ext-Moduln der Halme sind), fiir alle ze Z

EXt@z ('/h(z) ® (OZ z’gh(z) ® (9Z z)

Ox,h(z) 0x h(z)

—Extd h(x)(%,(z),%h(z) &® 0, )

Ox . hz)

zu betrachten. Diese sind jedoch Isomorphismen, wic man leicht mit Hilfe einer
freien Oy ,.,-Aulldsung von %, zeigt unter Benutzung von (2).
Es sei jetzt

XX

f'l lf (*)

Y——7Y
ein kommutatives Diagramm geringter Rdume mit noetherschen Halmen und
F,9 0y-Moduln, # lokal endlich darstellbar. Es sei wiederum
yiyp Ox =0 fir i>0,x'eX’. (%%)
Seien #'=¢g'*#F und @’zg’*{ﬁ. Fiir jede offene Teilmenge VY liefert die obige
Konstruktion Morphismen

Ext (fT1(V); F,9)-Extf ([ 'g 7' (V); #,9).

Diese sind vertriglich mit Inklusionen offener Teilmengen von Y und liefern also
Oy -lineare Basiswechsel-Morphismen

g* 8=ty \f; F, %) > 8244 (I, F,9).
Ox

Diese haben alle Eigenschaften, die man erwartet.
Wir diskutieren nun, wann (x=) erfiillt ist. Ist (+) ein kartesisches Diagramm
noetherscher Schemata und f flach sowie # ein kohirenter ¢,-Modul, der Y-flach

Torox e )(
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ist, so ist stets (+*) erfiillt, da Oy, .. —(OXx@(DY yowenn x'eX', x=g'(x), y'=f"(x)

und y=f(x). Die Basiswechsel- Morphlsmen wurden in diesem Fall auch in [12]
definiert, falls zustzlich X reguldr ist (und also & eine Auflosung durch lokal freie
endliche @y-Moduln besitzt). Sei nun () ein kartesisches Diagramm komplexer
Réaume, sei f flach und & ein kohirenter @ -Modul, flach iiber Y. Dann ist (x#)
ebenfalls erfiillt. Falls g nimlich eine Einbettung ist oder ein flacher Morphismus,
folgt (x#) unmittelbar. Ein beliebiger Morphismus 148t sich {iber den Graphen
faktorisieren.

Fiir noethersche Schemata und komplexe Rdume lassen sich Basiswechsel-
Morphismen (wenn zusitzlich % kohirent ist) auch mit Hilfe von Auflosungen
durch freie simpliziale Systeme konstruieren {vgl. Abschn. 1).

(0.4) Lemma. Sei X ein komplexer Raum und % ein nach rechts beschrinkter
Komplex von Oy-Moduln mit kohdrenter Kohomologie. Fiir alle steinschen K ompak-
ta K C X gelte HY(K, #9) =0 fiir alle g und alle p>0. Dann gibt es einen nach rechts
beschrinkten Komplex & freier simplizialer Systeme bzgl. W zusammen mit einem
Quasiisomorphismus ¥ — F | .

In [5] wird eine solche Aussage bewiesen ohne die Voraussetzung, daB die
einzelnen 7 azyklisch sind (bzgl. steinscher Kompakta), jedoch nur die Existenz
einer quasi freien Auflosung gezeigt. Im Induktionsbeweis wird die Uberdeckung
von X verfeinert, d.h. der zugehérige simpliziale Komplex vergroBert; hierbei
gehen freie simpliziale Systeme in quasi freie tiber. Wir skizzieren deshalb den
Beweis:

Sei R eine Uberdeckung von X durch steinsche Kompakta, die eine offene
steinsche Uberdeckung 1 von X als Schrumpfung zulasse. Es gentigt, die Existenz
eines solchen Komplexes % von simplizialen Systemen bzgl. & zu zeigen.

Bezeichnen wir mit & und & die Zykel bzw. Rinder von # . Da die #1 bzgl.
steinscher Kompakta azyklisch sind und die Kohomologie von %~ kohiirent ist,
folgt fiir beliebige steinsche Kompakta K CX, daBl HY(K, #%) =0 und HXK, Z%)=0
fiir alle p und alle ¢>0.

Fiir groBe ¢ setzen wir #?=0. Wir nehmen an, dafl wir einen Komplex
.m0 #15 F1 1 | konstruiert haben mit einem g-Quasiisomorphismus
nach #|K. Wir konstruieren ein freies simpliziales System %4~ ! zusammen mit
Morphismen nach %% und #9', so daB sich ein (g- 1)-Quasiisomorphismus
ergibt.

Sei o ein fester Simplex. Es gibt einen endlichen freien ¢,-Modul 247!
zusammen mit Morphismen nach %7 und %2~ *, so daB} das Diagramm

b 0 —— P! > 1 LA s
e FUL L F s F Fart

einen (g— 1)-Quasiisomorphismus beschreibt. Es wird 247! genau wie in [8,
Chap.Oy,, 11.9] konstruiert, nur mul man beachten, daB die auftretenden
Obstruktionen in H(K,, #*~ ') und H'(K,, Z*"") liegen. Das simpliziale System
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£ '=1](22" ") mit den induzierten Abbildungen nach #% und #77!|K geniigt
der Behauptung.

(0.5) Lemma. Sei A— B ein lokaler Morphismus noetherscher lokaler Ringe und
FSF5F" ein Komplex endlich erzeugter B-Moduln, die A-flach sind. Sei
Fim, F>F/m,F>F'/m,F" exakt. Dann ist auch fiir jeden A-Modul E die
Sequenz

FQE-FXE->F (QE
A A 4

exakt.

Fiir den Fall, daB A— B die Lokalisierung eines Morphismus 4’'— B’ von
Algebren ist, wo B’ eine endlich erzeugte A'-Algebra ist, findet sich das Resultat in
[8, Chap.1V, Sect.12.3]. Wir benotigen dieses Lemma jedoch fiir analytische
Algebren. Ein Beweis ergibt sich sofort aus der folgenden Tatsache:

Sei M— N ein Morphismus endlich erzeugter B-Moduin und N A-flach. Dann
ist der induzierte Morphismus M/m M—-N/m N genau dann injektiv, wenn
M- N injektiv ist und der zugehdrige Kokern A-flach ist. (Diese Tatsache wurde
in [8, Chap.IV, Sect.3, FuBlnote auf S.118] angegeben und folgt aus dem
Flachheitskriterium von Bourbaki-Grothendieck und dem Lemma von Nakaya-
ma).

Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt, daBl (Imw)/m (Imv)—F"/m F”
injektiv ist, so daB} nach der obigen Tatsache cokerv ein A-flacher Modul ist. Also
sind Imv und Kerv A-flach, Aus der Voraussetzung folgert man, daB die Inklusion
ImuCKerv modulo m, surjektiv ist, also Imu=Kerv; insbesondere ist Imu A-
flach. Daraus folgt unmitteibar die Behauptung.

Folgerung. Sei A— B ein flacher, lokaler Morphismus noetherscher lokaler Ringe
und F, G endlich erzeugte B-Moduln A-flach. Sei Ext}, (F/m,F,G/m G)=0 fir
ein ¢. Dann ist Ext} (F ,G @E) =0 fur jeden A-Modul E.

A

Zum Beweis betrachtet man eine Auflosung L'—F—0 mit endlichen freien
B-Moduln und wendet das Lemma auf den Komplex Homg(L', G) an der Stelle
g an.

1. Konstruktion eines universellen Komplexes auf der Basis

(1.1) Im folgenden sei stets

x-x

Y——Y
g

ein kartesisches Diagramm komplexer Rdume und #,% seien Ox-Moduln. Es
seien F'=g'*F und ¥'=g*%. Fiir yeY sei X die Faser von f und die Oy -

Moduln &, und %, seien die analytischen Fasern von # und 4. Mit X?"
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bezeichnen wir die n-te analytische Faser, d.h. den Raum (f ~'(y), Ox/m}" ' Oy),
und es seien #, 4 die Oy,,-Moduln #/m}* ' F, g/mi 1.

(1.2) Satz 1. Sei /:X—Y eine flache eigentliche Abbildung komplexer Rdume und
F,9 kohirente Oy~-Moduln, flach iiber Y.

() Sei &x4% ( »9,)=0 fiir alle q 2 q, und ye Y. Dann existiert lokal auf Y ein
nach rechts beschrankter Komplex @ von endlichen freien Oy-Moduln mit der
folgenden Eigenschaft : Fiir jeden Basiswechsel g:Y'—Y gibt es Isomorphismen

Extd ([ F'G)=Hg*P), qel.
Diese sind funktoriell in g und bilden einen Isomorphismus von o-Funktoren in 4.

(i) Sei Y eine Mannigfaltigkeit und n, vorgegeben. Dann gibt es lokal auf Y
Komplexe "% mit den Eigenschaften wie in (i) fiirr g<n,.

Beweis. Da die Aussage bzgl. Y lokal ist, kdnnen wir Y als steinsch annehmen. Sei
Ul eine lokal endliche, offene, steinsche Uberdeckung von X zusammen mit einer
freien Aufldsung % von Z[U wie in (0.2). Fiir jede offene Teilmenge VCY
betrachten wir den Komplex

% (V)=Hom(Z|f~{(V)nW I/~ (V)nN) .

Durch Vi—%'(V) erhidlt man einen Komplex ¢ von 0y-Moduln mit ¢%=0 fiir

g<0. Im Unterschied zur Konstruktion bei Bildgarben ist der Komplex ¢ nicht

mehr nach rechts beschrinkt. In natiirlicher Weise ist € ein Komplex von

0y-Fréchet-Moduin. Der Komplex € =%'(%, %) ist funktoriell und exakt in #. Ist

M ein kohirenter ¢y-Modul, so folgt aus der Definition, daB ¢ (ﬁf’,{ﬁ &R f* f/)
Ox

€&, %)g@%/ ist. tFiir jedes aeAd und VCY steinsch und klein ist
F(f"(V)m(;a,g@f*(,/fl));g(f'1(V)mUa)0@)Jl(V), wie man mit einer Dar-
stellung von 4 einsieht.] Aus diesen beiden Tatsachen folgt, dafl die Komponen-
ten von ¢  Oy-flach sind. (Ist # eine kohdrente Idealgarbe auf Y, dann ist

4 g@ f*F -9 injektiv.) Ist VCY steinsch, so ist Hnf ™ (V) eine steinsche Uber-
X

deckung und nach (0.2) ist HY% (V)=Ext? (f~'(V): #,9), so daB 3&”‘?{%’)
x&xld (f; #,%). Aus der Spektralsequenz R‘*f*&aégx(a* G=8245 ([ F.9)
folgt die Kohirenz der relativen Extensionsgarben.

Sei g: Y'— Y ein Basiswechsel. Bezeichnen wir mit U die offene Uberdeckung
g "YW von X'. Dann ist &’ =g’ *¢ eine freie Aufldsung von #’ bzgl. I, denn es
war f flach und & Y-flach. Mit Hilfe von %" konstruiert man entsprechend den
Komplex %' =%'(%'",%). Weil fir jede steinsche, offene Menge V'CY’ die
Uberdeckung W f'~ (V") steinsch ist, folgt #' (6" V=&t (f;F',9). Um &
und ¢’ zu vergleichen, braucht man ein topologisches Urbild von %". Man kann

zu Oy-Fréchet-Moduln Z das topologische Urbild & ® Y’ definieren als die durch
¥

V' g Y)®(9(V") induzierte Garbe, wo das Tensorprodukt im Sinne von [10]
oY)
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gebildet wird. (Es war Y als steinsch vorausgesetzt worden.} Wir werden fiir unsere
Zwecke direkt jedoch nur mit dem gewdhnlichen Tensorprodukt (X) arbeiten.

[
(Dies scheint auch erforderlich zu sein, da auftretende Abbildingszylinder nicht
nach rechts beschrinkt sind.)

Sei Y'—» ¥ x Y% Y die Faktorisierung iiber den Graphen. Zunéchst wird
P&Y auf YxY durch die Prigarben ¥ x V'e=@(V)X) (V') definiert. Wir
¢

bezeichnen mit & @ Y das gewohnliche Urbild i*(2 & Y’). Wir zeigen, daB in dieser
&

Notation% " und ¢ ® Y kanonisch isomorph sind. Fiir jeden Simplex o hat man

Y
den Kiinneth-Isomorphismus
(U~ f V)X V9RO IU,Af V), 9RO .
¢

Aus den Definitionen folgt somit leicht, daB " ® Y’ kanonisch isomorph ist zu
EWrL, p*%), wo p':X x Y- X die kanonische Projektion bezeichnet. Es
folgt nun einfach, daB fiir den Basiswechsel i, der eine Einbettung ist, i*(¢ (p*.¥¢",
PrEGN=E" gilt.

Zum Beweis von (i). Wir konstruieren zundchst 2°: Nach der asymptotischen
Voraussetzung folgt mit (0.5), daB &z¢§ (#,9)=0 fiir g=4q,, so daB mit der
Spektralsequenz aus (0.3) folgt, daf} fir ein ¢, gilt Sa/? (f; F,%)=0, g=q,.
Insbesondere ist # Y% )=0 fiir = q,. Sei ye Y vorgegeben. Wie in [8, Chap. Oy,
11.9] konstruiert man einfach induktiv von rechts nach links einen nach rechts
beschrinkten Komplex & auf einer steinschen Umgebung V von y aus endlichen
freien ¢,-Moduln zusammen mit einem Quasiisomorphismus #' - €'V, Sei ohne
Einschrinkung # -»% auf Y definiert. Zu zeigen ist, daB die durch einen

Basiswechsel g:Y'—Y induzierte Abbildung 9"®Y’—>f£'® Y ein Quasi-
isomorphismus ist, denn % ® Y=g*? und & ® Y =% Der Beweis geht

folgendermaBen: Zunéchst smd die Komponenten des Abbildungszylinders %~
von # —¥ kohomologisch trivial auf steinschen Mengen V C Y’, denn es handelt
sich um direkte Summen nullter Bildgarben von der Form
SNV JLZIU,Af~ Y (V). Weil Y endlich dimensional ist, sind also die
Zykeln & von %~ kohomologisch triviale Garben, so dafl man exakte Sequenzen

0—Z(V)—> A (V)> 2T (V)—0
von Fréchet-Riumen hat. Durch Anwendung von ®C(0(V’) erhdlt man, dafl
24 ® Y% @ Y’ ein Quasiisomorphismus ist. Nach Definition von ® Y’ bleibt

Y
es zu zeigen, dafl man hieraus durch Anwenden des gewOhnlichen Urbildes i*
einen Quasiisomorphismus erhélt. Weil die asymptotische Voraussetzung in (1)
nach dem Basiswechsel p erhalten bleibt, ist der Beweis gefiihrt, wenn man
folgendes zeigen kann: Ist Y’ ein Unterraum von Y, so ist die Abbildung
2 (X) Oy~ % (X) 0y. ein Quasiisomorphismus. Wir zeigen allgemeiner, daB fiir auf
Oy Oy
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offenen Teilmengen von Y definierte kohdrente Moduln 4 stets der induzierte
Morphismus m: 2" (X) #—€ (X).# ein Quasiisomorphismus ist.
Oy Oy

Weil € X)) A =% (f',fﬁ@f*ﬂ) ist, folgt zunichst
Oy Ox

f(‘vf@//) gtfxl@(f;?,?@f*//l).
(2% Ox

Wir zeigen durch absteigende Induktion nach g, dafi #(m) ¢in Isomorphismus ist.
Aus der asymptotischen Voraussetzung, mit (0.5) und einem Spektralsequenz-
argument folgt die Existenz einer Zahl g,, so daf fiir jeden kohdrenten @y-Modul 4

gilt &=4% ( 79X ) *///) =0fiir g 2 q,, so daB die obige Behauptung fiir groBe g
Ox

gilt. Der Induktionsschritt g+ 1—g geht so: Wir mochten zeigen, dall die

Abbildung #* (9’ @./i{) - (‘6 X J/l) ein Isomorphismus ist. Da dieses eine
Oy Oy

lokale Aussage ist, konnen wir annehmen, da es eine exakte Sequenz
0— AN =0y — M —0 gibt. Man bekommt damit ein exaktes, kommutatives Dia-
gramm

0o P RN —— P RO — P QM — 0
Oy Oy Oy

l | |

0 RN —— TR O, — € R M —0.
Oy Oy Oy

(Hier geht die Y-Flachheit von % ein.) Aus dem Diagram der langen exakten
Kohomologiesequenz folgt mit dem Fiinfer-Lemma aus der Induktionsvoraus-
setzung die Behauptung.

Zum Beweis von (ii). Wir definieren #9=0 fiir ¢>ny+dimY=n,. Da die
H (€)= Exty (f;#, %) kohiirent sind, hat man in einer Umgebung V eines
Punktes y,eY eine Surjektion O}, —#"(€")|V.

Nach Verkleinerung von V kann man diese Surjektion tiber Z"(@ )V
faktorisieren. Wir setzen #"'=(}, und nehmen dic Komposition dieser
Faktorisierung mit der Inklusion Z"(%")|V —€"'|V. Die restlichen *? werden wie
in [8, Chap. Oy, 11.9] konstruiert. (Die Umgebungen V werden nur fiir g20
verkleinert, danach betrachtet man eine kompakte steinsche Umgebung} Man
bekommt so einen Komplex ™% zusammen mit einem Morphismus nach €, der
fir alle g<n, einen Isomorphismus in der Kohomologie induziert. Ohne
Einschrinkung sei ®92" auf Y definiert. Durch Induktion nach der kohomologi-
schen Dimension zeigt man mit dem Fiinfer-Lemma, dhnlich wie am Schluf3 des

Beweises von (i), daB die Abbildungen s#* (‘"“.@‘@ﬂ)—»%q (%@.ﬂ) fiir alle
Oy Oy

kohdrenten @,-Moduln .# und alle g=n,—dh.#, insbesondere fiir g<n,
Isomorphismen sind. Wir zeigen die Behauptung des Satzes. Sei g:Y'—Y ein
Basiswechsel. Da in der Faktorisiecrung Y'—Y'x Y- Y iiber den Graphen ia.
Y'x Y keine Mannigfaltigkeit mehr ist, kann man nicht wie in (i) vorgehen. Wir be-
nutzen stattdessen den Vergleichssatz fiir relative Extensionsgarben aus Abschn. 2.
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Man betrachtet g*(“"@")’;‘""’?'@Y’ﬁ‘ﬁ'@)”g%"; diese Abbildung in-

duziert in der Kohomologie Abbildungen of: #4g*("0P)) &2t (f'; F', F),
und es ist zu zeigen, dal} dieses fiir g<n, Isomorphismen sind. Sei y'e Y’ ein
Punkt. Nach [8, Chap. 111, Proposition 7.4.7] ist

HUGH( Py = HAGH"P), )
~ !_i%n_H"(g*((""),@')y,/m’;,* Ig*((no)@')y,) .

Andererseits ist nach Satz 2(i)

E2l3 (3 F, @Y, = im Extd, o(F)0,9,9)
k

wo " die Komplettierung in der m,-adischen Topologic bezeichne. Aus diesen

Tatsachen folgt leicht, daB man die Isomorphie nur fiir artinsche Riume Y zu

beweisen braucht. Da jetzt g,(0y) ein kohdrenter @y-Modul ist, wissen wir schon,

daB die Abbildung "% (X)g,(0y)—% (X g,(0y.) in der Kohomologie fiir g<n,
Oy Oy

Isomorphismen induziert. Also liefert g*"W#)—g*(¥) fir g=<n, einen
Isomorphismus der Kohomologie. Es bleibt zu zeigen, dal g*(¥)=¥"" ist. Die
Abbildung g wird faktorisiert iiber den einpunktigen Unterraum Y” von Y, mit
0y.=g,0y . Die Einschrinkung von %" auf Unterrdume von Y wurde schon
behandelt; ohne Einschriinkung sei also Y artinsch. Betrachtet man die Definition
von €, so sicht man, dal3 die Isomorphie von g*(¥’) und ¥’ aus der nachstehen-
den Tatsache folgt: Sei

U—sU

|

YooY

ein kartesisches Diagram, U’ und U steinsch und Y’, Y artinsch, ¢ ein kohirenter

0y-Modul und ¥ das analytische Urbild davon. Dann ist (U, %)

2I(U, %) (X 0y.. (Das folgt z.B. einfach rein algebraisch, wenn man die
Oy

Faktorisierung von Y'—Y iiber den Graphen betrachtet.)

(1.3) Wir mochten auch Komplexe von Garben betrachten ; wir beschranken uns
auf Komplexe im ersten Argument. Die auftretenden Ext-Objekte sind als Objekte
in der derivierten Kategorie zu verstehen.

Zusatz. Die Aussagen (i) und (ii) bleiben richtig fiir nach rechts beschrinkte
Komplexe #  mit kohirenter Kohomologie, deren Komponenten auf steinschen
Kompakta kohomologisch trivial und iiber Y flach sind, wenn man %' durch die
Ableitung Lg'*# in der derivierten Kategorie ersetzt.

Beweis. Zunichst gibt es nach (0.4) eine offene steinsche Uberdeckung U und eine
nach rechts beschrinkte Auflosung & von # U freier simplizialer Systeme bzgl.
U. Wir zeigen, dal g"*(¥") eine Auflosung von (Lg'*# U durch freie simpliziale
Systeme ist. (Um die Schreibweise zu vereinfachen, identifizieren wir Objekte aus
der derivierten Kategorie mit geeigneten Reprisentanten.) Dann geht der Beweis
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des Zusatzes genauso wie der Beweis des Satzes. Nach (0.2) ist P> F eine
Auflosung mit Oy-flachen Moduln. Insbesondere ist Lg'*# "=g'*%. Hat man
allgemein ein simpliziales System 7~ bzgl. W und dessen Urbild g'"*7, dann ist nach
Definition {(¢'*7 )=¢'*(7); d.h. Lg’*f’;@. Man hat eine natiirliche
Abbildung ¢ ¢ *(# ) (g *F)|U. Wir zeigen, daB dieses ein Quasiisomorphismus
ist. Weil die Funktoren " und |U exakt sind, geniigt es zu zeigen, da8 die
Kohomologie-Objekte des Komplexes g'*(#") Garben auf X' sind, d. h. daB die
Verbindungsmorphismen Isomorphismen sind. Seien o C § Simplices, dann liefern
die Verbindungsmorphismen das kommutative Diagramm

L) Uy— F'|U,

i

<y

Die Behauptung folgt leicht aus der Betrachtung der Halme (denn g'* ist
halmweise definiert).

Bemerkung. Sind die Halme von &% iiber ¢, endlich erzeugt, so gilt
Ly*F =g*F .

Zum Beweis betrachtet man eine flache 0y-Auflosung 2'—F mit noe-
therschen Halmen (z B. #). Dann ist Lg'*# =g'*2. Zu zeigen ist, daB
9'*2 —g'*F" ein Quasiisomorphismus ist. Dies ist offensichtlich, falls g flach ist,
dariiber hinaus bleiben die Halme der Komponenten ¢'*# " und g'*2 flach iiber
Y’ [16, Exp. No. 13]. Fiir eine Einbettung g’ ist offensichtlich g'*2 —g'*#" ein
Quasiisomorphismus und der allgemeine Fall wird durch Faktorisierung liber den
Graphen gelost.

Folgerung. Fiir einen nach rechts beschrinkten Komplex & mit kohérenter
Kohomologie, dessen Komponenten Y-flach, bzgl. steinscher Kompakta azyklisch
und dessen Halme noethersch sind, gelten die Aussagen (i) und (ii) des Satzes.

Der Kotangentenkomplex erfuillt die Voraussetzungen der Folgerung.
(1.4) Bemerkung. Aus dem Beweis des Satzes 1 folgt:
(i) #4 (W'@%)gﬁm’gx (f s FGX) S */l) fiir kohdrente @y-Moduln %,
Oy Ox

und die entsprechende Aussage gilt fiir die Komplexe ®Z".

(ii) Fiir belicbige Riume Y gibt es lokal Komplexe ™%, die auf Y, die
Eigenschaften wie oben und wie in Satz 1(ii) haben.

(iii) Sei Y ein komplexer Raum und %  ein nicht notwendig nach rechts
beschrinkter Komplex von flachen ¢y-Moduln. Fiir jede offene Teilmenge ¥ von

Y und jede kohirente Garbe . auf V set TH.#)=#"* (%@//{ ein kohdrenter
Oy

0,,-Modul. Dieses ist eine Familie von §-Funktoren, und man findet dhnlich wie
im Beweis von Satz 1(ii) zu vorgegebenen Zahlen m<n lokal auf Y Komplexe

mngp so daB THM)=H"* (""’”W' ®./l> fiir m< g<n und jede kohirente Garbe
(2%

M auf einer offenen Teilmenge von Y, .. Trdgt € eine gute Topologie und erfiillt
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¢ Azyklizitidtseigenschaften (z. B. ist ¢ ein Komplex von Fréchet-Garben und
sind die Komponenten azyklisch auf offenen steinschen Mengen von ¥), dann gilt
auch THO )= #"((g’*™"#’)) fiir m < q <n und jeden Basiswechsel Y- Y, wo T'
auf Y’ mit Hilfe des topologischen Urbilds von " definiert sei. Mit Hilfe dieser
Methoden lassen sich die Beweise aus [6, 8] {ibertragen, und man erhilt
Ergebnisse iiber die Funktoren TY, insbesondere iiber die Funktion
y—>dim T4Oy/m ) (vgl. Abschn. 2 fiir Ext-Invarianten).
Die Bemerkungen (i) und (ii) gelten entsprechend fiir Komplexe #

2. Eigenschaften relativer Extensionsgarben

(2.1) Dieser Paragraph behandelt die Variation globaler Ext-Moduln in einer
Deformation komplexer Riume in Analogie zur Variation der Kohomologie. Wir
benutzen die Bezeichnungen aus Abschn. 1, alle Abbildungen zwischen Ext-
Invarianten sind auf natiirliche Weise definiert (vgl. Abschn. 0).

(2.2) Satz 2. Sei' f:X— Y eine flache, eigentliche Abbildung komplexer Riume und
Z,9 kohirente Oy-Moduln, & sei Y-flach. Sei ye Y ein Punkt und q eine Zahl.
(i) (Vergleichssatz). Fiir die Komplettierung bzgl. m gilt

gx{‘éx(f;g," g);%ll(Tm Ext‘éx(" (0'(") g(n))
(i) (Basiswechsel). Fiir einen Morphismus g:Y' — Y seien

&(9):gX(Ezto ([ F, G~ bt (I F',F)

die Basiswechselmorphismen. Es sind die £(g) Isomorphismen fiir jede Abbildung g in
einer Umgebung von g~ (y) fiir i=q (bzw. fiir i=q,q—1) genau dann, wenn die
Abbildung

8l ([ F, ), ~Exth (7, %)

Jiir i=q surjektiv ist (bzw. Ezt}_(f, F, %), zusétzlich frei ist). Ist dariiber hinaus die
asymptotische Voraussetzung von Satz 1 erfiillt oder Y reguldr, dann ist die Menge
aller y, in denen die obige Behauptung gilt, in Y Zariski-offen.

Zusatz. Die Aussagen gelten auch fiir Komplexe & wie in (1.2), wenn man wie
oben #" und ' durch " @, (0y/m}* ') bzw. L'g* # ersetzt. Ist # ein Komplex
wie in der Bemerkung von (1.2), kann man wieder & /m}*"'F bzw. g*F
schreiben.

Beweis von (i). Fiir jedes kohérente Ideal .# C 0, sind die relativen Ext-Garben von
F/|F-F und %/ -4 isomorph zu den 8z¢, (f; F,%/5 -%). Das wurde schon in
Abschn. 1 mit einer Auflésung & von # gezeigt und dem zugehdrigen Komplex
€. [Es folgt auch direkt mit injektiven Auflosungen wie in (0.3).] Die
Isomorphismen sind funktoriell in .#, deshalb ist die Isomorphie

Bty (f3 F llm Ext (s F,9/m5 1Y),
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zu zeigen. Die letztere Behauptung gilt im {ibrigen ohne Flachheitsvoraus-
setzungen. Sie folgt wortlich genauso wie der Beweis fiir den Vergleichssatz fiir
Bildgarben ([6, 11], vgl. auch [1, S. 1287}.

Die Behauptung (i) folgt mit Hilfe von (i) und Satz! (fiir die letzte
Behauptung) genauso wie fiir Bildgarben ([8, Chap. II1], vgl. auch [1, Chap. 3,
Théorémes 3.4, 4.7]). Falls schon ¢in universeller Komplex 2 wie in Abschn. 1
existiert, kann man zum Beweis von Satz 2 ein Argument aus [8, Chap. III,
Sect. 7.4] benutzen. Fiir den folgenden Satz benétigen wir wesentlich Satz 1.

Satz 3. Sei f:X — Y eine flache, eigentliche Abbildung komplexer Riume und F,%
kohdrente O y-Moduln, flach iiber Y.
(i) (Halbstetigkeit). Die Mengen

{yeY;dimExt} (#,,9,)<n}

sind fiir alle g und n in Y Zariski-offen.

(i) (Stetigkeit). Ist entweder Y reduziert und die asymptotische Voraussetzung
aus Satz 1 erfillt oder Y reguldr, dann gilt :

Ist die Funktion y--dim Ext§ (%, %) fiir ein q konstant, so ist 8zt (f; F,%)
lokal frei und fiir jedes ye Yist

Sty ([ F,9) ®(@ Jm)=Exty (#,%) fir i=q—1,q.

(ili) (Invarianz der Euler-Poincaré-Charakteristik). Sei Ext@x( »%,)=0 fiir
alle y und i=i,. Dann ist die Funktion

y=> Y (= 1y dimExt) (%,%)

lokal konstant.
Zusatz. Analoge Aussagen gelten fiir Komplexe &

Beweis von (i). Ist Y eine Mannigfaltigkeit, so gibt es nach Satz 1(ii) lokal auf Y
Komplexe W, so daB

HY"% fm W#)=Exts (%,%,) fir g<n.

Die Behauptung folgt daraus unmittelbar (z. B. [1, Chap. III, Proposition 1.7]).

Der allgemeine Fall folgt mit Hilfe einer Aufldsung der Singularitiiten in einer
Umgebung von y und dem Projektionssatz von Remmert. (Fiir Komplexe &~
erinnern wir daran, daf ¢*.%" eine Auflosung von Lg'*F  bzgl. W ist, wo g die
Aufldsung der Singularitdten ist) Um eine Auflosung der Singularititen zu
umgehen, kann man das urspriingliche Argument von Grauvert fiir die
Halbstetigkeit der Kohomologie [6, Abschn. 7, Beweis von Satz 3] benutzen und
den Beweis durch Induktion iiber dim Y fithren: Fiir dim Y =1 benotigt man nur
die Normalisierung, und ansonsten zeigt man die Existenz einer Zariski-offenen,
dichten Teilmenge von Y, auf der dim Ext{_ ( ,%,) konstant ist. Dies folgt aus
Bemerkung (1.4) (i): Eine solche Menge ist etwa dle Menge der reguldren Punkte,
in denen Coker (™2 '-®2%) und Coker ("P1->®#1*1) frei sind (vgl. [1,
Chap. III, Theorem 4.7]).

Die Aussage (ii) folgt aus Satz 1 wie fiir Bildgarben,
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Beweis von (il). Weil ¢ Y-flach ist, gilt mi@/mt* '@ (ml/mk*) ®<’§ Durch

Induktion folgt, daB Ext'(#®,4¥)=0 fur alle k und izi, also "nach dem
Vergleichssatz &=y (f; F,%)=0 fir izi,. Wie im Beweis von Satz 1(i) kon-
struiert man (lokal auf Y) einen nach rechts beschriankten Komplex £ endlicher,
freier ¢y-Moduln zusammen mit einem Quasiisomorphismus ' -, derart, daf3
fiir jeden kohdrenten 0y-Modul .# der Morphismus

@'@Mﬂ%'@ﬂg% (f‘,g@f*j{>

Ein Quasiisomorphismus bleibt. Insbesondere hat man #YZ/m 7)
> Extg, (#,,%,) fir ye Y und alle q. Es folgt leicht mit dem Lemma von Nakayama
daB Coker (9’ 1, - ™ fiir n>0 lokal frei ist und man 2" als auch nach links
beschriinkt konstruieren kann. Die Behauptung folgt jetzt aus [1, Chap. I,
Proposition 1.7(iii)].

3. Anwendungen

(3.1) Wir beginnen mit einer Bemerkung iiber die asymptotische Voraussetzung
aus Satz 1. Mit den dort benutzten Notationen gilt fiir die kohomologische
Dimension dh, # =supdh 5’/7 Damit ist die asymptotische Voraussetzung

erfiillt, wenn dh F oder alle dh ox, #, endlich sind. Dies ist insbesondere dann der
Fall, wenn X oder die Fasern X regulir sind. Die asymptotische Voraussetzung
gilt auch, wenn die Fasern X, gorenstemsch sind und % lokal frei ist.

Falls # eine endliche Auflésung durch endliche lokal freie Garben besitzt,
erhiilt man die Ergebnisse iiber Ext-Invarianten direkt mit Bildgarben von
Komplexen.

{(3.2) Wir geben einige Folgerungen an, die sich bekanntlich fur lokal freie @4~
Moduln & zeigen lassen. (In diesem Fall sind die Ext-Invarianten Kohomologie-
Invarianten.)

Es sei im folgenden stets f:X — Y eine flache, eigentliche Abbildung und # ein

Y-flacher, kohirenter ¢x-Modul.

Korollar 1. Ist 4 Y-flach und Ext} (#,9,)=0, dann gibt es eine Zariski-offene
Umgebung Vvon y, so daff €=t} ( f ?){V 0, und fiir jeden Punkt zeV ist
Extgx( %,)=0 und

é”xd‘@xl(f F,9),/m 624 F, g)NExth’( 9.}

Beweis. Nach dem Halbstetlgkeltssatz gibt es eine Zariski-offene Umgebung V, so
daB fiir jedes ze V gilt Ext} ( ,%.)=0. Es geniigt nach Satz 2 (ii) zu zeigen, dal}
Exty (f; F,9),=0ist. Es smd dle Ext}, o (F; FP, 9™ und x4 (3 F, 9/t 19),

isomorph, weil f flach und & Y-flach ist. Wegen der Y-Flachheit von ¥ ist
”{ﬁ/m"“%“'(m"/m"“)@@ durch Induktion Ext} w(ﬁ"("’ 4™ =0 und die

Behauptung folgt aus dem Verglelchssatz

Korollar 2. Ist Ext(g (#,%,)=0 und F,=%, dann sind % und % in einer
Umgebung von f~ ’(y) tsomorph
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Beweis. Nach Korollar 1 kommt ein Isomorphismus Jy""ﬁy her von einem
Morphismus # —% definiert auf einer Umgebung von f~!(y). Die Behauptung
folgt mit dem Lemma von Nakayama und Flachheitsvoraussetzungen.

Korollar 3. Sei eine exakte Sequenz 0—%4—H —F -0 kohirenter Oy-Moduln
gegeben (und F wie stets in diesem Paragraphen flach). Die Sequenz spaltet in einer
Umgebung von [~ '(y), wenn fiir alle n die Sequenz 0—% - #"— F"—0 spaltet.

Beweis. Die gegebene Sequenz induziert ein Element aus é”um,/@ (f;#.,%),, und die
Behauptung folgt aus dem Vergleichssatz.

Korollar 4. Fiir jeden kohdrenten O,-Modul 9, jeden Punkt y und jede Zahl q gibt es
eine Zahl n=n(y,q, #,9), so daf8

Im(é”xﬂ .9 —»Ext@x (J’ @y))
=Im (Ext), . (", 9) > Exty, (#,9,)
ist.

Beweis. Da die Riume E®=Ext? ,(#®,%%) endlich dimensional sind, gibt es
eine Zahl n, so daB ’

m( lim E(")->E(°>> =Im (E™— E©)
T

ist, und man benutzt den Vergleichssatz.

Korollar 8. Seien & und ¥ flach iiber Y. Zusdtzlich sei entweder Y reduziert und
é"xz‘gx (7, #,)=0 fiir >0 oder Y regulir.

i Isz dze Funktion yrdim Hom@X (#,,9,) konstant, so ist die Abbildung

Hom(Z|f™'(»), 9|/ (v)>Hom,, (%, %,)

surjektiv.
(ii) Ist die Funktion y+->dim End (%,) konstant und #,= 9 fiir jedes y, so sind F
und 4 lokal bzgl. Y isomorph.

Der Beweis folgt aus dem Stetigkeitssatz [Satz 3(ii)].

(3.3) In [13] definiert Palamodov allgemeine Invarianten fiir Deformationen
komplexer Rdume. Die Theorie dieser Invarianten wurde in [2, 3] weitergefiihrt,
um diese als Hyper-Ext-Invarianten zu erhalten. Obwohl man im Beweis von
Satz 1 anstatt von % direkt den entsprechenden Komplex von Palamodov
betrachten konnte, benutzen wir den Formalismus von [2, 3], um die folgenden
Ergebnisse als Spezialfille unserer Sdtze aus Abschn. 1 und 2 zu erhalten.

Sei f:X—Y eine Abbildung komplexer Rdume endlicher Dimension. Dann
gibt es den Kotangentenkomplex Ly . Dieses ist ein Objekt in der abgeleiteten
Kategorie und geeignete Repriisentanten sind nach rechts beschriinkte Komplexe
von (y-Moduln mit kohidrenter Kohomologie, so daB die Halme der
Komponenten noethersch und die Komponenten auf steinschen Kompakta
kohomologisch trivial sind. Ist f flach, dann sind die Komponenten von Ly y flach
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iiber Y und fir jeden Basiswechsel g gilt g* Ly, =LY ;. Fiir einen kohdrenten
Oy-Modul ¥ definiert man:

TX/Y, %)=Ext} (Ly,y.9)
TX/Y,B)=Ets (Ly,y.9).

Ist Y der reduzierte Punkt, dann bezeichnet man die Invarianten mit 7%(X, %) und
T X, %). Man definiert noch die ¢y-Moduln

T(1.9) =20y (f1 Ly;y D).

(In [13] werden diese fiir ¥=0, mit T/(X/Y) bezeichnet) Es ist
TX, %)= Derg(0y, %), und T'(X,%)=Ex (0, %) ist die Gruppe der analytischen
Erweiterungen von 0y durch ¢ [15]. Die lokalen Invarianten 9°‘ und 7!
entsprechen den Garben Ze: und &. Ahnliche Interpretationen hat man fiir die
relativen Invarianten. Sei jetzt f:X — Y eine eigentliche, flache Abbildung und %
ein kohdrenter, Y-flacher Oy-Modul. Aus den Abschnitten 1 u. 2 folgt nun

- TG, = fim TX, %)

(ohne Flachheit von %),
— die Basiswechselmorphismen

) T, G- T(f,9)

sind Isomorphismen fiir jedes g in einer Umgebung von f~*(y) fiir i=0 (bzw.
i=q,q—1) genau dann, wenn die Abbildung 77}, %),~ THX »%,) surjektiv ist
[bzw. zusitzlich 7(f %), frei ist]. Ist dariiber hinaus Y reguldr oder 74X , 4 )=0
fiir groBe g, dann ist die Menge aller y, in denen die obige Behauptung erfiillt ist, in
Y Zariski-offen ;

- die Mengen {ye Y;dim T%X , % ) <n}

sind in Y Zariski-offen. Ist T"(Xy,?y)::() fir i>0 und alle y [z B. falls
J X ,,4,)=0], dann ist die Funktion

y= ¥ (- 1fdim TX , 9,)

lokal konstant.

Diese Aussage wurde fiir =0, in [13] gezeigt. Der Beweis dort stiitzt sich auf
die Spaltung des Tangentenkomplexes eines kompakten Raumes in einer gewissen
Kategorie topologischer Vektorrdume [13, Satz 3.1]. (Der Tangentenkomplex bei
Palamodov ist ein Komplex von Vektorrdumen, dessen Kohomologie gleich T
ist.) Auch die anderen Behauptungen von [13, Theorems 4.4 u. 4.5] folgen direkt
aus den Resultaten von Abschn. 1 u. 2;

~ sei entweder Y reduziert und 97X »%)=0 fiir i>0 und alle y oder Y eine
Mannigfaltigkeit. Ist fiir ein g die Funktion y+-dim T%X , %)) konstant, so ist die
Garbe TUf, %) lokal frei und fiir jedes y gilt

T, Qf)yg@(@y/my); TX,%,) fir i=q, g-1.
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Entsprechend zu den Korollaren 3 und 4 gilt {ohne Flachheit von %):

Korollar 6. Eine analytische Erweiterung
0o G o »0,—0

iiber Yist bereits dann in einer Umgebung von f = (y) trivial, wenn sie formal trivial
ist, d. h. wenn die Erweiterungen

0—4%"?—»424"’—»(9,(;,,)—»0
trivial sind.
Korollar 7. Es gibt eine Zahl n=n(y,9), so dafs

Im (Der, (Oxlf = (1), %11~ (7))~ Derg(Ox . %))
=Im (Det,, (O, G- Der (05 . %,)

ist. Die entsprechende Aussage gilt fiir die Moduln Ex analytischer Erweiterungen.

Korollar 8. Sei entweder Y eine Mannigfaltigkeit oder Y reduziert und 7 (X »%,)=0
fiir i>0. Ist die Funktion y—Der(Oy , %) konstant, dann ist FBery (O, %)) lokal
frei und

Det, (Oxf ™' (y), 1~ WIXNE,/m,) = Der (05, %,).

Oy

Ahnliche Aussagen gelten fiir analytische Erweiterungen.

4. Bemerkungen

(4.1) Es sei (X,,0y, ) ein kompakter, komplexer Raum und #,, ¥, kohidrente
Oy,-Moduln. Sei

Ey: 0=, - H,— F,—0

eine Erweiterung und [E,JeExt; (%, %,) das zugehorige Element.

Sei (S, 5,) ein analytischer Raumkeim. Unter einer Deformation von [E,] iiber
(S,s,) verstehen wir eine Deformation f:X—S von X,, ein Paar S-flacher,
kohirenter Oy-Moduln #,% zusammen mit Isomorphismen # =%, % =%,
und ein Element [E]e&;féx( f; #,9),, das (vermbge der obigen Isomorphien)
durch den Basiswechselmorphismus auf [E,] abgebildet werde. Man identifiziert
auf kanonische Weise Deformationen von [E,]. Sei D(S) die Menge der
Isomorphieklassen. Ein Morphismus T— S induziert eine Abbildung D(S)— D(T).
Man erhilt so einen Funktor, der die Schlessinger-Bedingungen erfiillt. Eine
Extension [E,] besitzt stets eine verselle Deformation. Die Existenz einer
vollstindigen Deformation zeigt man mit denselben Methoden wie [3, Theoreme
85 u. 8.6]:

Es induziert das Element E, eine Abbildung X [#,1-X,[#,] der trivialen
Erweiterungen des Raumes X, durch &, bzw. . Sei Y ;=X [%,] und
Zy= X,[#,]. Seien ferner X,— Y, und X,— Z, die kanonischen Injektionen, sowie
Yo—X, und Z,—X, die kanonischen Projektionen. Unter einer Deformation des
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Diagramms
YO
dy: X(,/ \XO
\ZO /

iiber einem Raumkeim (S, s,) versteht man ein kommutatives Diagramm

N

X

/!
Xx L,

derart, dafi alle Abbildungen nach S flach und eigentlich sind, die Abbildung
X-X d1e Identitit ist und der Basiswechsel (bis auf Isomorphie) das Diagramm d,
liefert. Man zeigt zuerst die Existenz cines vollstdndigen Objektes. Unter dlesen
Objekten sind die Diagramme von der Form

d:

X[F]
d: X X
N
s

durch #2 =0, .#} =0 gekennzeichnet, wenn .#, und .#, die zu X gehorigen Ideale in
Oy bzw. 0, bezeichnen. Es folgt die Existenz eines vollstindigen Objektes fiir
Deformationen der spezielleren Form, Aus Flachheitsgriinden und mit dem
Lemma von Nakayama folgt, daB Erweiterungen

E: 0% -»H->F -0

die Deformationen von [E,] induzieren, genau den Diagrammen d entsprechen.
Aus der Existenz einer vollstéindigen Deformation von [E,] folgt mit [3, Theorem
8.17 die Existenz einer versellen Deformation.

(4.2) Ist X ein komplexer Raum endlicher Dimension und sind & und ¥
0x-Moduln, dann sind die globalen Invarianten Tor{*(# %) als H 'RI'(¥ Q%)
definiert [9]. Fiir eine Abbildung f:X— Y komplexer Riume endlicher Dimension
bezeichnet man mit Jo+*(f ; #, %) die durch die Priigarbe Vi—Tor{*(f ~1(V); %, %)

induzierte Garbe auf Y. Es gilt Z:/*(f; # %) =R™'f (F Q, %)
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Satz 4. Sei [: XY eine eigentliche flache Abbildung komplexer Raume und ¥, %
kohdrente O -Moduln, flach uiber Y. Dann gibt es lokal auf Y einen nach rechts
beschrinkten Komplex % endlicher freier Oy-Moduln, so daf fiir jeden
Basiswechsel g:Y'—Y gilt :

T ([ F, G Y= A ™ (gHP)

fiir alle i.
Nach Definition von # &,, % folgt, daf} Satz 4 im wesentlichen ein spezieller

Fall eines Satzes iiber Bildgarben von nach rechts beschrinkten Komplexen mit
kohdrenter Kohomologie ist, deren Komponenten Y-flach sind. Es folgt ndmlich
die Existenz von Komplexen &, die die gewiinschten Isomorphismen fiir i<n
liefern. Es sei jedoch einiges gesagt iiber die Berechnung der globalen Tor-
Invarianten kohdrenter Garben und ein Beweis von Satz 4 ohne Benutzung der
abgeleiteten Kategorie gegeben.

Es seien nun & und ¥ wie oben gegeben oder Komplexe wie in Abschn. 0. Sei
nun U eine offene, steinsche Uberdeckung von X, so daB U eine Auflésung &
durch freie simpliziale Systeme bzgl. U besitzt. Sei CP2= CP(LI®(%U)). Es wird
dies durch das Cech-Differential und das Differential von ¥ zu einem
Doppelkomplex, und es sei C'=C(¥", %) der zugehorige Einfachkomplex. Die
Kohomologie hdngt nicht von der Wahl von %" ab, denn zwei solche Auflésungen
sind homotop, sie werde mit Tor. (U ; % %) bezeichnet. Ist #° eine quasi freie
Auflosung von #|U, dann gibt es einen Morphismus ¥ — %" von Aufldsungen
von & [U, der einen Morphismus der zugehorigen Doppelkomplexe induziert. Die
Abbildung der Spektralsequenzen ist auf dem zweiten Niveau ein Isomorphismus ;
beide E5%-Terme sind zu H?(X, 7 mﬁ_"q(f , %)) isomorph, so daBl man Tor. (U; #,%)
auch mit quasi freien Auflosungen berechnen kann. Ist nun 9B eine Verfeinerung
von U, so ist Z°|B noch quasi freie Auflosung von F|B. Mit einem #dhnlichen
Spektralsequenzargument  folgt, daB die  Tor (U;F 9)-Tor (B;# %)
Isomorphismen sind. Also erhdlt man auf diese Weise ohne Benutzung der
abgeleiteten Kategorie globale Tor-Invarianten. Da % eine flache Auflsung von
F darstellt, folgt mit einem Spektralsequenzargument, dal dieses die bekannten
Objekte sind. Die Tor?*(#, %) sind funktoriell in & und ¢ und fir kurze exakte
Sequenzen erhilt man zugehdrige lange exakte Sequenzen. Im allgemeinen sind
endlich viele , negative” Torg”‘(? , %) von null verschieden aufgrund des kontrava-
rianten Anteils der Globalisierung. Wie gesagt hat man eine Spektralsequenz
E%i=H"(X, %/20_“;(9.’, 4)), die gegen Tor"’_’;_q(ﬁ, %) konvergiert. Insbesondere sind
die Tor?*(#, %) endlich dimensional, wenn X kompakt ist.

Sei nun f:X—Y zusitzlich eine Abbildung komplexer Riume endlicher
Dimension und ! eine offene, steinsche Uberdeckung von X zusammen mit einer
freien (oder quasi freien) Auflosung & von F{U. Dann wird durch €°(V)
=C(ZLMUnf V), %) ein Komplex € =% (¥, 9) von Oy-Moduln definiert. Es
ist

HHNE)=To]*([; #9)
und es gibt eine Spektralsequenz mit

ES =R f (I T F. D)) ,
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die gegen J0%,_ (f; %, %) konvergiert. Ist f eigentlich, so folgt, da8 die Garben
For?*(f; F, %) kohirent sind. Der Komplex ¢ ist nach rechts beschriinkt, hat
kohirente Kohomologie und seine Komponenten sind azyklisch bzgl. offener
steinscher Mengen. Also gibt es esinen Komplex 2 mit einem Quasi-
isomorphismus &' — %", Man zeigt, daB dieser Satz 4 geniigt.

Aus Satz 4 erhilt man Folgerungen wie fiir Bildgarben oder relative Ext-
Garben. Ist etwa Tor{*(%,, % )=0 fiir i>0 und alle y, so ist die Funktion

y= Y= 1)Tor{*(#,%,)

lokal konstant auf ¥ Wir geben eine Folgerung daraus an: Ist Z eine kompakte,
komplexe Mannigfaltigkeit und sind .#, 4" kohérente O y-Moduln, dann definiert
man die Zahl

M N =Y (~ VYT {HMN) -

Ist #=0,/9 =0, und N =0,/ ¢ =0y mit dim A +dim B=dim Z, dim AnB=0,
dann ist . - A" der Grad des Null-Zykels 4-B.

Korollar 9. Sei f auferdem reguldr, dann ist die Funktion y—% -4 lokal konstant.

Der Beweis folgt aus der Invarianz der Euler-Poincaré-Charakteristik der
Spektralsequenz

E1=H'X,, 7% (%, %),
die gegen Tor?_ (¥, %) konvergiert.
(4.3) Mit den Methoden aus Abschn. 1 kann man noch beweisen:

Satz 5. Sei f:X—Y eine flache, eigentliche Abbildung noetherscher Schemata und
F, 4 kohdrrente Uy-Moduln, flach iiber Y. Dann gilt die entsprechende Aussage
von Satz 1.

Ebenso lassen sich die anderen Ergebnisse auf den algebraischen Fall tiber-
tragen (fir Satz 2(ii) im algebraischen Fall vgl. auch [12, Satz 4.2]).

Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit findet sich in C. Bdnicd et M. Putinar,
Algebre homologique globale pour une Déformation, Preprint series in
Mathematics, No. 31, Juni 1979, Increst, Bucuresti.

Zusatz bei der Korrektur. Mit Hilfe von Satz 1 folgt die Existenz einer versellen Deformation fiir
Erweiterungen beliebigen Grades aus J. Bingener : Darstellbarkeitskriterien fiir analytische Funktoren,
preprint, Satz (8.1).
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