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Einleitung 

Die vorliegenden Untersuchungen beschi~ftigen sich mit den Verzwei- 
gungen unendlicher Wege in (unendlichen) Graphen. Beziiglich ihrer Ver- 
zweigungseigensehaften sehen wir zwei unendliche Wege in einem Graphen 
dann als gleichwertig an, wenn es einen drit ten unendlichen Weg gibt, der mit 
jedem yon den beiden ersten Wegen immer wieder Ecken gemeinsam hat (oder 
-- was auf dasselbe hinausl~uft --  wenn es keinen endlichen Teilgraphen gibt, 
der Reste yon beiden Wegen trennt). Diese Beziehung liefert in der Menge der 
unendlichen Wege eines Graphen G eine J~quivalenzrelation im iibliehen Sinne; 
jede der zugehSrigen/~quivalenzklassen nennen wir ein Ende yon G. 

Wir suchen nun mSglichst einfache Teilgraphen G' yon G, die zugleich die 
Verzweigungseigenschaften der unendlichen Wege yon G mSgliehst gut wieder- 
geben, die also in dem Sinne endengleich mit G sind, dab G' aus jedem Ende 
yon G (mindestens) einen unendlichen Weg enthKlt und dab dann und nur dann 
zwei unendliche Wege g G' in G' versehiedenen Enden angehSren, wenn das- 
selbe in G gilt. Als die einfachsten Graphen in unserem Zusammenhange 
erweisen sieh die B/iume, da in ihnen jedes Ende i. w. nut  aus einem Weg 
besteht. Das Ziel besteht also darin, ffir G ein endengleiches Geriist zu kon- 
struieren. 

Diese Aufgabe wird i m §  3 ffir alle Graphen mit abz~hlbar vielen Eeken 
gelSst; often bleibt das Problem ffir die Graphen yon hSherer MKehtigkeit. 
Immerhin wird es dadurch z. B. fiir die Klasse aUer lokalfiniten Graphen gelSst. 
Die abz~hlbaren Graphen haben zudem die interessante Eigenschaft, dab bei 
ihnen die Zahl der Enden eeht gr5Ber als die Eekenzahl sein kann. Als Enden- 
zahl kommt in diesem Falle nur 2 ~° in Frage, was ohne Zuhflfenahme der 
Kontinuumhypothese bewiesen wird. 

Ein/reies Ende eines Graphen Gist ein solehes, das yon alien anderen Enden 
l~ngs eines endliehen Teflgraphen abgespalten wird; mit den freien Enden 
beseh~ftigt sieh der§  2 dieser Note. Es wird bewiesen, dab der dyadisehe Baum 
(s. Fig. 2) ffir Graphen ohne freies Ende eine besondere RoUe spielt (vgl. 
Satz 2). 

Im ScMuBparagraphen wird gezeigt, dab speziell im Falle lokalfiniter 
Graphen die Endenzahl beim Ubergang zu einem Geriist niemals abnehmen 
kann. Weiter ergibt sich u. a. der Satz, dab in einem 2-fach zusammenhangenden 
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unendlichen lokalfiniten Graphen G jede unendhche Folge verschiedener Ecken 
eine abz~hlbare Teilfolge besitzt, die in einem unendhchen Weg yon G ent- 
halten ist. 

Zur Terminologie und Bezeiehnungsweise 

Die betrachteten Graphen werden als schlingen- und zweiecklos vorausgesetzt. 
I s t  G' ein Teilgraph von G (was dureh G' g G ausgedriickt wird), so bezeichne 
G(G') den Teflgraphen von G, der als Eekenmenge die Eekenmenge von G', 
als Kantenmenge genau diejenigen Kanten  aus G enth£1t, die irgend zwei 
Eeken aus G' verbinden. Diese G(G') heil3en aueh die Untergraphen yon G. 
Jeder  Teflgraph von G, der alle Ecken von G enth~lt, heiBt ein Faktor yon G. 
I s t  T Teilgraph yon G, so ist G - T der Untergraph yon G, der dureh die Ecken 

T yon G aufgespannt wird. Laufen yon jeder Eeke ~G nur endlich viele 
Kanten  aus, so heist  G lokalfinit. Die Eckenzahl eines Graphen G wird be- 
zeiehnet mit  ~(G). 

Ein Graph mit  den s~mtheh verschiedenen Ecken a~ (~ = 0 . . . . .  n 
bzw. ~ = 0 , 1 , 2  . . . .  ) und den Kanten (a~,a~+l) ( ~ - - 0  . . . . .  n - -  1 bzw. 

= 0, 1, 2 . . . .  ) heiBe ein endlicher Weg (der L~nge n) bzw. ein unendlicher Weg. 
(Die betrachteten unendliehen Wege so|len also immer einseitig unendlich sein, 
d. h. einen An]angsl~unkt besitzen, der in unserem Falle a 0 ist.) Jede Eeke ist 
ein Weg der L~nge 0. - -  Ein Graph G heiBt zusammenh~ngend, wenn in ihm 
je zwei Eeken einem Weg _<_ G angehSren. Die maximalen zusammenh~ngenden 
Untergraphen eines Graphen heiBen seine Komponenten. Ein Teilgraph T 
yon G trennt G genau dann, wenn G - T mindestens zwei Komponenten hat. 

Jeder  unendhehe Teflweg eines unendliehen Weges U heil~e ein Rest von U. 
Wir sagen: U hat  immer wieder die Eigensehaft E, wenn jeder Rest  yon U die 
Eigensehaft E hat. 

Ein Baum B ist ein Graph, der zusammenh~ngend ist und keinen Kreis 
(~- gesehlossenen Weg) enth~lt. Zeiehnet man  eine Eeke e C B aus und setzt 
man ffir zwei Ecken a, b ~ B genau dann a --_ b, wenn man beim Durehlaufen 
des Weges von e naeh b in B die Eeke a passiert, so liefert dies eine Teilordnung 
der Eckenmenge yon B. In  einem unendliehen Wege werde stets der Anfangs- 
punkt  ausgezeiehnet; in diesem Falle (und nur im Falle der Wege) haben wir 
eine totMe Ordnung. In  diesem Sinne wollen wir die Beziehungen ,,vor" und 
,,naeh" fiir die Ecken von U verstehen. 

Jeder  zusammenh~ngende Graph enth~lt einen Baum als Faktor.  Be- 
st lmmen wir ffir jede Komponente  eines beliebigen Graphen einen solchen 
Faktorbaum,  so heil]t die Vereinigung dieser B~ume ein Geriist des betr. 
Graphen. 

§ 1. Definition und allgemeine Eigensehalten der Enden 

Man babe irgendeinen unendlichen Graphen G, ferner zwei (einseitig) 
unendliche Wege U, V ~_ G. Wir  nennen U und V &luivalent in G (in Zeiehen: 
U ~ o  V, aueh kurz U ~ V, wenn keine Irr t i imer zu befiirehten sind) genau 
dann, wenn es einen weiteren unendliehen Weg W ~_ G gibt, derart,  dal3 W 
sowohl mi t  U als auch mit  V immer wieder Eeken gemeinsam hat. 
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Ohne weiteres klar ist dann: 

(1.1) Folgende Aussagen iiber die unendlichen Wege U, V C G sind gquivalent: 

(1) U ~ o  V; 
(2) Fiir ]eden endlichen Teilgraphen T C G liegen Reste der Wege U, V in 

derselben Komponente von G -  T;  
(3) Es gibt unendlieh viele paarweise eeken/remde (endliche) Wege c= G, die 

eine Eclce C U mit einer E V verbinden. 

Aus (1. l) folgt nun sofort, dal~ die Relation ~ o in der Menge der unendlichen 
Wege ~ G reflexiv, symmetriseh und transitiv ist. (Die Transitivitiit sieht man 
am besten mit  Hilfe yon (2) ein.) 

Damit  folgt : 

(1.2) Die Relation ~6' ist eine .~quivalenzrelation (ira Sinne der allgemeinen 
Relationentheorie). Die Menge der unendliehen Wege c= G zer/dillt also in Klassen 
derart, daft zwei unendliche Wege c= G zu derselben Klasse genau dann gehSren, 
wenn sie in der Beziehung ~ a zueinander stehen. 

Wir nennen jede dieser •quivalenzklassen beziiglieh ~ o  ein Ende (be- 
zeiehnet durch den Buehstaben ~) des Graphen G. Die Zahl der Enden 
(= Endenzahl) yon G werde bezeichnet m i t e  (G). 

(1.3) Dann und nut  dann geh6ren zwei unendliche Wege U, V c= G verschie- 
denen Enden yon G an, wenn es ein enclliches T C G und Reste yon U und V gibt, 
die in G dutch T getrennt sind. Hat man ein solehes T und ist U' ~ a U, V' ~ G V, 
so gibt es auch Reste von U' und V', die dutch dasselbe T getrennt sind. 

Man kann daher sagen (da T nicht vom gewiihlten Vertreter des betr. Endes 
abhiingt), dab T die bert. beiden Enden trennt. Zu zwei verschiedenen Enden 
von G existiert also stets ein endliches T, das sie trennt,  und zwar leistet dies 
jedes endliche T, das die Reste irgend zweier Vertreter der betr. Enden trennt.  

Zu beweisen ist wegen (1.1) nur noeh die Behauptung fiber U', V'. Wegen 
U ~ U', V ~ V' existieren Wege in G -  T, die Ecken der Reste (in G -  T) 
yon U und U' bzw. V und V' verbinden. W/iren also 
die Reste yon U' und V' in G - T durch einen Weg , ", t/' ~ ',V 
verbunden, so auch die Reste von U und V (Fig. 1), y,, "\  v'\ \ "  g'~ 
entgegen der Wahl yon T. ~ ~ / / ~  ~ -~  

e (G) -- 0 ist offenbar gleiehbedeutend damit,  dab G 
keinen unendliehen Weg besitzt (vgl. hierzu auch [1 ], 
Satz 6). Naeh einem bekannten Satz (s. [2], Kap.  VI, 
Satz 3) ist fiir ein lokalfinites unendliehes und zusam- 
menhi~ngendes G immer e (G) ~ 1. 

Wie man  sieht, ist jedes Ende yon G auch ein Fig. 1 

Ende (genau) einer Komponente  yon G, und umge- 
kehrt. Daher kann man o. B. d. A. meist G als zusammenhgngend voraus- 
setzen. Da es fiberdies bei unserer Aquivalenzrelation nur attf die Reste der 
Wege ankommt,  kann man oft annehmen, dal3 alle betraehteten unendlichen 
Wege denselben Anfangspunkt haben. 

l~[ath. Ann. 157 9 
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I s t  a die Eekenzahl  yon  G, so ist die Anzahl  der unendlichen Wege in G 
h6chstens ~0, also aueh 

(1.4) e(G) <= ~° (mi t  o~ = :¢(G)). 
Ffir a (G) = x 0 ist ~0 = 2 ~° = c (= M/ichtigkeit des Kon~inuums). Beispiel 

e e ~  l e ~  eeo~ o oeol ~ oelo o eelo~e11 o ee1~ f 
, , , o ° , , o , , , o , , , , , o  o , o , , °  , , , , , , ~ , , , , ,  

Fig. 2 

eines (lokalfiniten) abz/ihlbaren Graphen 
mit  der Endenzahl  c ist der dyadische 
Baum D: Er  haba die Ecken e, e i . . . . . .  i, 
(iv = 0 oder 1, n = 1, 2, 3 . . . .  ) und die Kan-  
ten (e, eo), (e, el) und (e i . . . . . .  i,, ei . . . . . .  i,+~) 
(Fig. 2). 

Die B/~ume sind in unserem Zusam- 
menhange die ainfaehsten Graphen;  es 
gilt n/~mlich : 

(1.5) Ist B Baum, so enthiilt --  bei gegebenem An/angspunkt --  jedes Ende 
yon B nur einen einzigen unendlichen Weg. Also: ~ ( B) = Anzahl der unendlichen 
Wege, die yon einer beliebigen, aber /esten Ecke ~ B ausgehen. Umgekehr t  ha t  man  
auch : Wenn ]iir jede Ecke e eines unendlichen, zusammenMingenden Graphen G 
(mit e (G) > O) ~edes Ende nur einen einzigen bei e beginnenden unendlichen Weg 
enth~It, so ist G Baum. 

Wir interessieran uns im folgendan ffir Zusammenh/inge zwischen der 
Endenzahl  von G und  den Endenzahlen der Teilgraphen yon G. Warden Kan ten  
oder Ecken  yon  G gestrichen, so kSnnen unendliche Wege yon  G zerstSrt, aber 
auch Enden  von G in mehrere Enden  des Teilgraphen , ,aufgespalten" werden;  
die Endanzahl  kann  also bei Uberg/ingen zu Teilgraphen sowohl zu- als auch 
abnehmen.  Jedenfalls gilt aber :  

(1.6) Ist G' ~_ G und sind U, V unendliche Wege in G', die demselben Ende 
yon G' angeh6ren, so liegen U, V auch in G in demselben Ende. 

Gilt auch das Umgakahrte ,  d .h . ,  zieht ffir unendlicha Wega U, V C G' 
(mit G' C G) die Aquivalenz U ~ a  V stats die Aquivalenz U ~ G' V naeh sich, 
so soll G' ein endentreuer Teflgraph yon  G heiBen. Weiter  nennen wir einen 
Graphan G' ~ G endenvollstdndig in G, wenn G' aus jedem Ende  yon  G 
mindastens einen unendlichen Wag anth/~lt. I s t  G' _< G sowohl endentreu als 
aueh endenvollst&ndig in G, so heiBe G' endengleich mat (oder zu) G. Dann  ist 
folgendes selbstverst/~ndlich : 

(1.7) .[st G' endentreuer bzw. endenvollst~indiger bzw. endengleieher Teilgraph 
von G, so ist e(G') ~_ e(G) bzw. t(G') >= ~(G) bzw. e(G') --- e(G). 

(1.8) Ist G' endentreuer bzw. endenvollst5ndiger bzw. endengleieher Teilgraph 
yon G und G" endentreuer bzw. endenvollstgndiger bzw. endengleicher Teilgraph 
yon G', so ist auch G" endentreuer bzw. endenvoUstdndiger bzw. endengleicher 
Teilgraph yon G. 

Beispiele endengleicher Teilgraphen von  G erhalten wir dureh 
(1.9) Ist T endlicher Teilgraph yon G, so ist G - T endengleich mit G. 
Waiter  folgt aus den Definitionen noeh unmi t te lbar :  
(1.10) Ist G zerlegt in der Form 

G =  O G~ mit G~ f~ Gj = T (fiir i 4 1 ~  I )  und T endlieh 
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so sind die Gi in G sdmtlich endentreu, und entMilt G t einen Weg E 5, so enth~ilt 
]~eins der G s mit j ~ i auch einen solchen. Kurz gesagt gilt: Jedes endliche T C G 
zerlegt die Menge der Enden in dis]unkte Teile, ohne die Enden selbst au/zuspalten. 
Insbesondere also ist e (G) = ~-" e (Gi). 

iE[ 
Aus dem oben erw~hnten Satz von K6~IG folgt noch: 
(1.11) Ein  lolcalfiniter zusammenhbingender Graph G l~iflt sich dann und nur 

dann liings eines endlichen trennenden Teilgraphen in zwei unendliche Teilgraphen 
zerlegen, wenn die Endenzahl von G mindestens 2 ist. 

§ 2. Freie Enden 

Ein Ende 5 heil]t/reies Ende von G, wenn ein endliches T C G existiert mit  
der folgenden Eigenschaft: Es gibt eine Komponente  yon G -  T, die einen 
Weg E5 enth~lt, aber keinen Weg aus einem Ende ~= 5. Kurz gesagt ist ein 
Ende also frei genau dann, wenn es sich dureh einen endliehen trennenden Teil- 
graphen yon allen iibrigen Enden (auf einmal) abspalten 1/~l]t. 

Is t  die Endenzahl yon G endlich, so folgt, dab jedes Ende yon G frei ist, 
und es existiert ein endliches T, so dab in G -  T alle Enden getrennt sind. 
Gibt es (bei beliebigem e (G)) ein endliches T, das alle Enden voneinander trennt,  
so folgt sofort, daI3 jedes Ende frei ist. Is t  aber umgekehrt  jedes Ende frei, so 
braucht es kein solehes endliches T zu geben, wie ein einfaehes Beispiel (Fig. 3) 
zeigt. Ffir lokalfinite und zusammenh~ngende G existiert aber doch stets ein 
solches T (vgl. Satz 1). 

(2.1) Dann und nut  dann ist ein Ende 5 yon G nicht frei, wenn es ein U E 5 
und eine Folge von paarweise nicht iiquivalenten eckenfremden unendlichen Wegen 
V 1, V 2 . . . .  (W n ~ 5; n = 1, 2 . . . .  ) derart gibt, daft die V~ ihren An/angspunkt 
au/ U haben und sonst Iceine gemeinsame Eclce mit U besitzen (vgl. Fig. 4)1). 

\ 

J I 
I 

Fig. 3 Fig. 4 

Bewels: Wenn U und so]ehe V~ existieren, so folg~, dab es ffir jedes end- 
liehe T C G Reste yon gewissen Vn und U gibt, die derselben Komponente  
yon G - T angehOren; das durch U best immte Ende ist also nicht frei. 

Is t  umgekehrt  ~ ein nicht freies Ende yon G, ist U E ~ und sind ffir eine 
natiirliche Zahl n sehon eekenfremde, paarweise nieht ~quivalente V1 . . . . .  Vn_l 

1) Etwas sch~ffer folgt, dab im Falle, dab ~ nicht frei ist, zu ~ e m  U E ~ solche V~ 
existieren. 

9* 
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best immt,  deren Anfangspunkte auf U liegen, so w£hle man ein ~ und diese 
. . . . .  ~n-1 (wo ~i das Ende ist, dem Vi angehSrt) paarweise trennendes 

endliches T, in dem auBerdem (o. B. d. A.) alle Eeken yon V1 . . . . .  V~-I liegen 
mSgen, die nicht zu den dureh T best immten Resten der betr. Vi gehSren. 
Da ~ nieht frei ist, existiert ein unendliehes Vn ~ ~, ~ i  (i = 1 . . . . .  n -  1), 
das in den durch T best immten Rest yon U miindet und zu jedem der Vi 
(i = 1 . . . . .  n - -  1) eekenfremd ist. Wir erhalten also eine Folge V1, V z , . . .  
der verlangten Art. 

Satz 1. G sei lolcalfinit und zusammenhiingend. Ist die Endenzahl von G 
unendlich, so besitzt G mindestens ein nicht /reies Ende. M. a. W.  : Besitzt G 
nur /reie Enden, so ist s (G) endlich. 

Beweis: ~1, ~z . . . .  seien abz~hlbar viele freie Enden yon G. T 1 g T~. c__ 
<__ T a g • • • seien zusammenh/ingende endliche Teilgraphen von G derart, daI~ 
ffir jedes n Tn die Enden ~ . . . . .  ~n paarweise voneinander und von allen 
iibrigen Enden von G trennt  (diese T~ existieren, weil die ~n s~mtlich frei sind 
und G zusammenh~ngend ist). ~berdies kann offenbar angenommen werden, 
daft fiir jedes n Tn+ 1 -  Tn keine Eeke derjenigen Komponenten yon G -  Tn 

oo 

enth~lt, zu denen die ~1 . . . .  , ~n geh5ren. T =nO__ 1Tn ist unendlieh (dies ergibt 

sieh aus der Lokalfinitheit; vgl. etwa [1], Satz 7) und zusammenh~ngend. 
Wir w~hlen eine Eeke e 1 E T1 sowie zu jedem n einen in e 1 beginnenden Weg 
Un ~ ~n, so dal~ U~ ~ T ~ T~ und ein endlieher Weg ist (dies geht, weft die T~ 
zusammenh~ngend sind). Sind ei C Ui (i < n) sehon best immt und U~. die dureh 
die ei best immten Reste der Ui (einsehliel31ieh ei), so sei en die letzte Ecke, die Un 

n - - 1  

U 1 Ui gemeinsam hat,  U n der dureh en bestimmte Rest  yon Un (ein- mit  i = 

schliel~lich en). Wegen der Lokalfinitheit k6nnen jeweils nut  endlich viele 

der e n zusammenfallen. T r~ 0 U~ = H ist zusammenh/~ngend und unendlich. 
n = l  

Wegen der Lokalfinitheit folgt die Existenz eines unendlichen Weges V ~ H;  
dieser ist zu keinem der U~ /~quivalent und enth/~lt unendlieh viele der e~. 
Streicht man in G irgendeine endliche Menge yon Eeken, so folgt, daI3 fiir hin- 
reichend grol3es n stets ein Rest  yon V mit  einem Rest yon Unin derselben Kom- 
ponente des Restgraphen liegt, d. h. das durch V best immte Ende ist nicht frei. 

L~13t man die Voraussetzung der Lokalfiifitheit fallen, 
, i / so erh~lt man dureh fast dieselbe Uberlegung folgenden 

', ' Satz Ist G zusammenMingend und e(G) unendlich, so 
"'" " gibt es in G entweder ein nicht /reies Ende oder unendlich 

. . . .  , viele paarweise nicht iiquivalente unendliche Wege Un 
~i~. 5 (n = 1, 2 . . . .  ), so daft zwei verschiedene Un ~e nur gena~t 

ihren An/angspunkt gemeinsam haben (8. Fig. 5). 

Man kann beweisen, dai~ es, falls in G jedes Ende frei ist, in jeder unend- 
lichen Menge yon Enden unendlieh viele Enden gibt, die durch ein endliehes 
T paarweise voneinander getrennt werden. 
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Satz 2. Wenn G kein /reies Ende besitzt, so ist entweder e (G) = 0, oder aber G 
enthglt eine endentreue Unterteilun9 des dyadischen Baumes D (vgl. Fig. 2);  
insbesondere ist dann also ~ (G) ~ 2 ~ = ¢. 

Beweis: O. B. d.A. dfirfen wir offenbar annehmen,  dab G zusammenhgngend 
ist. Es sei ~(G) > 0; dann  folgt nach dem obigen ~(G) ~ x o ~ 2. Also existiert 
ein endliches nicht  leeres T C G, so dab es in G - T mindestens zwei Kompo-  
nenten Go, G i mit  ~ (Go), ¢ (G1) > 0 gibt ; o. B. d. A. daf t  T als zusammenhgngend 
angenommen werden, da wir durch Hinzunahme endlich vieler Ecken  und  Kan-  
ten yon G stets ein zusammenhgngendes,  endliches T* ~ T in G erhalten 
kSnnen. Go, G i haben beide wieder kein freies Ende,  da andernfalls dasselbe 
Ende auch in G frei wire.  I n  T gibt es Ecken P0, Pl, von denen j eweils eine Kan te  
nach G o bzw. G 1 fiihrt (die Endpunk te  seien qo bzw. ql), sowie einen endlichen 
Weg Y, der Po, Pi verbindet,  e sei irgendeine Ecke yon Y. 

Wir  konstruieren nun  die gesuchte Unter tei lung yon  D schrittweise durch 
wiederholte Anwendung i. w. desselben Schlusses. 

Betrachte t  werden die endlichen Folgen i : i  1 . . . . .  i n ( i~= 0 oder 1); 
n heige die Lgnge dieser Folge. Die Folge der Lgnge 0 sei das leere System. 
Endhche 0, 1-Folgen beliebiger Lgnge werden durch i bezeichnet;  soll es sich 
um Folgen von einer Lgnge > 0 handeln, so schreiben wir i. 

Wir  nehmen nun ffir eine natfirliche Zahl n an, dab ffir jede 0, 1-Folge i 
der Lgnge n -- 1 bes t immt sind: G t c= G und  ein endliches zusammenh£ngendes  
TiC G ~ derart,  dab G t - T i (mindestens) zwei Komponen ten  Gi, o und  Gl, i 
besitzt, yon  denen jede eine Endenzahl  > 0 und kein freies Ende  ha t ;  ferner 
Ecken Pt, o, Pt, i ( Ti, die (in G) benachbar t  sind zu qt, o ~ Gi, o bzw. qt, i ( Gi, i. 

Wit  wghlen nun in Gi, o ein endliches zusammenhgngendes  Tt, o mit  qf, o ~ Tt, o 
derart, dab in G~, o - Tt, o zwei Kompo-  
nenten G k o, o und  Gl, o, i existieren, die 
je eine Endenzahl  > 0, also beide kein 
freies Ende  besitzen. (DaB dies geht,  
ist aus dem ersten Abschni t t  unseres 
Beweises ersichtlich.) Wir  wghlen dann  
weiter Ecken  Pi, o, o und Pt, o, 1 ~ Tt, o sowie 
qt, o,o E Gt, o,o und qt, o,i ~ Gi, o,i, so dab 
jeweils gleich indizierte p und  q (in G) 
durch eine Kan te  verbunden sind. 
Wegen des Zusammenhangs  kSnnen wit 
in Tt, o eine Ecke et, o und  drei Wege 
yon diesem et, o nach den beiden p und 
dem q aus Tt, o finden, so dab je zwei 
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dieser Wege (die auch nur  aus einer Ecke bestehen kSnnen) nur  dieses e gemein- 
sam haben. Die Vereinigung dieser drei Wege bezeichnen wir mit  Y~, o. 

Ganz entsprechend verfahren wir bei Gt, 1. 
Man sieht, dab die Y~ zusammen mit  den K a n t e n  (Pi, qJ) eine Unter-  

teilung D '  des dyadischen Baumes D bilden; die Verzweigungspunkte (=  Ecken 
3-ten Grades) dieses D '  sind gerade die % 
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H a t  man nun zwei verschiedene unendliche Wege __<D', so gibt es ein 
(yon e aus betrachtet) letztes e t, das diese beiden Wege gemeinsam haben. 
Daraus folgt, dab ein Rest  des einen Weges in Gt, o, der des anderen in Gi, 1 
liegen muG. Ffir die Vereinigung T der T t, mit  einem i' yon nicht gr5Berer 
L~nge als i bilden aber Gf, 0 und GL, 1 verschiedene Komponenten yon G -  T, 
und T ist endlich, so daB die beiden Wege auch in G verschiedenen Enden an- 
gehSren mfissen. Damit  folgt auch die Endentreue yon D'. 

Weiter beweisen wir 
(2.2) B sei abz~ihlbarer Baum mit iiberabz5hlbar vielen Enden. Dann entMilt B 

eine Unterteilung des dyadischen Baumes D; insbesondere /olgt (ohne Benutzung 
der Kontinuumhypothese) e (B) = 2 x° = ¢. 

Beweis: Wir w~hlen irgendeine feste Ecke e ~ B; ~ wollen voraussetzen, 
dab alle betrachteten unendlichen Wege in e anfangen. Dann entsprechen sich 
also Enden und Wege eineindeutig. 

Wir streichen zun~chst alle Ecken in B, durch die kein (in e beginnender) 
unendlicher Weg verl~uft. Der entstehende Graph sei B0; offenbar hat B 0 
dieselben unendlichen Wege wie B. Is t  v > 0 eine Ordnungszahl, so sei der 
Teilbaum B e ffir alle Q < ~ schon definiert. I s t  T Limeszahl, so werde gesetzt 
B~ = q N  Bq, wobei in diesem Durchschnitt  noch alle evtl. auftretenden end- 

lichen ,,Auswfichse" fortgeschnitten werden sollen. Is t  aber T = T' + 1 Nach- 
folgerzahl, so werde By nicht definiert, falls B~, kein freies Ende hat ;  falls B~, 
ein solches besitzt (etwa mit  dem unendlichen Weg U~,), so betrachte man auf 
U~, die letzte Ecke eines Grades =~2 (in B~,)2), und B~ entstehe dann dutch 
Streichung des durch diese Ecke bestimmten Restes yon U~, (ausschlieBlich 
dieser Ecke selbst). 

Bei diesem Wegschneiden bleiben alle Wege ~ B~,, die yon U~, verschieden 
sind, unverletzt. Da bei jedem solchen Ubergang yon ~' zu ~' + 1 mindestens 
eine Ecke yon B fortfi~llt, muB das Verfahren nach abzi~hlbar vielen Sehritten 
abbreehen. Insgesamt sind also auch nur hSchstens abziihlbar viele Enden fort- 
gefallen (da die Wege ~= U~, bei jedem Schritt unverletzt geblieben sind), so dab 
die Endenzahl des entstehenden Teflbaumes ohne freies Ende fiberabziihlbar 
ist. Damit  folgt nach Satz 2 die Behauptung. 

Wir kSnnen nun ffir die abz~hlbaren Bhume zusammenfassend formulieren: 
(2.3) Es sei B ein Baum mit abzdhlbar vielen Eeken. 
a) Ist e(B) = n > 0 endlich, so entMilt B eine Unterteilung eines Baumes B* 

/olgender Art: B* besteht aus einem endlichen Baum B o m i t  9enau n Ecken 
1. Grades (ira FaUe n >= 2; im F a l l e n  = 1 sei B o Kante) und keiner Ecke 
2. Grades, wobei an den Ecken 1. Grades n/remde unendliche Wege angehe/tet slnd. 

b) Is t  e(B) = ~o, so enthdlt B eine Unterteilung des in Fig. 4 oder 5 darge- 
stellten Graphen ; im Falle der Zokalfinitheit kann nur die Fig. 4 au/treten. 

e) Ist  e(B) > ~o, so/olgt e(B) = 2 ~°, und B enth~lt eine Unterteilung des 
Graphen D der Fig. 2. 

") Eine solche Ecke existiert, well U¢ freies Ende ist und alle endlichen ,,Auswiichse" 
fortgeschnitten sind. 
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§ 3. Konstruktion endengleicher Geriiste in den abz~ihlbaren Graphen 

Wir beweisen nunmehr  als t{auptergebnis:  
Satz 3. Jeder abziihlbare Graph G besitzt ein Geriist, das mit  G endengleich 

ist (das also aus jedem Ende yon G einen und nur einen unendlichen Weg enthSlt ). 
Beweis: Offenbar diirfen wir o. B. d. A. G als zusammenh~ngend annehmen,  

da wir andernfalls die Komponen ten  einzeln untersuchen k6nnen. - -  Wir  
schreiben die Eckenmenge yon  G als Folge:  E = {el, e 2 . . . .  }. 

Es sei nun B 1 = {e2}. Weiter  setzen wir noch G O = G und  Z 2 = {el}. Nehmen  
~_r an, dal] fiir eine natfirliche Zahl n schon die endlichen Teflbi~ume B~ 
(~= 1 . . . . .  n) yon  G konstruier t  sind mit  B i E B ~ E . . . E B n  und  e ~ B ~ .  
G!n)(i ~ I~) seien die Komponen ten  yon G - B. .  I s t  nun /~n+l die kleinste 
natiirliche Zahl tt mit  % ~ B n (jedenfalls #n+l >-- n + 1), so wihle  man  das- 
jenige GIn)= Gn+l, das eu~+l enth/~lt. Ferner  sei/cn+ i eine Kan te  ~ G, die von 
B~ in G~+ 2 hineinffihrt; ihre Endpunk te  seien bn+l ~ B .  und c,~+2 ~ Gn+i. Dabei  
sei/c~+ 2 so gewi~hl~, dab b~+ i zu einem B ~ -  B~_ i mit  m6glichst grol~em v g  n 
geh6rt. Zn+ i sei ein beliebiger (endlicher) Weg in Gn+l, der c .+ i mi t  e~+, 
verbindet. Wir  setzen 

Bn+ 2 = B ,  w k~+2 u Zn+ 2 ; 

B~+ 2 ist offenbar wieder ein B a u m  und enthiilt sicher e I . . . . .  en+ 1. 
Nunmehr  bet rachten wir 

B =  U B , .  
n = l  

B ist als Vereinigung einer aufsteigenden Ket te  yon  B/~umen wieder ein Baum,  
und zwar (wegen en E B~) ein Gerfist yon  G. Welter  sehen wir, daI] B die Ver- 
einigung der zu je zweien eckenfremden Zn = B ,  - B n_2 zuzfiglich der/c  n ist, 
die jeweils zwei verschiedene dieser Z n verbinden. 

Aus 0 = Z ~ B ~ _  I _ D Z ~ B ~  ffir m > n  sehen wir, dab ein Z~ (mit 
m ~ n) schon dann  ganz in G n verl/~uft, wenn nu t  eine Ecke yon Z~ in G, 
enthalten ist. Wir  bet rachten nun  ffir ein (festes) n die m, ffir die Z~ ~_ Gn ist 
(natfirlich folgt dann  m ~ n). Diese m schreiben wir als (endliche oder ab- 
zi~hlbare) Folge:  m l = n < m S < m a < • • .. Wei~er fassen wit flit irgendeines 
dieser m~ = m mit  x ~ 2 3) einen Weg Z ~ G n, der e,~ mit  eu, ' verbindet,  ins 
Auge. Z treffe Z~, ~J • • • ~J Zm,_i  das erste Mal in z E Zm z ; z ~= % .  Daraus  folgt, 

dab yon  G~ eine Kan te  ~G nach B~a - Bma_i ffihrt. Nach  Wahl  der /c i (s. o.) 

sehen wir daraus, dab der E n d p u n k t  bra,, ~ Bm,,_i yon k~ nicht  zu Bn-2 geh6ren 

kann. Da  nun  auBerdem Gn Komponen te  yon  G - B~_2 ist, folgt, dab b%, in On 

liegt fiir alle ~ => 2. Dami t  haben wir:  F/ir jedes n existiert nur  eine einzige 
Kante  (n/imlich kn) in B, die eine Ecke ~ G~ mit  einer yon  G -  Gn verbindet.  

Es ist also Gn = G([3 Zm,,]. G n -- Zn hat  die Komponen ten  Hi  (i ~ In g In) ; 
\rag l 

jedes H,  ist gleich G(~_ Zm'q), wo m'. die Teilfolge der m. ist, fiir die das zugehSrige 
] 

Z in H i fi l l t .  I s t  m (>  n) das kleinste der ~ mi t  Z~ ~ H i, so folgt H~ = G~. I s t  

~) Falls ein m~ mit g :> 2 nicht existiert, haben wit nichts welter zu un~ersuchen. 
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also Gm Komponente  yon G n - Zn, so f/ihrt offenbar (nach der obigen Bedingung 
ffir die k~) km yon Zm nach Zn. 

U sei nun ein unendiicher Weg =c G, n irgendeine natfirliche Zahl. Wegen 
der Endlichkeit yon Bn folgt, dal3 ein Rest  R 1 yon U in einer Komponente  C 
yon G -  Bn enthalten sein mul3. C ist gleich einem Gr, (r 1 ~ n + 1), wobei r 1 
das kleinste der tern mit  %m ~ C ist. Entsprechend folgt, dab ein Rest  R~ y o n  R 1 

in einer Komponente  Gr~ yon Grl - Zr, enthalten ist, usw. ; allgemein folgt, 
dal3 ein Rest  R e in einer Komponente  Gre yon %_1-- Zr~_: t enthalten ist. Wir 

bekommen also eine nicht abbreehende Ket te  Grl D Gr~ ) ' "  ", wobei jedesmal Gro 

Komponente  von Gro_l-  Zro_l ist und einen Rest R e yon U enthMt. Insbeson- 

dere folg~ naeh dem obigen, dag die kro auf einem unendlichen Weg V yon B 

liegen (da kro immer Zr0 und Z~q_I verbindet). 

Wir behaupten, dab V und U in G ~quivalent sind. Denn ist T eine endliche 
Menge von Ecken (G, so gibt es ein letztes 2, so dal3 Zrz eine Ecke ~ T enth~lt. 

In  Gr~+lliegen dann der Rest  R~+ 1 yon U und der Endpunkt  ~ Zr~ + 1 yon kr~ + 1; 

d. h. T trennt  keinen Rest  yon U yon allen Ecken E V. 

Damit  folgt, dab B in G endenvollsti~ndig ist. 

Weiter seien nun U, V (beide o. B. d. A. mit  dem Anfangspunkt el) irgend 
zwei Wege in B, die in G ~quivalent sind. Es folgt, dal~ die wie oben bestimmte 
Folge der Gr0 f/ir U und V die gleiche sein mug, da sonst Reste von U und V 

in G dureh eines der (endlichen) Bn t rennbar wi~ren. Aus G~e f/ihrt auBer kre 

keine Kante  von B hinaus. Daher m/issen U und V beide diese unendlieh 
vielen versehiedenen krq enthalten, also aueh in B ~quivalent sein. 

Somit folgt, dab B auch endentreu in Gis t ,  und unser Satz ist bewiesen. 
Durch Betrachtung eines endengleichen Geriistes in einem abz~hlbaren 

(zusammenh~ngenden) Graphen G sieht man nun ein, dal] (2.3) riehtig bleibt, 
wenn man darin , ,B" dureh ,,G", , ,Unterteilung" dureh ,,endentreue Unter- 
teflung" ersetzt. Fiir den Fall e (G) ~> ~0 notieren wir noch einmal besonders : 

Satz 4. Ist  G ein abzdhlbarer Graph mit iiberabzdhlbar vielen Enden, so enthiilt 
G eine endentreue Unterteilung des dyadischen Baumes D; iwsbesondere [olgt 
ohne Zuhillenahme der Kontinuumhypothese e ( G) = 2 ~° = ¢. 

§ 4. Einige Eigenschaften der lokalflniten Graphen 
Es sei G irgendein (unendlieher) Graph, Pl, P2 . . . .  eine abz/~hlbare Folge 

verschiedener Ecken aus G. Ein unendlicher Weg U g G heil3t Icon]ugiert zu 
dieser Folge, wenn es unendlich viele paarweise eckenfremde endliche Wege 
in G gibt, die eines der p~ mit  U verbinden. Gleichbedeutend damit, dab der 
unendliche Weg U zu der Folge der p~ konjugiert ist, ist offenbar, dab naeh 
Adjunktion der Kanten  (p~, P~+I) (~ = 1, 2 . . . .  ) der entstehende unendliehe 
Weg der p~ zu U/~quivalent ist, bzw. dal] ffir jede endliche Eckenmenge T ~_ G 
die Komponente  yon G -  T, die einen Rest  yon U enth//lt, stets auch minde- 
stens eins der p~ enth~lt. 
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Nunmehr folgt : 
Satz 5. G sei lokalfinit, unendlich und zusammenhiinffend, Po, Pl, P~ . . . .  

eine abziihlbare Folge verschiedener Eeken von G. Dann gibt es wenigstens einen 
unendlichen Weg c= G, der zu der Folge Po, Pl, P~ . . . .  konjugiert ist. 

Beweis: Man wiihle zunKchst Z 1 = B 1 als einen Weg in G, der P0 und Pl 
verbindet. Ist  f/Jr ein n ~ 1 der Baum B. _c G schon bestimmt, so w~hle man 
Z~+ 1 als einen Weg in G, der Pn+l mit einer Ecke b~+ 1 E B~ verbindet und sonst 
keine Eeke mit Bn gemeinsam hat (evtl. Zn+l = {Pn+l} = {b~+l}), und setze 

B~ +1 = B,  ~J Z n +1- B = U B n ist ein unendlicher lokalfiniter Teilbaum yon G; 
n = l  

daher folgt, dab B einen unendlichen Weg U (mit dem Anfangspunkt P0) ent- 
halten mull. q, bezeiehne jeweils die letzte Ecke yon U, die in dem P0 mit Pv 
verbindenden (eindeutig bestimmten) Teilweg yon B liegt. Fiir jede Kante k 
yon B gilt, dag in B -- k mindestens zwei der pv getrennt liegen (zum Beweise 
w/thlt map etwa das B,  mit kleinstem n, in dem/c liegt). Daraus folg4, dall zu 
jedem q, E U noch ein darauf folgendes q, E U existieren mug, da sieh sonst 
Iiir die yon q, fortffihrende Kante k ~ U ein Widersprueh erg/ibe. Man sieht nun 
aber sofort ein, dab U zu der Folge p, konjugiert ist. 

Aus Satz 5 folgt nun sofort: 
Satz 5'. Jeder zusammenhiingende Falctor eines lokalfiniten zusammen- 

hSngenden Graphen G i s t  endenvollstgndig in G; jeder endentreue zusammen- 
hSngende Falctor von Gis t  also yon selbst endengleieh mit G. Es ]olgt daher ins- 
besondere (mit Satz 3), daft die Endenzahl von G gleich dem Min imum der 
Endenzahlen aller Geriiste yon B ist. 

Satz 5' beinhaltet die merkwiirdige Tatsache, dall sich durch das Streichen 
yon beliebig vielen Kanten (sofern nur der entstehende Faktor zusammen- 
h~ngend bleibt) jedes Ende eines lokalfiniten zusammenh/ingenden Graphen 
h6chstens in mehrere andere Enden aufspalten, nicht aber g/inzlich verschwin- 
den kann. 

Wenn in G auch nur eine Eeke unendlichen Grades zugelassen ist, so wird 
Satz 5' falsch. Man nehme etwa den dyadisehen Baum D sowie eine neue 
Ecke e' zu D und verbinde e' mit allen Ecken yon D dutch eine (neue) Kante. 
Diese Kanten bestimmen einen zusammenh/ingenden Faktor der Endenzahl 0, 
w/thrend der volle Graph die Endenzahl ¢ hat. 

Wir beweisen mit Hilfe yon Satz 5 noch: 
Satz 6. Es sei G lolcalfinit, unendlieh und 2./ach zusammenMingend. Dann 

gibt es zu jeder abz5hlbaren .Folge Po, 191, P2 . . . .  einen unendlichen Weg in G, der 
unendlich vide der Eclcen p, entMilt. 

Beweis: Nach Satz 5 gibt es einen unendliehen Weg U g G, der zu der 
gegebenen Folge der p~ konjugiert ist. Wir nennen einen (endlichen) W'eg Z 
in G eine U-Sehne, wenn U den Anfangs- und den Endpunkt  yon Z, aber auller 
diesen keine weiteren Ecken und keine Kanten von Z enth~lt. (Aueh eine Ecke 
yon U selbst heil~e U-Sehne.) 

Wir nehmen nun an, dall wir sehon eine Folge yon n paarweise fremden 
U-Sehnen Z 1 . . . . .  Z, gefunden haben, derar~, dab die Ecken yon Z~ r~ U auf U 
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vor denen yon Zi+l c~ U liegen (i = 1 . . . . .  n -  1) und jedes Z~ mindestens 
ein p~ enth/~lt. Wir werden eine weitere U-Sehne Zn+l konstruieren, so dal~ 
Z .  c~ U vor Z ,+  1 c~ U auf U liegt, Z~+~ ~ Z~ (i = 1 . . . . .  n) leer ist und Zn+ 1 
eine Ecke p~ der gegebenen Folge enth~lt. 

Die endliche Menge der Ecken ~Z 1 ~ • • • ~/Zn zuzfiglieh all der Ecken C U, 
die auf U vor einer der Eeken yon U ~ Zi (i = 1 . . . . .  n) liegen, werde mit  M 
bezeichnet. Weil U zu der Folge der Pv konjugiert ist, existiert ein endlicher 
Weg W1, der eine Ecke p,, der Folge mit  einem u I C U verbindet (wobei W1 m U 
= {ul} ) und M vermeidet. Wegen des zweifaehen Zusammenhanges gibt es 
zwei bis auf p~, fremde Wege W~, W~', die von p~, ausgehen und zu zwei ver- 
sehiedenen Ecken C U ffihren (wobei U A(W~ u W~') nur aus diesen beiden 
Ecken besteht)4). Wenn W~, W~' beide M vermeiden, kSnnen wir offenbar 
W~, W~' zu dem verlangten Z.+  1 zusammensetzen. Wenn W~, W[' aber beide M 

- - p  ~ t v  ! t v  treffen und W1 bzw. W1 die Anfangsst/icke yon W1 bzw. W1 bis zum (erst- 
maligen) Eintreten in M sind, so betrachte man die letzte Ecke l, die W 1 

- - !  - - v !  - - o  (yon p~ d~chlaufen)  mit  W1 ~ W1 gemeinsam hat. Is t  1 etwa E W1, so ersetzen 
wir W~ durch sein Anfangsstfick yon p~ bis l zuzfighch des Reststfiekes yon W~ 
yon Ib i s  u 1 ; der entstehende Weg sei Z~ (Fig. 7). Wir haben damit  zwei in p~, 

~ p t  beginnende Wege Z~ und Z~' (= W1 ) in G gefunden, die bis auf p~, fremd sind, 
wobei Z~ zu M fremd ist und zu u 1 E U ffihrt, w/~hrend Z~' genau seinen End- 
punkt  (~= p,~) mit  M und keine innere Ecke mit  U gemeinsam hat. 

Denselben SchluB kSnnen wir nun auf M 1 = M v Z~ u Z~' s tart  auf M 
anwenden. Es folgt entweder das Vorhandensein einer U-Sehne Z~+~ der 
verlangten Art oder die Existenz eines p~, sowie von zwei in p~, beginnenden, 
bis auf p,,, fremden Wegen Z~, Z~' derart, dab Z~ zu M 1 fremd ist und p~ mit 
einem u 2 ~ U verbindet (Z~ ~ U = {u2} ), Z~' aber genau den Endpunkt  mit  M1 
und keine innere Ecke mit  U gemeinsam hat. Wenn nun dieser Endpunkt  e 
nieht zu M gehSrt, so kSnnen wir mit  Hilfe von Z~' und Teilstiicken von Z~' 
bzw. Z~ leieht eine U-Sehne Z~+x der verlangten Art  zusammensetzen (Fig. 8). 

Fig.  7 Fig .  8 

Andernfalls aber wenden wir auf M~ = M~ ~ Z~ ~ Z~' wieder diesen SehluB an, 
usw. Wir erhalten entweder einmal eine U-Sehne der verlangten Art oder aber 
unendlieh viele in M einmfindende Wege Z~', yon denen je zwei auBer vielleicht 
ihren Endpunkten in M niemals eine Ecke gemeinsam haben. Aus dem end- 
lichen M k5nnen aber wegen der Lokalfinitheit von G niemals unendlich viele 

~) Wenn ~ ,  auf U liegt (also mit u~ zusammenf~U~), k6nnen wir offenbar dieses p,~ als 
Z~+~ w~hlen. 
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verschiedene K a n t e n  herausfiihren, d . h .  wir mfissen nach endlieh vielen 
Schritten wirklich einmal zu einem Zn+l der verlangten Art  kommen.  

Wir  erhalten somit eine unendliche Folge Z1, Z 2 . . . .  von  U-Sehnen, die 
paarweise eckenfremd sind, je ein p~ enthal ten und die Eigenschaft  haben, daI3 
die Eeken yon  U f~ Z~ auf U stets vor  denen yon  U f~ Zn+l k o m m e n  (n = 1,2,...). 
Indem wir den durch die beiden Ecken ~ U f~ Zn eingeschlossenen Teilweg 
yon U durch Zn ersetzen (n = 1, 2 . . . .  ), gelangen wir zu einem unendliehen 
Weg V, der unendlich viele Ecken  der gegebenen Folge enth$1t. 
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