
HErsz, E. 
Math. Annalen, Bd. 129, S. 451--454 (1955). 

t iber  Fli ichen mit  e ine indeut iger  Projekt ion  auf e ine  Ebene ,  
deren Krt immungen 

durch U n g l e i c h u n g e n  e ingeschr l inkt  sind.  
Von 

ERHARD HEINZ in GSttingen. 

Wit  betrachten ein Fl~chenstiick ~ im dreidimensionalen Raume der Va- 
riabeln x, y, z, welches fiir x2+ y~ < R ~ in der Form z = z(x,  y) darstellbar ist, 
wobei z(x, y) eine reelle, zweimal stetig differenzierbare Funktion bedeutet.  
Wenn die GauBsche Kri immung K oder die mitt lere Kri immung H yon 
dem absoluten Betrage nach oberhalb einer positiven Zahl ~¢ bleiben, so hat  
dies fiir R eine Ungleiehung der Form R < ~ (a) zur Folge. Dieser Sat, z ist 
in den Fiillen K > c¢ > O und IHI > a¢ > 0 leieht zu beweisenl). Der VollstKndig- 
keit  halber wird dafiir in § 1 dieser Note ein Beweis gegeben, der ira wesent- 
lichen mit  der mitt leren Kri immung H operiert und zugleieh die bestmSgliehen 
Konstanten ~ (a) liefert. 

Der interessantere Fall K < -  a < 0, der eng mit  dem Hilbertsehen 
Theorem yon der Nichtexistenz vollsti~ndiger Fl~ehen konstanter  negativer 
GauBscher Kri immung zusammenh~ngt, ist kiirzlieh yon JEt,MOW [3], [4] 
behandelt worden. Dieser zeigte: Wenn ~: eine eineindeutige Projektion auf  
ein Quadrat  der Seitenl/~nge l gestat tet  und immer K < - -  1 ausf£11t, so gilt 
l < 14. Der a. a. O. gefiihrte Beweis 'beruht auf  dem Studium der Asymptoten- 
linien yon ~ und benStigt geometrisch-topologische l~berlegungen. Es ist 
daher vielleicht yon Interesse, einen analytischer~ Beweis dieses Theorems zu 
geben, weleher auf  anderen Prinzipien beruht. Dies geschieht in § 2, wo 
auBerdem eine quanti tat ive Verseh~rfung dieses Resu]tates gewonnen wird 
(Satz 4). Haupthilfsmit tel  des Beweises ist dabei eine im wesentlichen yon 
S. BERNST~.IN 2) herriihrende Identi tat ,  welehe in Satz 3 formuliert ist. 

§ l .  DieF~lle [ H [ ~ a > O u n d K ~ a > O .  

Wir betruchten zun~ehst den Fall IHI ___ a > 0 und beweisen 
Satz 1. Es sei z = z(x,  y) eine /iir x~ + ya< R ~ zwelmal steti 9 di/[erenzier, 

bare Funk~ion, welehe der Unyleichun9 

( l + z  ~ z~x zxz~z~y+(l+z~x}zy~ I IH I = v) --2 
2 (I + z.~ + z~)~ -~ ~ > 0 

1 
geniigt. Dann ist R < - - .  

1) Vgl. S. BER~STErr¢ [2], insbes. S. 242--244. 
s) Vgl. S. B~.R~SSTErN [1], insbes. S. 96. 
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Beweis. 0hne Beschriinkung der Allgemeinheit daf t  H > ~ > 0 voraus- 
gesetzt werden. Sei 0 < R~ < R. Dann hat  man auf Grund der Identiti~t 

(l + z ~ ) z x x i 2 z x z q z z ,  + (1 + %) zv v 

= ~  ~+~+.~, +~1/1+, , 

die Gleieh~mg 

• Vi+z~:+z~, d x +  p i + z l + z ~  v d y  . 
xt+ y* </it* x* + y* = R| 

Wegen H ~ :¢ > 0 hat  man f f 2 H d x d y > 2 o~ g R~. 
# +  y t < ~ i  

Ferner ist 

Dies ergibt 

--<- l+~-zT~+z v -  ~" (dxa + dya)½ <= 2 ~ R 1 . 

2 a ~ R ~ g 2 ~ t R  1 oder R l g l .  

Fiir R 1 -~ R folgt die Behauptung. 
Der Fall positiver GauBscher Kriimmung kann direkt auf Satz 1 zuriick- 

gefiihrt werden. Es gilt 
Satz 2. Es  sei z = z (x, y) fiir xa + ya < R 2 zweimal stetig di//erenzierbar und 

ZX x Zy y i ZX y 
K =  

Dann hat man  R < 7 1  . 

Beweis. Wegen K < H a ist ]H I > 1/~. Nach Satz 1 folgt daher R < V ~ '  
/ 

w . z . b . w .  

Man e rkenn t  an dem Beispiel z = ~/R a - - x  a --y~, da]~ die in Satz 1 und Satz 2 
bewiesenen Ungleichungen nicht verbessert werden kSnnen. 

2.  Der Fall g ~_ - a < 0 .  

Wir wenden uns jetzt  dem Studium yon Fl~chen mit negativer GauBscher 
Kriimmung zu und beweisen zun~chst 

Satz 3. Es  sei z = z(x ,  y) eine liar x I + yl  < R t  zweimal stelig diHerenzier- 
bare Funkt ion.  Dann  gilt tier 0 < r < R die Identltgt 

d z(r oos q~, rsin 9) 
d r  (~  ~q~ dq) 

2 ~  

= f (Oz(reosq~,rsincp)), f f (,i.--==°=,,)dxdv 
0 # + t r t < r  t 
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Beweis. Setzen wir zur Abkfirzung ~(O, ~0)= z(e cos% O sin~v), so wird 

2 f f  ( z ~ ® z ~ - - z $ u ) d x d y =  f ( z~dz~- -zydz~)  

gn 

= - g i - + z ~ +  q q /~= ,  
0 

2n 2~ 
~ ~ ~  1 d 

= f , ~  ._a~ f (-, 
0 0 

0 

ffir 0 < r < R, was mit der Behauptung identisch ist. 
Mit Hilfe der in Satz 3 bewiesenen Gleichung k6nnen wir das Hauptergebnis 

dieser Note beweisen, ngmlich 
Satz 4. Es sei z = z(x, y) eine fiir x*. + y~< R ~ zweimal stetlg dillerenzier- 

bare, reeUe Funktion, welche der Ungleichung 

Z~e:V Z~ly - -  Z ~  
K = - -  < - - ~ < 0  

(1 + 4 + 4 )  ~ 

geniigt. Dann gilt R < e 

Beweis. Die Funktion 

r 2 a  

l(r) = odo 1 + ~, - aqo 
0 0 

ist fiir 0 < r < R zweimal stetig differenzierbar, und es gilt 

/,,(r) = 2 a +  d e  1 Oz(roosq~,rsinqJ) 
T a~ • 

0 

Ferner ist 

=,"<= l(r)<,,it ,,('+~'z, f f  (1 +4  + ~)'a* au)L 
Mit Benutzung yon Satz 3 sowie der Ungleichung K < - -  = < 0 erhglt man 
hieraus 

l"(r) > 2 f f  (z~,--  z . , z , , )  d x d y  
xl + ym ~ rn 

~, ~---Y I (rp, 
xa + yS ~ r~ 

also 

Es folgt 

a 4 ~ a q ( e ) ' )  
e e (/' (q)*) ~- a - ~ .  a e 

flit 0 < Q = < r .  

> 4 ~  
/ '(r)~ _ a ~  f ( r p  
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oder 

- -  / ( r ) -½) :>  - ~ -  " r  fiir 0 < r < R .  

Sei je tz t  0 < R 1 < R~ < R. D a n n  erh~lt  m a n  durch  In t eg ra t ion  die Ungleichung 

~-½R~ -~ ~_ f(R~)-½> /(R~)-½--/(R2)-½ 

I~l~t m a n  hierin R~ gegen R konvergieren,  so folgt 

log (R~)  < (3 )½ Ri  -1 fiir 0 < R I < R  

undsomitauchFfirO<Rl<cv. SetztmanRl=(-~)½,soergibtsichR<e(3) ½, 
womit  Satz 4 bewiesen ist. 

Literatur. 
[1] BER~STEI~, S.: Sur la g6n6ralisation du probl~me de Dirichlet. Math. Ann. 69, 

82--136 (1910). - -  [2] BER~STEI~, S.: Sur les surfaces d6finies au moyen de leur cour- 
bure moyenne ou totale, Ann. Ec. Norm. Sup. 27 (1909), S. 233--256. [3] JEYIMOW, N. V. : 
Untersuchung einer vollst~ndigen Fl~tche negativer Kriimmung. Doklady Akad. Nauk 
SSSR (N.S.) 98, 393--395 (1953) (russ.). - -  [4] JEFIMOW, N. V.: Untersuchung der 
eindeutigen Projektion einer Fl~tche negativer Kriimmung. Doklady Akad. Nauk SSSR 
(N. S.) 98, 609--611 (1953) (russ.). 

(Eingegangen am 11. Mdrz 1955.) 


