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Einleitung. 

1. In  der Arbeit [14] habe ich gezeigt, dab die Singularit~ten (n--1)-di- 
mensionaler 1) ana]ytischer Mann ig fa l t i gke i t en -  kurz , , F l ~ c h e n " -  im l~aume 
C n yon n komplexen Ver~nderlichen fox n ~ 3 ~hnlichen Einsehr~nkungen 
unterliegen wie die der FunkVionen mehrerer Variabler. Das wird dureh die 
ErwKgung verst~ndlich, dab jede Fl~tehe der Dimension n -  1 einer Funktion 
yon n -  1 Ver~nderlichen entsprieht. Die wichtigsten Ergebnisse waren: 

I. Die Fldche 9 n-x sei analytiseh in der Kugelschale 1/2 < Y7 ]zil ~ < 1. Dann 
1 

n 

ist sie es auch in der Kugel ~ ]zi[~< 1. Genauer: Es gibt genau eine in der 
1 

Kugel analytische Fldche 9~ -1, die in der Kugelschale mit 6 n-1 iibereinstimmt. 
Aus I. geht ein Kriterium ]i2r algebraische Fl~chen hervor: 
I I .  I~t 9 "*-1 auflerhalb einer Kugel analytisch, so ist 9 n-1 eine algebraische 

FI~che. Auflerdem: Der Durchschnitt einer algebraischen Fl~che mit dem 
~4"ufleren einer Kugel ist irreduzibel. 

Sch~rfer Ms I.  ist das Analogon eine~ Satzes yon HARTOGS z) : 
I I I .  O sei die Vereinigung der Gebiete 

unit 

Weiter sel 

([Zll < l; ~/~ < ~lz~12< l ) .  
2 

(I " ) H(G)= za l<  1 ; ~ l z ,  l~< 1 . 
2 

Ist nun 9 n-1 in (7 analytisch, so auch in H(G). Genauer: Es gibt elne und 
nut elne in H (G) analytische Fl~che §~-1, die in (7 mit 9 "-1 iibereinstimmt. 

Diese S~tze shad an n ~ 3 gebunden; fiir n = 2 sind sic falseh. 
Ersetzt  man in I . - - I I I .  ,,Fl~ehe 9 n-l ' '  dureh , ,Funktion g(z 1 . . . . .  z,)"  und 

,,analytiseh" durch ,,reguli~r", so erh~lt man bekannte S~tze fiber Funktionen 

1) Hier ist die ,,komplexe Dimension" gemein¢. Die topologisehe Dimension ist 
doppelt so grolL Zu den Begriffen vgl. im iibrigen § 1. 

") VgL [3J, S. 39, Satz 8. 
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von n Ver/~nderlichen. Diese formale Analogie ist fiberraschend. Denn die 
F1/~chen gn-1 entsprechen ja Funktionen von n - - 1  Ver/~nderliehen. Man ge- 
langt aueh nicht durch Spezialisierung von I . - - I I I .  zu bekannten S/~tzen. 
Bei der Funktion z l= g(z~ . . . . .  zn) ist z 1 den fibrigen Variablen gegenfiber 
bevorzugt, bei der ,,F1/iche z l= g(z 2 . . . . .  zn)" nicht. Das ist der wesentliche 
Unterschied. Alle S/~tze erweisen sich im fibrigen als Konsequenzen des Kon- 
tinuit/~tssatzes 3). 

2. Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine einheitliehe Darstellung der Theorie 
der Fortsetzung k-dimensionaler F1/~chen im C ~ zu geben. Dabei ist immer 
k ~ 2 vorausgesetzt;  die topologische Dimension der F1/~chen soll also min- 
destens vier sein. Das entspricht einer Theorie der Systeme yon n - -  k Funk- 
tionen von/c ~ 2 Ver/~nderlichen, so wie die F1/~chen 9 n-1 Funktionen von n - -  1 
Variablen zugeordnet sind. Dai] auch ffir k < n - - 1  die Dinge ~hnlich sind 
wie bei k = n - -  1, habe ich in [14] schon angedeutet.  Jedoch ffihrt die genaue 
Analyse zu neuen Ergebnissen und einer durchsichtigen Begrfindung auch 
der S/~tze ffir k = n - -  1. 

Zun/~chst sei erw/~hnt, dab die Aussagen I . - - I I I .  auch fiir Fl~ehen g~ 
richtig sind, wenn nur k ~ 2 ist. Sie lassen sich aber erheblich versch/irfen. 
Zum Beispiel gilt fiber I I .  hinaus: 

I Ia .  Die Fldche 9 k sei in der Umgebung der abgeschlossenen Ebene Eq 

= (z 1 . . . . .  z~ = 0 ; p = n - -  q) des pro]ektiven C n analytisch und gk ~ Eq ~ O. 
Sie sei zudem irreduzibel und q ÷ k ~ n ÷ 1. Dann ist 9 k eine algebraische 
Fldche (vgl. die schdr/eren Sdtze 8 und 9, § 7). 

Hier ist die wesentliche Bedingung q ÷ k ~ n ÷ 1. Sie sagt aus, dab 
9 k ~ Eq mindestens eindimensional ist. Entsprechende Bedingungen sind in 
allen S/~tzen notwendig. 

3. Zur Gliederung der Arbeit ist zu sagen: Die angegebenen S~tze be- 
ziehen sich auf  F1/~chen 9~, welche in den C n eingebettet  sind. Die 9k werden 
als in gewissen Gebieten des C n analytisch vorausgesetzt.  Diese Dinge werden 
im zweiten Teil (§ 3 - -  § 8) behandelt. Der erste Teil (§ 1 und § 2) befaBt sich 
dagegen mit  allgemeinen Grundlagen (§ 1) und in § 2 mit  den unmittelbaren 
Konsequenzen, welche sich aus der Existenz der Regulari~tshfil len fiir ana- 
lytische F1/~chen mit  Parameterdarstel lung ergeben. Ein Beispiel mag das 

k 

erl/~utern. T sei die Kugelschale 1/2 < ~ '  [v~[~< 1 des (vl . . . . .  v~)-Raumes 
1 

und H ( T )  die Kugel v '  [v~12 < 1. Weiter seien die Funktionen gi (v) in T 
1 

regular und die Matrix a ~  in T fiberall yore Range/c. Dann bildet z i = gi (T) 

das Gebiet T auf  eine k-dimensionale analytisehe F1/iehe ~ des z-Raumes 
mit der Darstellung z~ = gi(~); ~: ~ T a b .  ~ mit  dieser Darstellung nenne 
ieh ein ,,analytisehes Element" .  Nun bleiben die g~('~) in H ( T )  notwendig 
~oeh regular (vgl. I .  ffir Funktionen). Aueh l~gt sieh zeigen, dal~ der Rang 

yon ~a~]  innerhalb H ( T )  hSchstens in isolierten Punkten  kleiner als k ist. 

3) Vgl. [3], S. 49 und [2]. 
~Iath. Ann. 129. 7 
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Daraus folgt, dab zt ---- g~(v) auch H(T) auf  eine analytisehe Fl~che (2~. des 
z-Raumes abbildet. ~k. nenne ich eine Erweiterung yon ~ .  Die Erweiterung 
fiihrt also wieder zu einem Fli~chenstiick mit Parameterdarstellung, einem 
,,Element". In unserem Falle zieht die Fortsetzung der Abbildungsfunktionen 
eine Fortsetzung der Abbildung naeh sich, die wieder eine Erweiterung des 
Elementes ~k zur Folge hat. Die MSglichkeit der Erweiterung griindet sich 
also auf Eigenschaften des Urbildes T i m  Parameterraum und der Abbfldungs- 
funktionen. Auf die Einbettung in Gebiete des z-Raumes wird nicht Bezug 
genommen4). 

4. Nun zum Inhalt  der einze]nen Abschnitte. I m §  1 werden die grund- 
legenden Begriffe erkl~rt und die Si~tze abgeleitet, die ffir das folgende un- 
entbehrlich sind. Soweit es mSglich ist, habe ich reich auf die Literatur  be- 
zogen. Jedoch sind nicht alle S~tze, die ich brauche, soweit mir bekannt~ 
bisher ausdriieklich formuliert und bewiesen worden. Stat t  des friiher lib- 
lichen Ausdrueks ,,Fli~che" benutze ich den jetzt gebr~uchliehen ,,analytische 
Menge". Daneben kommt auch noch ,,k-dimensionale Fl~che" vor in derselben 
Bedeutung wie ,,irreduzible/c-dimensionale analytische Menge". ,,Dimension" 
heiBt immer ,,komplexe" Dimension. Die topologische Dimension ist doppelt 
so grol3. In § 1 ist ]c = 1 noch zugelassen. 

Der Inhalt  des § 2 ist eine genauere Untersuchung der oben skizzierten 
Sachverhalte. Der yon dem WEIERSTRASsschen abweichende Begriff des 
,,Elementes" ist ausreichend allgemein zu bestimmen. Darauf werden Be- 
dingungen angegeben, unter denen die Abbildungsfunktionen fortsetzbar sind 
und zu einer Erweiterung des gegebenen Elementes ffihren. DaB dies keines- 
wegs immer der Fall fist, wenn die Funktionen fortsetzbar sind, geht aus 
einem bekannten Beispiel hervor (vgl. [12], S. 177). Eine wichtige Rolle 
spielt hierbei'die Aufgabe, zu einer vorgelegten Fl~che des z-Raumes passende 
Parameter  zu linden. I)iese Dinge werden trotz ihrer grunds~tzlichen Be- 
deutung hier nur soweit behandelt, als sie im folgenden gebraucht werden. 
Das Ergebnis sind die S~tze 2.4 und 2.5. Letzterer wird im § 4 wesentlich 
benutzt. - -  Unmittelbare Folgerungen aus den Ergebnissen des § 2 sollen 
in einer anderen Arbeit gezogen werden. 

Der zweite Tell der Arbeit beginnt in § 3 mit der Kennzeichnung der 
Konvexiti~tseigenschaften yon Hyperfl~chen im AnschluB an LEvi 5) und 
KRZOSKA. Die yon KRZOSKA begonnene Untersuchung muB weitergefiihrt 
werden, damit sie fiir die Fl~ehentheorie ausreicht. Die entscheidende Rollc 
bei einer t typerfl~che ~ = 0 spielt der Index q (=  Anzahl der positiven 

4) Die Einsieht, da~ es grunds~tzlleh wiehtig ist, diese Eigenschaften yon denjenigell 
zu tr~nnen, die auf der Einbettung in den z-Raum beruhen, v e r ~  ich Unterhaltungen 
mit Herrn K. R~IDEMEIsT~R fiber meinen ursprfinglichen Beweis des Satzes yon der 
lol~len Fortsetzung (Satz I und 2, § 4). Ich bin daher Herrn K. REIDEMr~mTER fiir seh~ 
freundliches Interesse und die Anregungen, die ieh in diesen Unterhaltungen empfing. 
sehr zu Dank verpflichtet. 

*) Vgl. [3], 4. Kap., § 3. 
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Quadrate in der Normalform) der lC[ER~LITmschen Form ~ -  u ~ , a u f d e r  
1 t 

n a ~  
Ebene ~ -OZ~ % = 0, gebildet in einem Punkte ~o you ~ = 0: Es gibt eine 

1 

q-dimensionale Fl~ehe dureh ~o, welehe sonst ~ g 0 nicht trifft. Andererseits 
schneidet jede ( n -  q)-dimensionale Fl~ehe ~ > 0, wenn sie durch ~o geht. - -  
Das sind die ffir die Existenz und Einzigkeit der ,,lokalen Fortsetzung" 
(vgl. § 4) grundlegenden geometrischen Sachverhalte. 

§ 4 bringt zwei S~tze fiber die lokale Fortsetzung. Der eine lautet:  
~o sei ein Punkt  der Hyper/ldche q~ = O, U eine Umgebung yon ~o und 

= U ¢'~ ( q~ > 0). q sei der oben erkldrte Index in ~o. Es sei 9 ~ in ~ analytisch 
und q + k > n + 1. Da•n gibt es eine U~ngebung U ,  yon ~o und eine in U.  
analytische Menge 9~, welche in U.  f~ U mit 9 k iibereinstimmt. Je zwei solche. 
Fortsetzungen sind in einer vollen Umgebung yon ~o gIeich. 

Die charakteristische Bedingung ist q + k > n + 1. Sie ist unentbehrlieh. 
Ffir Funktionen kann man formal k = n setzen und erh/~lt die Forderung q >*1. 
Die Hyperfl/iche mut~ also - -  wie zu erwarten - -  yon der Seite ~ > 0 konvex 
in bezug auf eindimensionale F1/ichen sein, soll man der Fortsetzbarkeit  der 
Funktion sicher sein. 

§ 5 bringt ttilfssi~tze fiber den ZusammenschluB lokaler Fortsetzungen zu 
Fortsetzungen im GroBen. Darauf wird die Fortsetzung analytischer Fl/~chen 
behandelt, die in der Umgebung des Randes eines beschrgnkten Sterngebietes 
gegeben sind. Das ist die Grundlage ffir § 6. 

Unabhiingig yore § 6, und deshalb hier zuerst besprochen, sind die S/~tze 8, 9 
des § 7 (vgl. den unter 2. angeffihrten Satz IIa) und das ffir weitere Unter- 
suehungen besonders wichtige Analogon yon I I I  in § 8. 

I m §  6 wird zun/~chst der Begriff der , ,q.Konvexi~t" eines Gebietes ein- 
geffihrt. Er  ist ein Analogon zur ,,Regularkonvex~tdt ) und bezieht sich auf 
Systeme von n - -  q Funktionen. Ffir q ~- n - -  1 geht er in die Reguli~rkon- 
vexit~t fiber. Wie regul~rkonvexe Gebiete sich von innen durch analytische 
Polyeder approximieren lassen, so q-konvexe durch ,,analytisehe q.Polyeder". 
Letztere sind yon auflen konvex in bezug auf  q-dimensionate analy~ische 
Fldchen. Sie kSnnen einspringende Kanten haben. Im allgemeinen sind sie 
keine Regularit~tsgebiete ~). Jedoch haben sie, jedenfalls wenn sie besehr~nkt 
sind, wie diese einen zusammenhgngenden Rand. Ein einfaches Beislaiel im 
(u, v, w)-Raum: Der Durchschnitt  yon Iwl < 1 und (lut < 1/2; Iv] < t ) \ J  
~J(lul < 1; Iv] < 1/,) ist ein 1-Polyeder. Es gilt nun der Satz: 

G sei beschrdnkt und q.konvex, G o ganz in G gelegen. Die Fl~ehe 6 ~ 8ei i~ 
G- -  G O analytisch u ~ l  ]mmme dem Rand yon G belieblg nahe. Ist weiter k ~ 28 
(8 = n -  q), so gilt: Es gibt elne in G anedytische Fldvhe 6k., die 9 ~ ertthi~. 
Auflerdem gibt es ein ganz in G gelegenes Gebiet G,, so daft ~!  ~= 9 k in G - -  G, 
ist (vgl. Satz 7). 

,) vgl. [3], s. 72. 
7) VgL [1]. 

7* 
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Die Bedingung k ~ 2s ist zu scharf. Ich werde sp~ter zeigen, daft k => s + I 
geniigt. 

5. Auf einen wesentlichen Punkt ,  der in den Beweisen zu beachten ist, 
sei noch hingewiesen. Es sei P ein Punkt  der Hyperfli~che q = 0, U eine Um- 
gebung yon P und U = U f~ ( ?  > 0). Sind nun gl und g~ in U reguli~re Funk- 
tionselemente, die in ~ iibereinstimmen, so ist auch in U notwendig g~= g~. 
Bei Fl~chen g~ und 9~ ist das jedoch keineswegs richtig. I s t  etwa q > 0 das 
Kugelinnere, so gibt es bekanntlich yon einander verschiedene F1/~chenstficke 
9~-~ und g~-~ durch P,  welche ~ > 0 i iberhaupt nicht schneiden. Sie st immen 
also in ~ iiberein (da beide dort  keinen Punkt  haben), in U jedoch nicht. 
Auf die Gleichheit yon g~ und g~ in einer vollen Umgebung yon P kann erst 
geschlossen werden, wenn ~ > 0 etwa das Kugel~ul~ere ist. ~ > 0 muB also 
Konvexiti~tseigenschaften haben. - -  Das ist die Ursache dafiir, da[~ I. fiir 
Funktionen richtig bleibt (Satz yon HARTOGS und OSOOOD), ffir Fl~chen aber 
falsch wird, wenn man die Kugelschale durch die Differenz G - - G  O zweier 
beliebiger Gebiete (Go~ G) ohne Konvexiti~tseigenschaften ersetzt. Auch die 
Bedingung k > 28 des Satzes 7 riihrt daher. 
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§ 1. Grundlagen.  
1.1. Analytisehe Mengen und Gebilde. 

1,11 Anatytische Mengen S). 

Die Punktmenge T/~ des Raumes C" yon n komplexen Ver~nderlichen ist 
analytisch im Punkte P, wenn es eine Umgebung U(P) und dort regul/~re 
Funkt ionen 11 . . . . .  fr gibt, so daft ~ A  U(P) genau aus den gemeinsamen 
Nulistellen der f besteht. I s t  T2~ in jedem l~ankte eines Gebietes G analytiseh, 
so ist ~/~ in G analytisch. 

sei analytiseh in G, Gibt  es nun zwei nichtleere yon ~ verschiedene 
in G analytische M~engen ~ ,  f~ls, so dab ~ f~ G = T/I 1 ~ ~ 2  ist, dana  ist 
in G reduzibel. Anderenfalls heiflt 9~ in G irreduzibet. ~,~ ist im Punkte P 
i~r~htz/be~ wenn es beliebig k]eine U m ~ b u n g e n  U (P) gibt, in denen ~l  irre. 
duzibel i~t. - -  F~ gelten die S~tze: 

1. ~ f~ Gis t  die Vereinigung abzghlbar vieler in G irreduzibler analytischer 
Mengen, der Komponenten. 

s) VgL [7] wad vor ahem [13], dort auch weitere Literaturangaben. 
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2. Zu jedem P E 9R gibt es Umgebungen U(P) ,  so dab T2l~ U(P)  die 
Vereinigung endlich vieler in U(P) analytfischer, in P irreduzibler Mengen 
der Primelemente - -  ist. 

Jeder (irreduziblen) Komponente ~ '  von ~ f~ G 1Kilt sieh wie folgt eine 
(,,komplexe") Dimension k zuordnen. Die Punkte P mit Umgebungen U(P)  
so, dab Tl 'f~ U(P) einem 2k-dimensionalen Simplex hom6omorph ist, liegen 
auf Tl '  dicht, k ist dann die Dimension yon ~ ' .  

Die Koordinaten seien (v 1 . . . .  , vm, vl . . . .  , vk). Die Pro]ektion yon ~ in den 
T-Raum fist die Menge derjenigen (v 1 . . . .  , ~k), die als Koordinaten yon 
~:~l-Punkten vorkommen. 

Fiir die Theorie der analytischen Mengen fist der folgende Satz von be- 
sonderer Bedeutung. Dazu setzen wit  vorans: Die Ver~nderlichen seien 

(vl . . . . .  Vm, Vl . . . . .  T~), das Gebiet H das Produkt  des Zylinders N (Iv~t < l) 
] 

mit dem Gebiet T des v-Raumes. ~ sei in H analytfisch, l~berdies mSge 
jede Ebene T 1 -  ~0 . . . . .  v k - - ~  = 0 mit T~ nur isolierte Punkte gemein 
haben. Dann gilt der 

Einbettungssatz~). Zu jedem Punkte P = (v °, v °) ~ Tl gibt es eine Poly- 
zylinder-Umgebung U ( P ) =  (U~, U~) und eine in ihr analytische Menge T~l*, 
welche Tlr-\ U(P) umfaBt, mit folgenden Eigensehaften: 

1. Die Projektionen yon Tl* und ~ f~ U(P) in den v-Raum sind identisch. 
2. Diese Projektion heil~e ~ .  Sie fist eine analyt,isehe Menge, oder der 

volle Polyzylinder U~. 
3. Es gibt Polynome mit in U~ reguli~ren Koeffizienten 

co, (vt, v) = ( v , -  v°)~i + A(li)(v) ( v , -  v°)h -1 + . . .  + A(~)(~), 

so dab T~* genau dargestellt wird dureh 

oh . . . . .  eo~ = 0; ~ ~ Tg~. 

Es fist A (v °) = 0 und Ffir alle Wurzeln (v~, ~') von eoi = 0 gilt v' ~ Uv. 
Zusatz. Alle Komponenten yon ~ seien k-dimensional. Dann heifle 

selbst k.dimensional. Alsdann gilt noch: 
4. TI~* fist der volle Polyzylinder. 
5. U(P) und die co~ lassen sich so w~hlen, daft 
a) die Projektion yon T l ~  U(P)  in den (v~,T)-Raum dureh eoi = 0 genau 

gegeben fist; 
b) zu jedem Punkt  P*= (v*, T*) ~ !~, dessen v* nicht auf der Vereinigung 

der Diskriminantenfliichen der m~ liegt, eine Umgebung U(P*) existtert, in 
weleher U/l* = 9~l ist. 

6. Isf ~ irreduzibel in P,  so k6nnen die col irreduzibel gew~hlt werden. 

1.12 A usgezeichnete anal ytische Gebilde. 

Jeder irreduziblen analytisehen Menge T~ der Dimension k fist nach WEI~.R- 

STRAsS ein analytisehes Gebilde k-ter Stufe T/~ zugeordnetl°) .  /)as ist ein 

o) Vgl. [13], Satz 1. 
lo) Vgl. [12], S. 170 und [5]. 
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topologiseher Raum, dessen Punkte die Paaxe ( P , ~ )  sind. Hier ist P ein 

Punkt  der Menge ~ und ~3 ein zugeh6riges Primelement. Wir fassen ~ als 

Punktmenge fiber dem C nauf .  Die Spur yon ~ - -  das ist die Projektion 
in den C n - -  ist 9~ ~. Die Pnnkte auf den Selbstdurehdringungen von ~ k  
sind mehrfach zu z£hlen. 

Es sei nun co (u , v )=  (u- -u° )A+ AI(T ) • (u- -u°)~- l+  ' ' '  + A~(3) ein in 
([ul < ~ ; T ~ T) irreduzibles Polynom, A reguliir in T. Ist  auBerdem A (3 °) = 0 
und oJ in (uO, z °) irreduzibel, so heiBt ~o ausgezeichnet. 

Definition 1.1. Das dutch oJ = 0 iiber ([u I < ~ ; T ~ T) de/inierte analytisehe 
qebilde werde 12(u, T) genannt. Ist ~o ausgezeichnet, so auch 12(u, T) und (u °, T °) 
sein MiUelpunk~. 

Weiter seien gl . . . .  , Yn auf  12 (u, T) eindeutige regul£r~ Funktionen. g i s t  
also im Punkte (u',~') eine regulate Funktion yon T i m  gewShnlichen Sinne, 
wenn die Diskriminante D(3) yon ¢o in T' nicht verschwindet. In den fibrigen 
Punkten ist g stetign). 

Definition 1.2. Die dutch vi= g~(P); P ~ 12 (u, 3) iiber dem (u, T, v)-Raum 
er]ddrte Punlctmenge 12 (u, T, v) heiflt analytisches Gebilde der Dimension k. 
Ist 12 (u, T) ausgezeichnet (Mittelpunkt P°(u°, z°)) und v ° = g~(po), so heiflt 
aneh ffJ (u, T, v) ausgezelchnet und (u °, T °, v °) sein Mittelpunkt. 

Dem Gebilde 12 (u, T, v) ist zugeordnet erstens die analytische Menge 
(u, T, v) der Spurpunkte im (u, T, v)-Raum, und zweitens ihre Projektion 

in den (z, v)-Raum. Diese gleiehfalls analytische, k-dimensionale und irre- 
duzible Menge besitzt dann die Parameterdarstellung v~= gt(P). Sie soll 
kanonisch heiBen. Das Gebilde/2 (u, T) tr i t t  hier nut  als Hilfsmittel zur Er- 
klitrung der gt auf. 

De]inition 1.3. L~flt sich die Menge Tt~ k des (v, v).Raumes al~ Projelction 
eines Gebildez 12 (u, v, v) darsteUen, so heifle die Parameterdaratellung vi= gl(P) 
(g reguliir au/ 12 (u, v)) kanonisch. Ist ff2 (u, 3) ausgezeiehnet, so ist f, ffl ~" und 
seine Dars~eUung ausgezeichnet. 

Aus dem Einbettungssatz ergibt sich nun der 
Satz yon W~IE~STR),SS12): Unter den Voraussetzungen de~ Einbettunffs- 

satzes kOnnen die Primelemente von ~ in jedem Punkte so gewiihlt werden, daft 
sle au~gezeichnde Menqen sind. Sie haben dann also eine ausgezeiehnete ka- 
nonische DarsteUung. Sie mSgen awsgezeichnet heiflen und (v °, T °) ihr Mittel- 
puniC. 

Beweis. U(P} = (U~(P), U,(P))  und die co~ seien genii3 (5),(6) des Ein- 
bettungssatzes gew~hlt und Q ein Punkt  des Primelementes ~3, der (5 b) 
geniigt. In ehuvr Polyzylinder-Umgebung U*(Q)= (U*, U*) besitzt ~ dann 
eine regul/tre Darstellung v~= g~ (v). Man erh~ilt g~ durch AuflSsen der Glei- 
ehung ¢o~ = 0. Es sei U~ die an den Diskriminantenfl~ehen der o~ geschlitzte 
Umgebung U~(P}. In U" sind die g~ unbeschr~nkt regul/ix fortsetzbar; der 

u) Die Argunmnte der ~ Bind die Punkte (lea Gebildes ~2 (u, ~), die dureh v j a  nicht 
eindeutig bestimmt ain4, Trotzdem werde ieh diese Punkte h~ufig auch mitv bezeichnen. 
Mi~verstAndnisse dud nicht zu befiirchten. 

~') VgL [12~ 8. 132. 
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fiber U~ gelegene Teil ~ '  yon ~ ergibt sieh dureh gleiehzeitige Fortsetzung 
in der Darstellung (v I . . . . .  vm) = (gl, • •., g~). Die g~ sind in [7, selbst alge. 
broid und 2cwertig. Es gibt nun ein ausgezeichnetes analytisches Gebilde 

(u, v) fiber dem Gebiete (lul < co; UT) mit dieser Eigenschaft: Die Funk.  
tionen gi sind auf ~ (u, 7) regul~ir und eindeutig. Zu zwei verschiedenen 
Punkten yon ~ ( u ,  7) mit gleicher Spur gehSren versehiedene Systeme 
(g~, . . . ,  g~*) yon Zweigen der g~ (vgl. [12], S. 118). 

erh~lt man aus ~ ' ,  indem man die H~ufungssteUen hinzunimmt. Die 
Darstellung v~ = g~ (7) ; v ~ ~ (u, 7) ist die gesuchte. 

1.13 Maximumprinzip und Folgerungen18). 

Hilfssatz. Es sei ~ ein ausgezeictmetes Primelement mit dem Mittelpunkt 
O, h(P) eine auf~3 eindeutige regultire Funktion. Ist  dann Ih(O) l --- max lh(~3)l 
so ist h(P) eine Konstante. 

Beweis. v~ = g~ (7) ; v E ~2 sei die Darstellung yon ~ gemtil~ Definition 3. 
Durch sie geht h in eine Funktion ~(T) fiber, die auf • regular ist. Sie hat  ihr 
Maximum im Mittelpunkt M yon ~ .  ~ habe r Blt~tter; ~ hat  also r Zweige 
~1,.-. ,  hr. Die symmetrischen Grundfunktionen der ~ sind in der T-Pro- 
jektion T yon ~2 eindeutig und regular. Sie sind st~mtlich Konstanten. Sei 
ctwa s(~)= Z ~  e. Dann ist max Is I ~_max~l~QI _~Xmax I~1 _~r [~(M)t 
= I s(M)I. Also ist s ~--s(M) nach dem Satz vom Maximum. Entsprechend 
schlieflt man bei den anderen Grundfunktionen. Da sie nun alle konstant sind, 
muB auch ~ und dann h selbst konstant sein. 

Folgerungen. Die Bedeutung des Einbettungssatzes beruht auf Folgendem. 
Ist die Menge ~ im Punkte P analytisch, so sind nach geeigneter Wahl 
affiner Koordinaten und der Umgebung U (P) die Voraussetzungen des Satzes 
erfiillt. Der WEI~RSTRASssche Satz kann daher aueh so ausgesprochen werden: 
P sei ein Punkt der analytischen k-dimensionalen Menge Ttl. Die zu P ge- 
h6rigen Primelemente und die Koordinaten lassen sich dann so bestimmen, 
daft die Primelemente ausgezeichnete kanonische Darstellungen besitzen. Daraus 
und aus dem Hflfssatz ergeben sich wiehtige Aussagen. 

Maximumprinzip. Die Menge TI~ sei in G analytisch und irreduzibel, h(P) 
sei eine auf Tll regulate eindeutige Funktion. Weiter sei [h(Q)[ = max ]h(9~l)] 
~end Q ~ TI. Dann ist h eine Konstante. 

Der Beweis folgt sofort aus dem Hilfssatz und dem W E ~ a s ~ s s s e h e n  
Satz. 

Satz 1.1. Sei ~l in U(P) analytisch und a eine in U(P) regulate Eunktioa 
mit [a(P)l = ] .  Schneldet ~ das Gebiet ]a I > 1 nieht, 8o muff 921 au~ der analyti. 
,s'chen Menge a = a( P) liegen. 

Das ergibt sich, wenn man dss Maximumprinzip auf  die Funktionen an- 
wendet, welche a auf den Komponenten von ~ induziert. 

Satz 1.2. P sei ein Punkt der analyti~hen Hyperebene E der topologiaeAen 
Dimension 2 n ~  1, U(P) eine Umgebung .vo~ P und 9~ eine b.dimen~onale 

1,) Vgl. [16], S. 23a. 
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analyt~sche Menge, welab.e P enShdlt. Dann liegt ~ entweder ganz au] E oder 
abet T21 Schneide~ beide Seiten yon E. 

Naeh Satz 1.1 fist das riehtig, wenn E eine Darstellung ]a I = 1 mit regu- 
l~rer Funktion a hat. Das fist der Fall. - -  Aus diesem Satze folgt, dab es be- 
schri~nkte, abgesehlossene in allen ihren Punkten analytfische Mengen einer 
Dimension k > 1 nieht gibt. Das fist 

Satz 1.3. Das Gebiet G sei beschr~ink$ und Tl k in G analytisch (]c ~ 1). Dann 
komnvt ~ k  dem Rand yon G beliebig nahe (vgl. [13], Satz 7). 

Beweis. Anderenfalls muff es eine Kugel K geben, welche ~2~l k umfaBt 
und deren Rand einen Punkt  P E ~ k  enth~lt. Die analytisehe Hypertangente E 
von K in P wird yon ~ nur in P beriihrt. Die andern Punkte von Tl k liegen 
alle auf  derselben Seite von E. Das widerspricht Satz 1.2. 

Ein anderer Bewefis des Maximumprinzips (und des Satzes 1.3) folgt aus 
8atz 1.4. T/l sei in G analytisch und irreduzibel, h(P) eine au/ TI reguldre 

eindeutige Funktlon. Ist nun h(Q) = 0 (Q au/ Ttl) und e > 0 geni~gend klein, 
so gilt: Entweder ist h (auf ~ )  identisch Null, oder h nimmt alle Werte c' des 
Kreises l cl < ~ an (insbesondere die reellen Werte). 

Beweis. Es geniigt den Fall zu betrachten, dab TI erstens ein ausge- 
zeiehnetes Primelement mit dem Mittelpunkt Q und zweitens eindimensional 
ist. Dann hat 9~1 eine Darstellung v~= g~(T1); ~ ~(u,v~) mit nur einem 
Parameter 71. Die v~-Projektion von ~ fist ein Gebiet fiber der ~-Ebene. 
h (P) gehe in ~ (v~) fiber. Die Behauptung folgt nun aus der Gebietstreue der 
Abbildung w = ~ (v~). 

Kanonische Darstellung im Groflen. 

Voraussetzungen. !~ sei eine im Gebiet (N(]vi]< 1); v ET) des (v, v)- 
1 

l~umes  ana]ytische, irreduzible, k.dimensionale Menge. ~berdies m6ge ~ 

vom Rande des Gebietes N (]vii < 1) einen positiven (euklidfischen) Abstand 
1 

haben. Dann gilt der 

~atz 1.5. Es gibt iiber (lul < oc ; v ~ T) ein analytisches Gebilde I ) (u ,  3) und 
auf ~ (u, 7) reguliire eindeutige Funldionen gl . . . . .  g,~ so, daft ~l  durc]~ 
vl= gl (7) ; . . .  ; v,,,= g,n (7) ; T ~ Q 9enau dargestellt wird. Q (u, 3) ist im aUge- 
meinen nlcht e~n ausgezelchnetes Gebilde. Diese Darstellunff heifle ]canonisch. 

Bewefis. Auf Grund der Voraussetzungen und von Satz 1.3 trifft jede 
Ebene 71 -  ~t = "  "'" = T~--T~ = 0 die Menge ~l~ nur in isolierten Punkten. 
Daher sind die Bedingungen ffir den Einbettungssatz in jedem Punkte yon Tl 

m 

erflillt. Man iiberdeeko nun ( f l  ([v~[ < 1); v ( T )  mit abz~hlbar vielen Poly- 
1 

~yllnder-Umgebungen U(P) der Art, wie sie im Einbettungssatz vorkommen. 
Zu jeder U(P) gehSren ausgezeiehnete Polynome eo~(vi, v) mit dem Mittel- 
punkt P.  Sei T' das an der Vereinigung der Diskriminantenflitehen der o~' 
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geschlitzte Gebiet T. Wie beim WEIERSTRASsschen Satz folgt: Is t  Q ein 
Punkt  von !T/l, der fiber T' liegt, so hat  T2l in einer Umgebung U(Q) eine 

m 

regulgre Darstellung v~= g~(v). Da T~I vom Rande yon N (Ivil < 1) einen 
1 

positiven Abstand hat, sind die g~ in T'  unbeschri~nkt reguliir fortsetzbar, 
cndlieh-deutig und in T selbst algebroid. Jedes gi genfigt daher einer in 
(l vd < co ; v E T) irreduziblen regulgren Gleiehung v~ ~ + A~ i) (~) v ani- 1 + . . .  + 
+ A(~ (v )=  0. Den fiber T '  gelegenen Teil TI' yon T/~ erh~ilt man dureh 

gleichzeitige Fortsetzung der gi. Es gibt nun ein analytisches Gebilde ~ (u, T) 
fiber dem Gebiete ({u] < co;vET) des (u,v)-Raumes mit der Eigenschaft: 
Die Funktionen sind auf  ~(u ,  3) regulgr und eindeutig. Zu zwei verschie- 
denen Punkten von ~ mit derselben Spur gehSren verschiedene Systeme 
(g* . . . . .  g~) von Zweigen der gi (vgl. [12] S. 118). TI erhglt man aus T21', in- 
dem man die Hgufungsstellen hinzunimmt. Die Darstellung v~= g~(~) ; . . .  ; 
v~ = g~ (v) ist die gesuchte. 

§ 2. Analytische Elemente und ihre Erweiterung. 
2.1 Analytische Elemente~4). 

Es sollen besondere analytische Mengen mit bequemen Parameterdar- 
stellungen, die analytischen Elemente, ausgezeiehnet werden. Dazu gehen wir 
yon einem Gebilde •*(u, v) aus, definiert ]m Gebiete (]u[ < co; v ~T*) des 
(u, v)-Raumes durch eine irreduzible regulate Gleichung 

~o (u, 3) = ua+ AI(~ ) u a - l +  • • • + Aa(~) = 0. 
Es sei T ganz in T* enthalten und ~ (u, v), der fiber T gelegene Teil yon 
~*, noeh irreduzibel. Die Funktionen 91 . . . . .  gn seien auf ~*  regulgr und ein- 
deutig. Darfiber hinaus wird yon der dutch z~= g~ (3) vermittelten Abbildung 
gefordert: 

a) Das Gleichungssystem z ° = gi (3) hat au/ Q* nur isolierte L6sungen. 
b) Die Punkte auf f2* (in denen die Diskriminante nicht verschwlndet und) 

/ ag, 
/ar welche der Rang der Matrix \ Ovj ] kleiner als k ist, erfiille, h6chstens (k--  I). 

dimensionale analytische Mengen. 
Dazu nehmen wir noch eine Bedingung, die nicht immer erffillt zu sein 

braucht: 
c) /[st R Randpunkt yon f2 und z' sein Bild, so hat das System z'~= gt(v) 

innerhalb yon Q keine L6sung. 

Definition 2.1. 1. Er/iillt die Abbildung zi = gi (3) yon g2* die Bedingungen 
a), b), so heifle Me au/ Q* zuldsslg und au/ f2 zuldssig im weiteren Sinne. 

2. Ist auch c) koch erfi£11t, so heiflt z~= g~(v) au] ~J zul~slg im engeren 
Sinne. 

De/inition 2.2. Die Punktmenge ~ de~ z.Raume8 ist ein analyfi~w)~s Element 
ger Dimension k, wenn sie au] eln Gebilde D durch eine auf ibm im engeren 

~) Vgl. [12], S. 170. Hier wird ,,Element" anders erkl~rt. 
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8inne zul~sige Abbildung zi = g~(~) beztqen ist. Die Darstellung z~ = 9'~(T); 
7 ~ ~ (g~ regular au] Q*) ist eine zuliiasige ParameterdarsteUung. 

Die Berechtigung dieser Definition folgt aus 
Safz 2.1. Jedes analytische Element ~k ist eine irreduzible, k.dimensionale 

analy$isd~e Menge. 
Beweis. 1. ~k /st elne analyti~che Menge. I)urch z = g~(7); • ~ Q (u, 7) 

wird nach Definition 1.2 ein a~alytisches Gebilde Q (u, ~, z) des (u, T, z)- 
Raumes erklRrt. Seine z-Projektion ist ~ .  Die Menge der Spttrpunkte yon 
Q (u, v, z) sei ~ .  Sie ist eine analytische Menge. Ist  nun (u °, T °, z °) ein Punkt  
auf ~ ,  so trffft die Ebene zt-- z ° . . . . .  zn-- z ° = 0 wegen der Bedingung a)  

nur in isolierten Punkten. Alle diese Schnittpunkte sind wegen e) innere 

Punkte yon ~j. Infolgedessen kann man ein Gebiet H =  o([z,-z°l < e , ;  
1 

u, v beliebig) so angeben, dal~ gilt: H(~ ~ ist analytiseh und beschr~nkt; 
auf  H f~ ~ treffen die Voraussetzungen des Einbettungssatzes zu. Dabei 
spielt z die Rolle yon v, (u, "() die yon v. Aus 1., 2. des Satzes geht hervor, 

dab die z-Projektion von H A ~ ,  das ist abet ~k ~ CI (t zi-- z°[ < e~), eine ana- 
l 

fl 

lytisehe Menge oder der Polyzylinder fl (]zi--z°[ < ei) ist. Unter 2. ergibt 
1 

sieh mit, dab der erste Fall eintritt. 
2. ~ ia b.dimenslonal, z ° sei ein Punkt  auf  ~k. Er  hat endlieh viele Ur- 

bilder P1 . . . . .  P,  innerhalb Q (u, 7). Seien U(P~) noch genauer zu bestimmende 
Umgebungen der P~ auf  ~Q(u, 7). Dann gibt es eine Umgebung U(z°), so dab 
U(z o) ~ ~k in der Vereinigung der Bilder U~ der U(P~) enthalten ist. Sonst 
miiBte z ° auBerdem noeh Bild eines Randpunktes yon Q seLu. Das ist wegen e) 
nieht der Fall. Da ~ genau aus den Bfldpunkten von ~ besteht, ist also 

8 

U(z °) c~ ~k = U(zO) r', U U'~. 
1 

Sei nun zun~ehst angenommen, dab kein P~ Verzweigungspunkt yon [2 ist. 
Dann gibt es eine Umgebung V(P~) auf ~,  welehe keinen Verzweigungs- 
punkt enth~lt. In ihr sind die g~ gewShnliche reguli~re Fun_ktionen von T. 
Das Bfld einer passenden Umgebung V*(P~)C V(P~) ist eine k-dimensionale 
analytische Menge. Denn wegen der Bedingung a) sind flir das jetzt im ge- 
wShnliehen Slim regul~re System z~---g~(7) die Voraussetzungen des Satzes 
fiber die ,,Parameterdarstellung eines Elementes ''tS) erfiiUt. Es sei U(P,) 
= V*(P~). Nun folgt 

~¢) l a  z ° nicht Bild eines Verzweiaung.el~enktes, so ist U(z °) ,% ~ gena~t 
k.dimensional. 
Da die Bilder der ]~icht-Verzweigungspunkte auf  ~k dieht liegen, gilt noeh 
fl) U(z °) ~ ~ ist ilberall mlndestens It.dimensionaL SchlieBlieh gilt 
~) Die Bild, r der Vemweigung~punkte liegen au] U(z °) ~ ~ nirgends dlcht. 
:Beweis, Die Verzweigungsfl~he 9 yon ~(u, v) l~l}t sich darstellen als Ver- 

einigung yon ab~ ldbar  vielen Gebflden 9,, deren Dimensionen zwisehen 0 
, , )  vgL [i~], s. ~7~. 
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trod k -  1 liegen, mit  den Eigensehaften: 1.6,  hat  eine Parameterdarstellung 
h 

~t, = u (a); v = v(a); a = (al . . . . .  ah) mit  in 17 (la~l < 1) regul~ren Funktionen 
1 

~, z (h = dim~).  2. Die Funktionen gt(v) gehen auf 6~ in eindeutige regul~re 
Funktionen g~ (a) fiber 1~). Sie definieren eine Abbildung von 9~ in den z-Ranm, 
welche wegen a) den Bedingungen des Satzes fiber die ,,Parameterdarstellung 
eines Elementes" genfigt. Also ist das Bild ~ yon fir eine h-dimensionale 
analytische Menge (h = Dimension von 9,). Da h ~ k - - 1  ist, liegt 9" auf 
~ k ~  U(z o) nirgends dicht. Dasselbe gilt dann f'tir die Vereinigung 9' der itS. 
Denn wegen der Stetigkeit der Abbildung folgt aus P', E t}~, und Q'= lim P,'., 
dal] Q' auf dem Bild von §, also in wenigstens einem 9" liegt. 

3. ~k ist irreduzibel. 

Es sei ~ das ~k zugeordnete analytisehe Gebflde, dessen Punkte die Paare 

(P ,~ )  mit Primelementen ~ sind. Weiter seien P1, P~ Punkte mit Um- 

gebungen U1, U2, in denen sieh ~ auf  ein Ebenenstiiek abbilden l~Bt. Es ist 

zu zeigen, dab es eine Kurve C yon/~1 nach P~ gibt, welche nur Ptmkte dar 

Art wie P1, P2 enth~lt. In U1, U 2 gibt es nun Punkte Q1, Q2 mit Urbildern Q1, 
Q2 auf  Q, die Jficht auf der Verzweigungsfl~che yon ~ liegen und in denen die 

( ag,~ 
Matrix \ 0T~. ] den Rang k hat. Q1, Q~ lassen sich auf ~ durch eine Kurve C 

verbinden, die nur Punkte derselben Art wie Q1, Q2 besitzt. Ihr BiId ver- 

binder Q1, Q~ auf die geforderte Weise. Wird nun noch P1, P2 mit Q1, Q= in 

U 1, U~ verbunden, so hat  man eine gesuehte Kurve C. Also ist ~ zusammen- 
h~ngend und ~k daher irreduzibel. 

Anmerkung. Der Begriff des Elementes ist bei WEISRSTRASS ~7) etwas 
anders als hier gefa$t. Er verlangt im wesentliehen, dal] die Parameter 
lineare Funktionen der z~ sind. Die Bedingungen a), b), c) sind dann nicht 
t~Stig. Diese Einschr~inkung der Parameter ist jedoeh oft l~stig. ~ Legt man 
den Parametern keine unnatiirliehen Beschr~nkungen auf, so miissen Be- 
dingungen an die g~ gestellt werden. Sonst ist das Bfld nieht einmal notwendig 
eine analy~isehe Menge (vgl. [12], S. 177), geschweige denn k.dimensional. 
Die wesentliehe Bedingung ist nun a). Sie sichert, dab die Bilder der Prim- 
elemente yon ~ analytisehe Mengen der Dimension k sind (vgl. unten). 
b) folgt aus a). Das f'tihre ich nieht aus. Die Bedingung c) ist nut  erforderlich, 
wenn das Bild als analytisehe Menge des z-Raumes aufgefa$t wird. Dann 
mug vermieden werden, da$ Randpunkte yon ~ dasselbe Bfld wie inhere 

Punkte haben. Wird das Bild von ~ dagegen als Gehilde ~, atso als Punkt- 
menge iiber dem z-Raum betrachtet, so ist c) iiber/~iis~ig. Das fiihre ich jetzt aus. 

Es sei nun z~= g~(v) a u f / 2  zulii~sig im weiteren Sinne. Ist  P(u',~')  ein 
Punkt auf ~ und z' sein Bild, so gibt es Umgebungen U(P)  auf /2 ,  ffix die 

k 

gilt: 1. Die v-Projektion von U(P)  ist der Zylinder T '=  I"1 (lv~-- z]] < (~); der 
1 

~) Vgl. [12], S. 122. 
~) Vgl. [12], S. 170. 
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Rand ,,-on U(P) liegt fiber dem Rande yon T'. 2. ])as Bild yon U(P) ist 

eine in z' analytische Menge. Genauer: Das Bild yon U(P) sei U. Es 
gibt eine Umgebung V(z') so, dab U f~ V eine k-dimensiona]e analytische 
in z' irreduzible Menge ist. 

Beweis. U(P) sei gemi~B 1. gewghlt und so klein, dab T' ganz im Inneren 
yon T enthalten ist. Durch zi-- gi (7) ; (u, 7) E U wird im (u, 7, z)-Raum ein 
analytisches Gebilde definiert. Seine Spur ist eine k-dimensionale analytisehe 
Menge ~ .  Die Ebene z 1 -  z 1 "" zn--Zn= 0 trifft TP nur in isolierten 
Punkten. Es gibt also eine Umgebung W (u', ~', z') so, dab z 1 -  z~ . . . .  
= z~-- z~ = 0 mit W ~ !~/l ~ nut  den Punkt  (u', 7', z') gemein hat. Daher kann 
der Einbettungssatz angewendet werden: Es gibt eine Polyzylinder-Umgebung 
W*= (W*, W*, W*) derart, dab die z-Projektion ~ z  yon W*f~ T21 ~ der volle 
Zylinder W* oder aber eine analytische Menge ist. Man schliel~t nun wie im 
Beweis yon Satz 2.1 weiter, dab es eine k-dimensionale Menge ist. Es ist 
noch zu zeigen, dab es beliebig kleine Umgebungen U(z') gibt, in denen TI~ 
irreduzibel ist. Nun gibt es aber beliebig kleine Umgebungen yon P, deren 
Bild irreduzibel ist. Das ergibt sich wie unter 3. im Beweis zu Satz 2.1. 
Daraus folgt die Behauptung. 

Auf Grund des Vorhergehenden werden passende Umgebungen der Punkte 
yon ~Q auf Primelemente eines irreduziblen k-dimensionalen analytischen Ge- 
brides fiber dem z-Raum abgebildet. Daraus geht hervor 

Sagz 2.1a. Dutch eine au/ Q(u,7) im weiteren Sinne zuldssige Abbildung 
z~= gt(7) wird ~(u,7) au/ ein irreduzibles analytisches Gebilde der Dimension 
k abgebildet. Die Darstellung zt-- gi (7); v ~ if2 m6ge eine zuldssige Parameter- 
darstellung des Gebildes heiflen. 

2.2. Faserung und Parameterdarstellung. 
2.21. Es seien Z, Z ,  (Z enthalten in Z,)  Gebiete des z-Raumes im Poly- 

zylinder fl (Izil < 1) und T, T ,  (T mit Rand in T ,  enthalten) Gebiete des 
v-Raumes. (Z, T) bezeichne das Produkt yon Z und T. Weiter seien in (Z,, T,) 
r e g u l ~  Funktionen fl(z,7) . . . . .  f~(z,7) gegeben, welche den Bedingungen 
geniigen: 1. Fiir jedes V~ T ,  erklgren die Gleichungen fl(Z,T') . . . . .  fk(z,7') 
= 0 in Z ,  genau eine irreduzible analytische Menge der Dimension n --  k, ,,die 
Faser ~(T')". Verschiedene Fasern sind punktfremd: ~ : ( 7 ' ) ~ : ( 7 " ) =  0 flit 
7'~= 7". 2. Es ist Z . - -  U~(7)/TET. und Z = U~(7)/7 ~ T. Der Rand yon 
~(7) sei C(7) und C , =  0 C(7)/7 E T , .  3. Die inneren Punkte yon Z ,  und die- 
jenigen Randpunkte, die nicht zu C, geh6ren oder Hgufungspunkte yon C, 

m 
sind, liegen innerhalb fl (Iz~l < 1). 

1 
Definition 2.2. Die Darsgeltunq Z . - -  U~(7)/7 ~ T .  heiflt ,,Faserung von Z.". 

Die i; sind die Faserkonstanten. 

2.22. Gegeb~n sei die in Z, analytisehe Menge 9k,. 
Definition 2.3. Die Fazerung g , =  UI~(~)/~T, ist zuh~8/a//it ~, ,  wen~' 

§t, yon C, einen pasltiven (euklidischen) Abstand hat. 
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Satz 2.2. 9k, sei in Z ,  analytisch, irreduzibel und k-dimensional. Die Fa. 
,~erung Z ,  = (.J ~(v)/v ~ T ,  sei fiir 9k, zuldssig. Ist dann T geniiyend grofl, so 
ist gk= Z ~ g~, ein analytisches Element im Sinne der Definition 2.2. Das heiflt 
ausfiihrlich: 1.9k ist irreduzibel. 2. Es gibt ein Gebilde /2, (u,v) iiber (lut < oo; 
T , )  und auf ~ , ( u ,  v) reguliire eindeutige Funktionen gl . . . . .  g,,, so daft $k 
durch z~= gi(P);  P C ~ genau dargestellt wird. Dabei ist f2 der iiber T gelegene 
Tell yon ~2, (u, T). Die g~ geniigen den Bedingungen a), b), c). 

Beweis. Durch fl(Z, ~) . . . . .  fk(z, T) = 0; z C 9~ wird im Gebiete ( Z , , T , )  
des (z, v)-Raumes eine k-dimensionale analytische Menge Tl k erkli~rt. Jede 
Ebene v x - - ~  . . . . .  v k - - ~  = 0 trifft  ~ k  (vgl. Satz 1.3) nur in isolierten 
Punkten. In diesen ist T1 k analytisch. Daher ist TI k eine in CI (lz~l < 1}; T ,  

n 

analytisehe Menge. AuBerdem hat Tl k vom Rande des Gebietes 13 (!ztl < 1) 
1 

einen positiven Abstand. Auf jede Komponente !~la yon Tl k treffen daher die 
Voraussetzungen des Satzes fiber die kanonische Darstellung im GroBen zu 
(§ 1, letzter Satz). Infolgedessen gibt es fiber (tul < c¢; T , )  ein analytisehes 
Gebilde ~ ,  (u, ~) und auf ihm reguliire eindeutige Funktionen ~/~, so, dab 
!~l~ durch zi= gi( P) ; P ~ [2, genau dargestellt wird. 

Man maehe nun T so groB, dab der fiber T gelegene Teil D yon /2. ein 
zusammenh~tngendes, also irreduzibles Gebilde ist. Das ist mSglieh. Dann 
hat gk = g,k ~ Z  die Darstellung zi = gi(P); P E [2. 

Beweis: Die Darstellung genfigt jedenfalls den Forderungen a), b), c) 
(vgl. 2.1). Denn es ist ~ ( v ' ) ~ ( ~ " )  = 0, wenn T ' # ~ " ,  und zu jedem ~' gibt 
es nur endlich viele P a u f / 2 . .  Sie erkli~rt daher eine im engeren Sinne zu- 
l~ssige Abbildung von 2 .  Das Bild ist nach Satz 2.1 eine irreduzible k-dimen- 
sionale analytisehe Menge g0 ~. Es bleibt zu zeigen, dab 9 ' =  90 ~ ist. Nun ist ja 
90 ~ die z-Projektion yon TI,° ~ (~ ~ T), wi~hrend g* die Vereinigung der z-Pro- 
jektionen von TI, f~ (v ~ T) ffir alle Komponenten T~  yon ~ ist. Jede dieser 
Komponenten wird wie oben ~/t,° auf ein irreduzibles Gebilde des z-Raumes 
abgebildet, desson Spur in g~, enthalten ist. Wiiren die Spuren dieser Gebilde 
nieht a re  miteinander identisch, so mfiBte g~, reduzibel sein. Das ist nach Vor- 
aussetzung nieht der Fall. Also ist $~= 9~. Die Darstellung z~ = g~ (P);  P ~/2 
ist die gesuehte. 

2.23. Anmerkung. Es ist ohne weiteres klar, dab tier Begrfff der Faserung 
verallgemeinert werden karm. Man daf t  z. B. start  sehliehter Gebiete Z, T 
analytisehe Gebflde zugrunde legen. Da im folgenden nur der einfache 
Faserbegriff benutzt  wird, sell das hier nieht welter ausgeffihrt werden. Da- 
gegen sei noeh auf den engen Zusammenhang mit der analytisehen Pro- 
jektion ~s) yon Gebieten hingewiesen. Letztere ist jedoch, so weit mir bekannt,  
bisher nut  im Falle k = n ~ 1 behandelt worden. 

2.3 Erweiterung analytischer Elemente. 
2.31. Ein Element ist erkl/irt als analytisehe Menge des z-l~umes, welche 

durch eine zul~ssige Abbildung z~ = g~(T) auf  ein Gebflde/2(u,~) bezogen ist. 

~') VgL [8], [18]. 
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Q ist der fiber T (T ganz in T,) gelegene Teil eines Gebildes ~ , :  

eo(u,~) = u~+ Al(z ) urn-l+ . . .  + A,,(~)= 0; A regulKr in T, .  

Es kann nun vorkommen, dab alle A (~) noch in einem T,  umfassenden 
Gebiet T** reguli~r sind. Dann gibt es ein ~2, umfassendes Gebflde ~2,,, das 
durch analytische Fortsetzung aus ~2, entsteht. Die gf brauchen auf Q** 
aber nicht regular zu bleiben. Dies ist jedoch der Fall, werm T** die Re. 
gularit~tshiille O(T,) yon T,  ist. 

Satz 2.3. Sind ~ ,  und ~)** die durch das irreduzible Polynom eo(u,v) i~ber 
T ,  und T** = ~)(T,)  erkl~rten Gebilde, so ist ]ede au[ f2, regul~re und ein. 
deutige Funktion g zu einer au[ Q** reguldren eindeutigen Funldion [ortsetzbar. 
Kurz: g bleibt au[ Q** reguldr. 

Beweis. 1. T~ sei dam an der Diskriminantenfl~che yon oJ geschlitzte 
G~biet T,. Ober jedem Punkte yon T,  liegen m Punkte yon Q** und auch 
m Funktionselemente g~. Letztere brauchen nieht alle yon einander ver- 
sehieden zu sein. Die symmetrisehen Grundfunktionen E(v) der g, sind in T, 
reguliix und eindeutig. Sie bleiben es in der Regularit/itshiille T**= 0(T,) .  

2. Jede irreduzible Komponente gt der Diskriminantenfl~che von o~ mu[3 
T,  sehneiden. Denn in dem Regularitiitsgebiet T** gilt die erste Aussagc 
yon Cocsrs19): ,,Zu jeder ( k -  1)-dimensionalen analytisehen Fl~che gibt es 
eine in T** meromorphe Funktion h, welehe diese Fl~che und nur sie als 
Polfl~ehe hat." Alle Komponenten 9i sind (k--1)-dimensional. Die zu g~ 
konstruierte Cousin-Funktion hi muB in T ,  Pole haben. Sonst wi~re sie auch 
in T** regular. Also schneidet ~t T,.  Dasselbe gilt fiir die Komponenten 
von ~ (vgl. 3,). 

3. Wegen 1. genfigen die Funktionselemente yon g einer (nieht notwendig 
irreduziblen) Gleiehung G~+ E~(v) G~-X + • • • + E,,,(x) = 0 mit in T** regu- 
l ~ n  eindeutigen Koeffizienten E (z). Sei ~ die v-Projektion der Verzweigungs- 
fli~ehe des zugeh6rigen Gebfldes und ~, = ~ ~ T,. Da g auf Q, reguli~r ist. 
muff ~, und dann (wegen 2.) auch ~ in der Diskriminantenfli~ehe ~ yon f2** 
enthalten sein. Es sei jetzt T~, des an 9 gesehlitzte Gebiet T**. In T~, 
sind sowohl die Funktionselemente von u als auch die yon g unbesehri~nkt 
reguli~r forgsetzbar. Die gleichzeitige Fortsetzung der Paare u,g ~ die Zu- 
ordnung des Elementes g zum Element u ist auf Q,  eindeutig festgelegt --~ 
ordnet jedem Punkte yon D** eindeutig ein Element der Fortsetzung yon g zu. 
Die so auf Q** in allen fiber T~, gelegenen Punkten erkl~ixte und deft ein- 
deutige regulate Funktion g ist in den ausgesehlossenen Punkten noeh stetig. 
da die Orundfunktionen der Zweige auch anf der Diskriminantenflliche 9 
regul~ix sind. g hat also die gewtinsehten Eigenasehaften. 

2.32. Zwar sind nun ~ falls T**:= ~)(T,) ist ~ die g~ aueh auf ~2,, noch 
als ,eindou~$o re~alilre ~hm!rtionen erkl~rt. Es ist aber keineswegs sieher, 
dab diemff..Q, z ~ e  Abbfldung zt= g~(~) auf ~** zuliiasig ist. Dazu wird 

~*) v~. [m], In]. 
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man weitere Voraussetzungen machen miissen. Hier wollen wir zuni~chst 
zeigen, dab es geniigt anzunehmen: 

T ,  babe die Eigenschatt E: Jede in T**= f)(T,) analytische nieht null. 
dimensionale Menqe drinqt in T ,  ein. 

Sp~ter wird eine andere Bedingung angegeben, welehe ffir diese Arbeit 
ausreicht. 

Satz 2.4. Ist die Abbildung zi= g~ (T) aut Q,  zuldssig und hat T ,  die Eigen- 
scha/t E, so l~flt zi= gt(v) sich zu einer au/ Q** (de/iniert fiber T**= 0(T, ) )  
im weiteren Sinne zuldssigen Abbildung erweitern. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dab die durch die Fortsetzung naeh Satz 2.3 
erhaltenen auf Q** regul~ren Funktionen g~ den Bedingungen a), b) (vgl. 2.1) 
geniigen. 

a) Das System z ° -- g~ (T) hat auf/2** nur isolieI~ce LSsungen. 
Zum Beweise ist zu beachten, dab die ~Tullstellenmannigfaltigkeit einer 

auf einem analytischen Gebilde der Dimension k regul~ren Funktion aus 
analytischen Gebilden der Dimension k - -  1 besteht (oder das Gebilde ganz 
erfiillt) (vgl. [12], S. 120). Daraus geht hervor: Entweder hat das System 

0 z~ -- gi(v) auf Q** nur isolierte LSsungen; dann sind wir am Ziel. Oder die 
LSsungen erfiillen nicht-nulldimensionale Gebilde auf Q**. Ihre Projektionen 
in den v-Raum sind dann offenbar auch mindestens eindimensional. Sie 
dringen also nach der Voraussetzung in T,  ein. Das heiBt aber, dal3 auch 
die Gebilde selbst noeh Q,  schneiden. Und das steht im Widerspruch zu der 
Voraussetzung, dal3 die Abbfldung auf ~ ,  zul~ssig ist. 

b) Die Punkte auf Q** (in denen die Diskriminante nicht verschwindet und), 

(~gl ~ kleiner als k ist, erfiillen hSchstens fiir welche der Rang der Matrix\  aT~ ] 

(/C- 1)-dimensionale analytische Mengen. 
Anderenfalls miil3ten die k.reihigen Determinanten der Matrix s~mtlich 

in einem /c-dimensionalen Gebiet auf Q** verschwinden. Dann w~ren sie 
jedoch auf Q** identisch Null. Das ist wegen a) nieht der Fall (vgl. [12], S. 157). 

Auf Grund dieses Satzes wird jeder Tefl Q yon Q**-- er m5ge der fiber ~' 
(T ganz in T**) gelegene Tell sein und es sei vorausgesetzt, dab Q irreduzibel 
ist - -  dutch z~--- g~ (v) auf ein irreduzibles k-dimensionales analytisches Ge- 
bride ~ des z-Raumes abgebildet [vgl. Satz 2.1 a)]. Ist T (  T und ~ das Ge- 

])ilde, auf welches Q abgebildet ist, so ist ~ (  ~. Der Erweiterung yon Q zu 

entsprieht daher die Erweiterung yon ~ zu ~. Es ist nieht yon vornherein sicher, 
dab die Spur yon ~ eine analytische Menge ist, wenn dies ffir die Spur yon 
gilt. Dazu ist zu prfifen, ob aueh die Bedingung e) erffillt ist. 

Anmerkung. Die Bedingung E ist z. B. nicht erffillt, wenn T .  der an der 
eindimensionalen Ebene z 1 -  z2= 0 geschlitzte Zylinder lzal < t;  lz~ < 1; 
Iz3J < 1 ist. Um so wiehtiger ist die Frage, wann man auf E verziehten kann. 
Entspringt die Darstellung zt= g~(v) einer Faserung, die seIbst in einem ge- 
niigend grol3en Gebiete erklg~t ist, so braueh$ man keine besonderen Voraus. 
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setzungen fiber T,  zu machen. Wir gehen aus yon einem Gebiet Z** in der 
Faserung Z**= U ~(v)/v E T** und den Teflgebieten Z , - -  U ~(v)/V E T ,  und 
Z =  U~(v)/v ET mit T * * D T , ~ T  gemi~i~ 2.21. Die Faserung ist also von 
vornherein ffir Z** erkl~rt. Auflerdem sell der Rand C(v) der Fasern auf dem 

n 

Rande des Polyzylinders N (]z~l < 1) liegen. /2**, ~ , ,  ~,  /2 seien wie bisher 
1 

erkl~rt, so dab also /2** ~D~D/2 und /2** ~/2 ,  ~/2 und alle Gebilde irre- 

duzibel sind. Sie liegen fiber T**, T,,  T, T. 
Satz 2.5. Die angegebenen Voraussetzungen seien erfiillt und 9k, in Z ,  ana- 

lytisch, irreduzibel und k.dimensional. Die Faserung Z , =  U ~(v)[v ~ T ,  sei 
]iir 9~, zuldssig (vgl. Definition 2.3). Dann gibt es genau eine in Z** ana- 
lytische, irreduzible und k-dimensionale Menge 9k**, flit die 9k, = Z ,  ~ gk** ist. 

• ~ __ ~ ~ ~k** ist ein analytisches Element, das Bild yon ~ .  Die Faserung 
Z = U ~ (v)/v E T ist ]i£r ~ zuldssig. 

Beweis. 1.9--- Z ~ 9k, wird naeh Satz 2.2 durch eine im engeren Sinne zu- 
l~asige Abbildung zi-- gdv) auf /2  bezogen. Die Funktionen g, bleiben nach 
Satz 2.3 auf/2** noch regular. Auf /2 ,  gilt fiir jede yon ihnen Ig*l < 1 [vgl. 
2.21, 3.]. ])as gilt nun auch noch auf/2**. Denn sonst mfiBte es eine Zahl a 
veto Betrage 1 geben und ein gi, etwa gl, welches auf/2** den Viert a an- 
nimmt. Das Produkt der Zweige yon (¢1--a) ist in T** regular und ein- 
deutig. Die reziproke Funktion ist in T,  reguli~r, da g~ dort den Wert a nicht 
annimmt. Sic muB in der Rcgulariti~tshfille T** regular bleiben. Das heiBt: 
gl nimmt auch in T den Wert a nicht an. Das ist ein Widerspruch. 

2. Jeder Punkt z~'-=-g~(v") des Bildes liegt au/ der Faser ~(v"). Ein 
Punkt z~= gi (v*) liegt genau dann auf der Faser ~ (T*), wenn 0 = h (g(v*),T*) 
. . . . .  /~(g(v*),~*) ist. Ffir alle v* aus T,  gilt nun /~(g(v*),v*)= 0; 
] = 1 , . . . ,  k. Es ist zu zeigen, daft diese Relation auch in T** besteht. Ge- 
setzt, dies sei nieht der Fall. Dann gibt es Punkte PI~ E2,, P~E/2** und auf 
Q** eine Kurve L yon P1 nach P2, so dab nicht.in allen Punkten yon L die 
gewiinschten Relationen gelten. Darin sell die MSglichkeit enthalten sein, 
dab diese Oleiehungen sinnlos werden, da die Funktionen nicht mehr erklErt 
sind. Es mul3 nun auf L einen Punkt Q mit folgendeVEigensehaft geben: 
Die Bflder der Punkte P '  auf/'1 Q liegen auf den zugeh6rigen Fasern. Wegen 1. 

n 

mad da die Rfia~der der Fasern auf dem Rande yon N (]z,I < 1) liegen, sind die 
1 

Bflder der P '  in Z** enthalten. Das grit auch ffir das Bild yon Q. In allen 
diesen Ihmkten sind darn die Funktionen f~ (g(~), v); j = 1 . . . . .  k regular. 
Die zweite Eigensehaft yon Q mfii~te sein: Es gibt Punkte /~'-~ Q auf Q P=, 
deren Bflder nicht auf den zugehSrigen Fasern llegen. Aus dem vorher- 
gehenden geht jedoch hervor, dab in einer vollen Umgebung yon Q die Glei- 
chungen ~(g~(v), ~) =ffi . . .  -~ k(g(~), v) ~ 0 gelten. Das ist ein Widersprueh. 

3, Die Fasern sind naeh Definition punktfremd zueinander. Insbesondere 

i~t ~ ( ~  f ~ ( ¢ ) ~  O, wema ~ auf dem Ra~de und v i m  Inneren yon T tiegt. 
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Wegen 2. kann also das Bild eines Randpunktes yon ~ nicht auf  das Bild 

eines inneren Punktes fallen. Das ist Bedingung e) ffir ~ .  

4. Jeder Bfldpunkt liegt auf  einer wohlbestimmten Faser. Das System 
z ° = g, (T) hat  also nur die eine LSsung ~o (z 0 liege auf  der Faser ff (zo)). Das 
ist Bedingung a). Daft auch b) eftiillt ist, sieht man wie im Beweis zu Satz 2.4. 

I)aher ist nach Satz 2 .~das  Bild yon ~ ein analytisches Element der 

Dimension ]¢. Wegen 1. ist die Faserung Z = U ~(~)/v E T ffir ~ zul~sig. 

Das gilt ffir jedes ~ .  Daraus folgt, dab das Bfld yon ~** eine analytische 
Menge der I)imension k ist, die den Forderungen genfigt. I)enn es ist 9~. 

-- Z .  ~ 9~** und ~ = Z ~  9~**. 
Anmerkung. Hier wird aus dem Fortbestehen der Faserung in Z** auf  die 

Existenz der Erweiterung yon 9~. geschlossen. Es ist eine interessante Frage, 
wann umgekehrt aus der Exlstenz der Erweiterung yon t~, auf das Tort- 
bestehen der Faserung geschlossen werden daft. 

§ 3. Die Differentialbedingung2°). 

3.1. Hflfssatz. Ist  die reelie quadratische Form ~ a°~x~x~ positiv definit, 
1 

so auch alle Formen ~ a s ~ x~ x~ mit reellen a s k, wenn nur l a~ k--a°kl < e und e 
genfigend klein ist. 

Beweis. Es gibt eine Substitution x t :  .,~ct~x~; [c~l =4= 0 so, dab Za°~x~x~ 
= 2:x~ 2. Setzt man Xa~x~xk= X x~2+ ~'b~x~ x~, so sind die bi~ stetige 
Funktionen der a~ ~ und versehwinden ffir as k = a°k • Weiter ist 

1 X~ n n n 

I 1 1 1 

1 
Man wfi~ale nun e > 0 so, dab Ib~l < 2-nn" ]:)ann ist ]Z,b~kx~ x/:I ~_ _~,~2 
und daher 2: as k xi xk _~ ~ ~ x~ -~. 

3.2. Im Gebiete G des C n der Ver~nderlichen z~--- x ~ _  1 + i x ~  sei die 
Funktion ~(x) reell und zweimal stetig differentiierbar, l~ach Einffihrung der 
komplexen Koordinaten %, ~ gehe ~p(x) in ~(z, ~) fiber. Im folgenden sei 
ein Punkt  aus G, der noch variiert werden kann. ~o aus G sou ein ffir alle Mal 
festgelegt sein. Die Umreehnungsformeln lauten: 

4 'z.'~.. {(~x.._,'x,._, + ,9~,.~x,,,} "}" i{ { 0'@' O'W }. 

'~) Vgl. [9], vor ahem zu 3.1 bis 3.3. 
l~Iath. Ann. 129. 8 



114 WOLFGANG ROTHSTEIN : 

Zur Abkiirzung wird gesetzt: 

iPu = ~z~, ' ~ = ~ ' %~ = -~z~ ~ usw. ; 

h~,= %--Cu und (po= q~,(~o); 9po= %~(Co) usw. 

Der Mittelwertsatz 

y~(x) = v2(~ ) + ~ ~ (~) . (x,,-- ~,,) + Q; 

geht fiber in 

q~(z) = q~(C) + ~ (%,(C) hi, + cf~(C) lit,) + Qk; 
1 

Q~= ~ ~ (~p~. (C*) h~ h~ +~%,~ (C*) hu ~ + Iv~ (C*) h,/~) mit I z -- C* 1 < 1 z --  C I. 
1 

Qk ist also die komplexe Darstellung der reellen quadratischen Form Q. In 
n 

Qk i s t  d ie  HERMITEsche F o r m  (H):  ~ ~ 1 ~ h ~  en tha l t en .  
1 

3.3. In jedem Punkt  aus G sei 

0)  ~ ( ~ )  * 0. 

Um fiir tP (~) > 0 analytische Fli~chen dutch ~ zu finden, welche qp =< 0 hSchstens 
in ~ treffen, verfi~hrt man nach KRZOSKA wie folgt. Zun~chst wird 

n--1 n--1 

1 1 

in ~ eingesetzt. So entsteht eine Funktion Z = Z(zl, zl . . . . .  zn-1, z,-1), die 
noch stetig von den Konstanten a, b und dem Punkt  C abh~ngt. Durch die 
Bedingung 

(al)  Z.(C) = %,(C) -I- ~.(C) a.(C) = 0 

wird a~(C) festgelegt. Da @ reell ist, folgt 

(a2) z,¥(C) = ~(C) + ~(C)a.(C)= o. 
Weiter werde b°~ dutch 

(bl)  Z.~ (t  °) = ~ v° . + ~v°n" a~ (C °) + ~p° n • a .  (C °) + ~v°. • a,, (Co) • a~ (t °) + 
+2 obo,=o 

bestimmt. Dana grit auch 

(bZ) Z~(C o) = Z..(C o) = o. 

KI~K)SI~ hat  unter anderem bewiesen: EB sei in (2) C = ~°', a~= a~(~°) und 
b~,== b ° , gesetzt. Is t  nun die H~aMrr~,sche Form 

(H,): Z Z,;(C ~) u ~ . ;  % =  ~,,-- 
1 
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positiv definit, so gibt es eine Umgebung U yon ~o, welche von (2) auBer in ~o 
nut auf  der Seite T > 0 gesehnitten wird. Die Form (H, )  entsteht, wenn in 

n n 
(H): S o - %, r% u, un dureh ~ qo u~= 0 eliminiert wird. Also ist (H) auf  der 

1 1 
n 

Ebene ~ '  9o u~= 0 mi t  (H, )  gleichwertig. Dies Ergebnis wollen wir ein 
1 

wenig erweitern. 
3.4 Der Tr~gheitsindex von (H,)  sei q. Dann gibt es eine Substitution 

n - - 1  n - - 1  
cO 0 -- t . p t ui ~ ik u~; ut  ~ ui z~ ~ ;  ui z~ ~ ;  i 1, . n - - l ,  

1 1 

welche (H,)  in die Normalform 
n -- 1 

(x):  lullS+ . . .  + tu lLX o oder 
q + l  

iiberfiihrt. Auf der q-dimensionalen Ebene u '  . . .  ' q - ~ - l =  = U n - - 1 - - =  0 i s t  ( H $ )  

folglich positiv definit. 
3.5. Man setze nun 

n - -1  n - - 1  

ffq: h n = Z a,  h~, + X b,,~ h~, h~ (h~, = z ,  - -  5 ; h~ = z~'~ - -  5 ; ~, = ~i') 
1 1 

n - I  

und dann h i=  ~ cikh'~; hq + 1 . . . . .  h' = = . ' n-1 0 ; i  1 , . . , n - - l m i t z u n ~ h s t  
1 

wfllkiirlichen Konstanten a, b, c in ~ ein. So entsteht  eine reelle Funkt ion 
.q (z', ~') z' = 9( 1, -~'1 . . . . .  zq, "~q, a, b, c, ~'), welche mit  ihren Ableitungen noeh 
stetig yon den Parametern  a, b, c, ~' abhi~ngt. Von nun an werde a ,  = a , (~ ' )  
eingesetzt. Dann ist g,($')  = g,(~')  = 0. Um die noeh vorhandene Abhi~ngig- 
keit yon b, c, $' anzudeuten, schreiben wir gt~(z', V) = B , , ( z ' ,  b, c, U) nsw. 
Der Mittelwertsatz liefert jetzt  

q(z', ~') = 9(~', ~') + Q~ 
mit 

Qk 12 Z { B ~ , , ( ~ * , b , c , ~ ' ) h ~ h , : ÷ ~ B , 7 ( ~ * , b , c , ~ ' ) h ~ , h , +  B h ; ( ~ * , b , c ,  ~ ) h ; , ~ }  

und 
t - -  I 1 

Fiir die speziellen Werte b ° ,, c°k, ~ '=  ~o kiirzen wir ab:  B t,,(~°, b o, co  ~o) = B ~ ,  
usw. Dann ist erstens [vgl. (b l )  unter 3.3] B°~,= B ~ =  0 und zweitens ist 

, - ,  
wegen (3.4) die t t r~m ' r~sehe  Form 27 B°~-rh~,h, positiv definit. 

D a  B°~= 0 B~z = 0, ist, reduziert sieh Q~ fiir die speziellen Parameterwerte  
, '  ~ , =  ~o. b = b°; c c o auf  die positiv definite Form X B ° ~ h ~  ". Daher 
kann nach dem tiilfssatz ein e > 0 gefunden werden, so dab alle Formen 
Q~(~*; b; c; ~') positiv definit  sind, wenn nur 

' o 

ist. 

8" 
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3.6. Das Ergebnis der bisherigen ~berlogungen fassen wir zusammen. 
Voraussetzung (v).  Im Gebiete G des C" der Variabeln z~ = x2~_ 1 + i x~. 

sei ~(x) = if ,  (z, ~) = ~(z) eine zweimal stetig differentiierbare, reelle Funktion 

und ~-~n # 0. Weiter sei ~°E G ein Punkt  der Hyperfl~che ~ = 0. Und endlich 

sci q ~ 1 der Tritgheitsindex der HERMrr~schen Form 27 ~ o .  u ~ ,  auf  der 
Ebene X ~o u~ = 0. 

Die zu (c~k) inverse Matrix sei (d~.k); es ist det (~k) :~ 0. 
n 

Satz A, U nter der F oraussetzung ( v ) existiert eine Umgebunq U = f'l ( I z~-- ~ l < ~ ) 
1 

und Konstanten b°,, d°~ so, daft [iir alle Werte b~,,,dt,,, welche den Ungleich- 
heite~ Ibm,,--b°,l < O; l d p , - - ~ , 1  < Dgeni~en, gilt: 

Ist ~ ein beUebiger P u n ~  au., U ~ (q~ ~ O) und wird a,(~) aus (a 1): q~ (~) ÷ 
÷ (pn($).aj,(~')= 0 bestlmmt, so trif~ ~e~e der q.dimensionalen analytlschen 
Fldchen 

f l - -1 n-- I  

(c.b)= %(c) h,.- o 
"a--I 

~ q ( C , b , d ) =  ] h ; ( C , d ) = ~ d ~ , h ~ , = O :  k = q ÷  1 . . . . .  n - - I  

1 

den Dur~hschnitt U ~ (@ ~_ O) hSchstens in C. 
3.7. K. ST~,~ ~) hat  fiir n = 2, q = 1 gezeigt, dab es sogar eine dreidimen- 

sionale Hyperfl~che dutch ~0 gibe, welche ~ _~ 0 nut  in $o trifft. ~hnlich 
iat es auch bier. 

In  dem folgenden Satz seien b', d' Konstanten,  welche den Bedingungen 
des S~tzes A geniigen, und r e i n  reeUer Parameter.  Au~erdem treten noch 
Zahlen E,  F auf, die l~ssend zu bestimmen sind. Wit  betrachten die einp~ra- 
metrige Schar q-dimensionaler analytischex lfl~chen 

n--1  n- -1  

, __ __  b ~ , , u ~ , u ~ = F . v ÷ E T  ~. 
1 1 

~q(v, E, F)  = u~(CO, d ' ) = ~ d ' ~ , u ~ = O ;  k = q + l , . . . , n - - 1  
1 

Satz B. ~agibtZahlen E ~= O,F # O und eine Umgebunq U = (3 (Iz(-- ~ l  < ~), 
1 

~o daft U ~ ( @ < O) yon der SJmr ~ ( v ,  E, F ) m i t  t~l ~ ~ nut in z = Co; ~ = 0 
getroffen wird Or reell). 

Zusatz. Auzh die Teil~char ~(v , ,E~ O) $ri?~ U f~ ( ~ ~_ O) nut  in ~a. 
~-- I  n - - I  

]~wei~. Man setze (vgl, 3.5) u~= ~ a~, (C°~) %, + ~ b'~,u~,u,t F ,  "c ~- E .  T °, 
1 1 

und claim u~= '~c~u~; u~+~ . . . . .  u ~ _ ~  0 in ~v ein. Diesmal entsteht  eine 
l~mktion g(z~, ~ . . . .  , z~, ~'~, ~, ~). Dabei wird ~ zun~chst als komplexe Ver- 

n) Vgl. [17]. 



Analytische Mannigfaltigkeiten im Raume yon n Veranderlichen. 117 

~nderliche aufgefaBt.  Nachtr/~glich ist d a n a  v = ~ zu setzen. Wir  berechnen 
die Able i tungen von g im P u n k t e  z'= t ° ;  3 = ~ = 0. Die reinen Able i tungen 
naeh den z'/indern sieh gegen friiher nieht.  Fiir  die Ablei tungen,  an denen v 
beteiligt ist, b e k o m m t  m a n :  

0 --~ 

Die Entwick lung  yon g an  der Stelle (~o, 0) laute t  nun  (mit  v = ~) 

g (z', 3) = g ($o, 0) + (gO + go) 3 + Qk; 

= %, u,. + - '  • ~'~) 

+ - ~ 3 2 : ( g ~ u , + g ~  t,+g~,~ ~ + g ~ ÷  ~ ) +  ~ - ( 9 ~ + 2 g ~ + g r ~ ) .  

Die zweiten Ablei tungen sind an e inem Zwisehenpunkt  (~*, 3*) zu nehmen,  
fiir den ]~*--~o[  _< i z ,  ~o I und  ]~*[ ~ [31 ist. 

Q~ ist  die komplexe  Dars te l lung der  en tspreehenden reellen quadra t iaehen 
Fo rm in den Ver/~nderlichen (x~ . . . .  , x~q, 3). 

Wird in Q~ F = 0 gesetzt ,  so f~llt die zweite S u m m e  fort.  Der  Koef fmien t  
yon 3 ~ wird 2 ( ~n E + ~ E).  Man bes t imme E so, dab  ~° n E + ~° n • E posi t iv  ist. 

W~rden in der ers ten S u m m e  die gu, durch die an  der  SteUe ~' = t° ;  v = 0 
zu bi ldenden gO ~ ersetzt ,  so ist die result lerende F o r m  in den neuen Ver~tnder- 

I lichen (z~, ~ . . . .  , zq, ~q) nach Voraussetzung posi t iv  definit .  Die durch  die 
Stiezialisierung F = 0; gt,~ = gO ~ usw. bei fes tem E m i t  q0°n • E + ~/o. ~ > 0 aus 
Q~ ents tehende  F o r m  

QO = ~ o , , 2 _o . . . . .  / 

ist daher  posi t iv  definit .  Nach  dem Hiffssatz  g ib t  es ein ~ > 0, so dab  fiir 
iF[ < ~; 1 3 ] < ~ ;  [z~--~°[ < ~  und  daher  [ ~ * - - Z [ < O ;  [ 3 " [ <  ~ auch Q~ 
posi t iv defini t  ist. 

N a c h d e m  E festgelegt ist:  ~° n • E + ~ o .  ~ > 0, bes t imme m a n  nun  F so, 
dal~ erstens ~ + ~ = ~o F ÷ 4 "  ~ = 0 und  zweitens IF[ < (~ ist. Dunn  folgt 
g ( z ' , v ) > 0 i n  I z ~ - - ~ l  < ~; 13I< O a u B e r i n z ' =  t o ; v = 0 .  D a s i s t  die Be. 
hauptung.  

Satz C. Ist die Voraussetzung (v) er~iillt, ferner q) (~o) = 0 und q = n - -  p, 
so gilt: Jedes p-dimensionale analytische Fltichenstiick 9 ~' durvh t ° schneid~ 
~ > 0 .  

Beweis. Naeh  Satz  B t r i f f t  die Sehar  q-dimensionaler  Fli~ehen 

n--1 ~--1 3 r ~ l l ,  
E . k - - .  

~:q(3 ,  ,~,  O) = n--1 1 1 [3] < (~ 

u ~ = ~ d ' ~ u . u , = O ;  k = q +  l , . . . , n - - 1  
1 
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die Punktmenge l'l ( Iz t - -~ l  < 6)~'~ (¢ < 0) nur in (¢o, 0). Der Sehnitt von 
1 

9nmi t  ' = ' " =  ' Uq+~ un_~= 0 (fiir q=  n.--1 fallen diese Gleichungen fort  und 
es ist ~ selbst zu betrachten) ist eine analytische Menge, deren Komponenten 
mindestens eindimensional shad. ~o ist innerer Punkt  jeder Komponente 9. .  
Es ist k(~ °) = 0. Daher muB k(9.) entweder identiseh Null sein oder aueh 
beliebig kleine reelle Werte annehmen (Satz 1.4). Es gibt also einen Punkt  
~* 6 9* ; ~* =~ ~0 und ein reelles v,  (0 < f v . I  < so, dab E k ($,) = E ~2. Daraus 
folgt, da ~q(v,, E, 0) den Bereieh ~ g 0 nur in ~o trifft, ~ (~,) > 0. 

Folgerung [i2r die Einzigkeit  der Forlsetzung. 

Satz C hat  wichtige Konsequenzen. Zu ihrer Ableitung ist es notwendig, 
(v) durch die natiirliche Forderunq (v*) zu ersetzen, dab wenigstens eine der 
ersten Ableitungen yon ~, nieht gerade q0n, ungleich Null ist. Satz C bleibt 
dann richtig. Es seien nun in G zwei reelle Funktionen gegeben: q% ~2, auf 
die (v*) zutrifft, qx, q~ seien die Indizes im Punkte  ~o mit ~01(~ °) = ~02(~ °) = 0. 

S a t z D .  (Einzigkeit  der Fortsetzung). Es  sel ~1(~°)= ~2(~°)---0 und 
ql q- q2 + k > 2 n, welter U eine Umgebung von ~o. Endlieh seien 9~ und 9~ 
in U anal~ische Mengen. Dann gilt: St immen 9~ und 9k2 in U ~ (~1>0)f~  

( q)2 > O) iiberein, so gibt es eine voile Umgebung U ,  yon ~o, in der 9kl = 9k2 ist. 
Beweis. In  einer passenden Umgebung U,  yon ~o l~Bt sich 9~ (und ebenso 

9~) als Vereinigung irreduzibler Komponenten ~,1 . . ' ,  ~t k darstellen, die alle ~o 
als inneren Punkt  enthalten. Es geniigt zu zeigen, dab jedes ~ in (~x > 0)f~ 
(~0~ > 0) eindringt. 

Nach Satz A gibt es eine Fl~ehe ~q~ durch ~o, welche ~1~_ 0 nur in ~o 
trifft. Da q~ ~ n -  1 ist folgt aus ql q- qz + k => 2 n die Ungleichung ql + k -  

- -  n _~ 1. Die Dimension des Sehnittes ~ yon ~q' und ~ ist wenigstens gleich 
ql + k - -  n > 1. Es ist aber pa = n - -  q2 < qt + k - -  n. Die Dimension von 
ist also mindestens io~. Daher schneider ~D naeh Satz C auch ~2 > 0. Anderer- 
seits ist $o der ehazige Punkt  auf ~ in qo 1 < 0; und ~ ist nicht nulldimensional. 
Infolgedessen dringt ~ und dann aueh ~ in (~1> 0) ~ ( ~% > 0) ein. 

Fiir die/h'lwendungen ist es bequem, diesen Satz auf mehr als zwei Hyper- 
fl~ehen yon einer besonderen Art zu erweitern. Wir legen den Raum yon 
m = n + 8 Ver~nderlichen ( w l , . . . ,  ws, Zl . . . . .  zn) zugrunde. Dort  seien s 
Hyperfl/~ehen der Form 

~% = wo~o--  ~)(zl, ~ . . . . .  z~, ~ )  = 0 

gegeben, jede (in allen Punkten) veto Index n. p o -  (~1 o . . . . .  ~o, ~ . . . . .  ~o) 
mit  ~o ~= 0; a --- 1 . . . . .  s sei ein Punkt  auf ~ . . . . .  cfs --- 0 und U eine Um- 
gebung yon po. 

Satz D'. 9~ und i}~ seien in U analytische Men4]en, die beide die Ebene 
z~--~1 . . . .  = z ~  "~ = 0 nu t  in po tre/]en. Welter sei k ~_ s. Dann gilt: 

$ 

Ist  9~ = 9~ in  U ~ fl ( ~ , >  0), so gibt es eine volle Um~ebung U,  van po, in 
1 

wdeher ~ = ~;~ ist. 
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Beweis. Es geniigt wieder, die Behauptung fiir irreduzible 9~, 9~ zu be- 
weisen, die dureh po gehen. 

Zu jedem ~v,=0 gibt es eine (n + s- -1)-dimensionale  Fliiche ~ - x  
(m = n + s), die To ~ 0 nur in der Ebene z 1 -  ~ . . . . .  zn-- ~ = wo-- ~:= 0 

8 - - 1  

schneider. Der Schnitt F = N ~ - 1 hat  die Dimension n + s - -  s + 1 = n + 1 
l 

s - - 1  

und trifft  tJ (~0o ~ 0) nur auf  z 1 -  ~ . . . . .  Zn-- ~o = O. Also hat  jede Kom.  
1 

ponente yon F f~ 9~ mindestens die Dimension k - -  s + 1 = 1. AuBerdem trifft 
F f~ 91 k die Ebene z t -  ~o . . . . .  zn-- ~ = 0 nur in po. Jede in po irreduzible 
Komponente ~ von F f~ 9~ muB dann ~ > 0 sehneiden [Beweis wie bei Satz C: 
~ - 1 hat  eine Darstellung 

E" k :  (ws- -as ) - -  ~ a,, (P')  (z , , - -~°~)--~b°~ (z,--~°~) ( z ~ - - C ) =  O. 
1 1 

Die Funktion k muff auf  0 entweder identisch verschwinden oder auch be- 
liebig kleine reelle Werte annehmen. In  beiden Fi~llen weist 0 Punkte  aus 
% > 0  auf. Denn die Fl~chen E . k = E ~  (v reell, 1~]<($) treffen ~ s ~ 0  
nur in z 1 -  ~ . . . . .  z~-- t ° = w s -  as = 0 und 0 liegt nieht auf  dieser Ebe~e. 

trffft ja die Ebene z x -  ~0 . . . . .  zn-- ~o = 0 nur in p0, da das sogar 9~ rut.], 
1 

b dringt also notwendig in ~ > 0 ein. 
$ 

Jede Komponente  yon 9~ oder 9~ dringt daher in ['l (~,  > 0) ein. Daraus 
1 

folgt die Behauptung. 
Zusatz zu Satz D. Is t  nur  eine Hyperfliiche gegeben, so ergibt sieh ganz 

iihnlich 
Satz D 1. ~o sei ein Punkt au[ q) = O, U elne Umgebung yon t o und ~1, 9~ in 

U analytische Mengen: 9 kl = §~ in U ~  (q~ > 0). Ist nun q + k _~ n, so gibt es 
eins Um~ebung U,  von ~o, in der 9 ~-- 9~ ist. 

§ 4.  L o k a l e  F o r t s e t z u n g .  

])as Ziel dieser Arbeit ist die Fortsetzung analytischer Mengen des 
z-Raumes. Die Voraussetzung ist immer, dab die Dimension k mindestens 
zwei, die topologisehe Dimension also wenigstens vier ist. Die Grundlage ist 
die lokale Fortsetzung. 

Satz 1 (lokale Fortsetzung). ~o ~ei gew6hnlicher Punkt der Hylaerfliiche 
~ = : 0 .  Es sei n >= 3 ; 2 <= k <= n - - 1  und q + k > n + 1 (q ist der lndex yon 
Z q~o uj,~, auf der Ebene X q)°u, -- 0). Welter 8ei U eine Umgebung vo~ ~0 
und 9k eine in U = U f~ ( q~ > O) analytische Menge der Dimension k. Dann gilt: 

1. Es gibt eins Umgebung U,  yon ~o und elne inU,  analytlsche k.dimensionale 
Menge ~k,, so daft 9k, = gk in • f~ U, .  

2. Ist U** eine weitere Umyebung yon t ° und fi~** eine in U** analyCische 
Menge der Dimension k, welche in U f~ U** mit 9 ~ iibereinstimmt, so gibt es eine 
Umgebun!] U*** yon ~o, in der 9~, = g~** ist. 

Kurz: Es gibt genau eine lokale Fort.etzunq yon g~ in ~o 
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SV Vorbcmerkung zum Beweis. Der erste Tell des Beweises (1.--4.) ist eine 
erbindung der Ergebnisse yon § 2 und § 3. Unter 1. wird eine Faser 

~ - ~  gonannt - -  konstruiert, welche ~o enth/flt und die Eigenschaften hat:  
(1)~¢ ~-k trifft ~v ~ 0 nur in t °. ( 2 ) ~  -~ trifft  g~ h6ehstens in isolierten Punkten. 
Unter 2. und 3. wird ~n-~ zu einer Fasertmg Z** = U ~ (v)/~ ~ T** und Z ,  
= U ~ (v)/v E T ,  yon Gebieten Z**, Z ,  erg~nzt. Z ,  liegt in ~0 > 0, Z** umfaBt 
Z ,  und enth~lt den Punkt  t ° im Inneren. T** ist die Regularit~tshiille yon T, .  
Die Faserung ist fiir jede Komponente 92 yon g ~  Z ,  zul~ssig. Aus Satz 2.5 
folgt dann, daft jedes g~ eine in Z** analytische Erweiterung g$ besitzt. 

Im zweiten Tefl wird gezeigt, dab gk f~ U,  in der Vereinigung der 95 ent- 
halten ist. Das ist nicht selbstverst~ndlich. Denn Z ,  ist nu t  ein Ausschnitt 
yon ~ > 0. Es wiire denkbar, dab g~ ~ Z ,  leer ist. Dann w~re gar nichts be- 

~iesen.  
I. Beweis von (1). b~°, d°~,, ~ seien die in Satz A, § 3 vorkommenden Zahlen 

n 

und U= 13 (Iz~-- ~/I < (~), so dab die Ergebnisse yon § 3 unmittelbar benutzt 
1 

werden diirfen. Alles soil sieh in U abspielen. Wir nehmen an, dab ~-~- (~o) # 0 

ist. 
1. Nach Hilfssatz 4 (s. u.) fixiere man b~ ~, d ~ :  Ib~--b°~l < ~; Id~,--d°~l < 6 

so, dab die ( n -  k)-dimensionale Fli~che 

u~= un--  ~..[ at, (¢°) u~,-- b'~ u~, u,,= O; ut, = zt,-- ~ °, 

=[ .4 t ! ° N =  d ~ l ~ u k = O , g = n - - k + l , ' " , n - - 1  

die Menge 9~ nur in isolierten Punkten - -  fails fiberhaupt - -  trifft. Da q > u --  
t k + 1 ist, liegt ~ -~auf~ :q (~  °, b', d') = (u~ . . . . .  uq+l= 0) und schneider 

daher U ~ (~ < 0) naeh Satz A nur in ~0. 
/" Vorbemerkung zu 2.---4. Die d~ seien so gewiihlt, daft die Determinanten 
Idiot (i, k = 1 . . . . .  ~t ~ 1) und Idq,~,l (~, (~ = n - -  k + 1 . . . . .  n - -  1) ungleich 
Null sind (vgl. Beweis des Hflfssatzes 4, SchluB). Dann schneidet tier Poly- 

n - - / ¢  

zylinder fl (lu~[ < A) aus jeder Flaehe u ~ c ~ =  0 ( ~ = n - - k  + 1 . . . . .  n) ein 

einziges Gebiet heraus, die ,,Faser ~"-~ (c')". Die Fliiehen und die Fasern sind 
(n - -  k)-dimensional. ~ Ist C = 2 8, so liegen 9~ und ~ (vgl. 2. und 3.) in 

ri (1~,1 < c).  Infolgedessen sind Z .  und Z** ganz in fl (lu,1 < c)  enthalten 
F 

(vgL 4.). Die Faserung geniigt also der Bedingung (3), 2.21 in bezug auf den 

Polyzylinder fl ([u~[ < A) f~ fl ([u~[ < C). Die Voraussetzungen des Satzes 2.5 
1 r 

]. s ind  erffillt. 
# - - k  

2. ~(A) sei der Po]yzylinder fl (lull < A) und R(A) sein Rand. Wir 
1 

setzen r = n - - k  + 1. Man bestimme nun A so, dab auf (u~ . . . .  = ur=' 0; 
R(A)) kein Purflrt yon 9 ~ liegt. 
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(u~ . . . . .  u~+l----0) liegt auf ~q(~o, b',d') und trifft  daher Ut~ (~ ~0) 
nur in ~o. Infolgedessen gibt es ein B > 0 so, dab (u~ . . . . .  u¢+ i = 0; 
lu 'r l=B;8(A)) in  ~ =  U ~ ( ~ > 0 )  enthalten ist. Aullerdem m6ge auf  (u,'~ 
. . . . .  u~+l= 0; lu'l = B; R(A)) kein Punkt  yon g~ liegen. Dann li~llt sich 
tin ~l fixieren, so dall 

9~= {[u~[~ + . . .  + lu',+l[~ < ~1; B - - 6 1 <  [u'l < B +  ~1; 8 (  A + ~1)} 

in ff = U ~ ( ~ > 0) enthalten ist und augerdem g~ das Gebiet 9~ ~ {~ (A + Ox)-- 
- - 8  (A --  ~i)} nieht trffft. In 9~ ist g~ analytisch. 

3. SehlieBlich bestimme man To(0 < vo< ~) und E gem~B Satz B und 
zudem so, dab IEx~[ <~1. Es sei a = E v o  L. Darauf mache man e > 0  so 
klein, dab gilt: 
(3.1) lug--at2-1 - lu',,_11"+ . . .  + iu;+ll2<e 
liegt in 

I P : : 2 

liegt in U = U ;~ (~o > 0). 
(3.2) ist erfiillbar, da nach Satz B die Fl/~che (un= a,' un_l=' • " = ur+l=' 0) 

das Gebiet U/~ (~v =< 0) nicht trifft. Dann ist also g~ auch in ~ analytisch. 
4. Infolge 2. und 3. ist gk in Z , =  (~R ~ ~)  c~ ~(A) analytisch und schneidet 

das Gebiet (~(A + d l ) - - ~ ( A -  ~l))nicht. Es sei welter 

z * * =  (I~L?+ " ' "  + I~;+~I '<  ~ ;  lu;t < B + ~ ;  $(A)} .  

Als Fasern ~ (v) werden die (n --  k)-dimensionalen F1/~ehen 

u~(z)--~ . . . . .  u; ( z ) - - ~ =  0; (z) ~$(A)  

eingefiihrt. Es ist dann Z**=  U~(~ ) /~T**  und Z ,  = Ll~(v)/vqT, mit 

T * *  = (Iv1] z ÷ " "  ÷ ] ~ _ l l  2 < (~1; [Tkt < B + ~i) 
u n d  

~ , =  (lv~l~+ " "  + 1 ~ - 2  < 6 ;  B - - ~ <  I~1 < B +  O~)w 

w (1~1-- al ~ + Iv, I ~ + " "  + I~ - l l  = < e; tv~l < B + Ol). 

0ffenbar liegt jeder Punkt  yon Z** auf  einer und nur einer Faser, Die Fase- 
rung ist fiir jede Komponente ga yon §~ ~ Z ,  zul~sig. T** ist die Regulariti~ts- 
hiille yon T, .  Fiir jedes ga sind nun die Voraussetzungen des Satzes 2.5 er- 
fiillt. Es gibt daher eine in Z** analytisehe k-dimensionale Menge $~, so daft 
$~ ~ ; ,  = $a ist. Die Vereinigung g~, der g~ ist in Z** analytiseh, k-dimensional 
und es ist $~, ~ Z ,  = 9~/~ Z, .  

5. Zum vollsti~ndigen Beweis der Behauptung (1) ist noch zu zeigen: 
Es gibt eine Umgebung U,  yon ~o, so dall g~, = ~ in U ~ U,  ist. 

Zum Beweis ziehen wir die Fli~ehen 
~ - - 1  n--I 

h~(z; ~)=  h , ~ - - ~ a , , ( O h u - - ~ b ' u ,  huh,= O; hu-- z , - -  ~'t~ 
I 1 

h~(z; ~ ) = ~ d ~ h ~ ; i = r +  1 , . . . , n - - I ;  r = n - - k + l  
1 
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heran. Ist  nun / > 0 klein genug, so liegt fiir jedes ~ aus U . =  13 ( l~--  ~l < l) 
die Punktmenge 

. . . . .  0; Ih',l = B 
s(¢)=llh l+ + N  11 

innerhalb 

~ - ' ~  { [U~[ 2 -~ " ' "  -~- [Utr+ 1[ 2 < 01; B--01  < u' r < B + 01 

lull' + + I ;-11' < A + 01. 
Denn in jedem Gebiet des z-Raumes gilt gleichmiiBig lira h'~(z; ¢)=  u~,, da 

h~= z~-- ~,; u , =  z,--- ~o und %($) stetig ist. 
Daraus folgt sehr leicht die Behauptung. Deml jede auf  ~ ' (~)  gelegene 

nicht nulldimensionale analytische F1/iche muB S(~), also erst recht ~ schnei- 
den (vgl. Satz 1.3, § 1). Nun liegt~'(~) auf~:q(~, b', d'), s o mi t - -  fiir ~0 ($) > 0 - -  
ganz in ~0 > 0 (Satz A). Sei U , =  U,  f5 (~v > 0) und ~ aus U, .  Liegt ~ au fg  k, 
so ist ]ede Komponente von $ ~ : r ( ~ )  wegen r + k = n + 1 wenigstens ein- 
dimensional, trifft also 3 .  Infolgedessen liegt ~ auch auf g~,. Umgekehrt: 
Liegt ~ auf  9~,, so ist jede Komponente yon 9k, ~ ' ( ~ )  mindestens eindimen- 
sional, schneidet daher 91. Folglich liegt ~ auch auf gk. 

II.  Die Behauptung (2) folgt sofort aus Satz D r 
Es steht noch aus der 
Hilfssatz 4. Es gibt Zahlen b'.~, d '~ ([b;,~-- b~. I < ~; ld~- -  d°~.[ < (~), so dab 

die analytische Fl~che 

t 0 t . u n = u  n -  % ( ¢ ) % - -  b , , . u , , u , , = O ,  u i = z  i -  

u } =  ' k u k = O ; i = n - - k + l , . . . , n - - X  

die Menge ge nur in isolierten Punkten schneidet. 
Beweis. 1. Ffir p # v sei b~. = b~, v, sonst b~ g = b. t, + b. und dg. = 

Weiter werde gesetzt 
n - - 1  n - - 1  

h n (z, b ' )=  u n - - ~  v' a.  (~°) u . - -  Z b '~ .u~ ,u .= h°n--Z'b, ,ue.  
1 1 

n - - 1  n - - 1  
h~ (z, d') = X d~  u~ = h ° + X d~, u,. 

1 1 

Die Zahlen b,, d~ sind noch zu bestimmen. 
2, Der Sehnitt der Fliiche h°_~+ 1 . . . . .  h°n= 0 mit dem Rand von 

¢t 

U = fl (]z~-- ~1 < 8) sei S. Man lege Zylinder Z1, . . . ,  Z~ so fest, dab V = U Z~ 
1 

in ~ > 0 liegt, S ganz in V enthalten ist und 9 ~ in V die Vereinigung nur endlich 
vieler irreduzibler Komponenten g~ . . . .  , g~ ist. Welter sei S (b', d') der Schnitt 
yon ~ (b', d') = {h,,_ ~ + ~ (z, d') . . . . .  h,,_ 1 (z, d') = h,, (z, b') = 0} mit dem Rand 
yon U. Ist  e > 0 geniigend klein und tb,~i < e; ld~l < e, so liegt S (b', d') 
ganz in F. 
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3. Jede  nicht  nulldimensionale K o m p o n e n t e  des Sehni t tes  yon  9 k und 
(b', d') muB den R a n d  yon U sehneiden, also in V eindringen (Satz  1.3}. 

Es geniigt somit  dafiir  zu sorgen, dab  9 k ~ ( b ' , d ' )  in V nur  aus iso- 
l ierten P u n k t e n  besteht .  Daher  b rauehen  nur  die g~ (vgl. 2.) be t r aeh te t  zu 
werden. 

4. Die Fl~che h~ (z, b') = 0 schneidet  u 1 . . . . .  un-  1= 0 nur  in u 1 . . . .  
= u~---0. Also weist jede au f  h,~(z, b ' ) = - 0  gelegene analyt ische  nieht  null- 
dimensionale Fl~che P u n k t e  auf,  fiir die lull2+ . . .  + lun_ 112 > 0 ist. Ferner  
benutzen  wir, dab  eine analyt isehe  Funk t i on  h auf  einer i rreduziblen analyt i -  
schen Fl~che [~a der Dimension  2, wenn sie dor t  f iberhaupt  Null  wird, en tweder  
identisch verschwindet ,  oder  aber  (h = 0)f~ ~ eine analyt ische  Menge der 
Dimension 2 - -  1 ist~2). 

Man w~hle au f  jeder §6 einen P u n k t  P~,= (u~ . . . . .  u°),  fiir den [u~[~+ . . .  % 
+ [u~_l] ~ > 0. D a n n  kSnnen die b~,([b~,] < ~) offenbar  so f ix ier t  werden, dab  
h,~(Pa, b') ~ 0 ist. Infolgedessen ist der Schni t t  von 19 9~ und  hn(z, b') = 0 
( k - -  1)- dimensional.  

D a r a u f  werden die dlk so bes t immt ,  dab  (hn(z , b ' ) =  hn_l(z , d ' ) =  0)~, 
(J 9ko ( b - -  2)-dimensional  ist. Das  geht  wie oben. F~hr t  m a n  so fort,  so er- 

niedrigt sich die Dimensionszahl  bei jedem Schri t t  um 1. 
Die d kSnnen in der  U m g e b u n g  eines beliebigen Punk tes  gew~hlt  werden. 

Es  ist zweckm~Big, den Satz  auf  mehrere  Hype r f l achen  zu erweitern.  
Dazu seien im (w 1 . . . . .  w~, z 1 . . . . .  zn)-Raum Hyper f l~chen  der  F o r m  

(w~, wo, z,~) = wowo--  Z~(zl, Zl, • • -, an, Zn) = 0; a =  1 . . . . .  S 

gegeben, die sich im P u n k t e  p o =  (~¢0, ~o) schneiden. Der  Index  aller ~o-- 0 
in po  soll n und w ° = c¢o ° ~ 0 sein. U sei eine Umgebung  v o m  p0  und U = U 

z 

n (~,,> 0). 
1 

Satz la: Es sei gk eine in U analyt isehe /c-dimensionale Menge, welehe 
auf  der  Ebene  w ~ - - z x  . . . . .  w ~ - - z , =  0 liegt. I s t  welter  k ~_s + 1, so 
existiert  in p0  die lokale For t se tzung  von 9k und ist e indeutig bes t immt .  Es  
gilt also: 

1. Es  g ib t  eine U m g e b u n g  U .  von p o u n d  eine in ihr  analyt isehe Menge {}~, 
so dab  9~. = gk in U f~ U . .  

2. I s t  U** eine andere U m g e b u n g  yon p o u n d  g~** eine in ihr analyt ische  
Menge, fiir die §k** __- 9~ in U ~, U**, so exist ier t  eine U m g e b u n g  U*** yon  p o  
in welcher 9~,= 9~**. 

3. 9~. liegt au f  w~--  z~ . . . .  + w~ - -  z~ = 0. 

Beweis. Wird  Satz  A au f  alle 90, -- 0 u n d  Satz  B au f  ~v~ = 0 angewendet ,  
so f inder  sich: Es  g ib t  eine ~-Umgebung U von p o =  (a0,¢0) __ es sei 
~o = (~10 . . . .  , ~ )  - -  eine Zahl  E 4 0 und Zahlen b°~,,,(/z, ~, = 1 . . . . .  n) so, da~ 
fi~r alle b,  ~, o, welehe der  Bedingung o !b~,,,,,-- b , , .o l  < ~ gentigen, gilt:  

~) Vgl. [12], s. 132, Satz. 
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$ 

1) I s t  P = (~, ~) ein P u n k t  aus  N ( ~  0), so t r i f f t  jede  Fli~che 
1 

Ihn+l(P,b) . . . . .  hn+~ (P,  b) --- 0 mi t  n 

~'~(P, b) = ihn+,,(p,b)= (w, , - -~)--~ a.~,(P)(%--¢.)--~ b~,.,~(z~,--:~,)(z.--¢,,} 

den Sc hn i t t  yon  wl - -  za . . . . .  w~ - -  z~ = 0 und  U c~ tJ ( %  < 0) hSchstens  in P .  
1 

2) I s t  0 < ~ < 8, so t r i f f t  h~+ l (P° ,b  °) . . . . .  h~+.~_l(P°,b°) = h.+~ ( P ° , b ° ) - -  
8 

- -  E v2= 0 den  Schn i t t  y o n  w 1 - -  z 1 . . . . .  u'~ - -  z~ = 0 und U ~ U (~v~ _<- 0) 
1 

i i b e r haup t  n icht .  
D a  9 k au f  der  Ebene  w a - -  z 1 . . . . .  w~ = z. = 0 fiegt und  deshalb  die Ebene  

zl ~ ¢o = . . .  = ~ ~ ~ = 0 nu r  in p o =  (c¢o, ~o) schneider ,  kSnnen  ghnlich wie 
? t 0 t I beim Hfl fssa tz  4 Zah len  b,,.,(]b~,,.o--b~,,, I < 8) und  d~,~(]d~,--~,[ < 5: 

6" l" 8~ = 0, p 4 v) b e s t i m m t  werden,  so d a f  

' . . .  ' = 0 ;  m = n + s ;  un.a=hn÷~(P°,b ') 'Un + l -~n --- 'lgm 

ut= k ( z  k _ _ # o ) = O ;  ~ = m - - k +  1. . . . . .  n 

die Menge §k n u t  in d i sk re t en  P u n k t e n  trffft .  Aul~erdem mSgen die De te r -  
m i n a n t e n  Id~{ (/', k --- 1 . . . .  , n) und [d~, I (e, a = m - -  k + 1 . . . . .  n) ungleich 
Nul l  sein. 

I m  Bewefis zu Satz  1 ersetze  m a n  nun  n du rch  m = n + s, so d a f  r = m - -  
t t 0 t - - k +  1 ist ,  und  e rk l~re ,  u s durch  un+~=hn+~(P,b) ( a =  1 , . . . , s ) :  

n 

u} = ~ d~k(z ~ -  ~o) (i = 1, . . . ,  n). I m  i ibr igen k a n n  m a n  nun  formal  genau  so 
1 

wie un te r  1 . - -4 .  verfahren.  Dabe i  fist jedoch folgendes zu beach ten :  Zwav 
8 

l iegen die  Gebie te  ~ u n d  ~ j e t z t  n ieh t  in ~r = U ~ 13 ( ~ ,  > 0). T r o t z d e m  fist 
1 

9k in 9~ ~J ~ analytfisch - -  und  das  al lein fist wicht ig  - - ,  d a  die Schni t t e  von 
8 

und  ~O mi t  der  Ebene  w l ~ z  I . . . . .  w,--zs=O in U =  Uc~ 13 ( ~ >  0) ent-  
1 

ha l t en  sind. Man  b e k o m m t  so wieder  eine in Z** analy~idche k-dimensionalc  
Menge 9~,, fiir d ie  Z .  ~ 9~ = Z .  f~ 9~ fist. 

U n t e r  5. s ind j e t z t  s t a r t  der  ~:~(~) die  Fli~chen 

/ hn+~(P, b ')  . . . .  h,+~(P, b') = 0 
2 ~ ( P )  = 

] h ~ ( P , d ' ) = X a i ~ ( z ~ - - ~ , ) =  O; i =  r +  1 , . . . , n  
1 

# 

Ftir P aus  fl  (~0 > 0) zu nehmen.  Wiede r  fist zu bedenken,  daft zwar  ~ r ( P )  f~ U ,  
1 

# 

n ich t  in  fl ( ~ >  0) l iegt ,  dies jedoch ffir den  Sehn i t t  yon  ~ ( P ) f ~  U ,  m i t  dec 
1 
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Ebene w l - - z  1 . . . . .  w e -  z, = 0 gilt. Auf  dieser Ebene liege 9 ~. Aber aueh 
gk, liegt auf  ihr. Denn 9~, ist aus 9 ~ dureh analytisehe Fortsetzung ent- 
standen. Dabei bleiben die Identiti i ten wa--z¢-~O (a--- 1 . . . . .  s) auf  jeder 
Komponente  erhalt~n. Infolgedessen bleiben die Sehliisse yon 5. giiltig. 

Anmerkung. Auch beim Beweis des Analogons zu Hilfssatz 4 ha t  man 
geringfiigige ~l~nderungen anzubringen. Man geht aus yon der Flfi~he ~ - ~  
und verf~hrt zuniiehst wie friiher. Dann aber  i s t ~  zu erkli~ren als Schnitt  yon 
h O - I t ' t - 1  . . . . .  h O =  0 mit  dem Rand yon U ~  ( W l - - Z  1 . . . . .  W s - - • s  = O) 

und entspreehend S(b', d') als Sehnitt  yon q~(b',d') mit  dem Rand yon U¢~ 
(Wl-- Zl . . . . .  we - -  z, = 0). Sonst geht es wie friiher. 

Dieser Satz wird zur Untersuchung der analytisehen Mengen des z-Raumes 
wie folgt benutzt.  Es seien s Hyperf laehen ~ = zq" ~ - -  g(zl, ~ . . . .  , z,, ~ )  = 0 
gegeben, und ~ # 0. Fiir sie soil gelten: Der Index der Hyperfl/~ehe im (w, z)- 
R a u m  ~* = w a ~ , - -  %(z 1, zl . . . .  , z , ,~n)= 0 ist in allen Punkten gleieh n. In  
Zukunft  haben wit es nur mit  solehen q% = 0 zu tun. Sie mSgen ,,norma/" 
heiBen. 

Satz 2. D/e ~o=  z ~ - -  Z(Zx, ~ . . . . .  z~,~) = 0 seien normal. Ferner sei ~o 
mit ~ # 0; a = 1 . . . .  , s ein P u n ~  au/ q l  . . . . .  % = 0, U eine Umgebung 

8 

yon ~o und U = U ~  f3 ( ~ >  0). Endlich sei g~ eine in U analytlsche Menge 
1 

und k > s + 1. Dann  existiert in ~o die lokale Fortsetzung yon g~ und ist ein- 
deutig bestimmt. 

Beweis. 1. Man ordne g~ die ~vIenge ~5 ~ des (w, z)-Raumes: 

¢ii ~ = (w~ - -  Zl . . . . .  w~ - -  z~ = 0; (z) E gk) 

zu. Setzt man q~* = wo ~ - -  Z(zl, zl . . . . .  z,~, ~,,), so treffen auf  sie und eine 
Umgebung des Punktes p o =  (~0 . . . . .  ~ ;  $o . . . . .  ~o) die Voraussetzungendes 
Satzes 1 a zu. Also gibt es eine Umgebung U ,  yon p0 und eine in ihr analyti- 

$ 

sche Menge ~b~,, fiir die ~ ,  = ¢5 ~ in ~7, = U ,  ~ 13 (~* > 0) ist. Jede Kompo- 
1 

nente ~a yon ~5~, trifft  U, .  Auflerdem liegt ~ii~, auf  (w 1 -  z~ . . . . .  w s - -  z~ = 0). 
2. ~a trifft die Ebene z~--~ ° . . . . .  z~--C ° = 0 nur  in p0. In  einer 

Polyzylinder-Umgebung U =  (U~, U~) yon po  besitzt ~a  nach dem Ein- 
bettungssatz eine Einbettungsmenge ~ mi t  einer Darstellung 

~ : ( W l - - Z  1 . . . . .  WS--Z s = 0; (Z) ~ fh; $a analytiseh in U~). 

Die Komponenten  yon ~ bekommt  man  offenbar, indem man g~ in seine 
Komponenten zerlegt. ~iia selbst hat  dann eine Darstellung 
~ii~= (w~--z x . . . . .  w~--z~= 0; (z) E Oa; Oa analytiseh undirreduzibel  in (_7,). 
Die Vereinigung der Oa ist die gesuehte Fortsetzung yon 9~. Derm naeh Kon- 

8 

struktion umfallt  sie U , ~ g  ~ und ihr Durchsehnit t  m i t N  (q~> 0) ist in g~ 

enthalten. 
~khnlieh geht aus § 3, Satz D '  hervor 
~at.z D" .  Es  seien s normale Hyperfli~chen q~ = z~ ~ - -  % (z~, ~h . . . .  , z,,, ~ ) =  0 

9eqeben, ~ e i n  Punk t  auf  q~ . . . . .  % = 0  und U eine Umcebung vo'a ~o. 
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~,  ^~ seien in U analytische Mengen, welche in ~ U ~ ~ ( q~, > O) iiberein- 
1 

• ~mmen. l~nn gilt: 
Ist b ~_ ~, ~o gibt e~ eine Umgebung U. yon ~o, in der ~ = 9~ ist. 
Anmerkung. Bei einer normalen Hypeffl~ehe Zl~ 1 - -~(z~,~ . . . . .  z~,~,)- 0 

kann die linke SeRe nieht in Wahrheit unabh~ngig yon z~ sein. Das ist leieht 
zu sehen. - -  Es ist mSglich und erlaubt, dab N ( ~, > 0) etwa der Durchschnitt 
der Aui~engebiete zweier Kugeln ist, die sieh in $0 beriihren und sonst punkt- 
fremd sind. U -  ~ ist dann nicht zusammenh~ngend. Das spielt keine Rolle. 

§ 5. Fortsetzung im Grol]en. 
Im folgenden werden mehrere Hyperfl~chen ~ = 0 betrachtet. Sie sollen 

alle zweimal stetig differenzierbax sein und nur gewShnliche Punkte haben. 
Die Bedingung (v*) ist dann erfiillt. Jedem ~ auf ~ = 0 ist ein Index q(~) 
zugeordnet, der Index yon 2: ~,~($) u ~  auf 27 ~ ( ~ )  u# = 0. Als ,,Index 
von ~ = 0" wird das min q(~) auf T = 0 bezeichnet. Aus den S~tzen D und D' 
ergeben sieh zwei Aussagen, die fiir die Fortsetzung im Gro•en niitzlich sind. 

Hflfssatz 5.1. Voraussetzungen. 1. ~b sei die Vereinigung yon l Hyper- 
fl~chen ~ a = 0  und q~ der Index von ~ = 0 .  Es sei q ~ + k ~ n .  Die Ver- 
einigung der AuBengebiete ~0a > 0 heiBe A. 

2. M sei eine abgesehlossene Punktmenge auf ¢ .  
3. Jedem ~ C M sei eine Kugel U($) und eine in U(~) analytische Menge 

9~'(~) zugeordnet, und zwar so, da[3 in A die Vertr~glichkeitsbedingung: 
9~(~')= 9k(~ '') in U(~ ' )~  U(~")r~A erfiillt ist. Dann ist also 9k= Ug~(~) 
eine in A f~ U U(~) analytische Menge. 

Behauptung. Es gibt ein Gebiet B, welches M i m  Inneren enth~lt, und 
eine in B analytische Menge 9k., so daI] 9k. = 9k in B r~ A ist. 

Anmerkung. Da stets q~ g n - - 1  ist und natiirlich auch k g n -  1 sein 
soll, so folgt aus q~ + k ~ n + 1, dal~ n ~ 3 und ]c ~ 2 ist. - -  Der Satz ist etwas 
allgemeiner gefa~t, als man ihn hier braucht. Aber der Beweis wird nicht er- 
schwert. 

Beweis. 1. Zu jedem P ~ M fixiere man eine ganz in U(P) gelegene Kugel 
U' (P). Da M abgeschlossen ist, gibt es Punkte P~ . . . .  , P~, so da~ M innerhalb 
B ' = U ' ( P ~ ) ~ . . . ~ U ' ( P ~ )  liegt. Es sei 9~=~(P~)~U' (P~) .  Die Ver- 
einigung der 9~ stimmt in B' ~ A offenbar mit 9~ iiberein. 

2. Au~erdem abet geniigen die (9~, U'(P~,)) in einer vollen Umgebung B 
yon M den ~quivalenzbedingungen. 

Zum Beweise sei Q ~ M ein Punkt  des abgeschlossenen Durchschnitts von 
U~ . . . . .  U~ (jedes U~ ein U'(Pz)). Dann existiert eine Umgebung V(Q), in 
der die betefligten 9 (P~,) miteinander iibereinstimmen. 

Denn Q liegt, da U'(P,)< U(Pz) , im Inneren aller beteiligten U(P~): 
alle beteiligten 9(P~) sind also in einer Umgebung V'(Q) noeh anMytisch. 
Sie stimmen ferner in V'(Q)~ A paarweis iiberein. Nach Satz D~ gibt es eine 
volle Umgebung V(Q), in weleher sie gleich sind. V(Q) sei so klein, dai~ 
F(Q)~U'(P~,) = 0 fiir alle nieht beteiligten U'(P~,) ist. 



Analytische M~nnigf~ltigkeiten im P~ume yon n Ver~derlichen. 127 

Sei nun B der Durchschnit t  yon B '  und der Vereinigung der V(Q) ffir 
alle Q aus M. Es ist zu zeigen, dab ~[ und 9~ in ~O~= U'(P~)(~ U'(Pk)f~ B 
iibereinstimmen. Das ist jedoch klar. Denn jeder Punkt  R E ~i~  liogt in einor 
Umgebung V(Q) um einen Punkt  Q aus M. Und in V(Q) st immen 9k(P~) 
und §~(P~)miteinander und mit  9~ und g~ iiberein. 

3. Aus 1. und 2. folgt, daft die Vereinigung der 9~ in B eine analytische 
Menge gk. bildet, welche in B ~ A mit  9 ~ iibereinstimmt, w. z. b. w. 

In  dem nun folgenden Hiffssatz werden l .  s Hypel~l~chen waa. ~ao--  
$ 

-- ~(z,~) = ~ , =  0 betrachtet .  Es sei ~Da- fl ( ~ o >  0), also der (bei festem ~t) 

yon den ~a, : 0 begrenzte Durchschnitt  der ~ o >  0. Weiter sei A nun die 
l 1 s 

Vereinigung der ~ ,  also A = U ~a = U N ( ~  > 0). 
X=I ~,=I ,~=I 

Hilfssatz 5.2. In  den Voraussetzungen des Hiffssatzes 5.1 sei jetzt  • die 
Vereinigung der l • 8 normalen Hyperfl~chen ~ ,  = 0. Weiter sei qa¢ = n und 

1 s 

s g/~. Schliel31ich sei A = U ffl (T~, > 0). I m  iibrigen braucht  weder an 
4=1o=1 

der Voraussetzung yon 5.1 noch an der Behauptung etwas ge~ndert zu 
werden. 

Der Beweis geht genau wie oben. Nut  wird s tar t  des Satzes D jetzt  Satz D" 
benutzt. 

Satz 3 (aternartige Gebiete). Das Gebiet G sei beschr~inkt, sternartig und 
qanz in G' enthalten. G werde von l Hyper/ldchen qh = 0 begrenzt, und zwar 8o, 

l 

drift G = fl (~a< 0) iat. Die q~ 8ollen der Voraussetzung (v*) geni~gen und die 
~=1  

Indexrelation qi ÷ q~ + k ~-- 2 n /i~r ]ede8 Paar i, ] be/riedigen. 9 ~ 8ei eine in 
G'-- G analytische Menge (k ~_ 2). Dann ~ibt es eine und nut  eine in G' ana. 
lytische Menge 9~., welche in G ' - -G  mit 9 ~ i~ereinstimmt. Jede Komponente 
von 9~, enthdlt mindestens eine Komponente yon 9 ~. 

Anmerkung. Aus q ~ ÷ q ¢ + k > - 2 n  und q~=<n--1  folgt q ~ . + k ~ n +  1. 
Also dar f  im Beweis auger Satz D auch der Satz 1 benutzt  werden. Ferner 
folgt aus qi = q~" = n - -  1 und k ~ 2 wieder q~ ÷ q~ ÷ k _~ 2 n. I s t  das Gebiet G 
also nur von Hyperfli~chen mit  dem HSchstindex berandet,  so sind die Be- 
dingungen erfiillt. Aber die Hyperflt~chen brauehen nicht den t t6chstindex 
zu haben, auBer fiir n = 3. G braucht  also durchaus kein Regularit~tsgebiet 
zu sein, wenn n > 3 ist. 

Beweis. a) Existenz. 

1. Der Ursprung 0 sei Mittelpunkt des Sterngebietes G. Durch die Ab- 

bildung z ' =  r .  z (0 < r < 1) gehe G in G(r) fiber. Wird ~r) = q0~ T ge~tz t ,  
l 

so ist G(r)= fl (q~ )<  0). Der Index yon ~ r ) =  0 ist derselbe Me der yon 

q0~ = 0. Fiir je zwei der tIyperfl~ehen ist die Indexrelation also erf i~t .  
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2. Es is t  zungchst zu zeigen: Zu jedem r(O < r < 1) gibteseineinG'--G(r) 
analytische Menge g (r), so dab 9 (r) = g k in G'-- G(r). Kurz: Die Fortsetzung 
exfistiert in G'--  G (r). 

Gesetzt, diese Behauptung sei falsch. Dann muB es ein kleinstes r' > 0 
geben, so dab die Fortsetzung g (r') in G'--G(r') noch exfistiert. Der Rand yon 
G(r') sei 91. 

2.1. Der l tandpunkt  R ~ 91 liege auf nur einer Hyperfl~che ~0E ') = O. Dann 
gibt es nach Satz 1 eine Umgebung U(R) und eine in ihr analytfische Menge 
9R, so dab 9 n =  9(r') in U(R)(~ ( ~ )  > 0). Man mache U(R) so klein, dab in 
U(R) ffir die iibrigen a gilt: ~(~)< 0. Dann fist also 9R= 9(r') im Durch- 
schnitt yon U(R) und G'-- q(r'). 

2.2 R ~ ~R liege auf den Hyperflgchen gl = 0; . . . ; g~ = 0 (jedes X~ ein 
~0~ ')) und keiner weiteren. ])ann gibt es nach Satz 1 eine Umgebung U' (R) 
und m in illr analytische Mengen 9~, so dab jeweils 9z = g (r') in U' (R) ~ ( Z~ > 0). 
Die Mengen g~ und 9J stimmen daher in U' (R) (~ (g~ > O) f~ (g~ > O) iiberein. 
Nach" Satz D gibt es abet eine Umgebung UCj yon R, in der 9i = 9~ ist. Daher 
exfistiert auch eine Umgebung U (R) (man serge nur dafiir, dab U (R) im Durch- 
schnitt aller Utk liegt und dab fiir alle nicht beteiligten F~) in U(R) gilt: 
~ ' ) <  0), so dab alle g~ in U(R)~ (G'--G(r')) untereinander und mit 9~(r ') 
fibereinstimmen. 

2.3. lqach 2.1 und 2.2 gibt es zu jedem R aufg~ eine Umgebung U(R) und 
eine in ihr analytfische Menge g (R), so dab die Vereinigung der g (R) im Durch- 
schnitt yon G'-- G(r') und [J U(R) mit 9k(r') iibereinstimmt. Nach Hilfssatz 

R£9~ 
5.1 exfistiert dann ein Gebiet B, welches ~ im Innern enthglt, und eine in B 
analytische Menge go, so dab 90 = 9k(r') in B A  (G'--G(r')). Ist r '--r">O 
klein genug, so liegt G'--G(r") sicher in B ~  (G'--G(r')). Die Vereinigung 
yon go und 9~(r ') fist also eine in G'--G(r") analytfische Menge, die in G'--G 
gleich 9 ~ ist. Das widerspricht der Definition yon r'. 

3. Wegen 2. gibt es eine in G'~O analytische Menge g+, die in G'--G 
gleieh 9~ fist. Nach der yon R ~ . l C T  und STEI~ za) bewiesenen Erweiterung 
eines bekannten Satzes yon T~ULImN ~) gibt es jedoch keine isolierten Singu- 
]aritgten mindestens eindimensionaler analytfischer Mengen. Infolgedessen 
muff t~+ aueh in 0 noch analytiseh bleiben. Die durch den Punkt  0 erggnzte 
Menge 9+ hat  die von 9~, geforderten Eigenscha£ten. 

Anmerkung. Den tiefliegenden zuletzt benutzten Satz kann man im vor- 
liegenden Fall k _~ 2 vermeiden. Man betraehte die Kugeln 

~ =  I z ~ - ~ l '  + [z,t'  + ' "  + l z . l ' - ~ ' - -  o 
und 

9~ = ]z~ + ,I  ~ + tz~l ~ + . - .  + I z ~ t ~ - ,  ~ = o ( ,  > o ) .  

8ie bertihren sieh nur'in 0. Es gibt eine Umgebung U(O) und dort analytische 
Mengen fl~ und g~, so dab gx = g+ in U (0) f~ ( ~  > 0); 9~ = 9+ in U(O) f-~ ( ~ >  0). 

u) Vgl. [la] und [16]. 
") VgL [19]. 
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Da 91 = 62 in U (O) f~ (~1 > 0) f~ ( ~  > 0), so nach Satz D auch gl = 92 in einer 
vollen Umgebung U.(O). In  U .  (O) - -  O ist aber nun 91 = 98 = 9+ (vgl. auch die 
Anmerkung zu Satz 2, § 4). 

b) Gesetzt, es seien 9 .  k, 9k** zwei in G' analytische Mengen und 9k. = 9~,  
in G'- -G.  Es ist zu zeigen, dab 9k. = g** ~ in G' ist. 

Angenommen, das sei nicht der Fall. Dann  muB es ein kleinstes r .  > 0 
geben, so dab 9k. = 9k** in G'--G(r*) .  I s t  r ,  > 0, so muB es dann einen Rand.  
punkt  R yon G(r*) geben, derart, dab in jeder noch so kleinen Umgebung 
yon R 9k, =# g~, ~ ist. Das steht  im Widerspruch zu Satz D. 

I s t  r .  = 0, so kann man den gleichen SchluB anwenden. Es ist nur  eine 
Hilfskugel zu betrachten, auf  deren Rand 0 liegt. 

Daher mug 9k. = 9~. in G' sein. 

Satz 3a. G, G' seien schlichte Gebiete des z-Raumes, G ganz in G' enthalten und G 
sternartig und beschrgnkt. G werde yon 1. s normalen Hyper/ldchen ~ ~ = 0 berandet, 

l s 

und zwar so, daft G = [ ' l  U ( ~ < 0 ) .  Es sei 2s<=]c und s ~  l. Dann gilt: 
).=I (~=I 

Ist 9 k eine in G ' - - G  analytische Menge, so gibt e8 genau eine in G' analytische 
Menge 9k., die in G ' - -  G gleich 9 k ist. Jede Komponente yon 9k. entlgilt wenigsten8 
eine Komponente yon 9 k. 

Beweis. I m  Beweis zu Satz 3 ersetze man eine Hyperfl/~che ~vz = 0 durch 
8 8 

d e n R a n d v o n  U (~zo < 0), die Gebiete ~z  < 0 (bzw. ~z  > 0) durch U ( ~ , ,  < 0) 
a=l a = l  

8 

(bzw. fl ( @z~ > 0)). Man stiitzt sich jetzt auf  Satz D",  Hilfssatz 5.2 und Satz 2 
a = l  

stat t  Satz D, Hilfssatz 5.1 und Satz 1. Sonst geht alles wie friiher. Auf die 
Durchfiihrung im einzelnen wird daher verzichtet. 

Anwendung yon Satz 3. 
Die Voraussetzungen dieses Satzes sind offenbar erfiillt, wenn 

n 

~ = z ~ + ~ z ~ - - / ~  ( ~ , f l > 0 ;  ~ =  1,2 . . . . .  n) 
i = l  

n 

und G =  f'l ( ~ <  0) ist. Der Polyzylinder ~ =  N (]z~l < 1) 1/~gt sich durch 

solche Gebiete G, welche ihn ganz im Inneren enthalten, beliebig genau approxi- 
raieren. Also folgt 

n 

Satz 4. Sei ~ = N ( l z ~ ]  < 1) und ~ '= f ' l ( I za [  < l + e ) ,  /erner 9 2 elne in 
X=I h=l 

g'--8 analytische Menge der Dimension k ~_ 2. 
Dann gibt es genau eine in ~'  analytische Menge 9~., die in ~ ' - - ~  mit 9 ~ 

i~bereinstimmt. Jede Komponente yon 9~, entMilt wenigstens eine Komponente 
yon 9 ~. 

§ 6. Konvexit~it in bezug auf  q-d imens ionale  analyt ische  Fliichen. 

Untersucht  wird die Frage, fiir welche (zun~chst beschr~nkten) Gebiete G' 
die folgende Aussage richtig ist: 
Math.  A n n .  129.  9 
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(7 sei ein ganz in G' gelegenes Gebiet. Die in G'--G analytische irreduzible 
Menge g~ der Dimension k ~_ 2 komme dem Rand yon G' beliebig nahe. Dann 
existiert ein Gebiet Go:G~ Go~ G' und eine in G' analytische irreduzible 
Menge ~., welche in G'--G Omit ~k iibereinstimmt. 

Eine jedenfalls ausreichende Bedingung f'tir die Richtigkeit dieser Aus- 
sage ist die ,,q-Konvexit~t", die eine Erweiterung der Regul~rkonvexit~t 25) 
auf Systeme yon Funktionen ist. 

Definition. Gis t  q.bonvex, wenn es zu jedem ganz in G gelegenen Teilgebiet 
G o ein Zwischengebiet G~ : Go< G~< G gibt, so daft gilt: Zu ]edem Randpunkt R 
yon G~ existieren s =  n - - q  in G reguldre Funktionen /~) . . . .  /~), so daft 

# 

I~  ) (R)I > 1 ist ung G o ganz in U (l[~)l < 1) enthalten ist. 

Offenbar ist G genau dann regul~rkonvex, wenn es (n--1)-konvex ist. 
Ist  G regul~rkonvex, so ist es bekanntlich durch ganz in G gelegene (beziig- 
lich G), analytische Polyeder ~ approximierbar. Das sind Gebiete, zu denen l 

l 

in G regul~re Funktionen /1 . . . . .  /~ existieren, so da~ ~ in ['l (l/al < 1) ent- 

halten und in jedem Randpunkt  fiir mindestens ein 2 ' :  ]/~'1 = 1 ist. Analog 
fiihren wir beziiglich G analytische q-Polyeder ein. 

De]inition. Das Gebiet ~ < G iet ein (beziiglich G) analytisches q-Polyeder, 
wenn es l .  a (s = n -  q) in G regulgre Funlctionen g(~) gibt, so da~ 9~ in 

1 $ 

f) U (Ig~)l < 1) enthalten ist und zu ~edem Randpunkt yon ~ fi~r mindestens ein 
~=1 e1=l 

;~' g i u :  Ig~) l  ~_ ] (~ = L .  . ., , ) .  
Auch bier gilt der 
Hilfssatz. Jedes q-konvexe Gebiet G kann beliebig genau durch ganz in seinem 

Inneren gelegene (beziiglich G) analytische q-Polyeder approximiert werden. 
Der Beweis geht wie bei regul~rkonvexen Gebieten. Zu jedem G o ~ G gibt 

es nach Voraussetzung ein G~ : G o< G~ < G, fiir dessen Randpunkte R gilt: 
Es gibt eine Umgebung U(R) und s Funktionen ](~) . . . . .  /~), so dab 

]]~(U(R)) I > 1 ist und G o ganz in U ([/(R ~)] < 1) liegt. Man fixiere Rand- 
a = l  

l 

punkte R1, . . . .  R~, so dab der Rand yon G~ ganz in U U(Ra) enthalten ist. 
A = I  

l 

Setzt man f(~] = g("), so gilt: G o liegt ganz inV = N U ([g~")[ < 1). Andererseits 
i = l a = l  

liegt die G o enthaltende Komponente yon ~ ganz in G. 

Das einfachste analytische Polyeder ist der Polyzylinder. Ein einfaehes 
besehr~ialktes q-Polyeder, das fiir unseren Zweck geeignet ist, erh~lt man so. 
Wir legen den Raum der n + l .  s Ver~nderlichen 

2 =  1, . . . , l  
(WA~,zi); a = l  . . . . .  a 

i =  1 , . . . , n  

=) Vgl. [3], S. 72. 
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zugrunde. Das q-Polyeder sei 

}{" } ]]tAB= ta,.=l(Iwa.I < A) c~ a=l.=lU (Iwa.I < B) ~ 131 ([z*l < A) 

mit 0 <  B < A .  

Es ist demnach der Durchschnitt eines Polyzylinders im (w, z)-Raum mit 
einem unbeschrgnkten q-Polyeder im w-Raum. Man kann es leieht auf  die 

frfihere Form bringen, indem man z. B. Izlt < A durch U ([z(l")l < 1)(zx= Az~ ")) 
1 

ersetzt und mit den anderen Variabeln genau so verf~hrt. 
Analog zu Satz 4 erh/ilt man 

Satz 5. Es ~ei A > A '  > B > B' > O, also HA, n" ~ Ha B. Ferner sei 2 8 < 
g k > 2 und gk in H A B--HA" ~" analytisch. Dann gibt es genau eine in IIA 
analytische Menge gk,, welche in I1 a B-- I IA '  B" gleich gk ist. Jede Komponente 
yon ~. enthgIt wenigstens eine Komponente yon g~. 

Beweis. Bei zun~chst willkiirlichem ~ > 0 bflde man die Funktionen 

9t /, S 

~¢ = Iz¢l ~ + ~ Z  tz, l ~ + ~ Z Iwa~l ~ 
I ~ , a =  I 

ft  l, S 

~ao = Iwaol ~ + ~ S Iz,l ~ + ~ S Iwaol ~ 
1 ~ , a =  1 

und maehe nun ~¢, fl > 0 so klein, da$ fiir 

~ 3 =  ( ~ j - - A ~ + ~ < 0 )  ~ - - A ~ + ~ < 0 )  

~ 1 a ~ l  

(lie Beziehung Ha, B, ~ ~3 ~ I I~B riehtig ist. Das ~ t  offenbar m6glieh. Jede 
der Randhyperfl/iehen ist normal. Weiter ist ¢D sternartig. Sehlieltlich kann 

m s 

man ~3 auf die in Satz 3a zugr~Jnde gelegte Form,S = [3 13 (X,~ < 0) bringen, 

worin jedes Z eine der Funktionen ~v, ~ ist. Dann sind alle Voraussetzungen 
yon Satz 3 a erfiillt. Infolgedessen gibt es genau eine i n ~  analytische Menge go, 
welche in / /Av  c~ mit 9 ~ iibereinstimmt. 

Die Vereinigung g~ ~ 90= ~, ist die gesuehte Menge. Denn sie ist i n / / ~ n  
~nalytiseh und stimmt in I1A~-- I IA ,  ~, mit g~ iiberein. Sie ist ferner die 
einzige ihrer Art. w. z. b. w. 

Es m~gen jetzt drei Gebiete G )Gx )G~ gegeben sein. G sei schlieht und 
besehriinkt, sonst beliebig. Gi sei ein beziiglieh G analytisehes q-Polyeder: 
Es gibt 1 in ¢7 regulitre Funktionensysteme (fa ~) . . . .  , f~'~), so daft G~ in 

l s 

fl El (1~)[ < 1) enthalten ist, und in jedem Randpunkt  von G~ flit wenigsterrs 
2 = 1  a ~ l  

ein 2' und alle a If~)l > 1 ist (8 = n - - q ) .  Es ist denkbar und erlaubt, dal~ 
9* 
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l 

fl O (l/~)t < 1) in mebrere Gebiete zerfiillt, welche zum Tell in G--  G, liegen. 
) l ~ l  o ' = l  

l s 

O 2 sei eine der in G 1 gelegenen Komponenten yon c~=  N U (][~)1 < 1 --  e), 
~=I a = l  

also eines der in G 1 enthaltenen maximalen Teilgebiete yon o~,. Dann gilt 

Satz 6. [st  ~ eine in G 1 -  G~ irreduzible analytische Menge (k _~ 2 ; k ~ 2 s), 
welche dent Rand  yon G 1 belieblg nahe kommt, so gibt es genau eine in G 1 analyti- 
sche Menge 9~, und eine Umgebung U des Randes yon G1, so daft 9k, = 9 k in 
G 1 A U 18$. 

Anmerkung. Die Voraussetzungen sind enger als im letzten Satz. Damit  
soll vermieden werden, dab 9 ~ in (G 1 -  G 2 ) f ~  enthalten ist. Auch die Be- 
hauptung sagt weniger arm. Ob iiberall in G 1 -  Gs auch 9k, = 9k ist, wird 
nicht untersueht. 

n 

Beweis. 1. A > 1 sei so groB, daft G ganz im Polyzylinder N ([zil < A --  e> 
1 

enthalten ist und in G 1 l~)(z)l < A --  e ist. Nach dem Vorbild OKA8 ~3) wird G 1 
das n.dimensionale analytische F1/ichenstiick 

~ = { w a o  = f(f)  ( z ) ;  z ~ o~} 
im Raume der m = n + l .  s Ver~inderlichen (wa~, z~) zugeordnet. ~ ist in 

n l, s 1 

II~B= f'l(]zil <A)f~ fl(twa.l<A) ~ fl U(]w~ol< B); B =  1 
1 ~l,a ).=1 ~ = k  

analytiseh und irreduzibel. Alle seine Randpunkte liegen auf dem Rand yon 
l $ n l ,s  

fl U (Iwao] < 1) und im Inneren yon FI (]z~] < A) f~ N (]wa,I < A). 
1 1 1 2 , a = 1  

2. Bei dieser Zuordnung geht G 1 - - G  2 in einen Tell 9~ ~ yon ~ tiber. Es 
ist denkbar, daft ~R ~ das Gebiet//~,v, (A'  = A - -  e; B ' =  B - -  e) noeh schneidet. 
Jedenfatls aber liegen in//AB ~ / / a ' B '  Tefle desBrides ~k von 9 ~, da 9 ~ dem 
Rand yon G1 beliebig nahe kommt. 

3. Der i n / / ~  1~--//~' B' gelegene Teil von 9~ ist eine analytisehe k-dimen- 
sionale Menge ~o ~. Auf ~0 k treffen die Voraussetzungen des Satzes 5 zu. Infolge- 
dessen gibt es eine in H~ B analytisehe Menge 9~, welehe in H~ B -  HA" B" 
mit ~o ~ itbereinstimmt. 

4. I)i~ Menge ~ hat  folgende Eigenschaften: a) Sie ist k-dimensional. 
b) Jede ihrer Komponenten 9a enthRlt wenigstev~s eine der Komponenten 
von'9~. ~ Auflerdem aber gilt 

c~ Die z-Projektion ~ yon ~1 ~ liegt in G 1 und ist eine dort analytisehe 
k-dimensionale Menge. In der z-Projektion ~ y o n / / ~ - - / / ~ ,  s, ist 9~ = ~ .  

Beweis. (1 )Auf  jeder Komponente ga von ~ gilt identisch wa~=/~)(z) 
und es ist z ~ G~. Denn das ist riehtig auf  dem i n / / ~  s - - / / ~ '  ~' gelegenen Tefl 
von"gx; da dort ~ =  ~o ~ und auf  ~o ~ doch w~-- / (~) ( z )  ist. Dann bleibt die 
Gleichung ~ dem Identit~tm~ts auf  ganz ~a erhalten, sower die f~"} noeh 

~*) vgl. No], [Hi. 
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,.egul/irsind.Nunist aufg~aberw~ fl LI ([u,~ I < 1).Alsoistauehz ~ 13 tJ (ttt~°)l < 1) 
and infolgedessen z E G1 und/(~") (z) reguliir. 

(2) Wegen (1) trifft jede Ebene z , - - z  ° . . . . .  z , , - -z  ° = 0 die Fliiche ~ 
h6ehstens in isolierten Punkten. Zu jedem Punkt  P (w °, z °) yon ~ gibt es 
also naeh dem Einbettungssatz eine Polyzylinder-Umgebung U (P) = (Uw(P), 
U~(P)) und eine in ihr analytisehe Menge ~ ,  = (W~o =/(~")(z); z ¢ 9P), deren 
z-Projektion gp in U~(P) analytiseh ist und dort mit der z-Projektion yon 
,~ iibereinstimmt. Daher ist in U~(P) ~ U~ (Q) sieher gp = gQ. Die Vereinigung 
der 9P ist iblglieh eine in G~ analytisehe Menge 91. In der z-Projektion ~ yon 
l lAB-- I IA ,  s, stimmt 91 mit der z-Projektion yon ~0 k iiberein; das ist abet 
,@ f~ ~ .  Also ist 91 (~ ~ k.dimensional. Da jede Komponente yon 91 notwendig 
sehneidet (vgl. Satz 1.3; § 1), ist 91 s lbst k-dimensional. 

Damit ist e) bewiesen. 
5. Wird 9~, = 9~ ~ 9 ~ und G~ ~ U = ~5 gesetzt, so erfiillt 9~, alle Forderungen. 

[)as folgt aus c) und der bereits erwi~hnten Tatsaehe, dab jede Komponente 
~on ~1 aueh ~ schneider. 

Aus Satz 6 ergibt sich 

Satz 7. G sel beschrdnkt und q.konvex, G o ganz in G gelegen. Die Menge 9 ~ 
• ~ei in G - - G  o analytisch und irreduzibel und komme dem Rand yon G beliebig 
uahe. Ist 2 s ~ k (s = n - -  q), so gilt: Es gibt eine in G analytische, irreduzible 
k-dimensionale Menge 9k,, welche 9 k enthiilt. Auflerdem gibt es ein ganz in G 
gelegenes Gebiet G,, so daft 9 k = 9 ~ in G -  G, ist. 

Beweis. G i s t  dureh q-Polyeder approximierbar. Es gibt also Gebietc 
(;1, G~: G ~ G 1 D G~ D G o yon der Art, wie sie im letzten Satz vorkommen. Da 
~ dem Rand yon G beliebig nahe kommt und eine zusammenh/~ngende Punkt- 
menge ist, l~Bt sich erreichen, dab (G 1 --G~) ~ 9 ~ = 9~ nicht leer ist und sogar 
den Rand yon G 1 schneidet. Es gibt vielleieht mehrere, jedenfaUs aber nut  
endlich viele Komponenten 94 yon 9~, die den Rand yon G 1 treffen. Nach dem 
letzten Satz gibt es ein ganz in G 1 gelegenes Gebiet G, und eine in G analyti- 
eche Menge 9k**, welche in G1--G , mit der Vereinigung der 94 fibereinstimmt. 
Jede Komponente yon 9k** enth~lt wenigstens ein ga. Sei nun fl~, = 9**k • 9k. 
])iese Menge 9~, stimmt jedenfalls in G - - G ,  mit 9 k iiberein. Sie ist ferner 
irl G analytiseh. Augerdem ist sie nach Konstruktion die kleinste Menge mit 
diesen Eigensehaften. Sie ist daher die gesuchte Menge. 

Eine besondere und wiehtige Folge ist, da~ der Rand yon G zusammen- 
h~tngt. 

Satz 7a. Sei 9k, in (7 ((7 beschrdnkt und q.konvex) analytisc~ und irre. 
dt~zibel (k > 2 (n - -  q)). Dann ist G dutch Gebiete G, approximlerbar, fiir welche 
qilt: In  G -  G, ist 9~, irreduzibel. 

Daraus ergibt sich, daft der Rand yon G zusammenhgngend ist. 
Der Beweis geht fast unmlttelbar aus Satz 7 hervor. Gesetzt, die Be- 

hauptung sei falsch. Dann gibt es nach Satz 7 ein Gebiet G, C G, so dab gilt: 
1.9 k hat  in G - - (7 ,  mindestens zwei versehiedene irreduzible Komponenten 
g~, 92 k. 2. Es ist 9k, ~ (G - -  G,) = 9~ und 9k, f~ (G - -  G,) = 9 ~ . -  Das ist absurd. 
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§ 7. Unbesehr i tnkte  G ebiete. 
I m  projektiven P ~ u m  C" der (inhomogenen) Ver/tnderliehen (z 1 . . . . .  zn) 

sind zum Beispiel die Gebiete 

v(T)  = ( ~ o , = - ~  {Iz17 + ' - "  + I~,l ~) + ~ (Iz~+ll ~ + " ' "  + [~.1 ~) + 1 > o) 
(~ > O; 7 > O) 

Umgebungen der abgesohlossenen Ebene Eq = (z 1 . . . . .  zr = 0; q = n - -  p). 
Die Hyperflii~hen ~,  = 0 haben in allen ihren Punkten den Index q. Und 
nur die Fernpunkte  der Ebene z~+ x . . . . .  z~ = 0 liegen auBerhalb aller U (7). 
Es gilt  dann 

8a~z 8, Die Menge 9~ sei in  U ( T ) ~  Eq ( T > O) analytiseh und irreduzibel. 
Es  sei q + k ~_ n + 1 und k > 2. Dann yibt es eine (und nur eine) in C n - - E  q 
analyti~che Menge 9k,, welche in  U ( T) - -  E q mit  fl k iibereinstimmt. Sie ist irre- 

duaibd. 
Der Beweis ist dem des Satzes 3 ganz ~hnlich. 

7 r 1. Zu jedem 7 ' > 0  gibt es eine in U ( T ' ) - - E  q analytische Menge 9 ( ) ,  
welche in U ( T ) -  Eq~mit 9 ~ fibereinstimmt. 

Gesetzt, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein kleinstes positives z , ,  
zu dem noch eine in U ( 7 , ) -  E q analytisehe Menge 9(7,) existiert, welehe in 
U ( T ) - - E q  mit 9 k iibereinstimmt. Naeh dem Satz yon der lokalen Fort-  
setzung und den S~tzen des § 5 l~flt sieh dann aber eine Umgebung des 
P~ndes B yon U(z,)  und eine in B analytische Menge 9** finden, so dab 
9** = 9(7,)  in U(v,)  f~ B ist. Infolgedessen muB es aueh ein ~** < 7, geben, 
so daft 9 , , \ ) 9 ( z , )  in U ( T * * ) - - E  q analytisch ist und in U ( T ) - - E  q mit 91¢ 
iibereinstimmt. Das widersprieht der Definition yon 7,.  

2. M sei die Menge der Fernpunkte  der Ebene E ~ = (z~ + 1 . . . . .  Z n = 0 ; 

q = n -  p). Aus 1. folgt die Existenz einer Menge 9o k mit  der Eigenschaft: 
9~o ist in C " ~  E q -  M analytLsch und s t immt  in U(T)  - -  E q mit  9 ~ iiberein. 
M ist nun eine analytisehe Ebene der Dimension p - -  1 = n - -  q + 1. Da abet 
k _~ n - - q  + 1 > p - - 1  ist, bleibt naeh der Verallgemeinerung eines Satzes 
yon THULLEN 27) 90 k auf  M noch analytisch, Genauer: Die abgeschlossene 
Hiiile yon 9ko ist eine in C " -  Eq analytisehe k-dimensionale Menge. Sie ist 
die gesuehte Menge 9k,. Denn sie ist in U ( T )  - -  E q mit  9 ~ identiseh. Jede ihrer 
Komponenten  tr iff t  naeh Konstrukt ion U (T) - -  Eq. Daher ist 9 k irreduzibel. 

Anmerkung. Einen dem Satz 8 gleiehwertigen Satz erh~lt man, wenn man 
die Umgebungen U(~) folgendermaBen erkl~rt: 

(1 + ~ ) [ ~ l ~ - L  ~ I ~ ? -  1 = - ~ <  0 
V(~) = ............................ n ................................... ~ ' > 0 .  

~1 + 7 ) I ~ , I * - Z  I~ ,1*-  1 = - - ~ ,  < 0 
1 

Jede der Hypofflitehen ~ ist normal. Die U (7) sind fiir alle 7 > 0 zusammen- 
hfixtgend, jedoeh das Komplement  fiir ldeine 7 nicht mehr.  Nur  die p Fern- 
punkte :  

:,} Vgt. [13], 09]. 
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F I =  (1, 0 . . . . .  0 ) ; . . . ;  F~--- (0 . . . . .  l ,  0 . . . . .  O) (homogene Koordinaten) 
liegen aufterhalb aller U (7). Der Satz von T H U ~ N  ist hier also fiir den Beweis 
nicht mehr n6tig. Man vermeidet ihn wie im Beweis zu Satz 3. Im iibrigen 
geht der Beweis wie beim Satz 8. Da~ Zerfa]len des Komplementes yon U(v) 
spielt gar keine Rolle. 

Folgerung. Naeh einem Satz von Caow zs) ist jede im C ~ analytisehe Menge 
eine algebraische Menge. Aus der Erweiterung des Satzes von TI~U~EN folg$, 
dab jede isolierte analytisehe Singularit~tsebene einer gk mindestens k-dimen- 
sional ist. Wenn also q < k ist, so folgt aus den Voraussetzungen von Satz 8: 
$k ist in U ( T )  analytisch. Aus Satz 8 in Verbindung mit dem zitierten Satz 
von CHOW ergibt sich so 

Satz 9. Is t  k ~ 2, q + k _ ~ n +  1 und q < k, ferner 9 ~ in U ( T) - -  Eq ana- 
lytisch und irreduzibel, so gibt es eine irreduzible algebraische Menge der Dimen-  
sion It, welche 9 k enth~lt. 

Zusatz. Insbesondere ergibt sieh noch aus Satz 8: Jede in C n -  Eq analy~ 
tisehe und irreduzible Menge 9 k ist auch in U ( T) - -  Eq irreduzibel. 

Beweis. Zerfiele 9k in U ( T ) -  Eq in mehrere Komponenten, so wiirde sich 
jede von ihnen zu einer in C n-- Eq ana]ytisehen irreduziblen Menge erg~nzen 
lassen. Sie miissen alle voneinander verschieden sein. Denn in U ( T )  slnd sie' 
verschieden. Das ist offenbar nicht mSglich. 

Daft Satz 9 richtig bleibt, wenn Eq durch eine beliebige irreduzible alge- 
braische Fli~che der Dimension q ersetzt wird, soll in einer spi~teren Arbeit 
gezeigt werden. 

§ 8. Das Analogon eines HAm, oGssehen Satzes. 
Der folgende Satz ist sch~rfer als die bisherigen. Er  ist - -  fiir Funktionen 

ausgesprochen - -  der eigentliche Kern des ,,Kontinuitiitssatzes". Ieh werde 
sp~iter zeigen, daft mit  seiner Hiffe die Voraussetzungen des Satzes 6 auf das 
unerl~fliche Marl reduziert werden k6nnen. Die Ver/~nderliehen seien z 1 . . . . .  z~, 
w I . . . . .  wq und Z(r) ,  W(r)  die Polyzylinder N(]z~l < r ) ;  f l ( Iw~l<r) .  
(q + p = n) .  

Satz 10. Die Menge 9 k sei analytiseh und irreduzibel in der Vereinigung von 
(Z(e), W(1)) und (Z(1), W(1)- -W(1/2) ) .  Es sei k ~ 2  und q + ] c : > n ÷  1. 
9 k ko~me  der Hyper/ldche (Z(1), Rand  yon W(1)) beliebig nahe. Dann  gilt: 
1. Es  gibt eine in (Z(1), W(1)) analytisehe irreduzible und k-dimensionale Menge 
$k., welche $k enthdlt. 

2. Es  ist 9k. = 91, in (Z(1), W ( 1 ) -  W(1/2)). 

Beweis. Bei festem z > 0; 1 > a > 0 sei U (% ~) das Gebiet 

" 1  1 / 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ; ;  . . . . . . . . . . . . . . . . .  q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

/ "J  1 / 
| w aus W(1). 

6) Vgl. [6] und aueh [7], [4], [13]. 
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Man wghle e, E > 0 (e < e,; E < 1) beliebig und darauf ~¢ so, dab U(e, o~) C 
ff(g(~), W(t)) und (Z(E), W(1))C U(E, ~¢)C (g(1), W(1)) ist. 

Es genfigt nun zu zeigen, d~B es eine in U(E, ~¢) analytisehe k-dimensionale 
Menge gibt, welche in U(E, ~) f~ (Z(1), W(1) '-- W(1/2)) mit ~k iibereinstimmt 

Gesetzt, dies sei nicht der Fall. Dann muB es ein gr~tes T, < E m i t  fol- 
gender Eigenschaft geben: In U(v,, ~) existiert eine analytische k-dimen- 
sionale Menge g(v,), welche in U(v,,¢¢)A (Z(1), W(1)--W(1/2)) mit g~ iiber- 
einstimmt. Wit zeigen, dab es ein solches v,  nicht geben kann. 

1. Es sei F der in W(2/s) gelegene Tell des Randes yon U(v,,~) mit Ein- 
schluB der (auf dem Rande yon W(~/~) gelegenen) H~ufungsstellen. Die Menge 
dieser Randpunkte von F sei 3 .  In jedem Punkte P yon F existiert die loka]e 
Fortsetzung g (P) von g (v.) (aus U (v,, ~) heraus in den Punkt  P). Insbesondere 
gilt fiir die Punkte R yon 9~: Es gibt eine Umgebung U(R), so dab U(R)~ 
f'~ g (R.) = U(R) ~ 9 k ist. Nach Hilfssatz 5.1, § 5 kSnnen die U(P) so gewahlt 
werden, dab die Vereinigung der g(P) in U U(P) (P auf  F) eine analytische 
k-dimensionale Menge ~ ist. Dabei ist d~e Vereinigung der g (R) (mit R E 3)  
identisch mit U (gk~ U(R)) (R aufg~). 

Infolgedessen lgBt sich ein ~** > v.  so finden, dab die Vereinigung ~ yon 
und g~f~ (W(1)--W(~/8)) eine in U(v**,~) analytische k-dimensionale 

Menge ist, die im D urchschnitt yon U (~.~ ~) und ( W (I) - -  W (~/~) mit gk fiber- 
einstimmt, 

2. Es muB noch nachgewiesen werden - -  und das ist ganz wesentlich ~ ,  
dab auch in (W(1)--W(1]~)) noch ~ = gk ist. 

Zum Beweise wKhle man zun~chst ein v ' : v .  < v '<  v**. Die Mengen 
und g~ sind im Durchschnitt yon U(v',~) und (W(1)--W(~/~)) analytisch: 
sie sind es sogar noch in allen Randpunkten, die im Inneren yon (W(1) --W (~/~)) 
liegen. D a v '  beliebig ist, reicht es aus, die Gleichheit yon ~ und ~ im Durch- 
schnitt yon U(v', a) und (W(1) - -  W(~/2)) nachzuweisen. 

Es sei nun Y(t,/~) d~s Gebiet 

1 

M~n w~hle ~/~ < d < 1; D < 1 beliebig und d~r~uf /~ > 0 so, dab W(~/s)C 
< V(D, fl)C W(1) und W(~/~)C V(d, ~)< W(d)ist. Wir zeigen, da~ im Durch- 
schnitt yon U(v',~) und V(d, fl) noch ~ = ~ ist. Das genfigt, d~ d beliebig 
n~he an ~/~ genommen werden k~nn. 

W~re da~ n~mlieh 'nicht richtig, so miil]te es ein kleinstes t.  > d geben, 
fiir welches gilt: In  U(v', ~)f~ Y(~.,fl) ist ~ = ~ .  ~ D~s ~ber besagt: Auf dem 
Toil des l~mdes voa U(v',~)f~ Y($.,~), der zum ~ n d e  yon g(~.,fl) gehSrt, 
gibt es wenigstens einen Punkt  R mit beliebig kleinen Umgebungen U(R), 
in denen ~ 4 g~ ist. In U(R) sind g und g~ ~nalytlsch. D~s jedoch wider- 
spricht S~tz D",  § 4: Es sei etw~ z~(R) = 0. Die Mengon sind k.dimension~l 
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und st immen in U (v', ~) f~ (Z1 > 0) miteinander itberein. Es ist k ~ n + 1 ~ q 
- - p  + l, also k mindestens gleich der Anzahl der beteiligten (normalen) 
Hyperfli~chen. Dann gibt es (Satz D")  eine Umgebung yon R, in der ~ = ~ 
ist, 

Damit  ist gezeigt, dab in W(1) - -  W(1/~) noch ~ = g~ ist. 1. und 2. zusammen 
ergeben, daft v .  nicht das grSBte v seiner Art  ist im Widerspruch zu seiner 
Definition, w.z.b.w. 

Erweiterungen dieses Satzes ergeben sich sofor.t. I r a  Tefl 1. des Beweises 
kommt  es nut  darauf  an, daft die lokale Fortsetzung existiert. I m  2. Teil 
mud der Eindeutigkeitssatz anwendbar sein. Ersetzt  man nun W(1), W(1/,) 
durch zwei q'-Polyeder des w-Raumes //1, / /2 (//~< HI),  welche nur yon Hyper-  
fl~chen ]w~. I = const, begrenzt werden, so hat  man k ~ p + n - -  q' zu fordern. 
Verf~hrt man dann wie friiher, so hat  man die l~bereinstimmung der Mengen 

n - - q  ~ 

und 9~ in U (T', :¢) f~ N ( Zla > 0) (anstat t  in U (v', ~) f~ ( X1 > 0)). Wieder ist k 
1 

mindestens gleich der Anzahl der beteiligten Hyperfl~chen. Also gibt es eine 
Umgebung U(R), in welcher ~ = 9~ ist. Daher  gilt 

Satz lOa. Es  seien I l l ,  ll~(l-I2< HI) beschrdnkte analytische q'-Polyeder des 
w-Raumes, die nu t  yon Hyperfldchen ]w:l = const, begrenzt werden. Wei~er sei 
k >= 2 und k >= p + n - - q ' .  Dann  ble~bt Satz 10 rich~ig, wenn W(1), W(~/~) 
durch 111,112 ersetzt werden. - -  Is t  p = 1, so muff demnach k + q' ~ n + 1 sein 
( p  = n - -  q ) .  

Zusatz. Es liegt nahe, W(I/~) in Satz 10 dutch ein beliebiges Gebiet 
W< W(1) zu ersetzen und auf  die Aussage (2) zu verziehten. Das ist offenbar 
mSglieh. Entsprechendes gilt fiir Satz 10a. I m  Beweis des Satzes seheint der 
2. Tell jedoch unumg~nglieh zu sein. Man wird also W(1) nieht ohne weiteres 
durch ein beliebiges Gebiet ohne Konvexit~tseigensehaften ersetzen diirfen. 
Gleichwohl vermute ich, daft Satz 10 (ohne Tell (2)) fiir beliebige Gebiete 
W~, W~. anstelle yon W(1), W(1/z) richtig ist. Nur  wird man ein Beweisver- 
fahren wie in meiner Arbeit [15] benutzen miissen. 

Literatur.  

Ill  BE~IlzE, H.: Die Kanten singul~rer Mannigfaltigkeiten. Abh. math. Semin. 
t[amburg Univ. 4, 347 --  365 ( 1926 ) . -  [2 ] BF~KE,H.  ,u .F. Som~zR: ~ber dieVoraussetzungen 
des Kontinuitgt~satzes. Math. Ann. 121, 356- 378 (1950). - -  [3 ] BSHNKE, H., u. P. THULL~.lq: 
Thcorie der Funktionen mehrerer komplexer Vergnderlichen. Erg. d. Math. 8, 3 (1934). 
[4] CARTA~, H. : Probl&mes globaux dans la thdorie des fonctions analytiques de plusieurs 
variables complexes. Proe. Intern. Congr. of Math., Vol. I, 152--164. 1950 - -  [5] CAR- 
TAI% H.: Id6aux de fonetions analytiques de n variables complexes. Ann. Sci. Ecole 
Norm. Sup. (3), 61, 179--197 (1944), Appendice II. - -  [6] CHOW, W. L.: On compact 
analytic varieties. Amer. J. Math. 71, 893--914 (1949). - -  [7] KI~SBR, H.: Analyti- 
sehe Mannigfaltigkeiten im komplexen projektiven Raum. Math. Nachr. 4, 382--391 
(1950/51). - -  [8] KocH, K.: Die analytische Projektion. Schriftenreihe des Math. Instituts 
der Univ. Miinster, H. 6 (1953). - -  [9] KRZOSKA, J.: ~ber die natfirlichen Grenzen der 
analytisohen Funktionen mehrerer Ver~ndorlicher. Dissertation Greifswald 1933. 
[10] OKA, K.: Domaines convexes par rapport aux fonetiorm rationelles. J. SoL Hirosima 



138 W. ROTHSTzr~: Ana|ytisehe Mannigfaltigkeiten im Raume yon n Ver~nderliehen. 

Univ., Set. A, Vol. 6, Nr. 3 (1936). -~ [11] OKA, K. :  Domaines d'holomorphie. J. Sei. 
Hirosima Univ., Set.A, Vol. 7, Nr. 2 (1937). - -  [12] OSGOoD, W . F . :  Lehrbuch der 
Funktionentheorie II ,  1. Lieferung (2. Aufl.). Leipzig 1929. - -  [13] REMM•RT, R., u. 
K. STEIN: ~ber  die wesentUchen Singularit~ten analytischer Mengen. Math. Ann. 1~6, 
263--308 (1953). - -  [14] ROTHSTEI~, W.: Die Fortsetzung vier- und hSherdimensionaier 
aualytisoher Flaohen des Rsa (n :> 3). Math. Ann. 121, 340---355 (1950). - -  [15] ROTH- 
S~I~,  W.: (~ber die Forteetzung analytischer Fl~chen. Math. Ann. 1~2, 42~ !34 (1951).-- 
[16] ROTHST~IL W.: Zur Theorie der Singularit~ten analytischer Funktionen und Fl~chen. 
Math. Ann. 126, 221--238 (1953). - -  [17] STEIn, K.:  Die Regularit~tsh/illen nieder- 
dimensionaler Mannigfaltigkeiten. Math. Ann. 114, 543---569 (1937). - -  [18] STUN, K. : 
Analytische Projektion komplexer Mannigfaltigkeiten. C.B.R.M. 1953. - -  [19] THUL- 
L ~ ,  P.: ~d~ber die wesentlichen Sh~gulari~ten analytischer Funktionen und Fl~chen im 
Raume yon n komplexen Ver~nderlichen. Math. Ann. 111, 137--157 (1935). 

(Eingegangen am 8. Juli 195d.) 


