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Einleitung.

1. In der Arbeit [14] habe ich gezeigt, daB die Singularititen (n——1)-di-
mensionaler!) analytischer Mannigfaltigkeiten — kurz ,,Flichen — im Raume
C* von n komplexen Verénderlichen fiir # = 3 dhnlichen Einschrinkungen
unterliegen wie die der Funktionen mehrerer Variabler. Das wird durch die
Erwigung verstdndlich, daB jede Flache der Dimension n — 1 einer Funktion
von n— 1 Veriinderlichen entspricht. Die wichtigsten Ergebnisse waren:

”
1. Die Fliche g*! sei analytisch in der Kugelschale 1/, < 3 |2,|2< 1. Dann
1

t 4
tst ste es auch in der Kugel ) |2;|* < 1. Genauer: Es ¢ibt genau eine in der
1

Kugel analytische Fliche g%~1, die in der Kugelschale mit gn-1 iibereinstimmd.

Aus 1. geht ein Kriterium fiir algebraische Flichen hervor:

I1. Ist g™ auferhalb einer Kugel analytisch, so ist g» eine algebraische
Fliche. Auferdem: Der Durchschnitt einer algebraischen Fliche mit dem
Auperen einer Kugel ist irreduzibel.

Schirfer als I. ist das Analogon eines Satzes von HaARTOGS?):

III. Q sei die Vereinigung der Gebiete

(121 < 210 £ 1ade < 1)
und
([zll <1l;Yy< 2%' l2:2 < 1).
Weiter sei :
(@) = (jal <1 £ i< 1).

Ist nun g»?* in @ analytisch, so auch in H(G). Genauer: Es gibt eine und
nur eine in H(Q) analytische Flicke g%~ 1, die in @ mit g»~ sibereinstimmi.
Diese Sitze sind an » = 3 gebunden; fiir » = 2 sind sie falsch.
Ersetzt man in I.—III. | Fliche g*** durch ,,Funktion g(z,, . . ., 2,) und
nanalytisch® durch ,,reguliir, so erhilt man bekannte Sitze iiber Funktionen

i} jﬁ_i_;f‘;;t die ,komplexe Dimension“ gemeint. Die topologische Dimension ist
doppelt so groB. Zu den Begriffen vgl. im iibrigen § 1.
1) Vgl [3), S. 39, Satz 8.
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von n Verdnderlichen. Diese formale Analogie ist iiberraschend. Denn die
Flichen g"-! entsprechen ja Funktionen von n—1 Verdnderlichen. Man ge-
langt auch nicht durch Spezialisierung von I.—III. zu bekannten Sitzen.
Bei der Funktion z,= g(z,, . . ., 2,) ist 2; den iibrigen Variablen gegeniiber
bevorzugt, bei der ,,Fliche z;= g(2,, . . ., z,)"" nicht. Das ist der wesentliche
Unterschied. Alle Sidtze erweisen sich im {ibrigen als Konsequenzen des Kon-
tinuitdtssatzes?),

2. Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine einheitliche Darstellung der Theorie
der Fortsetzung k-dimensionaler Flichen im €™ zu geben. Dabei ist immer
k = 2 vorausgesetzt; die topologische Dimension der Flichen soll also min-
destens vier sein. Das entspricht einer Theorie der Systeme von n — k Funk-
tionen von k& = 2 Verdnderlichen, so wie die Flichen g Funktionen von n—1
Variablen zugeordnet sind. Dafl auch fir k < n—1 die Dinge éhnlich sind
wie bei k = n — 1, habe ich in [14] schon angedeutet. Jedoch fiihrt die genaue
Analyse zu neuen Ergebnissen und einer durchsichtigen Begriindung auch
der Sitze fir k= n— 1.

Zuniichst sei erwihnt, dall die Aussagen I.—III. auch fiir Flichen g*
richtig sind, wenn nur k£ = 2 ist. Sie lassen sich aber erheblich verschirfen.
Zum Beispiel gilt {iber II. hinaus:

Ila. Die Fliche g* sei in der Umgebung der abgeschlossenen Ebene K9
= (2y= = 2,=0; p= n—q) des projektiven C* analytisch und g* N E? + 0.
Ste sei zudem irreduzibel und g+ k=n + 1. Dann ist gF eine algebraische
Fliche (vyl. die schirferen Sitze 8 und 9, §7).

Hier ist die wesentliche Bedingung ¢ + k= n + 1. Sie sagt aus, daB
¢* N £? mindestens eindimensional ist. Entsprechende Bedingungen sind in
allen Sitzen notwendig.

3. Zur QGliederung der Arbeit ist zu sagen: Die angegebenen Sitze be-
ziehen sich auf Flichen g*, welche in den C* eingebettet sind. Die g* werden
als in gewissen Gebieten des C" analytisch vorausgesetzt. Diese Dinge werden
im zweiten Teil (§ 3 — § 8) behandelt. Der erste Teil (§ 1 und § 2) befafBt sich
dagegen mit allgemeinen Grundlagen (§ 1) und in § 2 mit den unmittelbaren
Konsequenzen, welche sich aus der Existenz der Regularititshiillen fiir ana-
lytische Fldchen mit Parameterdarstellung ergeben. Ein Beispiel mag das

k

erliutern. 7T sei die Kugelschale 1y < 3 |7;|2< 1 des (7y,.. ., 7;)-Raumes
1

k
und H(T) die Kugel }|7;|2< 1. Weiter seien die Funktionen g;(z) in T'
1

reguliir und die Matrix (;%) in T tiberall vom Range k. Dann bildet z; = g,(7)

das Gebiet 7' auf eine k-dimensionale analytische Fliche &* des z-Raumes
mit der Darstellung z; = g¢;(7); 7 ¢ T ab. &* mit dieser Darstellung nenne
ich ein ,,analytisches Element“. Nun bleiben die g,(r) in H(7) notwendig
noch regulér (vgl. I. fiir Funktionen). Auch 18t sich zeigen, daBl der Rang

von L innerhalb H(7T) héchstens in isolierten Punkten kleiner als & ist.
A9y )

%) Vgl. [3], S. 49 und [2].
Math, Ann, 129. 7
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Daraus folgt, daB z, = g,(r) auch H(7T) auf eine analytische Fliche €% des
z-Raumes abbildet. & nenne ich eine Erweiterung von €*, Die Erweiterung
fihrt also wieder zu einem Flichenstiick mit Parameterdarstellung, einem
,,Element’‘. In unserem Falle zieht die Fortsetzung der Abbildungsfunktionen
eine Fortsetzung der Abbildung nach sich, die wieder eine Erweiterung des
Elementes & zur Folge hat. Die Moglichkeit der Erweiterung griindet sich
also auf Eigenschaften des Urbildes T’ im Parameterraum und der Abbildungs-
funktionen. Auf die Einbettung in Gebiete des z-Raumes wird nicht Bezug
genommen4).

4. Nun zum Inhalt der einzelnen Abschnitte. Im §1 werden die grund-
legenden Begriffe erkldrt und die Siétze abgeleitet, die fiir das folgende un-
entbehrlich sind. Soweit es mdglich ist, habe ich mich auf die Literatur be-
zogen. Jedoch sind nicht alle Sitze, die ich brauche, soweit mir bekannt,
bisher ausdriicklich formuliert und bewiesen worden. Statt des frither ib-
lichen Ausdrucks ,,Fliche benutze ich den jetzt gebrduchlichen ,,analytische
Menge*‘. Daneben kommt auch noch ,,k-dimensionale Fliche* vor in derselben
Bedeutung wie ,,irreduzible k-dimensionale analytische Menge®. ,,Dimension"
heilt immer , komplexe’ Dimension. Die topologische Dimension ist doppelt
so groB. In §1ist k= 1 noch zugelassen.

Der Inhalt des § 2 ist eine genauere Untersuchung der oben skizzierten
Sachverhalte. Der von dem WEerersTrassschen abweichende Begriff des
,,Elementes’ ist ausreichend allgemein zu bestimmen. Darauf werden Be-
dingungen angegeben, unter denen die Abbildungsfunktionen fortsetzbar sind
und zu einer Erweiterung des gegebenen Elementes fithren. Daf dies keines-
wegs immer der Fall ist, wenn die Funktionen fortsetzbar sind, geht aus
einem bekannten Beispiel hervor (vgl. [12], 8.177). Eine wichtige Rolle
spielt hierbei die Aufgabe, zu einer vorgelegten Fliche des z-Raumes passende
Parameter zu finden. Diese Dinge werden trotz ihrer grundsitzlichen Be-
deutung hier nur soweit behandelt, als sie im folgenden gebraucht werden.
Dag Ergebnis sind die Sitze 2.4 und 2.5. Letzterer wird im § 4 wesentlich
benutzt. — Unmittelbare Folgerungen aus den Ergebnissen des § 2 sollen
in einer anderen Arbeit gezogen werden.

Der zweite Teil der Arbeit beginnt in §3 mit der Kennzeichnung der
Konvexitiitseigenschaften von Hyperflichen im AnschluB an Lzvi®) und
Krzosga. Die von Krzosra begonnene Untersuchung mull weitergefiihrt
werden, damit sie fiir die Flichentheorie ausreicht. Die entscheidende Rolle
bei einer Hyperfliche ¢ = 0 spielt der Index ¢ (= Anzahl der positiven

4) Die Einsicht, daB es grundsitzlich wichtig ist, diese Eigenschaften von denjenigen
zu trennen, die auf der Einbettung in den z-Raum beruhen, verdanke ich Unterhaltungen
mit Herrmn K. REIpEMEISTER iiber meinen urspriinglichen Beweis des Satzes von der
lokalen Fortsetzung {Satz 1 und 2, §4). Ich bin daher Herrn K. REIDEMEISTER fiir sein
freundliches Interesse und die Anregungen, die ich in diesen Unterhaltungen empfing.
sehr zu Dank verpflichtet.

%) Vgl. [3], 4. Kap., § 3.
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L id 2
Quadrate in der Normalform) der HErMrTEschen Form ) ‘5”2"37‘; u, %, auf der
1 7%

7
Ebene _53: Z—Z‘ u, = 0, gebildet in einem Punkte ® von ¢ = 0: Es gibt cine

g-dimensionale Fliche durch (¢ welche sonst ¢ < 0 nicht trifft. Andererseits
schneidet jede (n — ¢)-dimensionale Flache ¢ > 0, wenn sie durch [° geht. —
Das sind die fiir die Existenz und Einzigkeit der ,lokalen Fortsetzung*
(vgl. § 4) grundlegenden geometrischen Sachverhalte.

§ 4 bringt zwei Sitze iiber die lokale Fortsetzung. Der eine lautet:

20 sei ein Punkt der Hyperflicke ¢ = 0, U eine Umgebung von (° und
U=Un (g > 0). g seider oben erklirte Index in £° Es sei g*in U analytisch
und q -+ kzn+ 1. Dann gibt es eine Umgebung Uy von {° und eine in U,
analytische Menge g&, welche in Uy U mit g* iibereinstimmt. Je zwei solche
Fortsetzungen sind in einer vollen Umgebung von C° gleich.

Die charakteristische Bedingung ist ¢ + k= »n + 1. Sie ist unentbehrlich.
Fir Funktionen kann man formal k = » setzen und erhilt die Forderung ¢ =*1.
Die Hyperfliiche muf} also — wie zu erwarten — von der Seite ¢ > 0 konvex
in bezug auf eindimensionale Flichen sein, soll man der Fortsetzbarkeit der
Funktion sicher sein.

§ 5 bringt Hilfssitze tiber den Zusammenschluf lokaler Fortsetzungen zu
Fortsetzungen im GrofBlen. Darauf wird die Fortsetzung analytischer Flichen
behandelt, die in der Umgebung des Randes eines beschréinkten Sterngebietes
gegeben sind. Das ist die Grundlage fiir § 6.

Unabhiingig vom § 6, und deshalb hier zuerst besprochen, sind die Sitze 8,9
des §7 (vgl. den unter 2. angefithrten Satz ITa) und das fiir weitere Unter-
suchungen besonders wichtige Analogon von I1l in § 8.

Im §6 wird zunidchst der Begriff der ,,g-Konvexitit™ eines Gebietes ein-
gefithrt. Er ist ein Analogon zur',,Regulirkonvexitit ‘®) und bezieht sich auf
Systeme von n—- ¢ Funktionen. Fiir ¢ = n— 1 geht er in die Reguliirkon.-
vexitdt iiber. Wie regulirkonvexe Gebiete sich von innen durch analytische
Polyeder approximieren lassen, so ¢-konvexe durch ,analytische g-Polyeder'.
Letztere sind von auflen konvex in bezug auf g¢-dimensionale analytische
Flichen. Sie kénnen einspringende Kanten haben. Im allgemeinen sind sie
keine Regularititsgebiete?). Jedoch haben sie, jedenfalls wenn sie beschrinkt
sind, wie diese einen zusammenhingenden Rand. Ein einfaches Beigpiel im
(u, v, w)-Raum: Der Durchschnitt von |w| <1 und (ju] <y o] < v
UAlu] < 1;{v] < 1,) ist ein 1-Polyeder. Es gilt nun der Satz:

G sei beschrinkt und q-konvex, Gy ganz in G gelegen. Die Fliche g* sei in
G — G, analytisch und komme dem Rand von G beliebig nahe. Ist weiter k = 2s
(8= n-—q), so gilt: Es gibt eine in G analytische Fliche g*, die g* enthilt.
AuPerdem gibt es ein ganz in G gelegenes Gebict Gy, so daf g5 = 6* in G — G,
ist (vgl. Satz 7).

% Vgl [3], S. 72.

") Vgl {1}
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Die Bedingung k = 2s ist zu scharf. Ich werde spiiter zeigen, daBk = s + 1
geniigt.

B. Auf einen wesentlichen Punkt, der in den Beweisen zu beachten ist,
sei noch hingewiesen. Es sei P ein Punkt der Hyperfliche ¢ = 0, U eine Um-
gebung von P und U = Un (¢ > 0). Sind nung, und g,in U regulire Funk-
tionselemente, die in U iibereinstimmen, so ist auch in U notwendig g,= g,.
Bei Fliichen g% und g% ist das jedoch keineswegs richtig. Ist etwa ¢ > 0 das
Kugelinnere, so gibt es bekanntlich von einander verschiedene Flachenstiicke
¢77! und g3~ durch P, welche ¢ = 0 iiberhaupt nicht schneiden. Sie stimmen
also in U iiberein (da beide dort keinen Punkt haben), in U jedoch nicht.
Auf die Gleichheit von g, und g, in einer vollen Umgebung von P kann erst
geschlossen werden, wenn ¢ > 0 etwa das KugelduBere ist. ¢ > 0 muB also
Konvexititseigenschaften haben. — Das ist die Ursache dafiir, daB 1. fiir
Funktionen richtig bleibt (Satz von Harroas und Osgoon), fiir Flichen aber
falsch wird, wenn man die Kugelschale durch die Differenz G — G, zweier
beliebiger Gebiete (&, < G) ohne Konvexititseigenschaften ersetzt. Auch die
Bedingung & = 2s des Satzes 7 riihrt daher.
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§ 1. Grundlagen.
1.1. Analytische Mengen und Gebilde.

1.11 Analytische Mengen?®).

Die Punktmenge 9 des Raumes C" von n komplexen Verdnderlichen ist
analytisch im Punkte P, wenn es eine Umgebung U(P) und dort regulire
Funktionen f;, ..., f, gibt, so daB M U(P) genau aus den gemeinsamen
Nullstellen der f besteht. Ist M in jedem Punkte eines Gebietes & analytisch,
go it M in G analytisch.

IR sei analytisch in G. Gibt es nun zwei nichtleere von M verschiedene
in @ analytische Mengen I, M,, so da MG = M, UM, ist, dann ist M
in @ reduzibel. Anderenfalls heiflt M in G irreduzibel. WM ist im Punkte P
srreduzibel, wenn es beliebig kleine Umgebungen U(P) gibt, in denen I irre-
duzibel ist. — Es gelten die Sitze:

1. M G ist die Vereinigung abzihlbar vieler in G irreduzibler analytischer
Mengen, der Komponenten.

8) Vgl [7] und vor allem [13], dort auch weitere Literaturangaben.
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2. Zu jedem P ¢ gibt es Umgebungen U(P), so dal M U(P) die
Vereinigung endlich vieler in U (P) analytischer, in P irreduzibler Mengen —-
der Primelemente — ist.

Jeder (irreduziblen) Komponente M’ von M N G liBt sich wie folgt eine
(,.komplexe’ ) Dimension k zuordnen. Die Punkte P mit Umgebungen U (P)
so, da3 M’ N U(P) einem 2k-dimensionalen Simplex homdomorph ist, liegen
auf M’ dicht. k ist dann die Dimension von M'.

Die Koordinaten seien (v, . . ., ¥y, Ty, - - +» Tg). Die Projektion von M in den
t-Raum ist die Menge derjenigen (7y,...,7;), die als Koordinaten von
M-Punkten vorkommen.

Fiir die Theorie der analytischen Mengen ist der folgende Satz von be-
sonderer Bedeutung. Dazu sefzen wir woraus: Die Verdnderlichen seien

m
(T4 .o U, Ty . - - Ti), das Gebiet H das Produkt des Zylinders N (|v,] < 1)
1

mit dem Gebiet 7' des 7-Raumes. I sei in H analytisch. Uberdies moge
jede Ebene 7,— 1% = -+ = 7,— 1] = 0 mit M nur isolierte Punkte gemein
haben. Dann gilt der

Einbettungssatz®). Zu jedem Punkte P = (¢% 1% ¢ M gibt es eine Poly-
zylinder-Umgebung U(P) = (U,, U,) und eine in ihr analytische Menge IM*,
welche M N U (P) umfaBt, mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Projektionen von 9* und M N U (P) in den r-Raum sind identisch.

2. Diese Projektion heile R¥. Sie ist eine analytische Menge, oder der
volle Polyzylinder U,.

3. Es gibt Polynome mit in U, reguldren Koeffizienten

W; (v, 7) = (0 — o) + AP(@) (0 — oD -+ A0,
so dafl M* genau dargestellt wird durch
W=+ = W= 0; 7€ M
Es ist A (t°) = 0 und fiir alle Wurzeln (v}, 7') von w, = 0 gilt v’ ¢ U,,.

Zusatz. Alle Komponenten von 9 seien k-dimensional. Dann heifle M
selbst k-dimensional. Alsdann gilt noch:

4. My ist der volle Polyzylinder.

5. U(P) und die w; lassen sich so wihlen, daf3

a) die Projektion von M U(P) in den (v;,7)-Raum durch o, = 0 genau
gegeben ist;

b) zu jedem Punkt P*= (v*, v*) ¢ I, dessen t* nicht auf der Vereinigung
der Diskriminantenflichen der w, liegt, eine Umgebung U (P*) existiert, in
welcher M* = M ist.

6. Ist M irreduzibel in P, so kionnen die w; irreduzibel gewihit werden.

1.12 Ausgezeichnete analytische Gebilde.
Jeder irreduziblen analytischen Menge 9% der Dimension k ist nach WEIER-
STRASS ein analytisches Gebilde k-ter Stufe I zugeordnet!®). Das ist ein

) Vgl. [13], Satz 1.
19 Vgl. [12], 8. 170 und {5].
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topologischer Raum, dessen Punkte die Paare (P, ) sind. Hier ist P ein
Punkt der Menge M und P ein zugehiriges Primelement. Wir fassen M als

Punktmenge tiber dem C* auf. Die Spur von M — das ist die Projektion
in den C* — ist M*. Die Punkte auf den Selbstdurchdringungen von IN*
sind mehrfach zu zihlen.

Es sei nun o (u, 1) = (u—u+ A;(v) * (u— w14 -+ 4 4,(r) ein in
(ju} < oo; 7 € T) irreduzibles Polynom, 4 regulirin 7. Ist auBerdem 4 (%) = 0
und o in (49,7%) irreduzibel, so heilt w ausgezeichnet.

Definition 1.1. Das durch w = 0iber (|u] < 0o; v € T') definierte analytische
Gebilde werde 2(u, t) genannt. Ist w ausgezeichnet, so auch Q2(u, v) und (u°, 1%
sein Mittelpunkt.

Weiter seien gy, . . ., g, auf 2 (u, 7) eindeutige reguliré Funktionen. g ist
also im Punkte (u’,7’) eine regulire Funktion von 7 im gewthnlichen Sinne,
wenn die Diskriminante D(t) von e in 1’ nicht verschwindet. In den iibrigen
Punkten ist g stetig??).

Definition 1.2. Die durch v;= g,(P); P ¢ Q (u, ) iiber dem (u, t, v)-Raum
erklirte Punktmenge £ (u, 7, v) heifft analytisches Gebilde der Dimension k.
Ist Q (u, ) ausgezeichnet (Mittelpunkt P°(u® 1°)) wund v? = g,(P?), so heift
auch 2 (u, 1, v) qusgezeichnet und (u°, 1°, v°) sein Mittelpunkt.

Dem Gebilde £ (u, 7, v) ist zugeordnet erstens die analytische Menge
8 (u, 7, v) der Spurpunkte im (w, 7, v)-Raum, und zweitens ihre Projektion
in den (r,v)-Raum. Diese gleichfalls analytische, k-dimensionale und irre-
duzible Menge besitzt dann die Parameterdarstellung »,= g,(P). Sie soll
kanonisch heiflen. Das Gebilde 2 (u, 7) tritt hier nur als Hilfsmittel zur Er-
klirung der g, auf.

Definition 1.3. Lifpt sich die Menge M* des (r, v)-Raumes als Projektion
eines Gebildes Q2 (u, ©, v) darstellen, g0 heife die Parameterdarstellung v,= g,(P)
(g reguliir auf £2 (u,t)) kanonisch. Ist Q (u,t) ausgezeichnet, so ist M* und
seine Darstellung ausgezeschnet.

Aus dem Einbettungssatz ergibt sich nun der

Satz von WEIERSTRASS?). Unter den Voraussetzungen des Einbettungs-
satzes kimnen die Primelemente von M in jedem Punkie so gewihlt werden, daf
ste ausgezeichnete Mengen sind. Sie haben dann also eine ausgezeichnete ka-
nonische Darstellung. Sie mogen ausgezeichnet heifen und (v°, 1% thr Mittel-
punkt.

Beweis. U(P)= (U, (P), U.(P)) und die w, seien gemif (5),(6) des Ein-
bettungssatzes gewilhlt und @ ein Punkt des Primelementes 9, der (5 b)
gentigt. In einer Polyzylinder-Umgebung U*(Q) = (Uy, U¥) besitzt P dann
eine regulire Darstellung v;= ¢,(r). Man erhilt ¢g; durch Auflésen der Glei-
chung w;= 0. Es sei U; die an den Diskriminantenflichen der w, geschlitzte
Umgebung U,(P). In U, sind die g; unbeschrinkt regulir fortsetzbar; der

1) Pie Argumente der g; sind die Punkte des Gebildes £2(u, T), die durch 7 ja nicht
eindeutig bestimmt gind, Trotzdem werde ich diese Punkte haufig auch mit 7 bezeichnen.
MiBverstindnisse sind nicht zu befiirchten.

1) Vgl. [12], 8. 132.
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itber U, gelegene Teil P’ von P ergibt sich durch gleichzeitige Fortsetzung
in der Darstellung (v, ..., ¥y) = (g1, - - -» ). Die g, sind in U, selbst alge-
broid und A;-wertig. Es gibt nun ein ausgezeichnetes analytisches Gebilde
2 (u, 7) iiber dem Gebiete (|u| < co; U,) mit dieser Eigenschaft: Die Funk-
tionen g; sind auf £ (u, ) regulir und eindeutig. Zu zwei verschiedenen
Punkten von £ (u,t) mit gleicher Spur gehtren verschiedene Systeme
g%, . . ., g%) von Zweigen der g, (vgl. [12], S. 118).

P erhiilt man aus P’, indem man die Hiufungsstellen hinzunimmt. Die
Darstellung v;= g¢;(t); v € 22 (u, ) ist die gesuchte.

1.13 Mazimumprinzip und Folgerungens),

Hilfssatz. Es sei P ein ausgezeichnetes Primelement mit dem Mittelpunkt
0, k{(P) eine auf P eindeutige reguliire Funktion. Ist dann |A(0)| = max |A(P)]
so ist A(P) eine Konstante.

Beweis. v; = g;(7); 7€ Q2 sei die Darstellung von P gemiBl Definition 3.
Durch sie geht £ in eine Funktion A(7) iiber, die auf £ regulér ist. Sie hat ihr
Maximum im Mittelpunkt M von £. 2 habe r Blitter; % hat also r Zweige
Py, ... h,. Die symmetrischen Grundfunktionen der %, sind in der 7-Pro-
jektion T von Q2 eindeutig und reguldr. Sie sind simtlich Konstanten. Sei
etwa s(v)= 2k, Dann ist max |s| < max X [h| < 2 max |h| < r [R(M)]
= [s(M)]. Also ist ¢ = 3(M) nach dem Satz vom Maximum. Entsprechend
schlieBt man bei den anderen Grundfunktionen. Da sie nun alle konstant sind,
muB auch % und dann k4 selbst konstant sein.

Folgerungen. Die Bedeutung des Einbettungssatzes beruht auf Folgendem.
Ist die Menge M im Punkte P analytisch, so sind nach geeigneter Wahl
affiner Koordinaten und der Umgebung U (P) die Voraussetzungen des Satzes
erfilllb. Der WEIERSTRASS8che Satz kann daher auch so ausgesprochen werden:
P sei ein Punkt der analytischen k-dimensionalen Menge M. Die zu P ge-
horigen Primelemente und die Koordinaten lassen sich dunn so bestimmen,
daf die Primelemente ausgezeichnete kanonische Darstellungen besttzen. Daraus
und aus dem Hilfssatz ergeben sich wichtige Aussagen.

Maximumprinzip. Die Menge M sei in G analytisch und irreduzibel. h(P)
sei etne auf M reguldre eindeutige Funktion. Weiter set |h(Q)| = max |A(IM)|
und Q@ ¢ M. Dann st b eine Konstante.

Der Beweis folgt sofort aus dem Hilfssatz und dem WrIERSTRASSschen
Satz.

Satz 1.1. Sei M in U(P) analytisch und a eine in U(P) regulire Funktion
mit |a(P)| = 1. Schneidet I das Gebiet |a| > 1 nicht, so muf M auf der analyti-
schen Menge a = a(P) liegen.

Das ergibt sich, wenn man das Maximumprinzip auf die Funktionen an-
wendet, welche o auf den Komponenten von 9 induziert.

Satz 1.2. P sei esn Punkt der analytischen Hyperebene E der topologischen
Dimension 2n— 1, U(P) eine Umgebung von P und M eine k-dimensionale

1y vgl. {16}, 8. 233.
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analytiache Menge, welche P enthilt. Dann liegt M entweder ganz auf B oder
aber M schneidet beide Seiten von E.

Nach Satz 1.1 ist das richtig, wenn E eine Darstellung |a| = 1 mit regu-
lirer Funktion a hat. Das ist der Fall. — Aus diesem Satze folgt, dafl es be-
schrinkte, abgeschlossene in allen ihren Punkten analytische Mengen einer
Dimension k = 1 nicht gibt. Das ist

Satz 1.3. Das Gebiet Q sei beschrinkt und IM* in G analytisch (k=1). Dann
kommit * dem Rand von G beliebig nake (vgl. [13], Satz 7).

Beweis. Anderenfalls mufl es eine Kugel K geben, welche * umfafit
und deren Rand einen Punkt P ¢ M*enthilt. Die analytische Hypertangente £
von K in P wird von ¥ nur in P beriihrt. Die andern Punkte von I* liegen
alle auf derselben Seite von E. Das widerspricht Satz 1.2.

Ein anderer Beweis des Maximumprinzips (und des Satzes 1.3) folgt aus

Satz 1.4. M sei in G analytisch und irreduzibel, h(P) eine auf M regulire
eindeutige Funktion. Ist nun h(Q)= 0 (Q auf M) und & > 0 geniigend klein,
8o gilt: Entweder ist kb (auf M) identisch Null, oder h nimmt alle Werte ¢’ des
Kreises |¢| < £ an (insbesondere die reellen Werte).

Beweis. Es geniigt den Fall zu betrachten, dal M erstens ein ausge-
zeichnetes Primelement mit dem Mittelpunkt ¢ und zweitens eindimensional
ist. Dann hat M eine Darstellung v»,= g.(7,); 7,€ 2(u, 1;) mit nur einem
Parameter 7,. Die 7,-Projektion von £ ist ein Gebiet iiber der ;-Ebene.
k(P) gehe in % (r,) iiber. Die Behauptung folgt nun aus der Gebietstreue der
Abbildang w = k(t,).

Kanonische Darstellung im Grofen.
m

Yoraussetzungen. M sei eine im Gebiet (N (Jz;j< 1); 7 €T) des (v, 7)-
Raumes analytische, irreduzible, Ic~dimensionalé Menge. Uberdies mége M
vom Rande des Gebietes ;’;(Ivi] < 1) einen positiven (euklidischen) Abstand
haben. Dann gilt der '

Satz 1.5. Es gibt diber (Ju| < oc; 1 €T) ein analytisches Gebilde 2 (u, T) und
auf 2 (u,1) regulire eindeutige Funktionen gy, ..., ¢gm S0, daf M durch

v=0;(t); ...} V= gn(T); T € Q2 genau dargestellt wird. 2(u, v) ist im allge-
mesnen nicht ein ausgezeichnetes Gebilde. Diese Darstellung heifle kanonisch.

Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen und von Satz 1.3 trifft jede
Ebene 7,— W = ++" = 7,— 1) = 0 die Menge M nur in isolierten Punkten.
Daher sind die Bedingungen fiir den Einbettungssatz in jedem Punkte von I

w
erfiillt. Man iiberdecke nun (N (j#;| < 1); 7 €7) mit abzihlbar vielen Poly-
1

zylinder-Umgebungen U(P) der Art, wie sie im Einbettungssatz vorkommen.
Zu jeder U(P) gehodren ausgezeichnete Polynome o! (v;,7) mit dem Mittel-
punkt P. Sei 7" das an der Vereinigung der Diskriminantenflichen der w;
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geschlitzte Gebiet 7. Wie beim WEIERsTRAsSschen Satz folgt: Ist @ ein
Punkt von M, der iiber 7" liegt, so hat M in einer Umgebung U(Q) eine
m

regulire Darstellung v;= ¢;(r). Da M vom Rande von N (|z;] <1) einen
1

positiven Abstand hat, sind die g; in 7" unbeschrinkt regulir fortsetzbar,
endlich-deutig und in 7' selbst algebroid. Jedes g, geniigt daher einer in
(lv;| < oo; T€T) irreduziblen regulsren Gleichung i+ A (r) v™i=14 -+ - +
+ Ag'?i (r) = 0. Den iiber 7" gelegenen Teil M’ von M erhdlt man durch
gleichzeitige Fortsetzung der ¢;. Es gibt nun ein analytisches Gebilde Q2 (u, 7)
iiber dem Gebiete (ju| < oo;7€7T) des (,7)-Raumes mit der Higenschaft:
Die Funktionen sind auf £(u, r) regulir und eindeutig. Zu zwei verschie-
denen Punkten von £ mit derselben Spur gehéren verschiedene Systeme
(9T, . . ., gk) von Zweigen der g, (vgl. [12] S. 118). IR erhilt man aus ', in-
dem man die Héufungsstellen hinzunimmt. Die Darstellung »,= g¢,(z); ... ;
U = g (T) ist die gesuchte.

§ 2. Analytische Elemente und ihre Erweiterung.
2.1 Analytische Elemente!4).

Es sollen besondere analytische Mengen mit bequemen Parameterdar-
stellungen, die analytischen Elemente, ausgezeichnet werden. Dazu gehen wir
von einem Gebilde Q*(u, t) aus, definiert im Gebiete (ju| < co; 7 € 7T™*) des
(u, 7)-Raumes durch eine irreduzible regulire Gleichung

o, 1)=wr+ A, () wr-1+ -+ + A,;(1) = 0.
Es sei 7 ganz in T* enthalten und £ (u, 7), der iiber 7' gelegene Teil von
Q* noch irreduzibel. Die Funktionen g, . . ., g, seien auf Q* reguliir und ein-
deutig. Dariiber hinaus wird von der durch z;= g, () vermittelten Abbildung
gefordert:

a) Das Gleichungssystem 29 = g,(t) hat auf 2% nur isolierte Losungen.

b) Die Punkte auf Q% (in denen die Diskriminante nicht verschwindet und)
fiir welche der Rang der Matriz (%%) kleiner als k ist, erfillen héchstens (k—1)-
dimensionale analytische Mengen.

Dazu nehmen wir noch eine Bedingung, die nicht immer erfiillt zu sein
braucht:

¢) Ist R Randpunkt von Q und 2’ sein Bild, so hat das System zi= g,(1)
innerhalb von Q keine Lisung.

Definition 2.1. 1. Erfiillt die Abbildung z; = g,(v) von Q* die Bedingungen
a), b), so hetfle sie auf Q% zulissig und auf Q zuldssig im weiteren Sinne.

2. Ist auch c) noch erfiillt, so heift z,= g,(tr) auf 2 zuliissig im engeren
Sinne.

Definition 2.2. Die Punktmenge € des z- Raumes ist ein analytisches Element
der Dimension k, wenn sie auf ein Gebilde 2 durch eine auf ithm im engeren

1) Vgl [12], 8. 170. Hier wird ,,Element” anders erklirt.
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Sinne zuliissige Abbildung z; = g,(t) bezogen ist. Die Darstellung z; = g,(z);
T € £ (g, reguldr auf $2*) ist eine zuldssige Parameterdarstellung.

Die Berechtigung dieser Definition folgt aus

Satz 2.1. Jedes analytische Element &% ist eine irreduzible, k-dimensionale
analytische Menge.

Beweis. 1. G* ist eine analytische Menge. Durch z = g,(t); 7€ 2 (u, )
wird nach Definition 1.2 ein analytisches Gebilde Q2 (u,t,2) des (u, T, 2)-
Raumes erklirt. Seine z-Projektion ist &*. Die Menge der Spurpunkte von
£2(u, 7, 2) sei L. Sie ist eine analytische Menge. Ist nun (u° 79, 2% ein Punkt
auf £, so trifft die Ebene z,— 29 = - + - = 2,-— 2} = 0 wegen der Bedingung a)
@ nur in isolierten Punkten. Alle diese Schnittpunkte sind wegen ¢) innere

n
Punkte von {. Infolgedessen kann man ein Gebiet H = N (|z;— 27| < &;;
1

u, T beliebig) so angeben, daB gilt: H  Q ist analytisch und beschrénkt;
auf HN D treffen die Voraussetzungen des Einbettungssatzes zu. Dabei
gpielt z die Rolle von 7, (%, t) die von v. Aus 1., 2. des Satzes geht hervor,

n
daB die z-Projektion von H N 2, das ist aber € N N (jz;— 20| < ¢;), eine ana-
1

n
lytische Menge oder der Polyzylinder n (J2,— 27| < g;) ist. Unter 2. ergibt
1

sich mit, daf der erste Fall eintritt.

2. @* ist k-dimensional. 2° sel ein Punkt auf €*. Er hat endlich viele Ur-
bilder P, . . ., P,innerhalb £ (u, 7). Seien U(P,) noch genauer zu bestimmende
Umgebungen der P, auf Q(u,t). Dann gibt es eine Umgebung U(z°), so daB
U(2% N €* in der Vereinigung der Bilder U;, der U(P,) enthalten ist. Sonst
miiBte 2° auBerdem noch Bild eines Randpunktes von £2 sein. Das ist wegen c)
nicht der Fall. Da €&* genau aus den Bildpunkten von £ besteht, ist also

U\ E = Ui~ U U,.
1

Sei nun zunéchst angenommen, daB kein P, Verzweigungspunkt von ( ist.
Dann gibt es eine Umgebung V(P,) auf {2, welche keinen Verzweigungs-
punkt enthilt. In ihr sind die g, gewdhnliche regulire Funktionen von 7.
Das Bild einer passenden Umgebung V*{(P,)C V(P,) ist eine k-dimensionale
analytische Menge. Denn wegen der Bedingung a) sind fiir das jetzt im ge-
wohnlichen Sinn regulidre System z;= g;(r) die Voraussetzungen des Satzes
iiber die ,,Parameterdarstellung ecines Elementes“1%) erfiillt. Es sei U(P,)
= V*(P,). Nun folgt

o) Ist z2° nicht Bild eines Verzweigungspunktes, so ist U{z% n €% genau

k-dimensional.

Da die Bilder der Nicht-Verzweigungspunkte auf & dicht liegen, gilt noch

B) U(2®) n @* ist iiberall mindestens k-dimensional. SchlieBlich gilt

v} Die Bilder der Verzweigungspunkte liegen auf U(z% € nirgends dicht.

Beweis. Die Verzweigungsfliche g von (u, 7) 148t sich darstellen als Ver-
einigung von abgililbar vielen Gebilden g,, deren Dimensionen zwischen 0

) Vgl. [12], 8. 173.
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und k — 1 liegen, mit den Eigenschaften: 1. g, hat eine Parameterdarstellung
)

w=1u(0); T=1(0); 0= (0y, . . ., 63) mit in N (Jo;| < 1) reguliren Funktionen
1

u, T (b= dimg,). 2. Die Funktionen g,(r) gehen auf g, in eindeutige reguliire
Funktionen g, (o) iiber1®). Sie definieren eine Abbildung von g, in den z-Raum,
welche wegen a) den Bedingungen des Satzes iiber die ,,Parameterdarstellung
eines Elementes geniigt. Also ist das Bild g, von g, eine h-dimensionale
analytische Menge (h = Dimension von g,). Da k< k—1 ist, liegt g, auf
€* n U(2% nirgends dicht. Dasselbe gilt dann fiir die Vereinigung g’ der g;.
Denn wegen der Stetigkeit der Abbildung folgt aus P, ¢ g, und @'= lim P},
da @' auf dem Bild von g, also in wenigstens einem g, liegt.

3. €* ist irreduzibel.

Es sei € das @* zugeordnete analytische G‘rebilde, dessen Punkte die Paare
(P,9) mit Primelementen P sind. Weiter seien Pl, P Punkte mit Um-
gebungen Ul, Uz, in denen sich € auf ein Ebenenstuck abbilden li6t. Es ist
au zeigen, daf} es eine Kurve O’ von P nach P gibt, welche nur Punkte dar

Art wie Pl, P2 enthilt. In Ul, 3 gibt es nun Punkte Ql, Qz mit Urbildern @,
Q, auf 2, die nicht auf der Verzweigungsfliche von (2 liegen und in denen die

Matrix (-a-fl) den Rang k hat. Q,, @, lassen sich auf £ durch eine Kurve C
verbinden, die nur Punkte derselben Art wie @, @, besitzt. Thr Bild _ver-
bindet Ql, Qz auf die geforderte Weise. Wird nun noch Pl, P mlt Ql, Q2 in

Ul, U2 verbunden, so hat man eine gesuchte Kurve . Also ist € zusammen-
hingend und &* daher irreduzibel.

Anmerkung., Der Begriff des Elementes ist bei WEIERSTRASSY?) etwas
anders als hier gefafit. Er verlangt im wesentlichen, dafi die Parameter
lineare Funktionen der 2z, sind. Die Bedingungen a), b), ¢) sind dann nicht
nétig. Diese Einschrinkung der Parameter ist jedoch oft listig. — Legt man
den Parametern keine unnatiirlichen Beschrinkungen auf, so miissen Be-
dingungen an die g; gestellt werden. Sonst ist das Bild nicht einmal notwendig
eine analytische Menge (vgl. [12], 8.177), geschweige denn k-dimensional.
Die wesentliche Bedingung ist nun a). Sie sichert, daB die Bilder der Prim-
elemente von £ analytische Mengen der Dimension k sind (vgl. unten).
b} folgt aus a). Das fithre ich nicht aus. Die Bedingung c¢) ist nur erforderlich,
wenn das Bild als analytische Menge des z-Raumes aufgefaBt wird. Dann
mul} vermieden werden, daB Randpunkte von Q dasselbe Bild wie innere
Punkte haben. Wird das Bild von 2 dagegen als Gebilde €, also als Punkt-
menge tiber dem z-Raum betrachtet, so ist ¢ ) iiberfliisstg. Das fithre ich jetzt aus.

Es sei nun z;= g;(r) auf Q zulissig im weiteren Sinne. Ist P(u',7’) ein
Punkt auf £ und 2’ sein Bild, so gibt es Umgebungen U (P) auf £, fiir die

k

gilt: 1. Die 7-Projektion von U (P) ist der Zylinder T"= N (|z;— 1}| < 6); der
1

¥) Vgl [12], 8. 122.
17) Vgl. [12], 8. 170.



108 WoLrraane ROTHSTEIN:

Rand von U(P) liegt itber dem Rande von T". 2. Dag Bild von U(P) ist
eine in 2’ analytische Menge. Genauer: Das Bild von U(P) sei U. Es

gibt eine Umgebung ¥ (z') so, daB U7V eine k-dimensionale analytische
in 2’ irreduzible Menge ist.

Beweis., U(P) sei gemaf 1. gewihlt und so klein, daBl 7" ganz im Inneren
von 7T enthalten ist. Durch z,= g,(7); (u, t) € U wird im (u, 7, 2)-Raum ein
analytisches Gebilde definiert. Seine Spur ist eine k-dimensionale analytische
Menge M. Die Ebene z,— 2] = + - + = 2,— z,= 0 trifft MW* nur in isolierten
Punkten. Es gibt also eine Umgebung W (v’,1’,2') so, daBl z;—z2{= """
= 2~ 2p= 0 mit W~ IN* nur den Punkt (u’, t’, 2’} gemein hat. Daher kann
der Einbettungssatz angewendet werden: Es gibt eine Polyzylinder-Umgebung
W*= (Wk, W¥ W) derart, daB die z-Projektion 3, von W* N Mk der volle
Zylinder W} oder aber eine analytische Menge ist. Man schlieBt nun wie im
Beweis von Satz 2.1 weiter, dal es eine k-dimensionale Menge ist. Es ist
noch zu zeigen, daB es beliebig kleine Umgebungen U (2) gibt, in denen I,
irreduzibel ist. Nun gibt es aber beliebig kleine Umgebungen von P, deren
Bild irreduzibel ist. Das ergibt sich wie unter 3. im Beweis zu Satz 2.1.
Daraus folgt die Behauptung.

Auf Grund des Vorhergehenden werden passende Umgebungen der Punkte
von £ auf Primelemente eines irreduziblen k-dimensionalen analytischen Ge-
bildes iiber dem z-Raum abgebildet. Daraus geht hervor

Satz 2.1a. Durch eine auf 2(u,t) tm weiteren Sinne zulissige Abbilduny
2= g;(t) wird Q{u,t) auf ein irreduzibles analytisches Gebilde der Dimension
k abgebildet. Die Darstellung z,= g,(t); T € £2 mige eine zuliissige Parameter-
darstellung des Gebildes heifen.

2.2, Faserung und Parameterdarstellung.

2.21. Es seien Z, Z, (Z enthalten in Z,) Gebiete des z-Raumes im Poly-
zylinder N (j2;] < 1) und 7,7, (T mit Rand in 7T, enthalten) Gebiete des
7-Raumes. (Z, T') bezeichne das Produkt von Z und 7'. Weiterseien in (Z,, T)
regulire Funktionen f,(z,7), ..., f(2,7) gegeben, welche den Bedingungen
geniigen: 1. Fiir jedes 7' ¢ T, erkliren die Gleichungen f,(2,7') =  * * = f,(2,7’)
= 0 in Z, genau eine irreduzible analytische Menge der Dimension n — k, ,,die
Faser F(v")‘. Verschiedene Fasern sind punktfremd: F(v') \F(r") = 0 fiir
v+ 1. 2. Esist Zy= UF()fr€Ty und Z = UF(r)/r € T. Der Rand von
&F(z) sei C(z) und Cp= U O(z)jr ¢ T,. 3. Die inneren Punkte von Z, und die-
jenigen Randpunkte, die nicht zu O, gehdren oder Hiufungspunkte von C,

m
sind, Hegen innerhalb 0 (|2,] < 1).
1
Definition 2.2. Die Darstellung Z,,= UF (r)/1 € Ty heift ., Faserung von Z,°".
Die t sind die Faserkonstanten.

2.22. Gegeben sei die in Z, analytische Menge gt .
Definition 2.3. Die Faserung Zy= UF ()t €Ty ist zulissig fir gk, wenn
6% von C, einen positiven (euklidischen) Abstand hat.
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Satz 2.2. g% sei in Z, analytisch, irreduzibel und k-dimensional. Die Fa-
serung Zy = UF @) v €Ty sei fiir gt zuliissig. Ist dann T geniigend groP, so
ist = Z N g~ ein analytisches Element im Sinne der Definition 2.2. Das heifit
ausfiihrlich: 1. g* ist irreduzibel. 2. Es gibt ein Gebilde Q2 (u,7) diber (|u] < oo;
Ty) und auf Q4 (u, 1) regulire eindeutige Funktionen g, ..., ¢,, S0 daf g*
durch z;= ¢;(P); P € £ genau dargestellt wird. Dabei ist 2 der iiber T gelegene
Teil von 82, (u, T). Die g; geniigen den Bedingungen a), bj), c).

Beweis. Durch f,(2,7) =  * - = [, (2, 7) = 0; z € gt wird im Gebiete (Z,,Ty)
des (z, r)-Raumes eine k-dimensionale analytische Menge M* erklirt. Jede
Ebene 7,—1v{= ‘"' =1,— 1, = 0 trifft M* (vgl. Satz 1.3) nur in isolierten

Punkten. In diesen ist M* analytisch. Daher ist MN* eine in N (Jz;] < 1); Ty
n

analytische Menge. Auflerdem hat 9* vom Rande des Gebietes N (lz;] <1)
1

einen positiven Abstand. Auf jede Komponente M; von M* treffen daher die
Voraussetzungen des Satzes iiber die kanonische Darstellung im GroBen zu
(§ 1, letzter Satz). Infolgedessen gibt es iiber (ju| < oo;7,) ein analytisches
Gebilde 2, (u,t) und auf ihm regulire eindeutige Funktionen g,, so, dafl
M;, durch z;= g,(P); P ¢ £, genau dargestellt wird.

Man mache nun T so groB, daB der iiber T gelegene Teil £ von £, ein
zusammenhingendes, also irreduzibles Gebilde ist. Das ist moglich. Dann
hat g*¥ = g% N Z die Darstellung 2, = g,(P); P € Q.

Beweis: Die Darstellung geniigt jedenfalls den Forderungen a), b), c)
{vgl. 2.1). Denn es ist F(t') \F("') = 0, wenn ' 1", und zu jedem 7’ gibt
es nur endlich viele P auf Q,. Sie erklirt daher eine im engeren Sinne zu.
ldssige Abbildung von £2. Das Bild ist nach Satz 2.1 eine irreduzible k-dimen-
sionale analytische Menge g. Es bleibt zu zeigen, daBl g*= g ist. Nun ist ja
gk die 2-Projektion von M, N (z €T, wihrend g* die Vereinigung der z-Pro-
jektionen von M, N (T € T) fiir alle Komponenten M; von M* ist. Jede dieser
Komponenten wird wie oben M, auf ein irreduzibles Gebilde des z-Raumes
abgebildet, dessen Spur in gk enthalten ist. Wiren die Spuren dieser Gebilde
nicht alle miteinander identisch, so miifite g& reduzibel sein. Das ist nach Vor-
aussetzung nicht der Fall. Also ist g* = gf. Die Darstellung z;, = g,(P); P€ 2
ist die gesuchte.

2.23. Anmerkung. Es ist ohne weiteres klar, daB der Begriff der Faserung
verallgemeinert werden kann. Man darf z. B. statt schlichter Gebiete Z, T'
analytische Qebilde zugrunde legen. Da im folgenden nur der einfache
Fagerbegriff benutzt wird, soll das hier nicht weiter ausgefithrt werden. Da-
gegen sei noch auf den engen Zusammenhang mit der analytischen Pro-
jektion8) von Gebieten hingewiesen. Letztere ist jedoch, so weit mir bekannt,
bisher nur im Falle k = n — 1 behandelt worden.

2.3 Erweiterung analytischer Elemente.
2.31. Ein Element ist erklirt als analytische Menge des z-Raumes, welche
durch eine zuliissige Abbildung z, = g, (1) auf ein Gebilde (u,r) bezogen ist.

18) Vgl. [8], [18].
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2 ist der iiber 7' (7 ganz in T,) gelegene Teil eines Gebildes £,,:
ow,t)=u"+ Ay(t) w1+ -+ 4,(1) = 0; A regulir in T,.

Es kann nun vorkommen, dafl alle 4(7) noch in einem 7', umfassenden
Gebiet T, regulir sind. Dann gibt es ein {2, umfassendes Gebilde £2,,, das
durch analytische Fortsetzung aus £, entsteht. Die g, brauchen auf Q,,
aber nicht reguliir zu bleiben. Dies ist jedoch der Fall, wenn T, die Re.
gularititshiille $(7',) von 7, ist.

Satz 2.3. Sind 2y und 24y die durch das srreduzible Polynom w(u,t) iiber
Ty und Tyy= D(Ty) erklirten Gebilde, so ist jede auf £, regulire und ein-
deutige Funktion g zu einer auf Q. regulirven eindeutigen Funktion fortsetzbar.
Kurz: g bleibt auf gy regulir.

Beweis. 1. Ty sei das an der Diskriminantenfliche von w geschlitzte
Gebiet T',. Uber jedem Punkte von 7', liegen m Punkte von £, und auch
m Funktiongelemente g,. Letztere brauchen nicht alle von einander ver-
schieden zu sein. Die symmetrischen Grundfunktionen E(r) der g, sind in T,
regulidr und eindeutig. Sie bleiben es in der Regularititshille Ty,= (7).

2. Jede irreduzible Komponente g; der Diskriminantenfliche von w muf}
7T, schneiden. Denn in dem Regularititsgebiet T, gilt die erste Aussage
von CousiN'®): , Zu jeder (k— 1)-dimensionalen analytischen Fliche gibt es
eine in 7,, meromorphe Funktion %, welche diese Fliche und nur sie als
Polfliche hat.“ Alle Komponenten g; sind (k¥ — 1)-dimensional. Die zu g,
konstruierte Cousin-Funktion A, muB in 7'y Pole haben. Sonst wiire sie auch
in T, regulir. Also schneidet g; 7T',. Dasselbe gilt fiir die Komponenten
von b (vgl. 3.).

3. Wegen 1. geniigen die Funktionselemente von g einer (nicht notwendig
irreduziblen) Gleichung ™+ E,(t) G™1+ .-+ + E_ (1) = 0 mit in T, regu-
ldren eindeutigen Koeffizienten E (t). Sei b die r-Projektion der Verzweigungs-
fliche des zugehbrigen Gebildes und by,= b\ 7T,. Da g auf 0, regulir ist.
mufl b, und dann (wegen 2.} auch b in der Diskriminantenfliche g von £,
enthalten sein. Es sei jetzt T, das an g geschlitzte Gebiet Ty,. In 77,
sind sowohl die Funktionselemente von u als auch die von g unbeschrinkt
regulir fortsetzbar. Die gleichzeitige Fortsetzung der Paare u,g — die Zu-
ordnung des Elementes ¢ zam Element u ist auf £, eindeutig festgelegt —
ordnet jedem Punkte von £2,, eindeutig ein Element der Fortsetzung von g zu.
Die so auf 0,, in allen iiber 7',, gelegenen Punkten erklirte und dort ein-
deutige regulire Funktion g ist in den ausgeschlossenen Punkten noch stetig.
dd die Grundfurktionen der Zweige auch auf der Diskriminantenfliche g
regulir sind. ¢ hat also die gewiinschten Rigenschaften,

2.32. Zwar sind nun — falls T'py= H(T,) ist — die g, auch auf Q,, noch
als eindeutige regulire Funktionen erklirt. Es ist aber keineswegs sicher,
daB die suf 2, zullissige Abbildung z,= g,(r) auf Q.. zuldssig ist. Dazu wird

) Vgl [10], [11].
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man weitere Voraussetzungen machen miissen. Hier wollen wir zunéchst
zeigen, daB es geniigt anzunehmen:

T, habe die Eigenschaft E: Jede in Tyy= H(Ty) analytische nicht null-
dimensionale Menge dringt in Ty ein.

Spiter wird eine andere Bedingung angegeben, welche fiir diese Arbeit
ausreicht.

Satz 2.4. Ist die Abbildung z;= g;(t) auf Q zulissig und hat T, die Eigen-
schaft B, so lift z;= ¢,(t) sich zu einer auf Q.. (definiert iber Tyy= H(T,))
im weiteren Sinne zuldssigen Abbildung erwestern.

Beweis. Es ist zu zeigen, dafl die durch die Fortsetzung nach Satz 2.3
erhaltenen auf £, reguliren Funktionen g, den Bedingungen a), b) (vgl. 2.1)
gentiigen.

a) Das System 20 = ¢,(r) hat auf Q,, nur isolierte Lésungen.

Zum Beweise ist zu beachten, daBl die Nullstellenmannigfaltigkeit einer
auf einem analytischen Gebilde der Dimension % reguliren Funktion aus
analytischen Gebilden der Dimengion k-1 besteht (oder das Gebilde ganz
erfillt) (vgl [12], S.120). Daraus geht hervor: Entweder hat das System
2 = g,(r) auf Q,, nur isolierte Losungen; dann sind wir am Ziel. Oder die
Loésungen erfiillen nicht-nulldimensionale Gebilde auf 2,,. Thre Projektionen
in den 7-Raum sind dann offenbar auch mindestens eindimensional. Sie
dringen also nach der Voraussetzung in 7'y ein. Das heift aber, dal auch
die Gebilde selbst noch Q, schneiden. Und das steht im Widerspruch zu der
Voraussetzung, dafi die Abbildung auf £, zulissig ist.

b} Die Punkte auf 2, (in denen die Diskriminante nicht verschwindet und),

fiir welche der Rang der Matrlx( )klemer als k ist, erfullen hochstens
(k — 1)-dimensionale analytische Mengen
Anderenfalls miiiten die k-reihigen Determinanten der Matrix sdmtlich

in einem k-dimensionalen Gebiet auf J,, verschwinden. Dann wiren sie
jedoch auf ., identisch Null. Das ist wegen a) nicht der Fall (vgl. [12], S. 157).

Auf Grund dieses Satzes wird jeder Teil O von 2y —er mége der tiber 7
(7 ganz in 7T,,) gelegene Teil sein und es sei vorausgesetzt, dafl § irreduzibel
ist — durch z;= g;(t) auf ein irreduzibles k-dimensionales an&lytlsches Ge-
hilde € des z-Raumes abgebildet [vgl. Satz 2. 1 a)]. Ist 7C 7 und € das Ge
hilde, auf welches £2 abgebildet ist, so it Ec & Der Erweiterung von £2 zu 0
entspricht daher die E’rwezterung von @ zu €. Es ist nicht von vornherein smher,
daf} die Spur von € eine analytische Menge ist, wenn dies fiir die Spur von €
gilt, Dazu ist zu priifen, ob auch die Bedingung ¢) erfiillt ist.

Anmerkung. Die Bedingung Z ist z. B. nicht erfiillt, wenn T’y der an der
cindimensionalen Ebene z;= z,= 0 geschlitzte Zylinder |z,] < 1; |2y < 1;
|23) < 1 ist. Um so wichtiger ist die Frage, wann man auf £ Verzxchten kann.
Entspringt die Darstellung z,= g,(r) einer Faserung, die selbst in einem ge-
niigend groBen Gebiete erklirt ist, so braucht man keine besonderen Voraus.
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setzungen tiber 7, zu machen. Wir gehen aus von einem Gebiet Z,, in der
Fagerung Z,,= U §(7)/t € T4y und den Teilgebieten Z, = U F(t)/r ¢ Ty und
Z=UGF) reT mit Tyy DT >T gemiB 2.21. Die Faserung ist also von
vornherein fiir Z,, erklirt. AuBerdem soll der Rand C'(7) der Fasern auf dem

n A~
Rande des Polyzylinders n (]z;] < 1) liegen. 02,,, Q,, 2, Q seien wie bisher
1

erkliirt, so daB also ©,,502> 0 und 2,,> 02,50 und alle Gebilde irre-
duzibel sind. Sie liegen iiber Ty, Ty, T, 7.

Satz 2.5. Die angegebenen Vorausselzungen seien erfiillt und gt in Z, ana-
lytisch, trreduzibel und k-dimensional. Die Faserung Z,= U F(t)/v€ Ty set
fiir gk zuldssig (vgl. Definition 2.3). Dann gibt es genau eine in Z*,, ana-
lytwche zrreduz@ble und k-dimensionale Menge gk, fir die g* =Zuyngk .

= Zr\g“ ist ein analytzsckea Element, das Bild von Q. Die Faserunq
Z = U§@)reT ist fiir § zuliissig.

Beweis. 1. g = Z N gt wird nach Satz 2.2 durch eine im engeren Sinne zu-
lissige Abbildung z;= g,(r) auf Q bezogen. Die Funktionen g; bleiben nach
Satz 2.3 auf £,, noch reguldr. Auf O, gilt fiir jede von ihnen |g,| < 1 [vgl.
2.21, 3.]. Das gilt nun auch noch auf 2,,. Denn sonst miilte es eine Zahl a
vom Betrage 1 geben und ein g,, etwa g;, welches auf Q,, den Wert a an-
nimmt. Das Produkt der Zweige von (g,—a) ist in T',, regulir und ein-
deutig. Die reziproke Funktion ist in 7', regulir, da ¢, dort den Wert @ nicht
annimmt. Sie muB in der Regularititshiille 7'y, regulir bleiben. Das heifit:
¢, nimmt auch in 7' den Wert a nicht an. Das ist ein Widerspruch.

2. Jeder Punkt z}'= g;(v"') des Bildes liegt auf der Faser F(z"). Ein
Punkt 2f= g,(r*) liegt genau dann auf der Faser {(7*), wenn 0 = f,(g(1*),7*)
== <+ o= f{g(r*), 7*) ist. Fiir alle v* aus 7T, gilt nun f(g(z*),t*)=0
j=1,...,k Es ist zu zeigen, daB diese Relation auch in 7, besteht. Ge-
setzt, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es Punkte P;¢ Q,, P,¢ 2,, und auf
2,, eine Kurve L von P, nach P,, so daB nicht in allen Punkten von L die
gewiinschten Relationen gelten. Darin soll die Moglichkeit enthalten sein,
daB diese Gleichungen sinnlos werden, da die Funktionen nicht mehr erklirt
sind. Es muB nun auf L einen Punkt @ mit folgender Rigenschaft geben:
Die Bilder der Punkte P’ auf P, ¢ liegen auf den zugehérigen Fasern. Wegen 1.

n
und da die Rinder der Fasern auf dem Rande von N {|z;| < 1) liegen, sind die
1

Bilder der P’ in Z,, enthalten. Das gilt auch fiir das Bild von . In allen
diesen Punkten sind dann die Funktionen f, (g(z),7); j= 1, ..., k regulir.
Die zweite Eigenschaft von @ miiBite sein: Es gibt Punkte P} @ auf @ P,,
deren Bilder nicht auf den zugehorigen Fasern liegen. Aus dem vorher-
gehenden geht jedoch hervor, daB in einer vollen Umgebung von @ die Glei-
chungen f,(g,(¢), )=+ - = f,(g(z), r) = O gelten. Das ist ein Widerspruch.

3. Die Fasern sind nach Definition punktfremd zueinander. Insbesondere
ist (@) N"F(r)= 0, wenn T auf dem Rande und 7 im Inneren von T liegt.
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Wegen 2. kann also das Bild eines Randpunktes von 2 nicht auf das Bild
eines inneren Punktes fallen. Das ist Bedingung c) fiir £2.

4. Jeder Bildpunkt liegt auf einer wohlbestimmten Faser. Das System
2] = g,(7) hat also nur die eine Losung v°(z) liege auf der Faser &(7?). Das
ist Bedingung a). DaB auch b) erfiillt ist, sieht man wie im Beweis zu Satz 2.4.

Daher ist nach Satz 2.2’4das Bild von @ ein analytisches Element der
Dimension k. Wegen 1. ist die Faserung Z= U&()/ €T fiir § zuliissig.
Das gilt fiir jedes 0. Daraus folgt, daB das Bild von Q,, eine analytische
Menge der Dimension k ist, die den Forderungen geniigt. Denn es ist gt
=Zyngt,undg=2Zngk,.

Anmerkung. Hier wird aus dem Fortbestehen der Faserung in Z,, auf die
Existenz der Erweiterung von gt geschlossen. Es ist eine interessante Frage,
wann umgekehrt aus der Existenz der Erweiterung von g% auf das Fort-
bestehen der Faserung geschlossen werden darf.

§ 3. Die Differentialbedingung?®).

n
3.1. Hilfssatz. Ist die reelle quadratische Form }' a?) z,x, positiv definit,
1

so auch alle Formen X a;; z; 2; mit reellen a,;, wenn nur |a;;— ad;| < ¢ und ¢
geniigend klein ist.

Beweis. Es gibt eine Substitution ;= X' ¢, 7t ; |¢;4] &= 0 80, dal X ol z, z,
= X 2 Setzt man Xa, v 2, = X x2+ X b, x}; xf, so sind die b,, stetige
Funktionen der a,; und verschwinden fiir a,,— af;,. Weiter ist

1 n n

2 bowi % §§ 1 x| |27 il §'§‘A1‘:‘ biel |28 + 2| < n - max !bwlZw@ .

n i

Man wihle nun &> 0 so, daB |b;,| < EI;Z' Dann ist |2 b, 2} 2p] € + X 2
und daher X a,, 2,2, = 4 2z

3.2. Im Gebiete G des O der Veriinderlichen z,= x,,_,+ i 2,, sei die
Funktion () reell und zweimal stetig differentiierbar. Nach Einfiihrung der
komplexen Koordinaten z,, Z, gehe p(z) in ¢(z, Z) iiber. Im folgenden sei {
ein Punkt aus @, der noch variiert werden kann. (9% aus @ soll ein fiir alle Mal
festgelegt sein. Die Umrechnungsformeln lauten:

op oy .y | o9 oy . dy
z_az—’“ 0Zapu-1 3:::,,, 23?;: ax,,, LT gy’
4 a4 _{ iy } { My }
22,0z, | 0%yyu_ 824y, ax,,‘aa:., ax,,, ,az., Oxyy_ 1 Bugy )’
4 2p __{ oty } { vy }
92,0, | 0@gu_ 0240, ax,,‘ax,, Bw,,‘ ,ax., T B yyrd Zyy
P ""Tw

az,,az, dz,02, °

1) Vgl. [9], vor allem zu 3.1 bis 3.3.
Math. Ann, 129, 8
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Zur Abkiirgung wird gesetzt:

_o9 99 Pp
q)ll_a—z””’ (pﬁ“%};‘: Puv = " 32‘”35,, usw.;

b= 2,—{, und @i= @,(L%; ¢),= @,,(L° usw.
Der Mittelwerteatz
2n
v = () + X 5o () (a,— &)+ @

l2n

@=, Z 5;757‘ (&%) (x, — &) (x,— &)
geht iiber in
p(z) = @) + Z (9u(0) by + @D By) + Qi

n
=—21-ZI'(¢P,W(C YRy by 19,5 (C¥) B by + @ (%) By, By) mit |2 — 0% < e — .
@, ist also die komplexe Darstellung der reellen quadratischen Form . In

n
Q. ist die HermrTEsche Form (H): 37 ¢,7h,k, enthalten.
1

3.3. In jedem Punkt aus @ sei

(1) @n(0) + 0.

Um fiir ¢(£) = 0 analytische Flichen durch { zu finden, welche ¢ < 0 hochstens
in { treffen, verfihrt man nach Krzoska wie folgt. Zunichst wird

n--1 -1
(2) hn= ZI: hy+ 2 b/w ;4

in ¢ eingesetzt. So entsteht eine Funktion y = x(2,%;, ..., 2,1, % -1), die
noch stetig von den Konstanten a, b und dem Punkt { abhangt Durch die
Bedingung

(al) %) = @u(0) + @u(8) 4, () =0
wird a,({) festgelegt. Da ¢ reell ist, folgt
(a2) 25 (8) = @a(Q) + @a(8)3,(0) = 0

Weiter werde 59, durch
(1) %0 €= ¢+ Phn & (£ + ¢0n- 4, (09 + Fhu- 2, (E°) -0, (0% +
+ 2¢00%,=0
bestimmt. Dann gilt auch
(b2) 27 (80 = 2, (£ = 0.

Knzoska hat unter anderem bewiesen: Es sei in (2) { = {°; a,= a,({% und
b,,= b3, gesetzt. Ist nun die HErMrTESche Form

n-—1
(Hy): %’ 258w, By; u,= z,— 0



Analytische Mannigfaltigkeiten im Raume von n Verinderlichen. 115
positiv definit, so gibt es eine Umgebung U von {9, welche von (2) aufler in
nur auf der Seite ¢ > 0 geschnitten wird. Die Form (H,) entsteht, wenn in

” n
H): Y ¢Su, %, u, durch 3 ¢f u,= 0 eliminiert wird. Also ist (H) auf der
1 1

n
Ebene 3 ¢ u,= 0 mit (H,) gleichwertig. Dies Ergebnis wollen wir ein
1
wenig erweitern.
3.4 Der Tragheitsindex von (H,) sei g. Dann gibt es eine Substitution

n—1

n—1
0 ./, = 0 . . [ R
= ) Gy Uy W= 3 ¢y W wy=2—0 w=2—0; i=1,..,n—1,
1 1

welche (H,) in die Normalform
n-—-1

(¥): g2 4+ 4 Juglim 3 8y g2 (8= 0 oder 1)
gF1
iiberfithrt. Auf der g-dimensionalen Ebene u; ;= +--= u; ;=0 ist (Hy)

folglich positiv definit.
3.5. Man setze nun

h —Za,u w Zb,twhyh h xzﬂ——Cﬂ; h,';'=2,'¢“‘f;¢§ Z;M: C;t)

n—1
und dann h;= 3 ¢;phy; by 1= =hy_;=0;4i=1,...,n—1 mit zunichst
1

willkiirlichen Konstanten a, b, ¢ in ¢ ein. So entsteht eine reelle Funktion
9, %)= g1, %, ..., 2,%,a, b, ¢, ['), welche mit ihren Ableitungen noch
stetig von den Parametern a, b, ¢, {’ abhingt. Von nun an werde a, = a,({’)
eingesetzt. Dann ist g,({') = §,({") = 0. Um die noch vorhandene Abhingig-
keit von b, ¢, {’ anzudeuten, schreiben wir g,,(2,%') = B,,(z', b, ¢, {’) usw.
Der Mittelwertsatz liefert jetzt
g, 2)=g(l', ') + Qs

mit

Q=3 Z{B,,({*b,¢, &) by by QB3 (L%, b, ¢, §) b B+ Bz (5%,b,¢, {) By, By}
und

18— Cul = 16—l

Fiir die speziellen Werte 85,,, ¢?;, (= {0 kiirzen wirab: B,,(Z?, b°, ¢?, %) = B
usw. Dann ist erstens [vgl. (b1l) unter 3.3] B),= Bly= 0 und zweitens ist
wegen (3.4) die HERMiTEsche Form X BY; k)%, positiv definit.

Da B, = B%;—:: 0, ist, reduziert sich @, fiir die speziellen Parameterwerte
{'=§*= (% b= b c= c® auf die positiv definite Form X B;4) k,. Daher
kann nach dem Hilfssatz ein ¢ > 0 gefunden werden, so daB alle Formen
Qi (L*; b; ¢; §') positiv definit sind, wenn nur

. IG— Gl <e; =80l <e; b,—8. <& le—ch] <e
Ist,

R*
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3.6. Das Ergebnis der bisherigen Uberlegungen fassen wir zusammen.
Voraussetzung (v). Im Gebiete G des O der Variabeln z,=a,, , +1i2,,
sei w(x) @ (2, Z) = @(2) eine zweimal stetig differentiierbare, reelle Funktion

und {P - %= 0. Weiter sei {%¢ G ein Punkt der Hyperfliche ¢ = 0. Und endlich

el ¢ 2 1 der Trigheitsindex der Hurmrreschen Form X ¢f5- u,%, auf der
Ebene X' ¢, u, = 0.
Die zu (o?k) inverse Matrix sei (df}); es ist det (d9;) =+ 0.

Satz A. Unter der Voraussetzung (v) existiert eineUmgebung U = ( (|2,— | < 8)
1

und Konstanten b5 ,, d5, so, da,B fiir alle Werte b,,,d,,, welche den Ungleich-
heiten |b,,— b3, < 0; |d,,— dS,| < & geniigen, gilt:

Ist { ein beliebiger Punkt aw Un (g =0) und wird a,(l) aus (a1): ¢, () +
+ @u(L) * @,(0) = O bestimmt, so trifft jede der g-dimensionalen analytischen
Fliichen

h—1

by (8, B) 2 a,(0) by, 2 bbb, =0

Fe (g, b,d)= h;(C,d)=deuhy=0¢ k=g+1,..,n—1
1
by =2,—C,

den Durchschnitt U N (@ < 0) hochstens in .

3.7. K. Brein®) hat fiir n = 2, ¢ = 1 gezeigt, dafl es sogar eine dreidimen-
sionale Hyperfliche durch (° gibt, welche ¢ < O nur in (° trifft. Ahnlich
ist es auch hier.

In dem folgenden Satz seien b’, d’ Konstanten, welche den Bedingungen
des Satzes A4 geniigen, und 7 ein reeller Parameter. AuBerdem treten noch
Zahlen E, F auf, die passend zu bestimmen sind. Wir betrachten die einpara-
metrige Schar g-dimensionaler analytischer Flichen

n—-1 n—
ty (L%, ') = un“?%(@“)“y”‘z bﬂvuﬂu =F-7+ E7.

n—1
F@ B = Yo (% d)= T by =0; k=g+1,...,n—1
1

- 0
Uy = 2y — Car

n
Satz B. Bsgibt Zahlen E + 0, F = 0 und eine Umgebung U =  (|2,— | < 6),
1

so daf U (@ < 0) von der Schar Fo(z, B, Fymit-|v| < dnurin 2= (% 1= 10
getroffen wird (r reell).
Zusatz. Auwch die Tetlschar F(z, E O) trifft U n (qa s; 0) nur in 0

Beweis. Man setze (vgl. 3.5) uy= Za,,((; )% +Zb,,,u w4 F-v4 E -7

und dann u,= X cp uj; Upy ="' = fu,, 1= 0in ¢ em Diesmal entsteht eine
PFunktion g(2i, 31, . . -, 23, %, 7, i‘) Dabel wird v zunéichst als komplexe Ver-

1) Vgl [17].
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inderliche aufgefaBt. Nachtriglich ist dann v = 7 zu setzen. Wir berechnen
die Ableitungen von g im Punkte 2’'= {%; v= % = 0. Die reinen Ableitungen
nach den 2’ dndern sich gegen frither nicht. Fiir die Ableitungen, an denen v
beteiligt ist, bekommt man:

9= g F; gi= o3 - F
Poe= Fou @ F; ghi= gu F o, ghe= (PnnaF he= F g
G =P P2+ 200 F; gio= g5 F-F; g% = g7,
Die Entwicklung von g an der Stelle (£, 0) lautet nun (mit 7 = %)

gw'ﬂ=g@°m+%ﬁ+g%r+Qm
Qk (g,uv u,u u + 2 Iuv u/t u + i u uv)

’ il e tz ¥
-+ ';_T Z(gytuu+ iz WUy + g,u't'u;z + gﬁ?u,u) -+ §‘ (yt‘t +2 ez T g?"i) .

Die zweiten Ableitungen sind an einem Zwischenpunkt ({*, 7*) zu nehmen,
fir den |{*— {0 < [2"— {9 und |v*| = |7] ist.

@, ist die komplexe Darstellung der entsprechenden reellen quadratischen
Form in den Verinderlichen (xy, . . ., 25, 7).

Wird in @, F = 0 gesetzt, so fillt die zweite Summe fort. Der Koeftizient
vont2wird 2 (@, B + @5 E). Man bestimme E so, daB ¢% E + ¢ - E positiv ist.

Werden in der ersten Summe die 9. durch die an der Stelle {' = % v= 0
zu bildenden ¢9, ersetzt, so ist die resultierende Form in den neuén Verinder-
lichen (27,2, ..., 2, %,) nach Voraussetzung positiv definit Die durch die
Spezialisierung F = 0; g,,= ¢%, usw. bei festem E mit ¢2- £+ ¢ - E > 0 aus
(), entstehende Form

R= 2@ vy + 295w, @ + g W, - B) + A7 (g E + ¢} - )

ist daher positiv definit. Nach dem Hilfssatz gibt es ein § > 0, so daB fiir
Pl < 8; |t| < d; [2f— (Y <& und daher |[{F— 0| < 8; |t*| < O auch @,
positiv definit ist.

Nachdem B festgelegt ist: (p,,, +E + ¢3+ E > 0, bestimme man nun ¥ so,
daB erstens ¢? + g2 = ¢f F + ¢ - F = 0 und zweitens |F| < d ist. Dann folgt
g(2,7)>01in |2 — ,| < 8; |t} < 6 auBer in #'= (9; v= 0. Das ist die Be-
hauptung.

Satz C. Ist die Voraussetzung (v) erfiillt, ferner @ (% =0 und ¢g=n—1p,
so gilt: Jedes p-dimensionale analytische Flichenstiick ¢® durch [° schneidet
@ >0.

Beweis. Nach Satz B trifft die Schar ¢-dimensionaler Flichen

et n—1 ‘L’l‘eell:
E.ksfn_%‘ a”(ce)u“—~zl’bﬂvup%=Eﬂ; {[Tl <4é

ui“—'%’d}m-u”:(); k=q+ 1,...,1&-'—1

&, E,0) =
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die Punktmenge n (Jz;— L% < 8) n (¢ < 0) nur in (£° 0). Der Schnitt von

g” mit u, = = U, _1= 0 (fiir ¢g=n—1 fallen diese Gleichungen fort und
es ist g? selbst zu betrachten) ist eine analytlsche Menge, deren Komponenten
mindestens eindimensional sind. {9 ist innerer Punkt jeder Komponente g,.
Es ist £({% = 0. Daher muB k(g,) entweder identisch Null sein oder auch
beliebig kleine reelle Werte annehmen (Satz 1.4). Es gibt also einen Punkt
Cw € Gu; Cx+ £%und ein reelles 7, (0 < |7, | < 8) 80, daB E k(4) = E 72. Daraus
folgt, da %7y, £, 0) den Bereich ¢ < 0 nur in {0 trifft, ¢ (£,) > 0.

Folgerung fir die Einzigkeit der Fortsetzung.

Satz C hat wichtige Konsequenzen. Zu ihrer Ableitung ist es notwendig,
(v) durch die natiirliche Forderung (v*) zu ersetzen, dall wenigstens eine der
ersten Ableitungen von ¢, nicht gerade g,, ungleich Null ist. Satz C bleibt
dann richtig. Es seien nun in G zwei reelle Funktionen gegeben: ¢,, g,, auf
die (v*) zutrifft. g, g, seien die Indizes im Punkte {° mit ¢, ({% = @,({%) = 0.

Satz D. (Einzigkeit der Fortsetzung). Es sei @(L% = @,(% =0 und
@i+ @+ k=2 2n, weiter U eine Umgebung von (°. Endlich seien g¥ und gk
in U analytische Mengen. Dann gilt: Stimmen g& und g in Un (¢, >0) N
N (g > 0) iiberein, so gibt es eine volle Umgebung Uy von (%, in der g¥ = gk ist.

Beweis. In einer passenden Umgebung U, von £° 4Bt sich g¥ (und ebenso
g%) als Vereinigung irreduzibler Komponenten b%, . . ., bf darstellen, die alle £°
als inneren Punkt enthalten. Es geniigt zu zeigen, daB jedes b in (¢, > 0)n
(@g > 0) eindringt.

Nach Satz A gibt es eine Fliche * durch (° welche ¢, < 0 nur in (°
trifft. Da ¢,< n—1 ist folgt aus ¢,+ ¢,+ k = 2n die Ungleichung ¢, + & —
—n 2 1. Die Dimension des Schnittes ® von § und b ist wenigstens gleich
@i+ k—n=1. Es ist aber py=n—g, <q,+ k—n. Die Dimension von ®
ist also mindestens p,. Daher schneidet ® nach Satz C auch @,> 0. Anderer-
seits ist {° der einzige Punkt auf ® in ¢, < 0; und 9 ist nicht nulldimensional.
Infolgedessen dringt ® und dann auch b in (¢, > 0) N\ (@, > 0) ein.

Fiir die Anwendungen ist es bequem, diesen Satz auf mehr als zwei Hyper-
flichen von einer besonderen Art zu erweitern. Wir legen den Raum von

m = n + s Vertinderlichen (wy, ..., w,, 2,...,%,) zugrunde. Dort seien s
Hyperflichen der Form
Ps = wa'wo'—' 'P(zp 21, DRIETE ) Zﬂ) =0
gegeben, jede (in allen Punkten) vom Index n. P=(af,..., 02,20, ...,¢0)
mit ol 0;0=1, ..., s sei ein Punkt auf ¢,= -+ - = @, = 0 und U eine Um-
gebung von P9,
Satz D', g¥ und gt seten in U analytische Mengen, die beide die Ebene
— 8= =2—0=0 nur in P° treffen. Weiter sei k =s. Dann gilt:

Ist gt =gk in Un N(@,> 0), 0 gibt es eine volle Umgebung U, von P°, in
1
welcher gt = gk ist.
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Beweis. Es geniigt wieder, die Behauptung fiir irreduzible g¥, g§ zu be-
weisen, die durch P° gehen.

Zu jedem @,=0 gibt es eine (n + s— 1)-dimensionale Flidche F™~1!
(m=n + 8), die g, < O nurinder Ebene z;— {{ =+ + = 2,— {} = w,— o, = 0

s—1

schneidet. Der Schnitt F = n "~ ! hat die Dimensionn + s—¢ + 1=n +1
1

g1

und trifft U (¢, < 0) nur auf z,— (= -+ = 2,— {§ = 0. Also hat jede Kom-
1

ponente von F N g¥ mindestens die Dimension k— 8 + 1 = 1. AuBerdem trifft
F gt die Ebene 2,— (0= -+ - = 2,— {3 = O nur in PO Jede in P® irreduzible
Komponente b von F N g¥ muBl dann ¢, > 0 schneiden [Beweis wie bei Satz C:
&™ ~! hat eine Darstellung

"

E'kz(wswaa)mzaﬂ(Po)(zu Zb ,,(Z )(zﬂhcg)=0
1

Die Funktion ¥ mufl auf b entweder identisch verschwinden oder auch be-
liebig kleine reelle Werte annehmen. In beiden Féllen weist ) Punkte aus
@, > 0 auf. Denn die Flichen K -k = E1* (t reell, |t| < §) treffen ¢,<0
nur in2;— (0= -+ = 2z,— {3 = w,— a,= 0 und b liegt nicht auf dieser Ebene.
b trifft ja die Ebene z; — {§ = « + - = 2,— {3} = 0 nur in P°,da das sogar g} tut.],
b dringt also notwendig in ¢,> 0 ein.

8
Jede Komponente von g¥ oder g§ dringt daher in rl] (@s> 0) ein. Daraus

folgt die Behauptung.

Zusatz zu Satz D. Ist nur eine Hyperfliche gegeben, so ergibt sich ganz
ahnlich

Satz Dy. (° sei ein Punkt auf ¢ = 0, U eine Umgebung von {® und g%, g% in
U analytische Mengen: ¢t = gt in U (¢ > 0). Ist nun g + k = n, so gibt es
eine Umgebung U, von (9, in der g = gk ist.

§ 4. Lokale Fortsetzung.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Fortsetzung analytischer Mengen des
z-Raumes. Die Voraussetzung ist immer, daB die Dimension k¥ mindestens
zwei, die topologische Dimension also wenigstens vier ist. Die Grundlage ist
die lokale Fortsetzung.

Satz 1 (lokale Fortsetzung). (° sei gewdknlicher Punkt der Hyperfliche

=0, Esseinz=z3;2sk=sn—1undq+k=n+1 (qist der Index von
Z @5 %, auf der Ebene 3 ¢hu,= 0). Weiter sei U eine Umgebung von [°
und g* eine in U = U N (¢ > 0) analytische Menge der Dimension k. Dann gilt:

1. Esgibt eine Umgebung U, von (® und eine inU , analytische k-dimensionale
Menge gt , s0 dap gt = g* in UNU,.

2. Ist Uyy eine weitere Umgebung von (° und gk, eine in U,y analytische
Menge der Dimension k, welche in U N Uy mit gt iibereinstimmt, so gibt es eine
Umgebung Uy von L9 in der gk = gk, sst.

Kurz: Es gibt genaw eine lokale Fortsetzung von g* in £
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/’ Vorbomerkung zum Beweis. Der erste Teil des Beweises (1.—4.) ist eine
Verbindung der Ergebnisse von §2 und §3. Unter 1. wird eine Faser —
"% genannt — konstruiert, welche {° enthidlt und die Eigenschaften hat:
(1)@»* trifft ¢ < Onurin 7% (2)F** trifft g* héchstens in isolierten Punkten.
Unter 2. und 3. wird §** zu einer Faserung Z,y = U F (7)) € Ty und Z,,
= U §& (1)t ¢ T von Gebieten Z,,, Z, ergiinzt. Z, liegt in ¢ > 0, Z,, umfallt
Z, und enthiilt den Punkt £°im Inneren. 7'y, ist die Regularititshiille von 7',.
Die Faserung ist fiir jede Komponente g, von g* N Z, zulissig. Aus Satz 2.5
folgt dann, daB jedes g, eine in Z,, analytische Erweiterung g} besitzt.

Im zweiten Teil wird gezeigt, daB g, ~ U, in der Vereinigung der g¥ ent-
halten ist. Das ist nicht selbstverstdndlich. Denn Z, ist nur ein Ausschnitt
von ¢ > 0. Es wiire denkbar, dafl g* N\ Z, leer ist. Dann wiire gar nichts be-
Lfviesen.

1. Beweis von (1). 5,, d3,, d seien die in Satz A, § 3 vorkommenden Zahlen

n
und U= n (|2:—£?| < ), so daB die Ergebnisse von § 3 unmittelbar benutzt

werden durfen Alles soll sich in U abspielen. Wir nehmen an, daB ("0) + 0
ist.

1. Nach Hilfssatz 4 (s. u.) fixiere manb,,,.d,, : |b,,—8,,] < 8; |d,,—d5,| <
s0, daf} die (n — k)- dlmensmnale Flache

"=t -za (2%, —~Zb wtly = 03 %= 2,— L
W‘kz n—1
wy=3 djup=0;j=n—k+1,.. . ,n—1
1

die Menge g* nur in isolierten Punkten — falls iiberhaupt — trifft. Da g = u —
—k + 1 ist, liegt F*auf FI({0 ', d') = (up= -+ = uy, ;= 0) und schneidet
daher U (@ < 0) nach Satz A nur in {°.

Vorbemerkung zu 2.—4. Die df, seien so gewihlt, daB die Determinanten
ldizl (6, k=1,..,n—1) und |d, | (¢,0=n—k+1,...,n—1) ungleich
Null sind (vgl. Beweis des Hilfssatzes 4, SchluBl). Dann schneidet der Poly-

n—k
zylinderf;] {lu,| < A) aus jeder Fliche wj—c;=0 (j=n—k+1,...,n) ein

einziges Glebiet heraus, die ,,Faser &"* (¢')*. Die Flichen und die Fasern sind
(n — k)-dimensional. — Ist C'= 2§, so liegen R und D (vgl. 2. und 3.} in

%([uj < 0). Infolgedessen sind Z, und Z,, ganz in nn(luil < O) enthalten
(vgl 4.). Dle Faserung genugt also der Bedingung (3), 2 21 in bezug auf den
Polyzyhnder n ((u,[ < A)n n (Ju,| < C). Die Voraussetzungen des Satzes 2.5

Emd erfiillt. -
2. 8(4) sei der Polyzylinder rl](lu,l < 4) und R(A4) sein Rand. Wir

setzen r= n-—k + 1. Man bestimme nun 4 so, daB auf (u)= -+ - = 4, = 0;
R(4)) kein Punkt ven g* liegt.
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(Ug=+ - =y 1= 0) legt auf F?({% b, d') und trifft daher Un (p <0}
nur in £ Infolgedessen gibt es ein B > 0 so, dafl (up=: -+ = u; 4=0;
lujl = B;8(A4)) in U= U~ (¢ >0) enthalten ist. AuBerdem mége auf (u,
= re= = 0; {u,] = B; R(4)) kein Punkt von g* liegen. Dann 1i8t sich
ein d, fixieren, so daf

R={lupP+ +++ + [up1]® < &; B— < u| < B+ 65 (4 + 6)}
inU = Un (g > 0) enthalten ist und auBerdem g* das Gebiet R N {8 (4 + ;) —
—8& (4 — §;)} nicht trifft. In R ist g, analytisch.

3. SchlieSllich bestimme man 74(0 < 7y<d) und & gemiB Satz B und

zudem so, daB |E1§| < 6, Es sei a= E7p. Darauf mache man £> 0 so
klein, daf gilt:

3.) e aft [ a4 <
liegt in
fupl®+ Jup g |24 -+ Jupaf?< 6y
(32) © = {uh—alt+ [y [+ -+ JulafP< e [u] < B+ 8y B(A + 6}
liegtin U= Un (¢ > 0).
(3.2} ist erfiillbar, da nach Satz B die Fliche (uy= a;u,_;= '+ = 4, 1= Q)

das Gebiet U N (@ < 0) nicht trifft. Dann ist also g* auch in ® analytisch.
4. Infolge 2. und 3. ist g¥in Z,= (R D) N §(4) analytisch und schuneidet
das Gebiet (8(4 + &) —B(4 — &,)) nicht. Es sei weiter

Zys = {ug|?+ -+ + g 1|2 < &5 |wg] < B+ 65 3(4)}-

Als Fasern () werden die (n — k)-dimensionalen Flichen

Up(2) — Ty = = U (2) — 7, = 0; (2) €3(4)
eingefiihrt. Es ist dann Z,, = UF ()16 T s und Z,=UF @)/t Ty mit
Taw=(Tal>+ -+ + |1pa]® < &5 ] < B+ 6y)

und
To=(Jrg|?+ -+ |1yl < &; B—d1< |5| < B+ &) v
V(g —aft +t2 + o+ T ? < &5 Tl < B4 4.

Offenbar liegt jeder Punkt von Z,, auf einer und nur einer Faser. Die Fase-
rung ist fiir jede Komponente g, von g* N Z, zulissig. Ty, ist die Regularitits-
hiille von 7',. Fiir jedes g, sind nun die Voraussetzungen des Satzes 2.5 er-
fisllt. Es gibt daher eine in Z,, analytische k-dimensionale Menge g¥, so daf3
8% N2y = g, ist. Die Vereinigung g% der g¥ ist in Z,, analytisch, k-dimensional
und es ist gk N Z, = g¥ N Zy.

5. Zum vollstindigen Beweis der Behauptung (1) ist noch zu zeigen:
Es gibt eine Umgebung U, von {9 so daB gt = g* in U N\ U, ist.

Zum Beweis ziehen wir die Flichen

n—1 n—1
h;b(z; C)= hn——*ZI‘ a’y(C)hy*;b;ﬂvhpkﬁt: 0; hp= zp‘_'ty
3'(C)= n-—1
Bi(z; )= dyh;j=r+1,..,n—1; r=n—k+1
1
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heran. Ist nun ! > 0 klein genug, so liegt fiir jedes { aus U,= N ([{,— &I < )
die Punktmenge
80 = {h' r=hy=0; [k =B
O= g+ + 1< 4

innerhalb
R {]u,’,[” +oree Uy q2< 8y B—O<u <B+ 4
gl ot < A+ 8.
Denn in jedem Gebiet des z-Raumes gilt gleichmaBig lim ), (z;() = u,, da
Lt

1o
b= 2,— C,; u,= z,— (5 und a,({) stetig ist.

Daraus folgt sehr leicht die Behauptung. Denn jede auf F7({) gelegene
nicht nulldimensionale analytische Fliche mufl §({), also erst recht R schnei-
den (vgl. Satz 1.3, § 1). Nun liegt &7 () auf Fo(¢, b, d'), somit — fiir ¢ (£) > 0—
ganz in @ > 0 (Satz A). Sei Uy= U, (p > 0) und { aus U,. Liegt  auf g*,
80 ist jede Komponente von g* &7 ({) wegen r + k= n + 1 wenigstens ein-
dimensional, trifft also R. Infolgedessen liegt { auch auf g¥. Umgekehrt:
Liegt £ auf g*, so ist jede Komponente von g¥ N () mindestens eindimen-
sional, schneidet daher R. Folglich liegt { auch auf g*.

I1. Die Behauptung (2) folgt sofort aus Satz D,.

Es steht noch aus der

Hilfssatz 4. Es gibt Zahlen b),,,d,, (|b;,,— 8, < 6; |d,,,— d%,| < 8), so daB
die analytische Fliche

n—1 -1
'u,;,-: u”‘—‘zl‘ ay, (Co)uy’_‘gl\:‘b;wu;tuv: 0; U; = ZZ—C?
FrF= n—1
ug.zzdj'kukxo; j=n—k+1,..., n=n
1

die Menge g* nur in isolierten Punkten schneidet.
Beweis. 1. Fiir y = v sei b),,= b, sonst b, ,= b, + b,und d,,=d%,+ d,,
Weiter werde gesetzt
n—1 71

h,,(z,b’):u.n——zaﬂ %) u, ~—)_,b u, w, = hy— Z'b, ul

ur %p

hi(z, d') = Zd?kukwh‘}»i—%:d,u

Die Zahlen b,, d;, sind noch zu bestimmen.
2. Der Schnitt der Fléche A _; .= --* = h)= 0 mit dem Rand von

%
U =N (|z;— &% < 6) sei 8. Man lege Zylinder Z,, . . ., Z; so fest, daBB V = U Z;
1

in ¢ > 0 liegt, § ganz in V enthalten ist und g*in V die Vereinigung nur endlich
vieler irreduzibler Komponenten g¥, . . ., g% ist. Weiter sei S (b’, d') der Schnitt
von§ (', d') = {hy—r+1(2,d) =+ - =hy_1(2, d')= h, (2, b’) = 0} mit dem Rand
von U. Ist & > 0 geniigend klein und |b,| < &; |d;,] < ¢, so liegt S (¥, d)
ganzin V.
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3. Jede nicht nulldimensionale Komponente des Schnittes von g* und
F (b, d’) muB den Rand von U schneiden, also in ¥ eindringen (Satz 1.3).
Es geniigt somit dafiir zu sorgen, daB ¢*N\F (b, d’) in V nur aus iso-
lierten Punkten besteht. Daher brauchen nur die gt (vgl. 2.) betrachtet zu
werden.

4. Die Fliche h,(z, b') = 0 schneidet u,= -+ += %,_,= 0 nur in 4=+ - -
= u,= 0. Also weist jede auf h,(z, b') = O gelegene analytische nicht null-
dimensionale Fliche Punkte auf, fir die |42+ -« * + |%,— 4|2 > O ist. Ferner

benutzen wir, daBl eine analytische Funktion % auf einer irreduziblen analyti-
schen Fliache b* der Dimension 4, wenn sie dort iiberhaupt Null wird, entweder
identisch verschwindet, oder aber (b= 0)N\b* eine analytische Menge der
Dimension 4 — 1 ist22),

Man wihle auf jeder gt einen Punkt P,= (u,..., up), fiir den {ug|2+-+-+
+ |tup—4|% > 0. Dann konnen die b,(|b,] < &) offenbar so fixiert werden, daB
by (P,, b') % 0 ist. Infolgedessen ist der Schnitt von U gt und &,(z,6') = 0
(k — 1)-dimensional.

Darauf werden die d,; so bestimmt, da8 (h,(z, ') = h,;(2,d)=0)
N U gt (k— 2)-dimensional ist. Das geht wie oben. Fihrt man so fort, so er-
niedrigt sich die Dimensionszahl bei jedem Schritt um 1.

Die d konnen in der Umgebung eines beliebigen Punktes gewiihlt werden.

Es ist zweckmifig, den Satz auf mehrere Hyperflichen zu erweitern.
Dazu seien im (wy, . . ., w,, 2y, . . ., 2,)-Raum Hyperflichen der Form

@ (Wy, Wy, 2, 2) = Wy — Y52, Z1y o+ v s Zy) =0, 0=1,...,8

gegeben, die sich im Punkte P%= («° (% schneiden. Der Index aller @,= 0

in P soll % und w9 = af = 0 sein. U sei eine Umgebung vom P° und U = U N
8

N{g.> 0).
1

Satz 1a: Es sei g* eine in U analytische k-dimensionale Menge, welche
auf der Ebene w,— 2= --+= w,—z,= 0 liegt. Ist weiter £ =s + 1, so
existiert in P° die lokale Fortsetzung von g* und ist eindeutig bestimmt. Es
gilt also:

1. Es gibt eine Umgebung U, von P? und eine in ihr analytische Menge g%,
so daB gk = g* in U N U,.

2. Ist Uy eine andere Umgebung von P° und g%, eine in ihr analytische
Menge, fiir die g&, = g* in U n Uy, so existiert eine Umgebung Uy von P,
in welcher gk = g&,.

3. gk liegt auf w,—2; =+ + + w,—2z,= 0.

Beweis. Wird Satz A auf alle ¢,=0 und Satz B auf ¢,= 0 angewendet,
so findet sich: Es gibt eine §-Umgebung U von P%= (a®(% — es sei
= (2%, ..., % — eine Zahl E < 0 und Zahlen 8, ,(#,v =1, ..., n) so,daBl
fir alle &,,, ,, welche der Bedingung |b,,, ,~— 8%, ,| < & geniigen, gilt:

) Vgl. [12], S. 132, Satz.
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s
1) Ist P = {a, {) ein Punkt aus N (@, = 0), so trifft jede Fliche
1

hpid(Py D)=+ =Dy, (P, b)=0 mit
P,b == Lid n
TEDT o (P.0)= (000 2 00 (P 5 ) = X b = 5 (i L)
8
den Schnitt vonw, —2z; =+ + = w,—2z,=0und U " U (¢,= 0)hochstensin P.
1
2) Ist 0 < v < 6, 8o trifft ky, (PO,5O) = + - = by, (P%5% = h, ., (P°,b%)—
&
— E 7%= 0 den Schnitt von wy; — 2, =+ =w,—z,=0 und Un U (g, = 0)
1
iiberhaupt nicht.
Da g* auf der Ebene w; — 2, =+ * + = w, = 2, = 0 liegt und deshalb die Ebene
2 — 0= =2,—{% = 0 nur in P°= («° (%) schneidet, kénnen d&hnlich wie

beim Hilfssatz 4 Zahlen b, (b}, s—%, 0 <8) und d},(d,,— a4l < é:
8 =1; 8, = 0, u =+ v) bestimmt werden, so daB

’ . .
u;z+1= =y =0; m=n+ s; u;zira: n+a(Po9bl)

gm——k: n
“;'=41‘Td;k(zk——52)=0; j=m—k+1,...,n

die Menge g* nur in diskreten Punkten trifft. AuBerdem mogen die Deter-
minanten |dj;| G, k= 1,...,n) und |dj,| (¢,0=m—k-+ 1,..., n) ungleich
Null sein.

Im Beweis zu Satz 1 ersetze man nun n durch m = n + s, sodaBB r = m —
— k-1 ist, und erkidre. u;, durch w, .= A, ,(P%0) (c=1,...,5):

uj = f‘ djptzy— (% (j= 1, ..., n). Im iibrigen kann man nun formal genau so
wie ulnter 1.—4. verfahren. Dabei ist jedoch folgendes zu beachten: Zwar
liegen die Gebiete R und ® jetzt nicht in U = U~ rs] {(@s > 0). Trotzdem ist
g" in R U P analytisch — und das allein ist wichtig ~—1, da die Schnitte von R
und ® mit der Ebene w, — 2=+ = w,—2,=0in U= Un E] (g, > 0) ent-

halten sind. Man bekommt so wieder eine in Z,, analytische k-dimensionale
Menge g%, fiir die Z, N gk = Z, N gk ist.
Unter 5. sind jetzt statt der §r({) die Flichen

hn+1(P>b’)= Tt n+s(P’ bl):‘ 0

F(P)= h,-(P,d’)=£'d,"k(zk~Ck)= 0;j=r+1,..,n

8
fiir P aus N (@, > 0) zu nehmen. Wieder ist zu bedenken, daB zwar §"(P) N\ U,
1

&
nicht in [} (@, > 0) liegt, dies jedoch fiir den Schnitt von Fr(P) N U, mit der
1
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Ebene w;—z, =+ -+ = w,—z,=0 gilt. Auf dieser Ebene liegt g*. Aber auch
gt liegt auf ihr. Denn g% ist aus g* durch analytische Fortsetzung ent-
standen. Dabei bleiben die Identititen w,—z,=0 (¢=1,...,3) auf jeder
Komponente erhalten. Infolgedessen bleiben die Schliisse von 5. giiltig.
Anmerkung. Auch beim Beweis des Analogons zu Hilfssatz 4 hat man
geringfiigige Anderungen anzubringen. Man geht aus von der Fliche &m—*
und verfihrt zuniichst wie frither. Dann aber ist § zu erkliren als Schnitt von

B p41=""=h%= 0 mit dem Rand von Un (wy—z ="' = w, —g,=0)
und entsprechend S(’, d’) als Schnitt von F(b’,d’) mit dem Rand von Un
NA(wy—2 =+ + = w,—2,=0). Sonst geht es wie frither.

Dieser Satz wird zur Untersuchung der analytischen Mengen des z-Raumes
wie folgt benutzt. Es seien s Hyperflichen g, =2,2,— y(21,%, ..., 2,,%,)= 0
gegeben, und {0 & 0. Fiir sie soll gelten: Der Index der Hyperfliche im (w, 2)-
Raum ¢f = w, W,— %(21, %, - . ., %0, %,) = 0 ist in allen Punkten gleich n. In
Zukunft haben wir es nur mit solchen @, =0 zu tun. Sie mogen ,,normal*
heiflen.

Satz 2. Die @,==2,2,— %(21,%, - . . %, Z;) = 0 seien normal. Ferner sei {°
mit (340, 0=1,...,8 ein Punkt auf ¢;= - = @,= 0, U eine Umgebung

8
von % und U = Un N(p,>0). Endlich sei g* eine in U analytische Menge
1

und k = s + 1. Dann existiert in [° die lokale Fortsetzung von g* und ist ein-
deutig bestimmd.
Beweis. 1. Man ordne g* die Menge ®* des (w, z)-Raumes:
Gk = (wy—2z ="+ =w,—2=20; (2) €g¥)
zu. Setzt man ¢f = w,W,— Y (21,7, - - +» %, %), 80 treffen auf sie und eine
Umgebung des Punktes Po= (), ..., 0% &Y, ..., {0) die Voraussetzungen des
Satzes 1a zu. Also gibt es eine Umgebung U, von P° und eine in ihr analyti-
8

sche Menge %, fiir die &% = &% in U, = Uy rl] (¢* > 0) ist. Jede Kompo-

nente ®, von G trifft U,. AuBerdem liegt &% auf (w; —z;= + -+ = w,—2,=0).

2. &, trifft die Ebene z,—{{=-++=2,—(0= 0 nur in P% In einer
Polyzylinder-Umgebung U = (U,, U,) von P® besitzt &, nach dem Ein-
bettungssatz eine Einbettungsmenge &} mit einer Darstellung

®) = (w,—2= = w,—2z,=0; (2) € g;; ¢ analytisch in U,).

Die Komponenten von &) bekommt man offenbar, indem man g, in seine
Komponenten zerlegt. &, selbst hat dann eine Darstellung
6, = (w,—z, ="+ = wy—z,=0; (2) € by; b, analytisch und irreduzibel in U,).
Die Vereinigung der b, ist die gesuchte Fortsetzung von g*. Denn nach Kon-

8
struktion umfaBt sie U, N g* und ihr Durchschnitt mit N (g, > 0) ist in g*
1

enthalten.

Ahnlich geht aus § 3, Satz D’ hervor

Satz D', Es seten s normale Hyperflichen @, =2,%,— x(2, %, . . ., 20, 5)=0
gegeben, (’ein Punkt auf @1=" = @,=0 und U eine Umgebung von (°.
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5
0%, gk seien in U analytische Mengen, welche in U= U N N (g,> 0) iiberein-
1

stimmen. Dann gilt:
Ist k = s, s0 gibt es eine Umgebung U, von Z° in der gk = gk ist.
Anmerkung. Bei einer normalen Hyperfliche 2,2, — y(21,%;, . . ., 2y,%,)= 0
kann die linke Seite nicht in Wahrheit unabhingig von z, sein. Das ist leicht
zu sehen. — Es ist méglich und erlaubt, dal N (@, > 0) etwa der Durchschnitt
der Auflengebiete zweier Kugeln ist, die sich in {° berithren und sonst punkt-
fremd sind. U — U ist dann nicht zusammenhiingend. Das spielt keine Rolle.

§ 5. Fortsetzung im GroBen.

Im folgenden werden mehrere Hyperflichen ¢ = 0 betrachtet. Sie sollen
alle zweimal stetig differenzierbar sein und nur gewdhnliche Punkte haben.
Die Bedingung (v*) ist dann erfiillt. Jedem { auf @ = 0 ist ein Index ¢({)
zugeordnet, der Index von X ¢,5(0) w, %, auf 2 ¢, ({)w,= 0. Als ,Index
von ¢ = 0° wird das min ¢({) auf ¢ = 0 bezeichnet. Aus den Sétzen D und D’
ergeben sich zwei Aussagen, die fiir die Fortsetzung im GroBen niitzlich sind.

Hilfssatz 5.1. Voraussetzungen. 1. @ sei die Vereinigung von ! Hyper-
flaichen ;=0 und g; der Index von ¢;=0. Es sei g, + k = n. Die Ver-
einigung der AuBlengebiete ¢, > 0 heifle 4.

2. M sei eine abgeschlossene Punktmenge auf @.

3. Jedem { ¢ M sei eine Kugel U({) und eine in U{() analytische Menge
g*({) zugeordnet, und zwar so, daB in 4 die Vertriglichkeitsbedingung:
g8 (8= g¥({") in U YN U(")yN A erfillt ist. Dann ist also gé= U g*({)
einein 4 ~ U U ({) analytische Menge.

Behauptung. Es gibt ein Gebiet B, welches M im Inneren enthilt, und
eine in B analytische Menge g%, so daBl g = g* in B 4 ist.

Anmerkung. Da stets ¢;<n— 1 ist und natiirlich auch k¥ < n —1 sein
soll, so folgt aus ¢;+ k= n + 1,daB » = 3 und k = 2 ist. — Der Satz ist etwas
allgemeiner gefaf3t, als man ihn hier braucht. Aber der Beweis wird nicht er-
schwert.

Beweis. 1. Zu jedem P ¢ M fixiere man eine ganz in U (P) gelegene Kugel
U’ (P). Da M abgeschlossen ist, gibt es Punkte P, .. ., P, so daB M innerhalb
B =U'(P)v---VU(P,) liegt. Es sei g,=g"(P,)nU'(P,). Die Ver-
einigung der g/, stimmt in B’ n 4 offenbar mit g* iiberein.

2. AuBerdem aber geniigen die (g}, U'(P,)) in einer vollen Umgebung B
von M den Aquivalenzbedingungen.

Zum Beweise sei ¢ ¢ M ein Punkt des abgeschlossenen Durchschnitts von

15+« Uy (jedes U, ein U’'(P,)). Dann existiert eine Umgebung V(Q), in
der die beteiligten g(P,) miteinander iibereinstimmen.

Denn @ liegt, da U’(P,)c U(P,), im Inneren aller beteiligten U(P,):
alle beteiligten g(P,) sind also in einer Umgebung V’(Q) noch analytisch.
Sie stimmen ferner in V'(@) N 4 paarweis iiberein. Nach Satz D, gibt es eine
volle Umgebung V(Q), in welcher sie gleich sind. V(@) sei so klein, dal
V(@ n U’ (P,) = 0 fiir alle nicht beteiligten U’ (P,) ist.
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Sei nun B der Durchschnitt von B’ und der Vereinigung der V(@) fiir
alle Q aus M. Es ist zu zeigen, daB g; und g;, in ®,, = U'(P)nU'(P,)N B
iibereinstimmen. Das ist jedoch klar. Denn jeder Punkt R € ®,, liegt in einer
Umgebung V(¢) um einen Punkt @ aus M. Und in V(Q) stimmen g*(P;)
und g*(P;) miteinander und mit g; und g;, iiberein.

3. Aus 1. und 2. folgt, daB die Vereinigung der g, in B eine analytische
Menge gt bildet, welche in B 4 mit g* iibereinstimmt, w.z.b. w.

In dem nun folgenden Hilfssatz werden !-s Hyperflichen w;,- @;,—

-- 9(2,2) = @1,= 0 betrachtet. Essei ®, = N (¢,;,> 0), also der (bei festem 1)

o=1

von den @,,=0 begrenzte Durchschmtt der @10.> 0. Weiter sei 4 nun die
!

Vereinigung der ®,, also 4 = U Q;— U ﬂ (@10>0).
A=1a=1

Hilfssatz 5.2, In den Voraussetzungen des Hilfssatzes 5.1 sei jetzt @ die
Vereinigung der [ - s normalen Hyperflb;chen @10 =0. Weiter sei ¢;,=n und

s < k. SchlieBlich sei 4 = U ﬂ (‘;0,10> 0). Im iibrigen braucht weder an

A=10=1
der Voraussetzung von 5.1 noch an der Behauptung etwas geindert zu
werden.

Der Beweis geht genau wie oben. Nur wird statt des Satzes D jetzt Satz D"
henutzt.

Satz 3 (sternartige Gebiete). Das Gebiet G sei beschriankt, sternartig und
ganz in G enthalten. G werde von 1 Hyperflichen ;=0 begrenzt, und zwar so,

1
dafi G = N (@y< 0) ist. Die ¢, sollen der Voraussetzung (v*) geniigen und die
=1

Indexrelation g; + q; +k = 2 n fir jedes Paar i, befriedigen. g* sei eine in
&' — G analytische Menge (k = 2). Dann gibt es eine und nur eine in G’ ana-
lytische Menge gk, welche in G'— G mit g* iibereinstimmt. Jede Komponente
von & enthdll mindestens eine Komponente von g*.

Anmerkung. Aus ¢;+g¢;+k=22n und ¢;=<n—1 folgt ¢; +kz=zn+ 1.
Also darf im Beweis auler Satz D auch der Satz 1 benutzt werden. Ferner
folgt aus g;=¢;=n—1 und k = 2 wieder ¢; + ¢, + k = 2 n. Ist das Gebiet &
also nur von Hyperflichen mit dem Hochstindex berandet, so sind die Be.
dingungen erfiillt. Aber die Hyperflichen brauchen nicht den Hochstindex
zu haben, auBer fiir n = 3. @ braucht also durchaus kein Regularitiitsgebiet
zu gein, wenn n > 3 ist,

Beweis. a) Existenz.

1. Der Ursprung 0 sei Mittelpunkt des Sterngebietes ¢. Durch die Ab-
bildung 2’ = r -2 (0 < r < 1) gehe G in G(r) iiber. Wird ¢’ = ¢; (—i—) gesetzt,

s0 igt Q(r) = n (¢§? < 0). Der Index von ¢’ = 0 ist derselbe wie der von
a=1

®3= 0. Fiir je zwei der Hyperflichen ist die Indexrelation also erfiillt.
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2. Es ist zunichst zu zeigen: Zu jedem r(0 < r < 1) gibt es eine in G’ —G(r)
analytische Menge g(r), so da8 g(r) = g*in @’ —G(r). Kurz: Die Fortsetzung
existiert in Q'— G(r).

Gesetzt, diese Behauptung sei falsch. Dann mufl es ein kleinstes »' > 0
geben, so daB die Fortsetzung g(r') in G' — G(#') noch existiert. Der Rand von
G(r') sei R.

2.1. Der Randpunkt R € R liege auf nur einer Hyperfliche ¢’ = 0. Dann
gibt es nach Satz 1 eine Umgebung U (R) und eine in ihr analytische Menge
g, 50 daB gp = g(r') in U(R) N (¢ > 0). Man mache U (R) so klein, daB in
U(R) fiir die iibrigen o gilt: ¢’ < 0. Dann ist also gg=g(+') im Durch-
schnitt von U (R) und @'— G{r').

2.2 B ¢ liege auf den Hyperflichen y,=0;...; x,=0 (jedes y, ein
@) und keiner weiteren. Dann gibt es nach Satz 1 eine Umgebung U’ (R)
und m in ihr analytische Mengen g,,, 80 daB jeweils g, = g (') in U’ (R) N (x> 0).
Die Mengen g; und g, stimmen daher in U’ (B) N (x;>0) (g, > 0) iiberein.
Nach* Satz D gibt es aber eine Umgebung U,; von R, in der g; = g; ist. Daher
existiert auch eine Umgebung U (R) (man sorge nur dafiir, daf§ U (R) im Durch-
schnitt aller Uy, liegt und daB fiir alle nicht beteiligten ¢? in U(R) gilt:
¢¢< 0), so daB alle g, in U(R) N (G"— G(r')) untereinander und mit g*(r')
itbereinstimmen.

2.3. Nach 2.1 und 2.2 gibt es zu jedem R auf R eine Umgebung U (R) und
eine in ihr analytische Menge g (R), so daf die Vereinigung der g(R) im Durch-
schnitt von G'— G(r') und U U (R) mit g*(+') iibereinstimmt. Nach Hilfssatz

ReR

5.1 existiert dann ein Gebiet B, welches R im Innern enthilt, und eine in B
analytische Menge g, so da gy=g*(r') in BN (G'— G(r')). Ist »'—r" >0
klein genug, so liegt G'— G(r"') sicher in B\ (@ — G(r")). Die Vereinigung
von g, und g*(r’) ist also eine in G'— G (r"') analytische Menge, die in G' —@
gleich g* ist. Das widerspricht der Definition von ¢,

3. Wegen 2. gibt es eine in ¢'—Q analytische Menge g,, die in @' —@
gleich g* ist. Nach der von REMMERT und StEIN?) bewiesenen Erweiterung
eines bekannten Satzes von THULLEN ) gibt es jedoch keine isolierten Singu-
larititen mindestens eindimensionaler analytischer Mengen. Infolgedessen
mufl g, auch in O noch analytisch bleiben. Die durch den Punkt O erginzte
Menge g., hat die von g& geforderten Eigenschaften.

Anmerkung. Den tiefliegenden zuletzt benutzten Satz kann man im vor-
liegenden Fall k = 2 vermeiden. Man betrachte die Kugeln

1= [2r—elP + |zgl® + - + 2P 2= 0
und

Pa=lort el + fggff + oo 4 [P —e?= 0 (£>0).
Sie beriihren gich nur'in 0. Es gibt eine Umgebung U (0} und dort analytische
Mengen g, und gy, sodaBg, =g, in U(0) N (¢,> 0); gg= g+ in U(0) N (> 0).

) Vgl. [13] und [16].
») vgl. [19].
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Da g, =g, in U(0) N (¢1> 0) N (@y> 0), so nach Satz D auch g, = g, in einer
vollen Umgebung U ,(0). In U,(0)— O ist aber nun g, = g, = g+ (vgl. auch die
Anmerkung zu Satz 2, § 4).

b) Gesetzt, es seien g%, gk, zwei in @ analytische Mengen und gk = gk
in @ —@G. Esist zu zeigen, daB g% = gt in G ist.

Angenommen, das sei nicht der Fall. Dann mufl es ein kleinstes ry> 0
geben, so daB gk = gt in G'—G(r*). Ist r,> 0, so muBl es dann einen Rand-
punkt B von G(r*) geben, derart, daB in jeder noch so kleinen Umgebung
von R gk + g*_ ist. Das steht im Widerspruch zu Satz D.

Ist 7, = 0, so kann man den gleichen Schiull anwenden. Es ist nur eine
Hilfskugel zu betrachten, auf deren Rand 0 liegt.

Daher muB gk = gk, in G’ sein.

Satz 3a. G, G seien schlichte Gebiete des z-Raumes, G ganz in G’ enthalter und G
sternartig und beschrinkt. G werde von - s normalen Hyperflichen ¢, , == 0 berandet,

i H
und zwar so, daff G=nN U(@;,<0). Bs sei 25 <k und s = 1. Dann gilt:
A=1 o=1
Ist g* eime in @' — @G analytische Menge, so gibt es genaw eine in G’ analytische
Menge gk, die in @' — G gleich g* ist. Jede Komponente von g& enthiilt wenigstens
eine Komponente von g-.
Beweis. Im Beweis zu Satz 3 ersetze man eine Hyperflache 99,1 = 0 durch

den Rand von U ((p,y < 0), die Gebiete gy < 0 (bzw. @y > 0) durch U ((p,y <0)

o=

(bzw. n (pro> 0)). Man stiitzt sich jetzt auf Satz D/, Hilfssatz 5.2 und Satz 2
o=1

statt Satz D, Hilfssatz 5.1 und Satz 1. Sonst geht alles wie frither. Auf die
Durchfithrung im einzelnen wird daher verzichtet.

Anwendung von Satz 3.
Die Voraussetzungen dieses Satzes sind offenbar erfiillt, wenn

n
=5+ a) sz —F (,f>0;1=12..,%)
i=1

n n
und @= N (p;<0) ist. Der Polyzylinder 8= (|z;} < 1) laBt sich durch
A=1 i=1

solche Gebiete G, welche ihn ganz im Inneren enthalten, beliebig genau approxi-

mieren. Also folgt
n

Satz 4. Sei § = n (Jaal < 1) und 8’ =N (|2 <1+ ¢), ferner g* eine in
1=

3’ —8 analytische M enge der Dimension k = 2.

Dann gibt es genau eine in 3’ analytische Menge gk, die in 3'—@ mit g*
iibereinstimmt. Jede Komponente von gt enthilt wenigstens eine Komponente
von gk,

§ 6. Konvexitit in bezug auf ¢g-dimensionale analytische Flichen.

Untersucht wird die Frage, fiir welche (zuniichst beschrinkten) Gebiete G*
die folgende Aussage richtig ist:

Math. Ann. 129. 9
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@ sei ein ganz in G’ gelegenes Gebiet. Die in G'— @ analytische irreduzible
Menge g* der Dimension k = 2 komme dem Rand von G’ beliebig nahe. Dann
existiert ein QGebiet Gy: GC G, ¢’ und eine in G’ analytische irreduzible
Menge gk, welche in @’ — @, mit g* iibereinstimmdt.

Eine jedenfalls ausreichende Bedingung fiir die Richtigkeit dieser Aus-
sage ist die ,,g-Konvexitit”, die eine Erweiterung der Regulidrkonvexitiit 25)
auf Systeme von Funktionen ist.

Definition. G ist q-konvex, wenn es zu jedem ganz in G gelegenen Teilgebiet
G, ein Zwischengebiet Gy : Gy Gy € G gibt, so daf gilt: Zu jedem Rondpunkt R
von Gy existieren s=n—q in G regulire Funktionen 3 ... 2, so daff

8
19 (R)] > 1 ist und Gy ganz in U (|| < 1) enthalten ist.
a=1

Offenbar ist ¢f genau dann reguldrkonvex, wenn es (n— 1)-konvex ist.
Ist G regulirkonvex, so ist es bekanntlich durch ganz in ¢ gelegene (beziig-
lich @). analytische Polyeder P approximierbar. Das sind Gebiete, zu denen [

1

in G regulire Funktionen f;, ..., f; existieren, so da P in N (|f;} < 1) ent-
i=1

halten und in jedem Randpunkt fir mindestens ein A': || = 1 ist. Analog
fuhren wir beziiglich G analytische ¢g-Polyeder ein.
Definition. Das Gebiet P G ist ein (beziiglich G) analytisches q-Polyeder,
wenn es l-s(s=n—q) in G regulire Funktionen ¢ gibt, so daf P in
I
N U (g5 | <1) enthalten ist und zu jedem Randpunkt von P fir mindestens ein

A=1g=1
Vgilt: g9 z1(0=1,...,9).
Auch hier gilt der
Hilfssatz. Jedes g-konvexe Gebiet  kann beliebig genau durch ganz in seinem
Inneren gelegene (beziiglich @) analytische ¢-Polyeder approximiert werden.
Der Beweis geht wie bei regulirkonvexen Gebieten. Zu jedem G, G gibt
es nach Voraussetzung ein Gp: G,€ Gj¢€ G, fiir dessen Randpunkte R gilt:
Es gibt eine Umgebung U(R) und s Funktionen f{,... f, so da8

8
Ife(U(R))} > 1 ist und G, ganz in U (|f§’| < 1) liegt. Man fixiere Rand-

o=

1
punkte R,, ..., R;, so dafi der Rand von G ganz in U U (R;) enthalten ist.
A=1

1 s
Setzt man f(l‘{; = g{, so gilt: Gpliegt ganzin P= N U (|g§?] < 1). Andererseits
A=1o0=1
liegt die @, enthaltende Komponente von P ganz in 6.

Das einfachste analytische Polyeder ist der Polyzylinder. Ein einfaches
beschridnktes g-Polyeder, das fiir unseren Zweck geeignet ist, erhilt man so.
Wir legen den Raum der » + [ - ¢ Veridnderlichen

A=1,...,1
(Wao,2)); 0= l,...,s
i=1..,n

%) Vgl. [3], 8. 72.
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zugrunde. Das g-Polyeder sei

1,8 1 E n
Iy p= {A ﬂ=1(|wza| < A)} a { N U (lwie < B} {Q(Ize" < A)}

A=10=1

mit 0< B< 4.

Es ist demnach der Durchschnitt eines Polyzylinders im (w, z)-Raum mit
einem unbeschrinkten ¢-Polyeder im w-Raum. Man kann es leicht auf die

frithere Form bringen, indem man z. B. |z,| < 4 durch U (|£7] < 1) (2,= 4 %)
1

ersetzt und mit den anderen Variabeln genau so verfihrt.
Analog zu Satz 4 erhilt man

Satz 5. Es sei A > A'>B> B'>0, also Il g€l 5. Ferner sei 28 =
k=2 und g* in Il  z— I1 4 5 analytisch. Dann gibt es genaw eine in 114 5
analytische Menge g%, welche in IT, g— IT 1+ g gleich g* ist. Jede Komponente
von gX enthilt wenigstens eine Komponente von g*.

Beweis. Bei zunichst willkiirlichem « > O bilde man die Funktionen

= |z|* + aZ laaf? + o lewwl“’
3O =
ls

Yis = W4l + “4:: |24]2 + °; 2 |wil?

,0=1

und mache nun «, § > 0 so klein, da8 fiir

n L8
‘l‘={r11(%—-A2+ﬁ<0)} n{ O (pao— 42 + B <0)}r\

Ac=1

i 8

n{ n u<w.,—82+ﬂ<0>}
A=1 o=1

die Beziehung I1, 5 € P € I1, p richtig ist. Das ist offenbar méglich. Jede

der Randhyperflichen ist normal. Weiter ist P sternartig. SchlieBlich kann

m 8

man P auf die in Satz 3a zugrunde gelegte FormP = U (y,, < 0) bringen,
p=1o0o=1

worin jedes y eine der Funktionen ¢, y ist. Dann sind alle Voraussetzungen

von Satz 3a erfiillt. Infolgedessen gibt es genau eine in9B analytische Menge g,,
welche in /7, p— P mit g* iibereinstimmt.

Die Vereinigung g* U gy= gk ist die gesuchte Menge. Denn sie ist in [T,y
analytisch und stimmt in I7,5— I1 - mit g* iberein. Sie ist ferner die
einzige ihrer Art. w.z.b.w.

Es miogen jetzt drei Gebiete G > G, 3G, gegeben sein. @ sei schlicht und
beschriinkt, sonst beliebig. @, sei ein beziiglich @ analytisches g-Polyeder:
Es gibt ! in @ regulire Funktionensysteme (f2,...,f¥), so daB @, in

n U (If”] < 1) enthalten ist, und in jedem Randpunkt von @, fiir wenigstens

d=1 g=1
ein 1’ und alle ¢ |f{?| = 1 ist (s = n— g). Es ist denkbar und erlaubt, da8
o*
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n U (l 8] < 1) in mehrere Gebiete zerfillt, welche zum Teil in G — G, liegen.

A=to= 1 8
@, sei eine der in G, gelegenen Komponenten von B,=nN U (/] <1 —¢),
A=1 =1

also eines der in G, enthaltenen maximalen Teilgebiete von P,. Dann gilt

Satz 6. Ist g* eine in Q; — Oy trreduzible analytische Menge (k = 2; k = 2 s),
welche dem Rand von G, beliebig nake kommt, so gibt es genau eine in G, analyti-
sche Menge g% und eine Umgebung U des Randes von Gy, so daf gt = g* in
Gy U ist.

Anmerkung. Die Voraussetzungen sind enger als im letzten Satz. Damit
soll vermieden werden, dal g* in (G,— G,) NP, enthalten ist. Auch die Be-
hauptung sagt weniger aus. Ob iiberall in G,— G, auch g* = g* ist, wird
nicht untersucht.

n
Beweis. 1. 4 > 1 sei 80 gre8, dal ¢ ganz im Polyzylinder N (2] < 4 — &)
1

enthalten ist und in ¢, |f{(z)] < A — & ist. Nach dem Vorbild Okas?®) wird G,
das n-dimensionale analytische Flichenstiick

= {wso = (2); 2 € Gy}

im Raume der m = n + [ -8 Verinderlichen (w,,, z;) zugeordnet. &7 ist in
n X I 3
IIip= Q(lzi' <d)n {\ (lwial < 4) /\Anl Uk(lw).al <B); B=1
N4 =1 6=

analytisch und irreduzibel. Alle seine Randpunkte liegen auf dem Rand von
14 L8

n U (|wss] < 1) und im Inneren von n (|z:] < 4) r\ n (]wh,l < A).

2. Bel dieser Zuordnung geht G, — G in einen Tell 9{” von ®F iiber. Es
ist denkbar, daB R das Gebiet IT ;- p (A'= A —¢e; B'= B—¢) noch schneidet.
Jedenfalls aber liegen in 77,z — IT -5 Teile des Bildes §* von g*, da g* dem
Rand von G, beliebig nahe kommt.

3. Der in IT, ,— I1, - gelegene Teil von g ist eine analytische k-dimen-
sionale Menge gt. Auf gk treffen die Voraussetzungen des Satzes 5 zu. Infolge-
dessen gibt es eine in I7, 5 analytische Menge gi, welche in 1T, 5 —I1, p
mit G iibereinstimmt

4. Di¢ Menge g¥ hat folgende Eigenschaften: a) Sie ist k-dimensional.
b) Jede ihrer Komponenten g, enthilt wenigstens eine der Komponenten
von gk, — AuBerdem aber gilt

¢) Die z-Projektion g, von g% liegt in G, und ist eine dort analytische
k-dimensionale Menge. In der z-Projektion & von IT, z— I1, p ist g, = g*.

Beweis. (1) Auf jeder Komponente §, von g* gilt identisch w;, = f§(2)
und es i z € Gy. Denn das ist mchtlg auf dem in 17, ,— IT, p gelegenen Teil
von'g,; da dort g% = Bt und auf §t doch w;,= f”(z) ist. Dann bleibt die
Gleichiing ndch dem Identititesatz auf gane g, erhalten, soweit die f{? noch

*) Vgl {20}, [11].
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regulirsind. Nunist aufg¥aberw e N U ([w;,] <1). Alsoistauchze n U (|7 < 1)
and infolgedessen z € @; und /¢ (z) regulir.

(2) Wegen (1) trifft jede Ebene z —2) = - -+ = 2,—25 = 0 die Fliche g¢
hochstens in isolierten Punkten. Zu jedem Punkt P (w° 2°) von g% gibt es
also nach dem Einbettungssatz eine Polyzylinder-Umgebung U (P) = (U, (P),
U,(P)) und eine in ihr analytische Menge Gy = (w;, = f{’(2); 2 € §p), deren
z-Projektion gp in U,{P) analytisch ist und dort mit der z-Projektion von
g% iibereinstimmt. Daher ist in U, (P) N U, (Q) sicher gp = g4. Die Vereinigung
der gp ist folglich eine in @, analytische Menge g,. In der z-Projektion & von
11, g—11 4 stimmt g, mit der z-Projektion von g iiberein; das ist aber
g*NE&. Alsoist g; " & k-dimensional. Da jede Komponente von g, notwendig &
schneidet (vgl. Satz 1.3; § 1), ist g, 8 lbst k-dimensional.

Damit ist ¢) bewiesen.

5. Wird gt = g, U g* und G; N U = & gesetzt, so erfiillt g%, alle Forderungen.
Das folgt aus ¢) und der bereits erwihnten Tatsache, dall jede Komponente
von g, auch & schneidet.

Aus Satz 6 ergibt sich

Satz 7. G set beschrinkt und q-konvex, Gy ganz tn G gelegen. Die Menge g*
sei in G — Gy analytisch und irreduzibel und komme dem Rand von G beliebig
nahe. Ist 28 < k(s= n—q), so gilt: Es gibt eine tn G analytische, irreduzible
k-dimensionale Menge gk, welche g* enthilt. Auferdem gibt es ein ganz in G
gelegenes Gebiet Gy, so daf ¢* = g* in G — Gy ist.

Beweis. @ ist durch g¢-Polyeder approximierbar. Es gibt also Gebiete
0, Gy: @26, 3G, >G, von der Art, wie sie im letzten Satz vorkommen. Da
g% dem Rand von G beliebig nahe kommt und eine zusammenhingende Punkt-
menge ist, 148t sich erreichen, daB (G, —G,) N g* = g¥ nicht leer ist und sogar
den Rand von @, schneidet. Es gibt vielleicht mehrere, jedenfalls aber nur
endlich viele Komponenten g, von g¥, die den Rand von G, treffen. Nach dem
letzten Satz gibt es ein ganz in ) gelegenes Gebiet &, und eine in G analyti-
sche Menge gk, , welche in G; — G, mit der Vereinigung der g, iibereinstimmt,
Jede Komponente von g%, enthilt wenigstens ein g;. Sei nun gk = g¥_ U g,.
Diese Menge g% stimmt jedenfalls in G — G, mit g* iiberein. Sie ist ferner
in @ analytisch, Auflerdem ist sie nach Konstruktion die kleinste Menge mit
diegsen Eigenschaften. Sie ist daher die gesuchte Menge.

Eine besondere und wichtige Folge ist, daB der Rand von ¢ zusammen-
hingt.

Satz 7a. Sei gt in G (G beschrankt und q-konvex) analytisch und irre-
duzibel (k = 2 (n — q)). Dann ist G durch Gebicte G approximierbar, fiir welche
gilt: In G— G ist gk irreduzibel.

Daraus ergibt sich, daf der Rand von G zusammenhingend ist.

Der Beweis geht fast unmittelbar aus Satz 7 hervor. Gesetzt, die Be-
hauptung sei falsch. Dann gibt es nach Satz 7 ein Gebiet G, € @, so daB gilt:
1. g% hat in @ — G, mindestens zwei verschiedene irreduzible Komponenten
g%, gk. 2. Es ist gt N (6 — G4) = ¢* und gk N (G — G,) = gk.— Das ist absurd.
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§ 7. Unbeschriinkte Gebiete.

Im projektiven Raum (7 der (inhomogenen) Verinderlichen (2, .. ., 2,)
sind zum Beispiel die Gebiete

U)=(@e=—7 (252 + - - + 2,2 + a ([2p41]* + == - + 2] + 1 > 0)
(x>0; 7>0)

Umgebungen der abgeschlossenen Ebene E¢= (z,= '+ =2,=0; ¢=n— p).
Die Hyperflichen ¢,= 0 haben in allen ihren Punkten den Index ¢g. Und
nur die Fernpunkte der Ebenez,,, = - - - = 7z, = 0 liegen auBerhalb aller U (7).
Es gilt dann

Satz 8. Die Menge g* sei in U(T)— E¢ (T > 0) analytisch und trreduzibel.
Esseig+k=n-+1und k=2, Dann gibt es eine (und nur eine) in C*— E?
analytische Menge gk, welche in U(T) — E? mit g* iibereinstimmt. Sie ist irre-
duzibel.

Der Beweis ist dem des Satzes 3 ganz dhnlich.

1. Zu jedem 7v'>0 gibt es eine in U(r') — E? analytische Menge g(z'),
welche in U(T') — E? mit g* tibereinstimmt,.

Gesetzt, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein kleinstes positives 7,
zu dem noch eine in U (z,) — E7 analytische Menge g(t,) existiert, welche in
U(T) - E? mit g* iibereinstimmt. Nach dem Satz von der lokalen Fort-
setzung und den Sitzen des §5 1dfBt sich dann aber eine Umgebung des
Randes B von U(ty) und eine in B analytische Menge gy, finden, so daf
Gax = G(Ta) In U(ry) N B ist. Infolgedessen mul} es auch ein 7,4 < 74 geben,
80 da8 G4y \/G(ty) In U(tyy) — E9 analytisch ist und in U (7)— E? mit g*
iibereinstimmt. Das widerspricht der Definition von 7.

2. M sei die Menge der Fernpunkte der Ebene E?= (2, =+ = z,= 0;
g¢=mn—p). Aus 1. folgt die Existenz einer Menge g* mit der Eigenschaft:
gt ist in O"— E¢— M analytisch und stimmt in U(7)— E? mit g* iiberein.
M ist nun eine analytische Ebene der Dimension p— 1= n— ¢ + 1. Da aber
kzn—g+1>p—1 ist, bleibt nach der Verallgemeinerung eines Satzes
von THULLEN?') gf auf M noch analytisch. Genauer: Die abgeschlossene
Hiille von gf ist eine in C"— K7 analytische k-dimensionale Menge. Sie ist
die gesuchte Menge g% . Denn sie ist in U (7') — £ mit g* identisch. Jede ihrer
Komponenten trifft nach Konstruktion U (7") — E?. Daher ist g* irreduzibel.

Anmerkung. Einen dem Satz 8 gleichwertigen Satz erhiillt man, wenn man
die Umgebungen U () folgendermafien erklért:

1+ fa— 3 el —1=— g <0
7403 PR (R —— 1” ................................... > 0.
(14 7) 51— 5 |l — 1= —g, < 0
i

Jede der Hyperflichen ¢ ist normal. Die U (z) sind fiir alle 7 > 0 zusammen-
hiéngend, jedoch das Komplement fiir kleine v nicht mehr. Nur die p Fern-
punkte:

) Vgl [13), [19].
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Fy,=(1,0,...,0);...; F,=(0,...,1,0,...,0) (homogene Koordinaten)
liegen auBerhalb aller U(r). Der Satz von THULLEX st hier also fiir den Beweis
nicht mehr nitig. Man vermeidet ihn wie im Beweis zu Satz 3. Im iibrigen
geht der Beweis wie beim Satz 8. Das Zerfallen des Komplementes von U (1)
spielt gar keine Rolle.

Folgerung. Nach einem Satz von Caow2) ist jede im C" analytische Menge
eine algebraische Menge. Aus der Erweiterung des Satzes von THULLEN folgt,
daB jede isolierte analytische Singularitiitsebene einer g* mindestens k-dimen-
sional ist. Wenn also g < k ist, so folgt aus den Voraussetzungen von Satz 8:
g* ist in U(T) analytisch. Aus Satz 8 in Verbindung mit dem zitierten Satz
von CHOW ergibt sich so

Satz 9. Ist k=2, g+ k=n+ 1 und q <k, ferner g* in U(T)— E? ana-
lytisch und irreduzibel, so gibt es eine irreduzible algebraische Menge der Dimen-
sion k, welche g* enthdlt.

Zusatz. Insbesondere ergibt sich noch aus Satz 8: Jede in C"— E? analy-
tische und irreduzible Menge g* ist auch in U(T) — E? irreduzibel.

Beweis. Zerfiele gt in U (T) — E? in mehrere Komponenten, so wiirde sich
jede von ihnen zu einer in C"— K7 analytischen irreduziblen Menge erginzen
lassen. Sie miissen alle voneinander verschieden sein. Denn in U (7)) sind sie’
verschieden. Das ist offenbar nicht méglich.

DaBl Satz 9 richtig bleibt, wenn E? durch eine beliebige irreduzible alge-
braische Fliche der Dimension ¢ ersetzt wird, soll in einer spiteren Arbeit
gezeigt werden.

§ 8. Das Analogon eines Harroasschen Satzes.

Der folgende Satz ist schirfer als die bisherigen. Er ist — fiir Funktionen
ausgesprochen — der eigentliche Kern des ,,Kontinuititssatzes”. Ich werde
spiter zeigen, dafl mit seiner Hilfe die Voraussetzungen des Satzes 6 auf das
unerliBliche Maf} reduziert werden konnen. Die Verinderlichen seien 2y, . . .,2,,
wy,...,w, und Z(r), W(r} die Polyzylinder N {(Jz} < r); N (jwy| < 7).
(g + p=n).

Satz 10. Die Menge g* sei analytisch und irreduzibel in der Vereinigung von
(Z(e), W) und (Z(1), W(1)— W(1/2)). Es sei k=2 und ¢+ kz=n+ 1.
g* komme der Hyperfliche (Z(1), Rand von W (1)) beliebig nahe. Dann gilt:
1. Es gibt eine in (Z (1), W (1)) analytische irreduzible und k-dimensionale Menge
ok , welche g* enthiilt.

2. Esist gt = g* in (Z(1), W(1) — W (1/2)).

Beweis. Bei festem v > 0; 1 > « > 0 sei U(r,«) das Gebiet

..................... e S
Jealt—a (et + X e — v < 0
1 1
waus W(l).
#) Vgl. [6] und auch {71, [41, [13].
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Man wiihle ¢, E > 0 (e < ¢; £ < 1) beliebig und darauf « so, dal Uf(e, a)C
C{Z(e), W (1)) und (Z(E), W(1)) CU(E, a) C(Z(1), W (1)) ist.

Es geniigt nun zu zeigen, daf es eine in U (¥, «) analytische k-dimensionale
Menge gibt, welche in U (B, «) N (Z(1), W (1)~ W (1/2)) mit g* iibereinstimmt

Gesetzt, dies sei nicht der Fall. Dann muB es ein griftes 1, < E mit fol-
gender Eigenschaft geben: In U(r,, «) existiert eine analytische k-dimen-
sionale Menge g(t), welche in U (r,,a) " (Z(1), W (1) — W (1/2)) mit g* iiber-
einstimmt. Wir zeigen, daB} es ein solches 7, nicht geben kann.

1. Es sei F der in W (%/;) gelegene Teil des Randes von U (z,, ) mit Ein-
schlu} der (auf dem Rande von W (2/;) gelegenen) Hiufungsstellen. Die Menge
dieser Randpunkte von F gei R. In jedem Punkte P von F existiert die lokale
Fortsetzung g (P) von g (t,) (aus U(t,, ) heraus in den Punkt P). Insbesondere
gilt fiir die Punkte B von R: Es gibt eine Umgebung U(R), so dall U(R)
Ng{R) = U(R) g* ist. Nach Hilfssatz 5.1, § 5 konnen die U(P) so gewahlt
werden, daB die Vereinigung der g(P) in U U(P) (P auf F) eine analytische
k-dimensionale Menge § ist. Dabei ist die Vereinigung der g(R) (mit R ¢ R)
identisch mit U (g* N U(R)) (B auf R).

Infolgedessen 14Bt sich ein 7., > 74 so finden, daB die Vereinigung § von
g und g* N (W(1) —W (%)) eine in U(Tyy,a) analytische k-dimensionsle
Menge ist, die im Durchschnitt von U(t’ﬁl o) und (W (1)} — W (¥/;) mit g* iiber-
einstimmt,

2. Es mufl noch nachgewiesen werden — und das ist ganz wesentlich —,
daB auch in (W (1) — W (}/,)) noch § = g* ist.

Zum Beweise wihle man zunidchst ein v': 7, <71'<7,y. Die Mengen §
und g* sind im Durchschnitt von U(r’,«) und (W (1) — W (3/,)) analytisch:
sie sind es sogar noch in allen Randpunkten, die im Inneren von (W (1) —W (1/,))
liegen. Da 1’ beliebig ist, reicht es aus, die Gleichheit von g und g* im Durch-
schnitt von U (', &) und (W (1) — W (1/,)) nachzuweisen.

Es sei nun V (¢, f) das Gebiet

it B(E 12+ 5 mfe) —t= 7 Y0

ot + (et + Zoft) — 1= 5 0.

Man wihle Yy <d < 1; D <1 beliebig und darauf 8> 0 so, daB W (%, C
CV(D, BYCW(1)und W) C V(d, B)C W(d)ist. Wir zeigen, daB im Durch-
schnitt von U (z',a) und V{d, ) noch § = g* ist. Das geniigt, da d beliebig
nahe an 1/, genommen werden kann.

Wiire das niémlich ‘nicht richtig, so miifite es ein kleinstes t, > d geben,
fiir welches gilt: In U(t’, &) 1\ V (¢4, ) ist § = g¥. — Das aber besagt: Auf dem
Teil des Randes von U(z’,a) V (t,,8), der zum Rande von V{¢,,5) gehort,
gibt es wenigstens einen Punkt R mit beliebig kleinen Umgebungen U(R),
in denen § = g* ist. In U(R) sind § und g* analytisch. Das jedoch wider-
spricht Satz D", § 4: Es sei etwa y,(R) = 0. Die Mengen gind k-.dimensional
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und stimmen in U(z',a) N (x; > 0) miteinander tiberein. Esist k =2 n + 1—¢q
=p+ 1, also k& mindestens gleich der Anzahl} der beteiligten (normalen)
Hyperflichen. Dann gibt es (Satz D) eine Umgebung von R, in der § = g*
ist.

Damit ist gezeigt, dafl in W (1) — W (}/;) noch § = g¥ist. 1. und 2. zusammen
ergeben, daB 7, nicht das grofite v seiner Art ist im Widerspruch zu seiner
Definition, w.z.b.w.

Erweiterungen dieses Satzes ergeben sich sofort. Im Teil 1. des Beweises
kommt es nur darauf an, daB die lokale Fortsetzung existiert. Im 2. Teil
muB der Eindeutigkeitssatz anwendbar sein. Ersetzt man nun W (1), W(/,)
durch zwei ¢’-Polyeder des w-Raumes IT,, IT, (I1, ¢ I1,)}, welche nur von Hyper-
flichen |w;| = const. begrenzt werden, so hat man k = p + n — ¢’ zu fordern.

Verfihrt man dann wie friiher, so hat man die Ubereinstimmung der Mengen g
n—q'

und g* in U(r',0) N\ N (x> 0) (anstatt in U(z',a) N (x> 0)). Wieder ist £
1

mindestens gleich der Anzahl der beteiligten Hyperflichen. Also gibt es eine
Umgebung U (R), in welcher § = g* ist. Daher gilt

Saiz 10a. Es seien 11, IT,(IT,c I1,) beschrinkte analytische q'- Polyeder des
w-Raumes, die nur von Hyperflichen |w,| = const. begrenzt werden. Weiter sei
k=2 und k= p+ n—q'. Dann bleibt Satz 10 richtig, wenn W(1), W(Y/,)
durch IT, IT, ersetzt werden. — Ist p= 1, so muf demnach k + ¢’ =n + 1 sein
(p=n—gq).

Zusatz. Es liegt nahe, W(/,} in Satz 10 durch ein beliebiges Gebiet
W W (1) zu ersetzen und auf die Aussage (2) zu verzichten. Das ist offenbar
moglich. Entsprechendes gilt fir Satz 10a. Im Beweis des Satzes scheint der
2. Teil jedoch unumgiinglich zu sein. Man wird also W (1) nicht ohne weiteres
durch ein beliebiges Gebiet ohne Konvexititseigenschaften ersetzen diirfen.
(leichwohl vermute ich, daB Satz 10 (ohne Teil (2)) fiir beliebige Gebiete
W, W, anstelle von W(1), W(/,) richtig ist. Nur wird man ein Beweisver-
fahren wie in meiner Arbeit [15] benutzen miissen.
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