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Felder von Flichenelementen
in 4-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
Von
Frieprica HirzesrucH in Bonn und Heinz Horr in Ziirich

Herrn H. BEankE zum 60. Geburtstag gewidmet

Einleitung

Wir betrachten 4-dimensionale kompakte orientierte differenzierbare
Mannigfaltigkeiten M und in ihnen stetige Felder von orientierten Flichen-
elementen. Die nichstliegende Frage lautet: ,,In welchen M existieren solche
Felder ohne Singularititen 2*° Eines der Hauptergebnisse dieser Arbeit besteht
darin, daB diese M durch eine arithmetische Relation zwischen der Eulerschen
Charakteristik ¢ und der Poincaréschen Bilinearform S(a,y) charakterisiert
werden; S{z,y) bezeichnet also die Schnittzahl der 2-dimensionalen Homo-
logieklassen = und y, und zwar ist ,,Homologie” hier im einfachsten Sinne,
namlich als ,,Homologie mit Division’’ zu verstehen (z, y sind also Elemente
der, modulo der Torsionsgruppe reduzierten, ganzzahligen Homologiegruppe).
Ubrigens werden wir uns der Cohomologie-Sprache bedienen, so daB nachher
z, ¥y Elemente der 2.dimensionalen, modulo der Untergruppe der Elemente
endlicher Ordnung reduzierten, ganzzahligen Cohomologiegruppe und S(z,y)
den Wert des 4-dimensionalen Cup-Produktes zy auf dem Grundzyklus der
orientierten M bezeichnen werden. In der erwihnten arithmetischen Relation
werden auller dem Trégheitsindex (oder der Signatur) 7 (vgl. 4.1) einer
symmetrischen Bilinearform §(z,y) noch die folgenden Begriffe auftreten:

Auf dem p-dimensionalen Gitter (ganzzahligen Modul) H sei S eine ganz-
zahlige symmetrische bilineare Funktion von Gittervektoren z, y mit der
Determinante -+1. Dann gibt es solche Gittervektoren w, daf

(1) S{w, ) = S{x, x) mod 2 fiir jeden z ¢ H

ist; in der Tat: hat 8§ in bezug auf eine beliebig gewihlte Basis von H die
Matrix (@), so besitzt der Vektor w, dessen Komponenten w, durch das
Gleichungssystem
ki

O QW= ayy, i=12,...,p,

i=1
bestimmt sind, die Eigenschaft (1); ferner sicht man leicht, daB mit w alle
Vektoren w'= w + 2z (x ¢ H beliebig), und nur diese w’, ebenfalls (1) erfiillen,
Somit bilden die durch (1) charakterisierten w eine Restklasse W¢ H/2 H,



Felder von Flachenelementen 157

Wir verstehen unter 2 die Menge aller Zahlen S (w,w) mit w ¢ W. (Im Falle
p = 0 verstehen wir unter {2 die nur aus der 0 bestehende Menge.)

Fiir eine Mannigfaltigkeit M ist also neben der Eulerschen Charakteristik
e und dem Trigheitsindex v die Zahlenmenge £ definiert. Nun lautet die
Antwort auf die anfangs formulierte Frage:

In M gibt es dann und nur dann Felder von Flichenelementen ohne Sin-
gularitit, wenn

3r+2ecQ und 31 —2e¢ 8.

Felder mit hochstens endlich vielen Singularititen existieren nach einem
Satz von WHITNEY (den wir iibrigens in {4.1 vi) noch einmal beweisen werden)
in jeder M. Jeder isolierten Singularitét P, ist in bekannter Weise ein Index
zugeordnet: er ist die Homotopieklasse einer bestimmten Abbildung einer
Sphére S, in die Mannigfaltigkeit X der orientierten Ebenen durch einen Punkt
des euklidischen R%, also ein Element der Gruppe m;(Z); da 2 homdomorph
mit dem Sphérenprodukt S, x S, und da 75(S,) unendlich zyklisch ist, kann
der Index bei Beachtung gewisser Orientierungskonventionen als Paar (a;, b,)
ganzer Zahlen aufgefaBt werden; die Indexsumme des Feldes ist das Paar
(@, b) mit a = X' a;, b= 2'b,, summiert tiber alle Singularitdten. Wir fragen,
welche Indexsummen in einer gegebenen M auftreten. Diese Indexsummen
sind im allgemeinen nicht einander gleich; vielmehr gilt folgender Satz:

Dann und nur dann haben in M alle Indexsummen den gleichen Wert, wenn
die zweite Bettische Zahl by= 0 ist; und zwar ist dieser Wert

{a,b) = (—e/2, +¢/2)={(—1+b,, 1 —b),

wobei b, die erste Bettische Zahl ist. Wenn by== 0 ist, so gibt es in M Felder mst
unendlich vielen verschiedenen Indexsummen.
Dies ist ein Korollar des folgenden Hauptsatzes der Arbeit:

Als Indexsummen von Feldern mit endlich vielen Singularititen in M treten
die folgenden Zahlenpaare {(a, b) und nur diese auf:

(2) a=ji~(oc-~3t-—~2e), b=7}‘~(ﬁ——3r+2e) mit beliebigen «, B € £2 1.

1) Da a und b nach Definition ganze Zahlen sind, sind auch die rechten Seiten in (2),
die man als

1 1 1 1
Tle—n—g@+e, FB—1—5@F—e

schreiben kann, ganz; ferner ist 7 = ¢ mod. 2 {da beide Zahlen mod. 2 der 2. Bettischen
Zahl kongruent sind); daber ist die Ganzheit der obigen Zahlen gleichbedeutend mit der
Giiltigkeit der Kongruenzen

3) S{w, w) = rmod. 4 fir weW,

Fiir diejenigen Bilinearformen S, welche als Poincarésche Formen in Mannigfaltigkeiten M
auftreten, haben wir somit (3) auf dem Umweg iiber (2) bewiesen. Herr W. LEDERMANN
hat auf algebraischem Wege gezeigt, daB (3) fiir alle symmetrischen ganzzahligen Bilinear-
formen § mit ungerader Determinante gilt (An arithmetical property of quadratic forms,
Comment. Math. Helvet. Erscheint demnichst).
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Wenn wir ein festes w ¢ W auszeichnen und
wh— 37— 2e =4a,, w— 371+ 2e=4bh,
setzen, so konnen wir statt (2) auch schreiben:
2) a=2>+ wx + uy, b= y*+ wy + b, mit beliebigen =,y ¢ H

{wobei H die, modulo der Cotorsion reduzierte, ganzzablige 2. Cohomologie-
gruppe ist und hier ein Produkt uv zweier Elemente u,v ¢ H —also z. B. 22,
wx, ... — ebenso wie §{u,v) den Wert des 4-dimensionalen Cup-Produktes
auf dem Grundzyklus von M bezeichnet).

2-Beine, d. h. geordnete Paare linear unabhingiger Richtungen, stellen
Flichenelemente dar. Es gilt:

In M gibt es dann und nur dann Felder von 2-Beinen ohne Singularitit
(d. h. Paare von iberall linear unabhingigen Richtungsfeldern), wenn e = 0
und 3T € £ ist.

Auch die moglichen Indexsummen der Singularititen von 2-Bein-Feldern
werden bestimmt. Ferner werden Kriterien fiir die Existenz einer fast-
komplexen Struktur sowie fiir die Parallelisierbarkeit von M angegeben. Alle
Ergebnisse sind in (4.3 — 4.6) zusammengestellt.

DaB die Indexsummen (a, b) durch die Werte zweier Cohomologie-Poly-
nome 2. Grades von der Art (2') bestimmt sind, war bereits — #ibrigens auf
einem anderen Wege als dem, den wir jetzt benutzen werden — in den Noten [8]
und [9] von Horr festgestellt worden; jedoch gelang damals die Bestimmung
der Koeffizienten dieser Polynome nur in Spezialfillen, z. B. fiir die komplexe
projektive Ebene, aber nicht fiir beliebige M. Der allgemeine Fall wurde dann
von HirzesrUCH erledigt. Die ganze Untersuchung betrifft natiirlich Faser-
biindel, Hindernisse und charakteristische Klassen. Wir werden in unserer
Darstellung Sitze aus diesen Theorien ohne Kommentar benutzen; wir ver-
weisen auf [12] (besonders fiir-die Hindernis-Theorie) und auch auf [1, 2, 3, 6]
(fiir Faserbiindel und charakteristische Klassen). Die Tatsache, daB3 unsere
Sétze, zu denen wir auf erst in den letzten Jahren erschlossenen Wegen ge-
langen, ganz im Rahmen der alten Poincaréschen Begriffe formuliert werden
konnen (wie wir es oben getan haben), hat vielleicht keine besonders groSe
prinzipielle Bedeutung (da sie sich kaum auf héhere Dimensionszahlen iiber-
tragen lassen diirfte); aber wir halten sie doch filr bemerkenswert nicht nur
als Kuriosum, sondern auch im Hinblick auf die Bezichungen zwischen alten
Begriffen und neuen Methoden, die sich in ihr duflern.

Aus Griinden teils sachlicher, teils personlicher Natur, die wir angedeutet
haben, macht es uns besondere Freude, diese Arbeit Herrn BEENKE zu widmen,
dessen Interessen und dessen Wirksamkeit in so hohem MaBle der gegen-
seitigen Durchdringung der ,klassischen” und der ,,modernen® Mathematik
sowie der Zusammenarbeit zwischen Mathematikern verschiedener Gene-
rationen gelten.
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§ 1. Homomorphismen und charakteristische Klassen

1.1. Wie in [2] werden Faserbiindel durch ein Symbol, meistens durch
einen kleinen griechischen Buchstaben, angedeutet. Ist & ein Faserbiindel,
dann wird mit E, der Totalraum und mit B, die Basis von & bezeichnet.
Es sei G eine kompakte Liesche Gruppe und § ein G-Prinzipalfaserbiindel.
Wenn ¢ auf dem Raum F operiert, dann hat man bekanntlich das zu £ asso-
zilerte Faserbiindel (£, ) mit F als Faser, dessen Totalraum E; x F ist,
das ist der Quotient von H.x F modulo der Aquivalenzrelation (z,f)=
~(x-g,971 ). Es sei ¢ eine weitere kompakte Liesche Gruppe und 1 ein
Homomorphismus von G in G'. Jedem G-Prinzipalfaserbiindel £ ist dann die
A-Erweiterung 1,& zugeordnet, das ist ein G’-Prinzipalfaserbiindel, ebenfalls
mit der Basis B, dessen Totalraum E, x o&" ist, wo G auf ¢ durch ¢-¢'=
= A(g) - ¢" operiert. Operiert ' auf F, dann operiert auch @ auf F durch
g-f=2A(g) - f und der Totalraum von (4,§, F) ist kanonisch homéomorph
zum Totalraum von (&, F):

(EﬁXGG’) XGfFEEEXgF.

Dieser Homdomorphismus ist fasertreu. Weiter werde an folgendes erinnert:
Wenn & ein G-Prinzipalfaserbiindel und U eine abgeschlossene Untergruppe
von @ ist, dann ist E./U der Totalraum des zu £ assoziierten Faserbiindels
mit G/U als Faser, wo ¢ auf G/U durch Linkstranslationen operiert.

Dieses G/U-Faserblindel hat dann und nur dann einen Schnitt tber B,
wenn § die «-Erweiterung eines U-Prinzipalfaserbiindels tber B; ist, wo ¢ die
Einbettung von U in @ ist. — In [2] wird ein Verfahren zur Berechnung der
charakteristischen Klassen von A, & aus denen von & angegeben, das wir auf
Homomorphismen von $O(4) in $O(3) und von U(2) in SO(3) anwenden
werden. Wie iiblich ist SO (k) die Gruppe der orthogonalen Abbildungen des R*
mit der Determinante 1 und U (k) die unitdre Gruppe im C*. Die in dieser
Arbeit auftretenden G-Prinzipalfaserbiindel haben folgende charakteristische
Klassen:

i) G=8S0(4). Man hat die Stiefel-Whitneyschen Klassen w,(£)¢
H*(B,,Z,) und W,(§) € H3(B,, Z), ferner die Eulersche Klasse W,(£)
€ H4(B;, Z) und die Pontrjaginsche Klasse p, (§) € H*(B;, Z).

ii) 4=80(3). Man hat die Stiefel Whitneyschen Klassen w,(&)
€ H¥(B;, Z,) und Wy(§) € H¥(B;, Z), ferner die Pontrjaginsche Klasse p,(£)
€ HY(B,, Z).

illy G =U(n). Man hat die Chernschen Klassen c¢,;(§) ¢ H** (B, Z),
(=1,2,...,n).

In i) und ii) ist Wy== d, w,, wo &, der zur Koeffizientensequenz 0 ~Z
2.Z52,50 gehorige Homomorphismus H2(B;, Z,) —~ H? (B, Z) ist. Also ist
2 Wy3=0. Die Stiefel-Whitneyschen, die Eulerschen und die Chernschen
Klassen kénnen bekanntlich als erste Hindernisse gewisser assoziierter Faser-
biindel definiert werden [12]. Die Pontrjaginsche Klasse p,(£) ist gleich
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—Cy (A4 &), wo A hier die ,, komplexe Erweiterung’ SO (4) - U (4) bzw.
SO (3) - U(3) ist.

1.2. Die Homomorphismen J3, A von SO (4) auf SO (3). Der Vektorraum
R* wird mit dem Korper K der Quaternionen identifiziert:

03] @ = (2, Ty, Tgy 2g) = T+ By § Tyt kag= 2+ 4 Tp+ (2 4 24) + )

Der komplexe Korper € ist in K enthalten (z3= x,=0). Mit S; bezeichnen
wir die multiplikative Gruppe der Quaternionen vom Betrage 1 und mit
S, die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrage 1. Es ist
also §,= 8§, NC. Das Element (g,, q,) der Gruppe S; x S, operiert auf R* (= K)
durch

2) (g1,9s) () =¢1- ¢ - ¢35,  (x € K, Multiplikation im Sinne von K) .

Man erhilt einen Homomorphismus « von S; x S; auf SO (4), dessen Kern von
{—1, —1) erzeugt wird, und damit eine exakte Sequenz

2) 0> Zy>8,%x8; Z>SO(4) > 0.

Der Vektorraum R® wird mit dem Raum der Quaternionen mit verschwin-
dendem Realteil (z;= 0) identifiziert. q € Sy operiert auf R?® durch

®3) 9y =q ¥yt (y € RY).
Man erhilt einen Homomorphismus § von $; auf SO (3), dessen Kern von —1
erzeugt wird, und damit eine exakte Sequenz

(3% 0>Z,~S, 2. SO@3)->0.

Es sei 4 die Diagonale von §;x S,. Dann ist «{4) =1 x SO (3)C SO (4). Mit
7. {r = 1, 2) bezeichnen wir die Projektion von S, x S; auf seinen r-ten Faktor.
Dann gibt es einen und nur einen Homomorphismus 1, so daf das folgende
Diagramm kommutativ ist

S, xS; 2>SO(4)
4) | A
S, £, SO(3)

In den vier Gruppen dieses Diagramms zeichnen wir maximale Tori aus: In S,
die Untergruppe S, der Elemente exp(2 z i ¢), (@ € R); in §;x S, die Unter-
gruppe S,x S, der Elemente (exp(2mi @), exp(2 77 @3), (¢, € R); in
SO (4) die Untergruppe SO (2) x SO (2) der Matrizen

D) O
(0 D(tz)) s (tls tz E R) ’

wo

3

cos 2t —sin2xt
sin2nt cos2mi

o~
schlieBlich in $ O (3) die Untergruppe 1 x SO (2) der Matrizen

1 0
(OD(u))’ {ueR).



Felder von Flichenelementen 161

Man kontrolliert sofort, daB durch «, §, n, im Diagramm (4) der ausgezeichnete
maximale Torus auf den ausgezeichneten maximalen Torus der Bildgruppe
abgebildet wird und dall man die Abbildungen auf dem jeweiligen maximalen
Torus durch folgendes Diagramm beschreiben kann

(@1, @o) = (b, 1) = (@1— @o 1+ @)
(4*) v
=@ >u=2g¢.
Damit wird die Abbildung A® auf dem maximalen Torus von SO(4) durch
u =t + &, gegeben und A® durch u == ty—1t,.

1.3. Der Homomorphismus p von U(2) auf SO(3). Jedes Quaternion z
kann auf genau eine Weise in der Form

r=2+2"], (21, 2,€C)

geschrieben werden (1). Dadurch wird K mit dem C2? identifiziert. Die kom-
plexe Struktur in dem Vektorraum K (= R?) wird durch die lineare Abbildung
I(x) =txmit I o I = — Id gegeben. Die unitire GruppeU (2) ist im folgenden
immer als die Untergruppe der Elemente von SO (4), die mit I vertauschbar sind,
aufzufassen. Es folgt

(5) U(2) = a(S; xS,).

Wir definieren den Homomorphismus p vonU (2) auf SO (3) als die Beschrén-
kung von A® aufU(2). Der Kern von y ist gleich « (S, x 1), ist also isomorph
zu §;. Man hat eine exakte Sequenz

(6) 0->S,>U(2)“.SO(3)->0.

Faflt man U (2) als Gruppe von 2 x 2.reihigen komplexen Matrizen auf, dann
ist «(S, x 1) die Untergruppe der skalaren Matrizen. p induziert einen Iso-
morphismus von P U {2), der projektiv-unitiren Gruppe, auf SO(3).

Der in 1.2 betrachtete maximale Torus a8, x §;) = SO (2) x SO (2) von
SO (4) ist in U (2) enthalten. Damst wird y beschrinkt auf diesen Torus wie 1®
durch u = t,— &, gegeben.

1.4. Mit S, bezeichnen wir die Sphére der Einheitsvektoren im R?, der wie
in 1.2 mit dem Raum der Quaternionen mit verschwindendem Realteil identi-
fiziert wird. Die Gruppe S; operiert nach (3) auf S;. Die Isotropiegruppe des
Punktes (1,0,0) ¢8,, d. h. des Punktes ¢ € K, ist §;. Damit ist S§4/8,~ S,,
und wir haben die Projektion

M h:S;—~S,, klg)=qig?.

Die Gruppe U (2) operiert als Untergruppe von SO (4) auf R*(=K) und damit
auf §,C K. Die Isotropiegruppe von (1,0,0,0)¢8;, d. h. von 1¢K, ist
1 x1 xSO{2). Damit ist U(2)/1 X1 x SO(2) 2= S;, und wir haben die Pro-
jektion
(8) p,:U(@2)—S;.

Math. Ann. 136 11
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U (2) operiert vermoge (6) auf S,. Die Isotropiegruppe von (1,0,0) €8S,, d. h.
von i € K, ist SO(2) x SO (2). Damit ist U (2)/SO(2) x SO(2) == S,, und wir
haben die Projektion

(8%) p::U(2)—>S,.
Vermoge (8) und (8*) hat man eine natiirliche Projektion
(9) h:8,~8S,

mit A © p;= p,. Das ist die sogenannte Hopfsche Abbildung. Es ist k(g)
= gq~1- ¢+ q, wie man leicht kontrolliert. Also ist

(10) hig) = hig™?) .
SO (fi)/SO (2) x SO(2), der Raum der orientierten 2-dimensionalen Teilriume
darch den Nullpunkt des R?%, werde mit X bezeichnet. X ist bekanntlich
homdomorph zu §,x S, Wir geben einen Homoéomorphismus explizit an
(@), (M):
(11) 2= (83 X S3)/at(Sy X S1) ¢ (S5 X 83){(S; x Sy)

o2 (S3/S;) X (84/S;) = §, xS, .

Damit haben wir zwei Projektionen ¢, ¢, von 2 auf S, definiert. Es sei p
die natiirliche Projektion von SO (4) auf 2. Die Abbildung ¢,0 p(r =1, 2)
ist gleich 4 gefolgt von SO(3)— S, (vgl. (3*), (7)). Vermdge A" operiert
SO (4) transitiv auf S,. Die Gruppe aller g ¢ SO (4}, fiir die A?) (g9) den Punkt
(1, 0, 0) € S, festhilt, ist (S, X S5) =U (2) bzw. «(5; x S,). Wir haben

(12) SO (4)/U(2) = a(S; x S)/x (S; X Sg) = §5/8, S, .

Die Projektion ¢; kann wegen (12) auch definiert werden als die kanonische
Abbildung von 2 auf SO(4)/U(2), (U(2)>SO(2) x SO(2)). Entsprechend
fiir g,.

Die Sphire S, ist kanonisch orientiert (als Rand der orientierten Vollkugel
des durch da, A dx, A dzy A dz, orientierten RY). 7,(S;) ist kanonisch iso-
morph mit Z. Die Abbildung % induziert einen Isomorphismus 7, (S;) — 75 (S,)-
Damit ist 74(S,) kanonisch isomorph mit Z. Fiir die Definition des letzten
kanonischen Isomorphismus haben wir » genommen, nicht £ [siehe (7)]. Der
Homoomorphismus (¢q;, ¢,) von X auf S, x S, induziert jetzt einen kanonischen
Isomorphismus
(13) 0:my(X)~Z+Z,

Dabei ist zu beachten, daB die Abbildung (11) von $,x S, auf X einen Iso-
morphismus ¢’ von Z + Z auf (L) induziert. p o ¢’ ist aber nicht die Identitat,
sondern die Abbildung (a, b) - (—a, —b), beachte (10).

1.5. Satz. Essei 10 : SO (4) - SO(3) der in 1.2 definierte Homomorphismus.
Die charakteristischen Klassen der A Erweiterung eines SO (4)-Prinzipal-
faserbiindels & sind
i) PP E) = py(§) — 2 (1Y W,(&),

ii) w, (AP E) = wy(§)
iij) W3 (A0 &) = W4(8) .
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Beweis: Wir setzen A" gleich A und (—1) gleich ¢. Fiir den maximalen
Torus SO (2) x SO (2) von SO (4) schreiben wir kurz 7. Am SchluB3 von 1.2
wurde das Verhalten von A auf 7 angegeben. Nach [2], Theorem 10.3, ist
dann in reeller Cohomologie die folgende formale Rechnung legitimiert.

P1(Ag &) = uP= (t,— e 4))?= (t§ + tﬁ) —2elt,
=p(&) —2eWy(8).

Das ergibt i) in reeller Cohomologie.

2 =80 (4)/T ist hombéomorph zu S, x S,, also H (SO (4)/T, Z,) =0. Ein-
fache Anwendung der Spektralsequenz ergibt, daB in dem Faserbiindel
(E/T, B;, SO (4)/T, 7) der Homomorphismus =* von H?(Bg, Z,) in H2(E,/T,Z,)
injektiv ist. Deshalb ist in Z,-Cohomologie die folgende Rechnung legitimiert
(vgl [2])

we{Ae &) =u=t,— e b=t + ty=w,(§) .

Damit ist ii) bewiesen. iii) folgt, da fiir & und A, & gilt (1.1): Wy= 8, w,. —
Fir £ und A, & ist bekanntlich [2] die Z,-Reduktion von p, gleich w3. Aus
i1) folgt deshalb i) auch in Z,-Cohomologie. Nach [2], Corollary 30.6, ist ein
Element von H*(Bgg (), Z) durch seine kanonischen Bilder in H* (Bsgo ), R)
und H*(Bso ), Z,) bestimmt?). Wendet man dies auf die beiden Seiten von i)
fiir den Fall an, daf3 & das universelle Biindel ist, dann erhélt man i) in ganz-
zahliger Cohomologie.

1.6. Satz. Es sei p der in 1.3 definierte Homomorphismus von U (2) auf
SO (3). Dann hat man fir die charakteristischen Klassen der u-Erweiterung
eines U (2)- Prinzipalfaserbiindels &

i) pl(u*f)=01(§)2—402(£),
ii) wy (uy &) ist die Z,-Reduktion von ¢, (&),
i) Wi &) = 0 .

Beweis: Nach [2], Theorem 10.3, ist die folgende formale Rechnung in ganz-
zahliger Cohomologie legitimiert, bei der man das Verhalten von u auf dem
maximalen Torus von U (2) zu beriicksichtigen hat (vgl. den Schlu3 von 1.3).

P1(ps ) = uP= (y— ;)%= (t,+ £)P— 4 41 .
Das ergibt i). In Z,-Cohomologie hat man wy(usé) =u=1t,—b=1t+1,

=¢;(&). Das ergibt ii). Da d,w,= W, und 8, auf Z,-Reduktionen ganz-
zahliger Klassen verschwindet, folgt iii).

§ 2. Das zweite Hindernis in S,-Faserbiindeln

2.1. Fiir einVU (2)-Prinzipalfaserbiindel & bezeichne &' das assoziierte Faser-
biindel mit S, als Faser. Ferner sei &' das zur p-Erweiterung von & assoziierte
Faserbiindel mit S, als Faser (vgl. 1.3 und 1.4). Wie leicht zu sehen (1.1), ist
1) Ey=E1 x1xSO(2) und K = E,/SO(2) xSO(2).

) H*(BgO (k)s Z1) hat nur Torsionselemente der Ordnung 2.
11*
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Man hat die natiirliche Projektion b von E; auf E.. [siehe 1.4 (9)]. In der
Tat ist B, ein Prinzipalfaserbiindel iiber £, mit Faser und Gruppe (SO (2) x
x SO(2))/1 x 1 x SO (2) = SO (2). Wegen der Darstellung (1) von £, hat man
itber B, in kanonischer Weise ein geordnetes Paar von SO (2)-Biindeln, deren
erstes mit 7 (£) bezeichnet werde. Wir fassen 4 (£) als U (1)-Biindel auf (SO (2)
=U(1)). (&) ist in natirlicher Weise mit dem Faserbiindel (h: By — E,)
zu identifizieren. Die gemeinsame Basis von &, ', &’ werde mit B bezeichnet.

Wir nehmen jetzt an, daB B ein endlicher Zellenkomplex ist. B* sei das
r-dimensionale Geriist von B. Es gibt Schnitte von & tiber B3, jeder derartige
Schnitt definiert eine Hindernis-Cohomologieklasse, die als Element von
H4(B, Z) aufzufassen ist?), da die dritte Homotopiegruppe von §; zu Z ka-
nonisch isomorph ist (1.4). Die Hindernisse aller Schnitte von & iiber B®
sind gleich ¢,(£), dem ersten Hindernis von & (vgl. 1.1).

Jeder Schnitt s von & induziert den Schnitt Ao s von £7. Also besitzt
auch &’ Schnitte iiber B?, in Ubereinstimmung mit 1.6 iii): Die Stiefel-
Whitneysche Klasse W, eines SO (3)-Biindels iiber B ist ndmlich gleich dem
ersten Hindernis des assoziierten S,-Faserbiindels. Jeder Schnitt f von £
itber B® definiert ein (zweites) Hindernis I"(f), das als Element von H*({B, Z)
aufgefaBBt werden kann®), da die dritte Homotopiegruppe von 8, zu Z ka-
nonisch isomorph ist (1.4). Die Klasse I'(f) hingt im allgemeinen von f ab.
Wenn s ein Schnitt von & iiber B? ist, dann ist

) I(hos)=cy(d).

Der folgende Satz stammt von Kuxperr [11].
2.2. Satz. Ein Element I' von H*(B, Z) tritt dann und nur dann als Hinder-
nis eines Schnittes von &' iiber B® auf, wenn es ein d € H¥(B, Z) gibt, so daf

®3) I'=d*+d-¢(§) + cy(8) .

Beweis: Sei d ¢ H2(B,Z) und 0 ein U (1)-Prinzipalfaserbiindel mit der
ersten Chernschen Klasse d (vgl. (6], Satz 4. 3. 1). Dann ist £ ® J wieder ein
U (2)-Biindel und

(£ ® 8) =d2+d- ¢, (&) + cy(§), vgl [6], S. 67, Bemerk.

Aus &' = (£ ® §)" [siche 1.3 (6)] folgt wegen (2), daB ¢,(£ ® J) als Hindernis
auftritt. Der Satz ist noch in umgekehrter Richtung zu beweisen: Wir ver-
wenden die Bezeichnungen von 2.1, und § sei wieder ein U (1)-Prinzipalfaser-
biindel iiber B. Ferner sei ¢ die Projektion von Ey»= E g auf B. Uber
E, hat man die U (1)-Biindel y(§), y(£ ® 6), 0*4, die in folgender Beziehung
stehen

4 y(E® 8 =1y(5) @ o*d.

Nun sei f ein Schnitt von §” iiber B® und s ein Schnitt von & {iber B%. Dann
ist ¢, (f* y(£)) gleich der Differenz-Cohomologieklasse von & 0 s und f, [vgl. [4],
8. 114, Formel (14)]. Dieses Resultat wird auf £ ® 6 angewandt: Wenn ¢

3) Man beachte, daB die Strukturgruppe zusammenhingend ist.
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ein Schnitt von (£ ® 8) und g der induzierte Schnitt von (£ @ §)’ ist, dann
ist ¢ (F*y (&) + ¢, (8) wegen {4) die Differenz-Cohomologieklasse von § und f.
Wahlt man nun fiir 4 das U (1)-Biindel iiber B mit ¢;(8) = — ¢,(f*y(£)), dann
verschwindet die Differenz-Cohomologieklasse von g und f. Dann ist I'(f)
= I'(g), und [I'(f) ist also von der Gestalt (3), nimlich

(3%) L(f) =+ d ey (§) + e(8)

wo d = ¢, (0) gleich der Differenz-Cohomologieklasse von f und % © s ist.

2.3. Wir haben in 1.3 die exakte Sequenz (6) betrachtet. Zu u gehort eine
Faserabbildung o (u) : By @)~ Bso (3 der universellen Réume mit dem Eilen-
berg-MacLaneschen Raum K(Z, 2) = Bg , dem unendlich-dimensionalen kom-
plexen projektiven Raum, als Faser. (Vgl. [1], § 22 oder [3], § 1). Die zu-
gehorige Spektralsequenz zeigt, dal das (einzige) Hindernis gegen einen Schnitt
in diesem Faserraum die universelle Stiefel-Whitneysche Klasse W, ist. Daraus
folgt auf iibliche Weise, daf} ein SO (3)- Prinzipalfaserbiindel n dann und nur
dann die u-Erweiterung eines U (2)- Prinzipalfaserbiindels ist, wenn Wy(n) = Q
(vgl. 1.6 fiir ,,nur dann‘).

2.4. Wir betrachten ein SO (3)-Prinzipalfaserbiindel % und das assoziierte
Biindel %" mit S, als Faser. Die Basis B von 7 und %"’ sei ein endlicher Zellen-
komplex. Das erste Hindernis gegen einen Schnitt von #’" ist W, (%) € H*(B,Z).
Wir nehmen an, dal W,(#)=0. Dann gibt es Schnitte von 7" iiber B3
Jedem derartigen Schnitt ist ein (zweites) Hindernis ¢ H*(B, Z) zugeordnet.
[753(S,) ist kanonisch isomorph zu Z (1.4).] Es stellt sich die Frage, welche
Elemente von H*(B,Z) als Hindernisse von Schnitten von %' iiber B® auf-
treten.

2.5. Satz. Es sei n ein SO (3)- Prinzipalfaserbiindel iber einem endlichen
Zellenkomplex B. Es sei Wg(n)=0. Das assoziterte Faserbiindel 7" mit S,
als Faser hat dann iber B® einen Schnitt. Es treten genau die Elemente T
€ H*(B, Z) als Hindernis multipliziert mit 4 eines solchen Schnittes auf, welche
folgendermafen dargestellt werden kinnen

o~

(5) I'=a2*—p(n), x¢ H(B,Z), z=w,(n) mod 2.
Insbesondere ist also jedes Element [ der Form (5} in HY(B, Z) durch 4 teilbar.
Korollar. Wenn H*(B, Z) keine 2-Torsion hat, so hat "' genau dann einen
Schnitt diber B, wenn es ein x ¢ H*(B, Z) gibt, fiir das x*=p, () und dessen Z,-
Reduktion gleich wy(n) ist.
Beweis des Satzes: Wir wahlen nach 2.3 ein U (2)-Prinzipalfaserbiindel ¢

mit pyy & = 9. Dann ist ' = %'/, und die gesuchten méglichen Hindernisse
sind durch 2.2 (3) gegeben. Nun ist

4(@+ d ey (&) + 6 (8) = @ d + & (§)*— (1 (§)2— 4 o (8)) -

Der Satz folgt jetzt aus 1.6.

Bemerkung: 2.5 bestitigt die Vermutung von H. Horr, da8 die Koeffi-
zienten, die in seinem quadratischen Polynom fiir die méglichen zweiten
Hindernisse auftraten, mit charakteristischen Klassen zusammenhédngen
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(vgl. [9], S. 121 unten). Das besagte quadratische Polynom findet sich in der
vorliegenden Arbeit in 2.2 (3) und (3*) wieder. Die Koeffizienten ¢, (&), ¢,(§)
hingen von der Wahl des U (2)-Biindels & mit u, & = 5 ab. ¢;(£) mod. 2 und
¢;(£)2— 4 ¢, (&) sind aber wegen 1.6 unabhéngig von der Wahl von §. Man
kann direkt beweisen, dafl ¢,(£&) in 2.2 (3) gleich der von Hopr betrachteten
Klasse w{h0s, hos) ist. Bezeichnet man noch die Differenz-Cohomologie-
klasse von f und ko s mit «(f, h 0 8), dann geht 2.2 (3%) iiber in

Iy = alf, hosP+ alf, hos) - w{hos, hos) + I'{kcs) .

Das ist genau die Formel (7.4) von [9], die von Horr allerdings unter all-
gemeineren Voraussetzungen iiber die Strukturgruppe bewiesen wurde (vgl.
auch [10]). Inzwischen ist eine Arbeit von Wu WeN-Tsux iiber die erwihnte
Vermutung erschienen, die uns unzugéinglich ist. Ferner haben wir kiirzlich
{American Mathematical Society, Notices, February 1958, 8. 27) eine Note von
W. 8. MassgY gesehen, in der das obige Korollar ausgesprochen wird.

§ 3. Das zweite Hindernis in gewissen S, x S,-Faserbiindeln

3.1. Es sei £ ein SO (4)-Prinzipalfaserbiindel. Die Basis B von £ sei ein
endlicher Zellenkomplex. Das assoziierte Faserbiindel E mit der Stiefelschen
Mannigfaltigkeit SO (4)/1 x 1 x SO (2) der 2-Beine als Faser hat einen Schnitt
tiber dem 2-dimensionalen Geriist B2, und das Hindernis gegen Fortsetzung
eines solchen Schnittes auf B? ist gleich W,(&) ¢ H3(B, Z). Ferner betrachten

wir das zu & assoziierte Faserbiindel & mit =S50 (4)/SO (2) x SO (2) als Fager
und schlieBlich die beiden Faserbiindel &,, &, mit 5, als Faser, die zur A0)- bzw.
A®-Erweiterung von £ assoziiert sind. Wir haben (1.1, 1.4)

Er=FE/1 x1xS0O(2), FEr=E/SO(2)xSO(2)

Eﬁ: E;/U(2) B E&iﬂ E&/m(s:gx 51)

und natiirliche Projektionen (1.4)

1

( 2) @ Eg—-> EE—'
q,: Es—>E, , qy:E;~>E .

Jeder Schnitt s von & (@iber einer Teilmenge von B) induziert Schnitte ¢, 0 s,
g50 8 von & bzw. £,. Umgekehrt gibt es zu jedem Paar f,, f5, wo f, ein Schnitt
von £, ist, genau einen Schnitt s von £ mit {f1, f2) = (g, 08, g5 0 8). Ferner stellen
wir fest, daB jeder Schnitt s von £ den Schnitt pos von 5 induziert. Das
Hindernis gegen einen Schnitt iiber B3 ist fiir jedes der Biindel &, &,, &, gleich
W,(&) [siche 1.5 iii)]. Wir sefzen jetzt voraus, daff W;3(&) = 0. Dann hat jedes
der Biindel &, §: £, &, einen Schnitt iiber B3, und es tritt die Frage auf, welche
4-dimensionalen Cohomologieklassen als Hindernisse von Schnitten iiber B?
{(gegen die Fortsetzung auf B%) auftreten. Diese Frage ist durch 2.5 fiir die
S, Faserbiindel &;, &, gelost, und damit 148¢ sie sich fir E’ beantworten

3.2. Dss Hindernis eines Schnittes ¢ von Z‘z iiber B8 ist eine 4-dimensionale
Cohomologieklasse mit Koeffizienten in der Homotopiegruppe 73(2), welche
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kanonisch isomorph zu Z + Z ist [1.4 (13)]. Also 1aBt sich die Hindernis-
Cohomologieklasse des Schnittes s in bestimmter Weise als Element von
HY{B,Z +Z)= H*B,Z) -+ H*(B, Z) auffasgen und damit als Paar von Ele-
menten aus H*(B, Z), dessen r-te Komponente (r = 1, 2} offenbar gleich dem
Hindernis von ¢,0 s in &, ist. Hier hat ¢, die in (2) angegebene Bedeutung.
Es folgt, daB ein Paar (a, b) ¢ H*(B,Z) + H%(B,Z) dann und nur dann als
Hindernis eines Schnittes von & iiber B? auftritt, wenn o bzw. b Hindernis
eines Schnittes von & bzw. &, iiber B3 ist. Anwendung von 2.5 auf &, £, ergibt
unter Benutzung von 1.5 den folgenden Satz.

3.3. Satz. Es sei & ein SO (4)- Prinzipalfaserbiindel iiber einem endlichen
Zellenkomplex B. Es sei W4(&) = 0. Das assoziierte Faserbiindel 2 mit X, dem
Raum der orientierten 2-dimensionalen Teilrdwme durch den Nullpunkt des R4,
als Faser hat dann iiber B® einen Schnitt, und es treten genau die Elemente
(E, Z) € HY(B,Z) + HY(B, Z) als Hindernis (vgl. 3.2) multipliziert mit 4 eines
solchen Schnittes auf, welche folgendermafen dargestelll werden kénnen

(3) (@, b) = (22— py(§) — 2 - W4(8), 42— pu(8) + 2- W),
wobet x,y ¢ H2(B, L), x=y=w,(£) mod2.

3.4. Wir betrachten nun das Faserbiindel £. Die natiirliche Projektion
von SO (4)/1 x 1 x SO (2) auf 2 induziert einen Isomorphismus der dritten
Homotopiegruppen, wie sofort aus der exakten Homotopiesequenz folgt. Da-
mit ist nach 1.4 (13) ein kanonischer Isomorphismus
(4) ky:m(SO(4)1 x1 xSO@2)—->Z+Z

gegeben, und das Hindernis eines Schnittes von £ iiber B3 kann wieder als
Paar von Elementen aus H*(B,Z) aufgefaBt werden. Offenbar hat der
Schnitt ¢ von Z—' tiber B® dann das gleiche Hindernis wie der Schnitt gos
[vgl. 3.1(2)] von £ iiber B3

3.5. Satz. Es sei £ ein SO (4)- Prinzipalfaserbiindel iber einem endlichen
Zellenkomplex B. Es sei W,(€) = 0. Das assoziierte Faserbiindel & mit der
Stiefelschen Mannigfaltigkeit SO (4)/1 x 1 x SO(2) als Faser hat dann iiber B?
einen Schunitt, und es treten genaw die Elemente (;, g) ¢ HY(B,Z)+ H*{B,Z)
als Hindernis multipliziert mit 4 eines solchen Schnities auf, welche folgender-
mafen dargestellt werden kénnen

(5) (@, b) = (22— py (§) — 2W, (), 28— py(&) + 2W (&),
wobet x € H(B, L) und v = wy(§) mod 2.

Beweis: Die Stiefelsche Mannigfaltigkeit SO (4)/1 x 1 x SO (2) ist homéo-
morph za S; x S;. Wir haben die natiirliche Projektion

7:SO4)/1 x 1 x SO (2) SO (4)/1 xSO(3) = S,.

Ferner haben wir eine Projektion gi der Stiefelschen Mannigfaltigkeit auf S,,
die durch (vgl. 1.4)

SO (4)/1 x 1 x SO(2) - SO (4)/SO(2) x SO(2) £ S,
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definiert wird. Wie leicht aus 1.2 — 1.4 folgt, ist (¢, ¢) ein Homdomor-
phismus der Stiefelschen Mannigfaltigkeit auf S, x 8,, der einen Isomorphismus
k, ihrer dritten Homotopiegruppe auf Z + Z induziert (1.4).

& sei das zu & assozilerte Faserbiindel mit S, als Faser. Jeder Schnitt
von & iiber B® hat das Hindernis W,(&). Andererseits entsprechen die Schnitte
von £ iiber B® offenbar den Paaren (fis 1), wo f, ein Schnitt von &, tiber B?
und f, ein Schnitt von & iiber B3 ist. Das 4-fache Hindernis von f, ist von der
Gestalt 22— p, (&) — 2 W, (&), (x =w,(£) mod 2), wihrend das von f, gleich
4 W,(£) ist. Wir haben den Automorphismus k = k0%, von Z + Z auf sich
und behaupten k{a, b) = {a, b — a). Dies folgt bei genauer Beachtung der am
Schlul von 1.4 getroffenen Konventionen. Damit ist der Satz bewiesen.

§ 4. Das Tangentialbiindel einer 4-dimensionalen Mannigtaltigkeit

4.1. Essei M eine 4-dimensionale kompakte zusammenhéangende orientierte
differenzierbare Mannigfaltigkeit (versehen mit einer Riemannschen Metrik)
und & ihr tangentielles SO (4)-Prinzipalfaserbiindel. Die charakteristischen
Klassen von & (vgl. 1.1) nennt man auch charakteristische Klassen von M.
Sie werden mit w,(M), W,(M), W,(HM), p,(M) bezeichnet. Wir werden in
diesem Abschnitt sehen, daf sie durch klassische Cohomologieinvarianten von M
bestimmt sind. Gleichzeitig erinnern wir noch einmal an einige bereits in der
Einleitung erwihnte Begriffe.

Ein Element y ¢ H*(M,Z) ist durch seinen Wert y[M] auf dem Grund-
zyklus der orientierten M bestimmt. Wir haben zundchst

i} W (M) [M] ist die Eulersche Charakteristik e(M) .

Es sei 7% die Torsionsgruppe von H#*(M,Z) und H = H*(M,Z)/T?. Die
Gruppe H ist ein b,-dimensionales Gitter, wobei b; die i-te Bettische Zahi von
M ist. Da (vy) [M] fitr x,y ¢ H2(M, Z) offenbar nur von den durch z,y ge-
gebenen Elementen von H abhingt, erhalten wir eine symmetrische Bilinear-
form 8§ iiber H von der Determinante +1 (vgl. Einleitung). Als Form iiber
dem reellen Vektorraum H @ R kann diese auf Diagonalform gebracht werden.
Es sei p* (bzw. p~) die Anzahl der positiven {bzw. negativen) Diagonal-
koeffizienten. Es ist dann p* + p~= b,, wihrend p*— p~ der Index (M) ist.
Es gilt
i Py (M) [M] =3 7(3) .

Diese Formel folgt aus der Cobordisme-Theorie von Taom [14]; (vgl. auch [6]).

Fiir einen Raum X hat STEENROD filr jedes i (¢ = 0) einen Homomorphismus
8¢ HY (X, Z,) > H*+{X Z,} definiert {Steenrodsche reduzierte Quadrate).
Wenn 2 ¢ H¥(X,Z,) und ¢ > k, dann S¢lz = 0. Fir z ¢ HY(X,Z,) ist S¢ix
=22 Wenn X eine zusammenhdngende kompakte n-dimensionale Mannig-
faltigkeit ist (nicht notwendigerweise orientierbar), dann wird fiir ¢ < » der
Homomorphismus 8¢*: H~4(X, Z,} - H*(X,Z,) = Z, wegen des Poincaré-
schen Dualitdtssatzes dureh Multiplikation mit einer Klasse U, ¢ H{(X,Z,)
gegeben, d. b. es ist Sq¢'z = U,z fir alle 2 ¢ A*-#(X,Z,). Die U, wurden
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von Wu WeN-Tsux [16] eingefithrt, der auch gezeigt hat, dal die U, Poly-
nome in den Stiefel-Whitneyschen Klassen w; von X sind (vgl. hierzu [5, 13,
171]). In [5] wurden diese Polynome durch Reduktion mod 2 aus den Todd-
schen Polynomen erhalten. Wenn X orientierbar ist, dann ist w; = 0; in diesem
Fall verschwinden die U, fiir ungerades ¢, und es ist U,= w,, Uy= w,+ w},
Uy= wyw,+ wi.

Wir betrachten nun wieder unsere 4-dimensionale M. Der Homomor-
phismus x — 2% von H2(M, L,) in H*(M, Z,) ist gleich S¢* Wie oben erwéhnt,
ist Uy= w,, also gilt
iii) 2= w,(M) -« firalle x ¢ H*(M,Z,) .

Zu der exakten Koeffizientensequenz

0+Z 2,Z>Z, >0

gehort die exakte Cohomologiesequenz

H2(M,Z) 2. H2(M,Z) ' H2(M,Z,) % H3(M,Z) (vgl. 1.1) .
Der Homomorphismus r ist die Z,-Reduktion. Es ist

rH2(M,Z) = H¥(M,Z)/|2 H:(M,Z).
Wir betrachten die Inklusionen
H>(M,Z,) >rH* (M, Z) >rT2.

Aus dem Poincaréschen Dualitétssatz folgt leicht, daBl » H2(M,Z) und r7T?
beziiglich des Cup-Produktes in H?*(M,Z,) gegenseitige Annulatoren sind.
Also: Fiir z ¢ H*(M, Z,) ist dann und nur dann zz = 0 fiir alle z € r T'?, wenn
zcrH} (M, Z).
iv) wy (M) ist die Z,-Redulition einer ganzzahligen Klasse.

Beweis: Wenn z € rT% dannist xx = 0. Wegen iii) ist auch « - w, (M) = 0.
Aus der obigen Annulierungseigenschaft folgt, da w, (M) ¢ r H*(M, Z).

Wegen eines oben erwihnten Isomorphismus ist w, (M) in natiirlicher Weise
als Element von H2(M,Z)/2 H*(M,Z) aufzufassen. Bei dem natiirlichen
Homomorphismus von H2(M,Z)/2 H*(M,Z) in H/2 H geht w,(M) in ein
Element W von H/2 H iiber. Diese Restklasse W stimm$ wegen iii) mit der
in der Einleitung betrachteten Restklasse W iiberein, d. h.

v) S{w, )= S{z,2z)mod 2 fiir ¢ H und wec WCH.

Wie aus der Anschreibung der vorstehenden Formel ersichtlich ist, haben
wir das Element W von H/2H als Restklasse, d. h. als Teilmenge von H auf-
gefallt. Wir fithren wie in der Einleitung die Menge {2 aller ganzen Zshlen der
Form 8(y,y), (y € W), ein. Offensichtlich ist £ auch gleich der Menge aller
Zahlen 22 [M] mit « = H2(M, Z) und x = w,(M) mod 2. Weiter bemerken wir,
daB} £ dann und nur dann aus einem einzigen Element besteht, wenn b, (M)=0.
In diesem Fall ist £ = {0},

Die Stiefel-Whitneysche Klasse Wy(M) ¢ H¥(M,Z) ist gleich &, w, (M)
(vgl. 1.1). Aus iv) und der Exaktheit der obigen Cohomologiesequenz erhélt
man den folgenden Satz von Wmitnzy [15]:

vi)  Fliir eine kompakte orientierte 4-dimensionale M verschwindet W, (M).
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Bemerkung: iv) und vi) lassen sich sofort auf kompakte orientierte 4 k-
dimensionale M verallgemeinern. Es gilt, daB} U,, die Z,-Reduktion einer
ganzzahligen Klasse ist und daB also 8, U,, verschwindet. In einer 8-dimen-
sionalen M ist U,= w,+ wi. Da wi die Z,-Reduktion von p, ist (vgl. [2]),
folgt fiir den Fall einer 8-dimensionalen M, daB 8, w,= W= 0.

4.2. Wir betrachten jetzt die zu dem Tangentialbiindel £ assoziierten
Faserbiindel £ und £ (siehe 3.1). & ist das Biindel der (orthonormierten)
2.Beine und £ das Biindel der orientierten Flichenelemente von M. Da
W3(M) verschwindet, gibt es 2-Bein-Felder und auch Felder von Flichen-
elementen mit endlich vielen Singularititen. Jede Singularitdt hat als ,,Index"
ein Paar ganzer Zahlen. Jedes Feld hat eine Indexsumme, die wieder ein Paar
ganzer Zahlen ist. Welche Paare von ganzen Zahlen treten als Indexsumme
eines Feldes von orientierten Flichenelementen mit endlich vielen Singu-
laritdten auf? Dieselbe Frage stellt sich fir Felder von 2-Beinen. Die Ant-
worten sind in 3.3 und 3.5 enthalten. Sie lassen sich wegen 4.1 mit alleiniger
Verwendung der Eulerschen Charakteristik ¢ = ¢(M) und der Poincaréschen
Bilinearform 8 formulieren. Durch § sind die Zahlenmenge £ und der Index
7 = 1(M) bestimmt.

4.3. Satz. Es sei M eine 4-dimensionale kompalkte orientierte differenzierbare
Mannigfaltigkeit. Es gibt auf M Felder von orientierten Flichenelementen mat
endlich vielen Singularititen. Ein Zahlenpaar (a, b) tritt dann und nur dann als
Indexsumme eines derartigen Feldes auf, wenn

1) a=%(a—31—26), z%(ﬂ~3't+2e) mit o, f €02 .

Es gibt auf M auch Felder von 2-Beinen mit endlich vielen Singularititen. Ein
Paar {a, b) tritt dann und nur dann als Indexsumme eines solchen Feldes auf,
wenn

{2 a=%(a—3r-2e), z%—(a~3‘£+2e) mit o €52,

Die rechten Seiten von (1) und (2) sind immer ganzzahlig.

4.4. Korollar. Die Indexsumme (a, b) aus (1) ist dann und nur dann un-
abhingig von der Wahl des Feldes, wenn die zweite Bettische Zahl von M ver-
schwindet. Dann ist v =0, 2 = {0}, und die invariante Indexsumme ist (—e/2,
+ ¢/2). Dasselbe gilt fiir (2).

4.5. Korollar. Es gibt auf ganz M ein Feld orientierter Flichenelemente
dann und nur donn, wenn 31+ 2¢ und 31— 2¢ zu 2 gehdren. Es gibt auf
ganz M ein 2-Bein-Feld dann und nur dann, wenn e = 0 und 3 v € .

4.6. Die ganzen Zahlen der Form 71- (0 — 87— 2¢), « € £, sind die mog-

lichen Indexsummen (Hindernisse) fiir das Biindel &, das E,/U(2) als Total-
raum hat (vgl. 1.4 und 3.1). Also laBt M dann und nur dann eine fastkom-
plexe Struktur zu, wenn &, iiber ganz M einen Schnitt hat (1.1). Das ist aber
genau dann der Fall, wenn unter den moglichen Indexsummen die Zahl 0
vorkommt. Damit erhalten wir einen Satz von Wu WeN-Tsuw ([18], 8. 74) in
folgender Fassung.
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Satz. Eine 4-dimensionale orientierte kompakie differenzierbare Mannig-
faltighkeit lift dann und nur dann eine fast-komplexe Struktur zu, wenn 3 1 + 2e
€ L.

Bemerkung: Dieser Satz gilt fir die orientierte Mannigfaltigkeit M. Wir
haben immer von dem SO (4)-Tangentialbiindel Gebrauch gemacht. Nimmt
man die entgegengesetzte Orientierung, dann bleibt e fest, aber v andert sein
Vorzeichen. £ geht diber in — 2= {x: —a € 2}. Aus 4.5 und dem vor-
stehenden Satz folgt, daBl M dann und nur dann beziiglich beider Orien-
tierungen eine fast-komplexe Struktur zuldBt, wenn sie ein Feld von orientier-
ten Flichenelementen ohne Singularititen besitzt. Fiir die komplexe pro-
jektive Ebene mit der iiblichen Orientierung ist 37 + 2¢ =3+ 6 =9 und Q
ist die Menge der ungeraden Quadratzahlen. Fir die entgegengesetzte Orien-
tierung hat man 31 + 2e¢=3. Nur fiir die erste Orientierung 148t die
komplexe projektive Ebene eine fast-komplexe Struktur zu [7}.

4.7. Nach 1.3 ist u als die Beschrinkung von A® auf U(2) definiert.
Daraus folgt: Wenn M mit einer fast-komplexen Struktur versehen ist, dann
ist &, das S,-Faserbiindel, das zur u-Erweiterung des tangentiellen U (2)-
Biindels von M assoziiert ist (vgl. 3.1, & ist immer das tangentielle SO (4)-
Biindel von M). Alsoist &, das Biindel der komplexen Linienelemente der fast-
komplexen M, und eine ganze Zahl b tritt dann und nur dann als Indexsumme
eines Feldes komplexer Linienelemente mit endlich vielen Singularititen auf,

wenn b :-} (8 —31+ 2¢) mit B¢ 2. Fir die komplexe projektive Ebene

treten die ganzen Zahlen der Formé- 2k + 12—3+6) =B+ k+1

{k ganz) auf (7, 8]. — Wie wir gesehen haben, ist ,,das Biindel &, der komplexen
Linienelemente mit P U (2) (= $0 (3)) als Strukturgruppe unabhingig von der
fast-komplexen Struktur und kann sogar definiert werden, wenn M gar keine
fast-komplexe Struktur besitzt. &, besitzt dann und nur dann einen Schnitt
mit der Indexsumme e, wenn M eine fast-komplexe Struktur znlaBt.

4.8. Fiir die von uns betrachteten M ist die Existenz eines 1-Bein-Feldes
tiber ganz M mit e = 0 gleichbedeutend, die Existenz eines 2-Bein-Feldes mit
e=0und37¢Q.

Satz, Die Exzistenz eines 3-Bein-Feldes, d. h. die Parallelisierbarkeit, ist
dquivalent mit e =t = 0 und x%= 0 fiir alle x ¢ H*(M, Z,).

Beweis: Wenn M parallelisierbar, dann verschwinden alle charakteristi-
schen Klassen, also ¢ = 7 = 0 und 2?= 0 (x ¢ H2(M, Z,)) wegen 4.1 i), ii), iii).
Wenn umgekehrt 22= 0 fiir alle = ¢ H2(M, Z,), dann ist w,(M) = 0 und das
Tangentialbiindel & 148t Spin (4) = S, x S; als Strukturgruppe zu ([2], § 26).
Das Hindernis gegen einen Schnitt in diesem Spin (4)-Biindel verschwindet,
wenn (M) und W, (M) verschwinden, also wenn ¢=1=0. Wenn das
Spin (4)-Biindel einen Schnitt hat, dann auch &,

Eine M, die ein 1-Bein-Feld, aber kein 2-Bein-Feld zulaft, ist uns nicht
bekannt.
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