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HELMUT KLINGEN 

Es sei F, die Siegelsche Modulgruppe n-ten Grades, welche aus allen 2n- 
reihigen ganz-rationalen symplektischen Matrizen M besteht. Diese Gruppe 
gestattet bei Aufspaltung von M in n-reihige Untermatrizen die bekannte Dar- 
stellung 

Z__.M(Z>=(AZ+B)(CZ+D)_~, M = ( A  B) 

als Gruppe von biholomorphen Automorphismen der verallgemeinerten oberen 
Halbebene 

6, ,={Z=X+iYIZ=Z',  Y>0}.  

Das yon H. P~TE~SON [7] bei Grenzkreisgruppen erster Art ffir eine Variable 
begrfindete Prinzip der Quersummation wurde yon H. M ~ s s  [6] auf Fn iiber- 
tragen ffir den Entwicklungstypus 

(1) f ( Z ) =  ~ a(T)e 2~i'~rz~ 
T>O 

einer Spitzenform f.  Es bezeichnet dabei tr die Spurbildung, und die Summa- 
tion wird fiber atle halbganzen positiv defmiten T erstreckt. Man gelangt so zu 
Poincar6schen Reihen, welche die volle Schar der Spitzenformen festen Ge- 
wichtes aufspannen. Um alle Modulformen linear zu erzeugen, hat man fiir 
n = 1 lediglich noch die Eisensteinreihen hinzuzunehmen. Ffir n > 1 reichen 
jedoch die genannten Reihen nicht aus. In [6] waren gegeniiber dem klassischen 
Fall n = 1 neue l~berlegungen notwendig, um alle Modulformen durch Funk- 
tionen mit explizit formulierter Reihendarstellung zu erzeugen. 

In [7] ist das Verfahren der Quersummation ffir eine Variable auch durch- 
geffihrt, wenn man statt der Fourierentwicklung (1) die Taylorentwicklung um 
einen beliebigen Punkt der oberen Halbebene zum Ausgangspunkt wiihlt. 
Dabei gelangt man zu zwei neuen Typen yon Poincar6schen Reihen, welche 
jeweils wieder die Schar der Spitzenformen aufspannen. Einen dieser Typen 
(Poincar6sche Reihen zu festem Entwicklungspunkt) hat R. GOO~.~_~NT [1] 
ffir beliebiges n untersucht und den betreffenden Vollst~indigkeitssatz fi~ 
Spitzenformen bewiesen. - -  Im ersten Paragraphen dieser Arbeit wird die 

* Supported in part by the Army Research Office (Durham) through grant AROD-31-t24- 
G 632. 
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Peterssonsche Metrisierungstheorie fiir die Siegelsche Modulgruppe bezfiglich 
eines beliebigen Entwicklungspunktes Z* ~ 9 ,  dargesteUt. Die Untersuchungen 
von R. GODE~NT werden dabei bis zu den Grundformeln der Metrisierungs- 
theorie vervollst~indigt, um den AnschluB an die zahlreichen Folgerungen im 
Sinne yon [7] zu haben. Es stellt sich heraus, dab man fiir n > 1 die Taylorent- 
wicklung geeignet modifizieren mul3, um durch Quersummation zu Poincar6- 
schen Reihen zu gelangen, welche den Grundformeln genfigen. Dies liegt an 
relativ schwachen Symmetrieeigenschaften yon 9 ,  f i irn > 1 verglichen mit 
dem klassischen Fall n = 1. 

Im zweiten Paragraphen werden die Nichtspitzenformen in die Betrachtung 
einbezogen. Es werden drei Arten von Poincar6schen Reihen gebildet, von 
denen jede Art alle Modulformen n-ten Grades erzeugt. Zwei dieser Arten sind 
neu, die dritte ist der von MAAss behandelte Typus. Wesentlich ist ein Zusam- 
menhang zwischen diesen verschiedenen Typen, der fiber geeignete Fourier- 
und Taylorentwicklungen hergesteUt wird. Dadurch gelingt eine gleichzeitige 
Behandlung aller Poincar6schen Reihen mit EinschluB der Darstellungss~itze. 

Der dritte Paragraph behandelt sehlieBlich die Konvergenzverh~iltnisse der 
Poincar6schen Reihen. Es stellt sich heraus, dab s~imtliche Reihen so glatte 
Konvergenzeigenschaften besitzen, dab man mit ihnen handlich in jeder 
konkreten Situation umgehen kann. Die Ergebnisse sind zum Teil auch neu 
fiir n = 1 (vgl. [8]). 

Diese Ausfiihrungen werden ffir den konkreten Fall der Siegelschen Modul- 
gruppe dargestellt, und es werden explizite Formulierungen angestrebt, obwohl 
sich die Resultate und Beweise zu einem grol3en Teil sofort verallgemeinern 
lassen. 

§ t. Die Grundformeln der Metrisierungstheorie 

Es sei Z* = X* + i Y* fest in 9 ,  gew~ihlt. Man bestimme die reelle Matrix F 
gena~B Y* [F'] = E, wobei die iibliche Abkiirzung A [B] = B'AB ffir komplexe 
Matrizen A, B Verwendung findet. Als neue Variable in 9 ,  ffihre man nun 

(2) W =  U+ i V =  Lz.(Z ) = F ( Z -  Z * ) ( Z -  Z*)-  I F - t 

ein. Wegen 

(3) ( E -  if 'W) [V] = 4 Y  [ ( Z -  Z*) -1 ] 

ist leicht zu sehen, dab Lz. die obere Halbebene 9 ,  biholomorph auf den ver- 
allgemeinerten Einheitskreis 

~,,= { W I W =  W ' , E -  f f 'W  >O} 

abbildet und den ausgezeichneten Punkt Z* in den Nullpunkt fiberffihrt. 
Nun sei f ( Z )  eine beliebige Spitzenform vom Gewicht k und kn = 0 rood2. 

Man transformiere f verm6ge 

(4) f ( W )  = IZ - Z*[hf(Z) 

in den Einheitskreis. Wegen des Transformationsgesetzes 

(5) T (M ( Z ) )  = IC Z + Dlk f (Z) (M ~ 1",) 
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von Modulformen wird f eine automorphe Form auf~n bezfiglich der Gruppe 
F, = Lz, F, Lzl,. Als Taylorsche Entwicklung von f an der Stelle Z* nehme man 
nun 

f (Z) = IZ - Z*[-k~3(Lz,(Z)), 

wobei ~(W) die Potenzreihenentwicklung von f nach Potenzen der Elemente 
von W im Nullpunkt ist. Auf diesen Entwicklungstypus wende man das Ver- 
fahren der Quersummation an. Es besteht in folgendem Vorgehen : Man bilde 
formal 

f(Z) = f (M(Z) ) [CZ + Dl-k = ICZ + Dl-k [M(Z)  - g*l-k ~3(Lz, M ( Z )  ) 
und summiere bei fester Wahl des Gliedes von ~ fiber alle M e F.. So gelangt 
man zu den Poincar6schen Reihen 

¢P(Lz, M (Z)) 
(6) Pk,n(Z;Z*,q))= ~ [ M ( Z ) _ Z ,  IkICZ + DIk , 

M~F~ 

n(n + 1) Variablen sei. Eine einfache Rech- wobei q~ ein beliebiges Polynom in 2 

nung zeigt, dab diese Reihen abgesehen yon dem Faktor I Z - Z * t  -k mit den 
gew6hnlichen Poincar6schen Reihen 

k 

q~(M(W))j~ ÷ ' (W) 
M~f. 

zu der auf dem beschr~inkten Gebiet ~,  operierenden Gruppe/~, iibereinstim- 
men. Dabei bezeichnet j die Funktionaldeterminante der betreffenden Abbil- 
dung. Nach einer wohlbekannten einfachen Schlul3weise von POINCAR~ 
(siehe [2]) hat man also absolut gleichm~,iBige Konvergenz auf jedem Kom- 
paktum fiir k > 2n. Da aus dem Bildungsgesetz yon (6) sofort das Transforma- 
tionsverhatten (5) abgelesen werden kann, sind diese Reihen also ffir k > 2n 
stets Modulformen n-ten Grades. Spitzenformen f sind ffir die Modulgruppe 
durch die Eigenschaft 

~ f :  lim f ( Z o  0)  x--~ i2 = 0 (Z o e ~ ~_ 1) 

gekennzeichnet. Der Nachweis daffir, dab die durch (6) dargestellten Funk- 
tionen stets Spitzenformen sind, ist bei R. GODE~Ca~NT [ I ] nur mit tiefliegenden 
Hilfsmitteln von I. SATAKE und HARISH-CHANDRA bewiesen. In [5] ist jedoch 
sehr einfach gezeigt, dab diese Reihen absolut gleichm~iBig konvergieren in dem 
beim GrenzprozeB betroffenen Bereich. Aus der Symmetrierelation 

' M ( Z > -  Z*I 'CZ + D'='3~I<- Z*> + ZI IC(-Z*)+ bI' ~I = M - t [ (  E ? E ) ]  

wird ersichtlich, daft jedes Glied yon (6) den Grenzwert Null besitzt. Die glied- 
weise Ausffihrung des Grenzprozesses ~ zeigt also die Spitzenformeigenschaft 
der durch (6) dargestellten Funktionen jetzt unmittelbar. 
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Auf der Schar der Spitzenformen vom Gewicht k werde nun das bekannte 
Skalarprodukt [6] 

{f,g} = S f(Z)g(Z)IYI k- '-I  dX dY 

eingefiihrt. Der Integrationsbereich ~,  ist irgendein Fundamentalbereich der 
Modulgruppe F. ;  es werde etwa der von C. L. SIEGEL angegebene Fundamental- 
bereich benutzt. Das Skalarprodukt einer beliebigen Spitzenform f vom 
Gewicht k mit Pk..(Z ; Z*, ~p) l~iBt sich leicht wie folgt berechnen. Dabei ist es 
zweckm~iBig, vermfge (2) zu ~. iiberzugehen. Mit der Bedeutung von f aus (4) 
erh~ilt man 

{f(Z), Pk,.(Z; Z*, q~)} 

-k f ~p(M<W>) IE_ff, Wik_,_idUd V = 2"("-2~+'1Y*1 f (w)u~"  ICW+DI k 
L=.<I~.> 

=2"~"-2'+')1Y*-~ 3' y f (w)  q)(M<W>) iE_ff, wIk_._,dUd V 
u'~r. IC W + D[ ~ 

L,* (~n) 

(7) =2"("-~k+'+llYl*-k $ f(W)~-TW-)IE-ff'WIk-"-IdUdV. 
~n 

Da f Spitzenform ist, ist unter Verwendung von (3) und der Abkiirzung abs 
fiir den absoluten Betrag 

k k k 

I rl ~ abs f ( Z )  = 2-"k i r , l - ~  IZ - if" Wl ~ abs f ( w )  

beschr~inkt und auBerdem 

(8) t.(~,)= I I e -  ff 'Wl'dUdV 

fiir a > --1 konvergent [3]. Somit existiert das Integral (7), und die voran- 
gehenden Umformungen sind fiir k > 2n legitimiert. 

Zur weiteren Berechnung des Skalarproduktes entwickle man f in eine 
Potenzreihe nach W. Da I$. fiir n > 1 jedoch kein Reinhardtsches Gebiet ist, 
kann man die Gfiltigkeit dieser Potenzreihenentwicklung von f in ganz I$. 
nicht erwarten. Durch Zusammenfassen der homogenen Bestandteile gleichen 
Grades bekommt man jedoch eine in ganz ~.  giiltige Entwicklung von f .  Ist 
n~imlich W e ~.  gegeben, so ist 

o(t) = f(t  ~0 

eine fiir abs (t)~ 1 holomorphe Funktion der komplexen Variablen t. Sic ge- 
stattet infolgedessen eine Potenzreihenentwicklung 

o(t) = ~ t ' f ,(w) (abs(t) =< 1), 
v = O  
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wobei die Koeffizienten f , (w)  nur von W abh~mgen. Andererseits kann g(0 
fiir genfigend kleines abs(t) in eine Potenzreihe nach Potenzen von t W entwiekelt 
werden. Wegen der Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung ist f~(w) der 
homogene Bestandteil v-ten Grades in der Potenzreihenentwicklung yon f,  und 
fiir t = 1 bekommt man 

f(w)= fv(w) 
vmO 

for alle W ~ ~,. Hierbei ist also fv ein homogenes Polynom v-ten Grades in den 
Elementen von W. Diese Reihe konvergiert sogar aufjedem Kompaktum von 
(~, absolut gleichm~iBig. 

Im Hinblick auf die Grundformeln der Metrisierungstheorie werden die 
homogenen Bestandtcile der Potenzreihenentwicklung folgendermaBen "um- 
gestaltet. Ffir v=0,  1, 2, ... sei a~ der m,-dimensionale Zeilenvektor aller 
Potenzprodukte yore Grade v in den Elementen wjl(] < l) yon W. Dann ist 
ffir v * #  

~'~a~JE - ff/'Wl*-"-~dUdV=O, 
f£,t 

weil der Integrand bei der Substitution W ~  e t~° W mit reellem ~ den Faktor 
e~(U-~)~ 1 annimmt. Die Hermitesche Matrix 

H,= ~ 6" a, lE- ffzWlk-"- I dU dV 

ist dagegen positiv definit. Bestimmt man A~ so, dab H, [A~] = E ist, so liefern 
die Komponenten yon a~A~ ein vollstiindiges System von homogenen Poly- 
nomen ¢p~, ¢p~2 . . . .  v-ten Grades mit der Eigenschaft 

(9) S ~0~r(w) ~o.,(W)IE- ~ W l  ~-"- l d U  d V  = ~ , , , , ~ , ,  . 
~n 

FOr n = 1 und, wie man leicht iiberlegt, nur in diesem Falle kann man fOr die 
q~ die normierten Potenzprodukte der Elemente yon W selbst nehmen. Es sei 
noeh hervorgehoben, dab dieser OrthogonalisierungsprozeB unabhfingig yon 
Z* ist. 

Schreibt man nun die Potenzreihenentwieklung yon f in der Gestalt 

so l~Bt sich das Skalarprodukt {f(Z), P,,.(Z;Z*, q~,~)} im AnschluB an (7) 
folgendermaBen weiterberechnen. Man integriere dort zun~chst fiber das 
Kompaktum 

• ~)={WE~.}tE-  I~W >_-0} ( O < t <  I). 

Die Polynome q~,z erffillen auch die Orthogonalit~tsrelation 

S ¢p,,(W)cp,,,(W)IE- ff,'Wlk-"-ldUdV=O ~ , v ) ,  

11 Math. Ann. 168 
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ferner ist (10) gleichm~iBig konvergent auf ~t). Daher bekommt man zun~ichst 

I f(W)~o~,(W)JE- f f : W l ~ - " - ' d U d V  

m y  

und nach Ausfiihrung des Grenziibersanges t-} 1 verm6ge (9) 

f. f(w) o n(W)lE- ff Wt -"-l dU dV=a .. 

Zusammenfassend kann also der folgende Sachverhalt formuliert werden. 
Die Taylorentwicklung einer beliebigen Spitzenform f an der Stelle Z* 
schreibe man in der Gestalt 

(11) f(Z)=lZ-g*l -k ~ ~ a,z(f ,Z*)q)~z(gz,(Z)).  
v = 0 ~ = l  

Dann gilt fiir die aus dieser Entwicklung durch Quersummation gewonnenen 
Poincar~schen Reihen der folgende Satz. 

Satz t. Es sei k > 2n, kn ==-0rood2 und Z* ~ ~. .  Ffir die Taylorentwicklung 
(11) einer beliebigen Spitzenform f v o m  Gewicht k an der Stelle Z* gelten die 
Grundformeln der Metrisierungstheorie 

{f(Z), Pk,,(Z; Z*, ~p..)} = 2 "{"-2k+ 1)+ 1] Y*I-* a,u(f, Z*). 

Es lassen sich dann die tiblichen Folgerungen gem~il3 [7] ziehen. Die Be- 
weise sind wfrtlich zu tibertragen. Die wichtigsten S~itze seien als Folgerungen 
genannt, wobei auf den Nachweis der Endlichkeit der Dimension der Schar 
aller Modulformen festen Gewichtes nicht mehr eingegangen (vgl. [1, 6]) und 
stets k > 2n angenommen wird. 

Folgerung a. (Metrische Charakterisierun9 der PoincarOsehen Reihen) 
Pk..(Z ; Z*, tp~,) steht senkrecht auf genau allen Spitzenformen f vom Gewieht k, 
deren entsprechender Entwieklunoskoeffizient a**(f, Z*) an der Stelle Z* ver- 
schwindet. Durch diese Orthogonalit~itsbedin4tun9 ist Pk..(Z ; Z*, tp~z) his auf 
einen konstanten Faktor eindeuti 9 bestimmt. Pk,.(Z;Z*, tp.z) versehwindet 
9enau dann identisch in Z, wenn a.z(f, Z*) = O flir alle Spitzenformen f yore Ge- 
wicht k gilt. 

Foigerung b. Hauptsatz fiber die linearen Relationen zwisehen Poinear~- 
sehen Reihen auch J~r verschiedene Entwicklungspunkte Z*. 

Foigetunge. (1. Vollstiindiokeitssatz, GOD~'._~NT [1]) Fiir jedes feste 
Z* E ~ .  oibt es endlich viele Polynome ~Pl . . . . .  ~pp, so daft die Poincar~sehen 
Reihen P~,.(Z ; Z*, ~p~) (v = 1 . . . . .  p) die Schar der Spitzenformen yore Gewieht k 
aufspannen. 

Folgemng d. (2. Vollstgindiokeitssatz) " In jeder Umoebung eines Punktes 
Z* ~ ~ .  oibt es endlich viele Punkte Z~, ..., Z*, so daft die Poincar~schen Reihen 
Pk, n(Z; Z*, 1) (v= 1 . . . .  ,p) die Schar der Spitzenformen vom Gewicht k auf- 
spannen. 
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Folgerung e. Jede Spitzenform fvom Gewicht k geniigt der lntegralgleichung 

f(Z*) = ~ ~ f(Z) e~,,(Z, Z*, 1) lYI ~-"- ~ dg  dY, 
3. 

und umgekehrt stimmt jede stetige LSsun# der Inte#ralgleichung mit geeignetem 
Verhalten im Unendlichen mit der Restriktion einer Spitzenform auf ~. iiberein. 
Der einzige Eigenwert obiger Integralgleichung hat den numerischen Wert 

n a ,(~+~, F(k v - l )  
~=2-"(2+~-~)-~i-~.~ 2 iz[ 2 

Man bestimmt diesen Wert aus obigen Formeln unter Verwendung eines 
Resultates yon L. K. HUA [3], das die Berechnung des Integrales (8) zum Inhalt 
hat. 

§ 2. Zusammenhang zwischen Poinear&~chen Reihen verschiedenen Typs und 
Darstellungssiitze 

Das Verfahren der Quersummation beziiglich der Taylorentwicklung an 
der Stelle Z*e  ~ .  hatte zu zwei Typen von Poincar6schen Reihen gefiihrt, 
welche jeweils als Funktionen von Z die voile Schar der Spitzenformen vom 
Gewicht k > 2n erzeugen, n~imlich 

Typus 1 : {Pk,.(Z; Z*, 1)lParameter Z* e.~.}, 

Typus 2: {Pk.~(Z; Z*, q~)IZ* e ~.  fest, Parameter q~ ein beliebiges Polynom}. 

Ein dritter Typus wurde von H. MAASS [6] durch Quersummation aus der 
Fourierentwicklung (1) gewonnen 

Typus 3 : 

{Ok,,(Z, T)= ~ e2~i°(ru<z>)lCZ+Dl-~lParameterThalbganzund >0},  

wobei 92. die Untergruppe der Translationen yon F.  ist, 
Es sollen nun auch die Nichtspitzenformen durch Bildung geeigneter 

Poincar6scher Reihen jeden Typs in die Betrachtung einbezogen werden. In 
diesem Paragraphen werde stets k gerade angenommen. Fiir 0 < r < n sei 92. 
die Untergruppe aller Modulsubstitutionen n-ten Grades der Gestalt 

(U S U'-I~ mit v= 0) 
und ~ ,  diejenige Untergruppe von 92,, welche aus allen Elementen yon 92, 
besteht, bei denen die linke obere r-reihige Untermatrix yon S Null ist. Durch 
den Index 1 bei einer Matrix werde jeweils das r-reihige linke obere K~istchen 
bezeichnet. In leichter Ab~tnderung der frfiheren Bezeichnung (Z* wird dutch 
- Z* ersetzt) definiere man nun fiir 0 _< r < n, Z e ~ ,  und Z* e .~, 

(12) Typus 1: P~,,(Z,Z*)= ~ IM(Z>I+Z*t-klCZ+DI -k. 

11" 
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Diese Poincar6schen Reihen werden die Erg~inzung der frfiheren Reihen 
vom Typus 1 zur Erzeugung aller Modulformen vom Gewicht k bilden. W~ih- 
rend bislang Z* als lest angesehen wurde, wird sodann Pk.,(Z, Z*) als Funktion 
yon Z und Z* in 9 ,  x .~, studiert. Die Taylor- bzw. Fourierentwicklung 
bezfiglich Z* wird als Koeffizienten Poincar6sehe Reihen liefern, welche die 
Erg~inzung der Typen 2 und 3 im obigen Sinne darstellen. Die Eigenschaften 
der Poincar6schen Reihen vom Typus 2 und 3 k6nnen dann auf Grund dieses 
Zusammenhangs aus den entsprechenden Eigenschaften ffir den ersten Typus 
gefolgert werden. 

Zun~iehst sind die Konvergenzverh~iltnisse der Reihen (12) leicht zug~inglich 
und in [5] untersueht. Nennt man 

~B,,,----. {Z ~ ~,ltr(X2) <=m, Y >= m-l E} (m > 0) 

kurz einen Vertikalstreifen in 9. ,  so hat man ffir k > Min(2n, n + r + 1) absolut 
gleichm~il3ige Konvergenz bezfiglich Z, Z* in jedem Produkt zweier Vertikal- 
streifen, genauer gilt dort 

(13) Pk,,(Z, Z*) • Pk,,(iE, iE) . 
Insbesondere stellen also diese Reihen als Funktionen von Z Modulformen 
n-ten Grades dar; ffir r = 0 bekommt man die gewfhnlichen Eisensteinreihen. 

Die Fourierentwicklung von (12) bezfiglich Z* ist in [5] beschrieben. Man 
spalte Pk,,(Z, Z*) gemal3 

Pk,,(Z, Z*) = E ICZ + OI-k ~ IM(Z)I + S, + Z*l-k 
M : 9 . 1 ~  n S ~ 

auf, wobei S~ fiber alle ganzen r-reihigen symmetrischen Matrizen l~iuft. Die 
zweite Summe stellt dann eine periodische Funktion in den Elementen yon Z* 
dar, und ihre Fourierentwicklung lautet 

~(r, k) ~ IM(Z) I  + $1 + Z*l-k= 
St r +  1 

= ~ I T f  2 e2~(TI(M<Z>,+Z*)) (k>r+l), 
TI>O 

wobei fiber alle halbganzen positiven r-reihigen T~ summiert wird und 

r ( r -  1) 

T(r, k) = (4r 0 4 

ist. Man bekommt also 

r + l  k- 
(14) P~,,(Z,Z*)=~-l(r,k) ~ ITd 2 Ok,,(Z,T)e2~i¢<rlz .) 

TI>O 

mit Typus 3: 

(15) Ok,,(Z,T) ~ e2""'ru<Z>)lCZ+Dl-k,(T=(T2") 00) = , T1 > 0 ) .  
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Zugleich ergibt sich, dab die letztgenannten Reihen fiir k > Min (2n, n + r + 1) 
auf Grund obiger Umformungen absolut gleichm~iBig beziiglich Z in jedem 
Vertikalstreifen konvergieren (vgl. [5]). 

Aus (14) ergeben sich sofort die in [6] aufgestellten Grundformeln der 
Metrisierungstheorie ffir die Reihen gk,.(Z, T), wenn man die Ergebnisse des 
ersten Paragraphen benutzt. Bildet man n~imlich das Skalarprodukt einer be- 
liebigen Spitzenform f (Z )  mit Pk,.(Z, Z*), so bekommt man einerseits nach 
Folgerung e 

(16) {f(Z), Pk,.(Z, Z*)} = q-x f ( _  g . )  ; 

andererseits erhalt man durch gliedweise Integration aus (14) 
. + 1  

{ f (Z) ,pk , . (Z ,Z . )}=y- l (n ,k )  ~ ITI k z {f, gk,.(Z, T)}e-2.1.(TZ*). 
T > 0  

Setzt man ffir f in (16) aufder rechten Seite die Fourierentwicklung (1) an und 
macht Koeffizientenvergleich, so folgt mit dem angegebenen numerischen Wert 
yon t/fiir T > 0 

n + l  . ( . - 1 )  n(n+l) vl~i1 ( k ) 
{f(Z),gk,.(Z, Z)}=2a(Z)lZl 2 kn 4 (4r0 -i .k F -- n+v2 " 

Die Rechtfertigung ffir die Vertauschung von Summation und Integration 
erffibt sich aus folgender Betrachtung. Fiir die Fourierkoeffizienten von (14) 
hat man die Formel 

n + I  
k - - -  

z-l(n,k)lTi 2 gk,.(Z, T) = ~ pk..(Z,R)e-2,a~,(rm dQ, 

wobei Q den Realteil yon R und 9]3 den Einheitswiirfel im Q-Raum bezeichnet. 
Wegen (13) gibt es also zu jedem b > 0 eine yon Z und T unabh~ingige Kon- 
stante c, so dab diese Fourierkoeffizienten dem Betrage nach kleiner als 
ce 2~a~(r) sind fiir alle Z aus einem gegebenen Vertikalstreifen und alle halb- 
ganzen T > 0. AuBerdem ist I YI k abs f (Z)  ffirjede Spitzenform im Fundamen- 
talbereich ~.  beschr~inkt, und es existiert 

f d X d Y  
i Y l . + l  • 

Der Fundamentalbereich ~.  ist bekanntlich in einem geeigneten Vertikal- 
streifen enthalten. Folglich besitzt die zu integrierende Reihe ffir Z ~ ~.  die yon 
Z unabh~ngige Majorante 

E e_2na(T(y._,~E)) ' 
T > 0  

welche fiir Y* > bE konvergiert. 
SchlieBlich werde nun die Taylorsche Entwicklung von Pk,,(Z, Z*) beziig- 

lich Z* an einer beliebigen Stelle R ~ ~,  betrachtet. Fiihrt man 

W* = LR(Z*)  
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nach (2) ein, wobei jetzt alle Matrizen r-reihig sind, so bekommt man nach 
naheliegender Rechnung 

Iz*  - RI IR - 
IM<Z>I + Z*I IM<Z>t + RItE - W*L_~(M<Z>I)I " 

Erhebt man diesen Ausdruck in die k-te Potenz und entwickelt nach Potenzen 
yon W* urn den Nullpunkt, so erh~ilt man nach (12) 

(17) Pk. , (Z ,Z*)=IZ*--RI-kIR--RIk~Pk,  r(Z;R,~v,)cp~(LR<Z*>) 

mit 

(18) 
~P(L-~(M<Z>O) 

Typus2: Pk, r(Z;R,~p)= ~, ICZ+DIk[M<Z>~+RI k . 

Hierbei durchl~iuft q~v etwa alle Potenzprodukte in den Elementen von W*, und 
die ~pv sind gewisse Polynome, welche nicht von dem Entwicklungspunkt R 
abh~ingen. Die Reihen (18) stellen wieder M odulformen n-ten Grades bezfiglich 
Z dar. Damit ist der folgende Satz gezeigt, wodurch der Zusammenhang zwi- 
schen den drei Typen von Poincar6schen Reihen hergestellt wird. 

Satz 2. Es sei O < r < n , k >  Min(2n, n + r  + l) und k=0mod2 .  Die durch 
(18) bzw. (15) definierten Poincar~schen Reihen yore Typus 2 bzw. 3 sind abfesehen 
yon yon Z unabhdngigen Faktoren die Taylor- bzw. Fourierkoeffizienten der 
Poincardschen Reihen (12) vom Typus 1, wenn man diese beziiglich Z* entwickelt. 

Es ist aber zu beachten, dab in (17) nicht alle Polynome als tp~ auftreten. 
Auf Grund dieses Zusammenhangs l~iBt sich jetzt leicht ein Darstellungs- 

satz ffir jeden der drei Typen von Poincar6schen Reihen beweisen. Zu diesem 
Zweck werde die Wirkungsweise des O-Operators aufjeden Reihentyp unter- 
sucht. 

Satz3. Es sei O<r<_n,k> Min(2n, n + r  + l ) , k=0mod2 .  Dann gilt fiir 
Zo 

• ,(Z, Z * ) =  
Z*) j~r r < n 

• ~ r  r ~ n  

Opk,r(Z;Z. , tp)={Pk. ,(Zo;Z*,v2) ~ r  r < n  
. ~ r  r ~ n  

To) r<n  
' f iJr  r - ~ - n ,  

wobei T o aus T durch Streichen der letzten Zeile und Spalte entsteht. 
Beweis. Wegen der absolut gleichm~iBigen Konvergenz in Vertikalstreifen 

kann bei Pk, r(Z, Z*) der O-Operator in (12) gliedweise angewendet werden. Die 
Grenzwerte der einzelnen Glieder berechnen sich wie in [6], woraus die erste 
Aussage folgt. Die Reihen vom Typus 2 und 3 sind nach Satz 2 die Taylor- bzw. 
Fourierkoefftzienten der Funktionen Pk, r(Z,Z*) in ihren Entwicklungcn 
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bezfiglich Z* und lassen sich also nach der Cauchyschen Integralformel bzw. 
der Formel fiir die Fourierkoeftizienten durch eine Integraltransformation aus 
P~,r(Z, Z*) gewinnen. Wegen (13) gilt die erste Aussage des Satzes gleichm~iBig in 
Z* aus einem gegebenen Kompaktum. Man kann also den ~-Operator mit der 
Integration vertauschen und bekommt so die zweite und dritte Aussage des 
Satzes unmittelbar aus der ersten. Dabei werden allerdings nur die Polynome ~p 
erfaBt, welche bei der Taylorentwicklung (17) wirklich auftreten. Es ist aber 
leicht direkt zu sehen, dab die Aussage ffir beliebige Polynome richtig ist. 

Es ergibt sich jetzt durch den iiblichen InduktionsschluB der Beweis der 
Darstellungss~itze. Dabei werden die Poincar6schen Reihen jeweils als Funk- 
tionen von Z betrachtet, beim ersten Typus ist Z* e ~r, beim zweiten Typus das 
Polynom ~p (Z* = R fest) und beim dritten Typus T als Parameter anzusehen. 

Satz 4. Es sei k > Min(2n, n + r + 1) und k = 0 mod2. Jeder der durch 112), 
(15) und (18) erkldrten Typen yon Poincardschen Reihen mit r = O, 1, ..., n erzeugt 
die volle Schar aller Modulformen vom Gewicht k. 

Beweis. Ffir n = 1 ist der Satz wohlbekannt. Angenommen, der obige Sach- 
verhalt sei richtig ffir die Poincar6schen Reihen eines bestimmten Typus zur 
Modulgruppe ( n -  1)-ten Grades. Nach Satz 3 gibt es dann Poincar6sche 
Reihen f l  . . . . .  fz des betreffenden Typs, so dab ~ f l  . . . . .  ~ f t  alle Modulformen 
( n -  1)-ten Grades erzeugen. Ist nunfe ine  beliebige Modulform n-ten Grades 
vom Gewicht k, so l~iBt sich die Modulform (n - 1)-ten Grades ~ f  als Linear- 

l l 

kombination ~ c~(~ fv) darstellen; d. h. f -  ~ cv f ,  ist Spitzenform. Aus 
v = l  v = l  

den Grundformeln folgt, dab Spitzenformen durch die Poincar6schen Reihen 
eines jeden Typs erzeugt werden. Damit ist Satz 4 bewiesen. Man braucht 
natiirlich yon den Grundformeln nur den Spezialfall der in Folgerung e 
genannten Integralgleichung. Hieraus ergibt sich n~imlich zun~ichst der Voll- 
sRindigkeitssatz ffir den ersten Typus. Ffir die iibrigen beiden Typen benutze 
man dann den in Satz 2 genannten Zusammenhang. Gehfrt  eine Spitzenform 
zur Orthogonalschar aller Poincar6scher Reihen des zweiten oder dritten Typs, 
so folgt durch gliedweise Ausffihrung des Skalarproduktes in (14) und (17), dab 
sie auch auf allen Poincar6schen Reihen des ersten Typs senkrecht steht und 
damit identisch verschwindet. Also gilt der Vollstandigkeitssatz auch ffir die 
fibrigen beiden Typen. 

§ 3. Konvergenz 
Im Verlaufe der vorangegangenen Untersuchungen war bereits benutzt 

worden, dab s~mtliche Poincar6schen Reihen absolut gleichm~Big konver- 
gieren, wenn Z und Z* in gegebenen Vertikalstreifen liegen. Der Beweis ist in 
[5] ausgeffihrt; man zeigt n~mlich (13) direkt und schlieBt aufdie gleichm~Bige 
Konvergenz yon ffk, r(Z, T) fiber die Entwicklung (14). Die Poincar6schen 
Reihen vom zweiten Typus ordnen sich trivial unter, da das Polynom ¥ auf ~n 
beschr~nkt ist. Ffir r = n werde noch ein weitergehendes Ergebnis bewiesen, 
indem man ein frfiheres Resultat [4] auf Poincar6sche Reihen anwendet. 
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Durch den folgenden Hilfssatz wird das Studium der Reihen gk, n(Z, T) auf 
dasjenige der Reihen Pk,.(Z, iE) zuriickgefiihrt; die ersten lassen sich namlich 
in ganz ~ .  gleichm/il3ig durch die letzteren majorisieren. 

Hilfssatz. Es sei k > 2n, kn gerade, T halbganz und positiv definit. Dann gilt 
J~r alle Z ~ ~ .  

~:~.~" ~< ~ ( ~ ,  abs lM(Z>+iEI -kabs lCZ+Dl-k )  
N: 9.1n'~ ~ \M=-Nmodg.ln / 

(K, L ist die zweite Zeile yon NJ. Dabei ist das Verh~iltnis der Betrfige ent- 
sprechender Glieder dutch eine Konstante beschrdnkt, welche nur yon n, T und k 
abhdngt. 

Beweis. Die Glieder der linken Reihe gk,.(Z, T) h~ingen nur yon N modulo 
9.1. ab. Man kann also zu gegebenem Z ~ ~ .  diese Freiheit dahingehend aus- 
nutzen, dab der Realteil yon N ( Z )  elementweise dutch 1/2 beschr/inkt ist. Das 
allgemeine Reihenglied werde folgendermal3en umgeformt: 

e 2~ti~(Tlv<z>) [N(Z)  + iEI k 
e 2"i'(rN<z>) IKZ + Ll-k = IKZ + LI k IN<Z) + iE{ k " 

Aus der Beschr~inktheit des Realteiles von N ( Z )  und T > 0 folgt, dab der 
Zahler der rechten Seite unabh/ingig von Z und N beschrankt ist. Also gilt die 
Behauptung. 

Man nehme nun die folgende wichtige Umformung der Glieder von 
Pk..(Z, iE) vor. Nach (2) und (3) ist 

k 

= 2-nk IE- ~ ( w )  ~t( w)l ~, 
abs IM<Z> + iEI k abs ICZ + D{ k 

wobei~W = Li~(Z)  und ~f/= Li~ML~ gesetzt ist. Somit gilt fiir die Betrags- 
reihe Pk,.(Z, iE) von Pk,.(Z, iE) 

k k 

IYt~-/3k..(Z, iE)=2 -"k ~ , IE-/f/<W>/f/<W>l ~-. 
I~¢LiEFnL~ 

Die rechts stehende Reihe l~il3t sich nun unter Verwendung des zur symplek- 
tischen Metrik geh6rigen Laplaceoperators nach [4] einfach untersuchen. 
Dort wird gezeigt, dab die durch diese Reihe dargestellte Funktion von W 
ihr Maximum in einem von n allein abh~ingigen kompakten Teil von ~. 
annimmt, sofern nur k > n(n + 1) ist (man beachte, dab gegeniiber [4] jetzt die 
Symmetriebedingung Z = Z' zur Verfiigung steht). Dieses Resultat gilt fiir 
beliebige diskontinuierliche Gruppen. Man bekommt also 

k 
Satz 5. Die mitt YI -~ multiplizierte Betragsreihe Pk..(Z, iE) nimmt ihr Maxi- 

mum in einem festen Kompaktum yon ~ .  an (k > n(n + 1)) und ist insbesondere 
auf .~. beschriinkt ~. 

Ich verdanke Herrn A. BOREL die Kenntnis, daft die zweite Aussage iiber die Beschr§nktheit 
unter Verwendung tieferliegender Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis yon HARISH-CHANDRA 
aueh Ftir die fibfigcn k bewiesen werden kann. 
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Durch diesen Satz lassen sich die friiheren Aussagen fiber gleichm~iBige 
Konvergenz verbessern. Die Ergebnisse sind auch fiir n = 1 sch~irfer als die Re- 
sultate in [8]. Zun~ichst werden die folgenden Bereiche eingefiihrt, welche die 
Vertikalstreifen umfassen. 

Definit ion.  Ein 14/inkelbereich ~8 in ~ ist eine Teilmenge yon ~ ,  mit der 
E igenschaft, daft ~tB r~ { Z ~ ~ II YI < c} kompakt ist 3~r alle positiven c. 

Der Name Winkelbereich wurde gew~ihlt in Anlehnung an folgendes Bei- 
spiel fiir n = I. ~ werde berandet von zwei Geraden, deren Schnittpunkt in der 
oberen Halbebene liegt und welche mit der imagin~iren Achse einen Winkel 

7z 
< -~- bilden. Aus Satz 5 bekommt man dann die 

Folgerung. Die Poincar~schen Reihen Pk,~(Z, Z*), gk,,(Z, T) sind absolut 
gleichm~iflig konvergent in Z und Z*, wenn das erste Argument Z in einem gegebe- 
nen 144nkelbereich und Z* in einem gegebenen Vertikalstreifen liegt (k > n(n + 1)). 

Beweis. Wegen des Hilfssatzes und der gleichm~iBig in Z ~ .~n, Z* aus einem 
Vertikalstreifen geltenden Abschatzung (vgl. [5]) 

1~k,n(Z , Z*)-~ Pk, n(Z , iE) 

kann man sich aufdie Reihen Pk,~(Z, iE) beschr~inken. Nun sei ~ ein gegebener 
Winkelbereich und 

k 

g = sup I el ~- Pk,~(Z, iE). 

K ist nach Satz 5 endlich. Zu jedem 8 > 0 gibt es dann eine endliche von Z 
unabh~ingige Teilmenge von Lie F n L7 1 ~ i~, so dab die durch Weglassen der ent- 
sprechenden Glieder aus Pk,~(Z, iE) entstehende Reihe 

ist fiir alle Z ~ ~ mit 

Pk, n(Z, tE)<8 

k K 
I YI ~ ~ - -  

Denn nach Definition des Winkelbereiches wird durch die letzte Ungleichung 
ein Kompaktum von ~ .  beschrieben, und Pk, n(Z, iE) ist dort gleichm~i$ig kon- 
vergent. Ist dagegen 

k K 
I YI ~- > - - ,  

so gilt sogar ffir die voile Reihe auf Grund der Bedeutung von K 
k 

Pk,.(Z, iE) < KIYI -~ = < 8 .  

Damit ist die gleichmal3ige Konvergenz in dem behaupteten Umfang bewiesen. 
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i 

Sch l ieBl ich  b e k o m m t  m a n  a u s  d e m  g e n a n n t e n  V e r h a l t e n  v o n  I Yt -~ Pk, n(Z, iE) 
n o c h  d ie  Absch~i tzung  

a 
[~k,n(Z, iE) ~_ - ~  ffir I YI > c > 0 ,  

w o b e i  a n u r  v o n  n u n d  b n u t  v o n  c abh~ingt in Versch~irfung e ines  Sa tzes  y o n  

H. PETERSSON fiir n = 1. 

Zusatz bei der Korrektur am 15.10. 1966: Die vorliegende Arbeit, welche bereits im Juni 1965 
den Mathematischen Annalen in einer ersten Fassung vorlag, berfihrt sich in einem Punkte mit 
einer demn~ichst in den Annals of Mathematics erscheinenden Publikation von W. BAILY und 
A. BOREL. Auch dort werden neuartige Reihen unter der Bezeichnung ,,Poincar6-Eisenstein-series" 
eingeffihrt. In Gespr~ichen mit diesen beiden Autoren konnte nachtraglich gekl~irt werden, dab 
diese Reihen mit dem obigen Typus 2 identisch sind. Die Gr6Be Z* tritt also als Variable gar nicht 
auf. In dieser Hinsicht gewinnt Satz 2 an Bedeutung, weft verm6ge der Einfiihrung der Variablen Z* 
auch der Zusammenhang zwischen den Poincar6-Eisenstein-series und den Maasschen Reihen auf- 
gekltirt wird durch den Nachweis einer gemeinsamen erzeugenden Funktion (Typus l), die zudem 
den einfachsten Zugang zu s~imtlichen Poinear6schen Reihen darstellt. 
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