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HeLmuTt KLINGEN

Es sei I', die Siegelsche Modulgruppe n-ten Grades, welche aus allen 2n-
reihigen ganz-rationalen symplektischen Matrizen M besteht. Diese Gruppe
gestattet bei Aufspaltung von M in n-reihige Untermatrizen die bekannte Dar-
stellung

AB)
C D

als Gruppe von biholomorphen Automorphismen der verallgemeinerten oberen
Halbebene

ZM(Z>=(AZ+B)CZ+D)"!, M= (

So={Z=X+iY|Z=2,Y>0}.

Das von H. PeTerssoN [7] bei Grenzkreisgruppen erster Art fiir eine Variable
begriindete Prinzip der Quersummation wurde von H. Maass [6] auf I', iiber-
tragen fiir den Entwicklungstypus
) f@)=} a(T)e?ord

T>0
einer Spitzenform f. Es bezeichnet dabei o die Spurbildung, und die Summa-
tion wird {iber alle halbganzen positiv definiten T erstreckt. Man gelangt so zu
Poincaréschen Reihen, welche die volle Schar der Spitzenformen festen Ge-
wichtes aufspannen. Um alle Modulformen linear zu erzeugen, hat man fiir
n=1 lediglich noch die Eisensteinreihen hinzuzunehmen. Fiir n> 1 reichen
jedoch die genannten Reihen nicht aus. In [6] waren gegeniiber dem klassischen
Fall n =1 neue Uberlegungen notwendig, um alle Modulformen durch Funk-
tionen mit explizit formulierter Reihendarstellung zu erzeugen.

In [7]ist das Verfahren der Quersummation fiir eine Variable auch durch-
gefiihrt, wenn man statt der Fourierentwicklung (1) die Taylorentwicklung um
einen beliebigen Punkt der oberen Halbebene zum Ausgangspunkt wihlt.
Dabei gelangt man zu zwei neuen Typen von Poincaréschen Reihen, welche
jeweils wieder die Schar der Spitzenformen aufspannen. Einen dieser Typen
{Poincarésche Reihen zu festem Entwicklungspunkt) hat R. GopeEMENT [1]
fiir beliebiges n untersucht und den betreffenden Vollstindigkeitssatz fiir
Spitzenformen bewiesen. — Im ersten Paragraphen dieser Arbeit wird die
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Peterssonsche Metrisierungstheorie fiir die Siegelsche Modulgruppe beziiglich
eines beliebigen Entwicklungspunktes Z* € , dargestellt. Die Untersuchungen
von R. GODEMENT werden dabei bis zu den Grundformeln der Metrisierungs-
theorie vervollstindigt, um den AnschluB an die zahlreichen Folgerungen im
Sinne von [7] zu haben. Es stellt sich heraus, daB man fiir n > 1 die Taylorent-
wicklung geeignet modifizieren muB, um durch Quersummation zu Poincaré-
schen Reihen zu gelangen, welche den Grundformeln geniigen. Dies liegt an
relativ schwachen Symmetrieeigenschaften von §, fiir n>1 verglichen mit
dem klassischen Fall n=1.

Im zweiten Paragraphen werden die Nichtspitzenformen in die Betrachtung
einbezogen. Es werden drei Arten von Poincaréschen Reihen gebildet, von
denen jede Art alle Modulformen n-ten Grades erzeugt. Zwei dieser Arten sind
neu, die dritte ist der von Maass behandelte Typus. Wesentlich ist ein Zusam-
menhang zwischen diesen verschiedenen Typen, der iiber geeignete Fourier-
und Taylorentwicklungen hergestellt wird. Dadurch gelingt eine gleichzeitige
Behandlung aller Poincaréschen Reihen mit EinschluB der Darstellungssitze.

Der dritte Paragraph behandelt schlieBlich die Konvergenzverhiltnisse der
Poincaréschen Reihen. Es stellt sich heraus, daB sdmtliche Reihen so glatte
Konvergenzeigenschaften besitzen, daB man mit ihnen handlich in jeder
konkreten Situation umgehen kann. Die Ergebnisse sind zum Teil auch neu
fiir n=1 (vgl [8).

Diese Ausfithrungen werden fiir den konkreten Fall der Siegelschen Modul-
gruppe dargestellt, und es werden explizite Formulierungen angestrebt, obwohl
sich die Resultate und Beweise zu einem groflen Teil sofort verallgemeinern
lassen.

§ 1. Die Grundformeln der Metrisierungstheorie

Essei Z* = X* +iY* fest in §, gewdhlt. Man bestimme die reelle Matrix F
gemiB Y* [F']=E, wobei die iibliche Abkiirzung A4 [ B] = B’ AB fiir komplexe
Matrizen 4, B Verwendung findet. Als neue Variable in §, fiihre man nun

) W=U+iV=Lp{Z)=F(Z~Z*Z—-Z*) " 'F!
ein. Wegen
3) (E-—WW)[Fl=4Y [(Z-Z%"]

ist leicht zu sehen, daB L,. die obere Halbebene §, biholomorph auf den ver-
allgemeinerten Einheitskreis

C,={W|W=W,E-WW >0}

abbildet und den ausgezeichneten Punkt Z* in den Nullpunkt iiberfithrt.
Nun sei f(Z) eine beliebige Spitzenform vom Gewicht k und kn =0 mod2.
Man transformiere f vermoge

@ fW=1z-Z**f(2)
in den Einheitskreis. Wegen des Transformationsgesetzes
&) f(M(Z})=|CZ+D|*f(2) (Mel,)
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von Modulformen wird f eine automorphe Form auf €, beziiglich der Gruppe
I',= Ly TI,L3}. Als Taylorsche Entwicklung von f an der Stelle Z* nehme man
nun

f(2)=1Z2—Z¥"*B(L:<Z)),

wobei P(W) die Potenzreihenentwicklung von f nach Potenzen der Elemente
von W im Nullpunkt ist. Auf diesen Entwicklungstypus wende man das Ver-
fahren der Quersummation an. Es besteht in folgendem Vorgehen: Man bilde
formal

f@2)=f(M{Z)ICZ+D|™*=|CZ+D|"*|MLZ) ~ Z*~* B(Lp M<Z))

und summiere bei fester Wahl des Gliedes von B {iber alle M e I',. So gelangt
man zu den Poincaréschen Reihen

P(LpM{(Z})
Z; Z*a = =4 3
© Pl 2500= 2 Mzy - ZFICZ+ D
. — . nn+1) . e
wobei ¢ ein beliebiges Polynom in 2 Variablen sei. Eine einfache Rech-

nung zeigt, daBl diese Reihen abgesehen von dem Faktor |Z — Z*|~* mit den
gewohnlichen Poincaréschen Reihen

K
T oMW T (W)

Mel'y

zu der auf dem beschrinkten Gebiet €, operierenden Gruppe I', iibereinstim-
men. Dabei bezeichnet j die Funktionaldeterminante der betreffenden Abbil-
dung. Nach einer wohlbekannten einfachen SchluBweise von POINCARE
(siche [2]) hat man also absolut gleichmiBige Konvergenz auf jedem Kom-
paktum fiir k > 2n. Da aus dem Bildungsgesetz von (6) sofort das Transforma-
tionsverhalten (5) abgelesen werden kann, sind diese Reihen also fiir k> 2n
stets Modulformen n-ten Grades. Spitzenformen f sind fiir die Modulgruppe
durch die Eigenschaft
. Z, O
af=tim (0 )=0  (Zees,-)

gekennzeichnet. Der Nachweis dafiir, dafl die durch (6) dargesteliten Funk-
tionen stets Spitzenformen sind, ist bei R. GopemenT [1] nur mit tiefliegenden
Hilfsmitteln von 1. SATAKE und HARISH-CHANDRA bewiesen. In [5] ist jedoch
sehr einfach gezeigt, daf} diese Reihen absolut gleichmiBig konvergieren in dem
beim GrenzprozeB betroffenen Bereich. Aus der Symmetrierelation

IM(Zy — Z*|CZ + D| =|M{— Z*> + 2| |C(— Z*) + D), M=M"‘[(§ _0 )]

wird ersichtlich, daB jedes Glied von (6) den Grenzwert Null besitzt. Die glied-
weise Ausfithrung des Grenzprozesses ¢ zeigt also die Spitzenformeigenschaft
der durch (6) dargestellten Funktionen jetzt unmittelbar.
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Auf der Schar der Spitzenformen vom Gewicht k werde nun das bekannte
Skalarprodukt [6]

{f,g}——-gj gDy Y ldxdy

eingefiihrt. Der Integrationsbereich &, ist irgendein Fundamentalbereich der
Modulgruppe I', ; es werde etwa der von C. L. SiEGEL angegebene Fundamental-
bereich benutzt. Das Skalarprodukt einer beliebigen Spitzenform f vom
Gewicht k mit P, {Z; Z*, ¢) ldBt sich leicht wie folgt berechnen. Dabei ist es
zweckmiBig, vermoge (2) zu €, iberzugehen. Mit der Bedeutung von f aus (4)
erhidlt man

{1(D), P (2 2% ¢)}

=2n(n—-2k+1)ly*|—k j f(W)

L=*<$§n>

PM<W))

mlE—WW!’""“dUdV
Mel,

eyt 3 [ f) R - WU v
Mel,

L:*(%n)
() =2re-2ks+lyypk [ AW QW) |E—- WW "~ 14U dV .
L7

Da f Spitzenform ist, ist unter Verwendung von (3) und der Abkiirzung abs
fiir den absoluten Betrag

k Lk .k .
|Y|? abs f(Z)=2""%|Y* 2|E—WW|?abs f(W)
beschriankt und auBerdem
(8) L) = f [E-WWwW|PdU dV
€,

fiir > — 1 konvergent [3]. Somit existiert das Integral (7), und die voran-
gehenden Umformungen sind fiir k > 2n legitimiert. )

Zur weiteren Berechnung des Skalarproduktes entwickle man f in eine
Potenzreihe nach W. Da €, fiir n> 1 jedoch kein Reinhardtsches Gebiet ist,
kann man die Giiltigkeit dieser Potenzreihenentwicklung von f in ganz €,
nicht erwarten. Durch Zusammenfassen der homogenen Bestandteile gleichen
Grades bekommt man jedoch eine in ganz €, giiltige Entwicklung von f. Ist
nidmiich W € €, gegeben, so ist

g0)=faw)

eine fiir abs(t) < 1 holomorphe Funktion der komplexen Variablen t. Sie ge-
stattet infolgedessen eine Potenzreihenentwicklung

o= 3 ¢ 5W) (abs() £ 1),

v=0
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wobei die Koeffizienten f,(W) nur von W abhingen. Andererseits kann g(t)
fiir gentigend kleines abs{r) in eine Potenzreihe nach Potenzen von t W entwickelt
werden. Wegen der Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung ist f, W(W) der
homogene Bestandteil v-ten Grades in der Potenzreihenentwicklung von f, und
fiir t =1 bekommt man

fiir alle W e &,. Hierbei ist also f, ein homogenes Polynom v-ten Grades in den
Elementen von W. Diese Reihe konvergiert sogar auf jedem Kompaktum von
€, absolut gleichmiBig.

Im Hinblick auf die Grundformeln der Metrisierungstheorie werden die
homogenen Bestandteile der Potenzreihenentwicklung folgendermalen ‘um-
gestaltet. Fir v=0,1,2,... sei a, der m -dimensionale Zeilenvektor aller
Potenzprodukte vom Grade v in den Elementen w;,(j</) von W. Dann ist
firvp

| @ a,JE~WW}F " 1qU dV =0,
‘En

weil der Integrand bei der Substitution W —¢'*W mit reellem y den Faktor
¢'®~v % 1 annimmt. Die Hermitesche Matrix

H,= | Ta|E-WW[F " 1qU dV
G'I

ist dagegen positiv definit. Bestimmt man A4, so, daB H,[A4,]=E ist, so liefern
die Komponenten von a,4, ein vollstindiges System von homogenen Poly-
nomen @,,, ,,, ... v-ten Grades mit der Eigenschaft

©®) é @0(W) 0, (W)E—~WW|""1dU dV =3,,3,,.

Fiir n=1 und, wie man leicht {iberlegt, nur in diesem Falle kann man fiir die
¢ die normierten Potenzprodukte der Elemente von W selbst nehmen. Es sei
noch hervorgehoben, daB dieser Orthogonalisierungsproze3 unabhéngig von
Z* ist.

Schreibt man nun die Potenzreihenentwicklung von f in der Gestalt

(10) fowy= f( 5 av,‘cpvn(W)),

y=0\u=1
so 4Bt sich das Skalarprodukt {f(Z), P, (Z;Z*, ¢,,)} im AnschluB an (7)
folgendermaflen weiterberechnen. Man integriere dort zunichst iiber das
Kompaktum

CV={We€,tE- WW 20} O<t<1).
Die Polynome ¢, , erfiillen auch die Orthogonalititsrelation
[ 0u(W)@, WE-WW|*""1dUdV =0 (n*v),
&

11 Math. Ann. 168
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ferner ist (10) gleichmiBig konvergent auf €. Daher bekommt man zunichst

[ fW) @, ,OMNE-WWwW"1dudv

e

= 5 ay0u(W) P WE~WW|k " 1qUudv
1

@2) =
und nach Ausfithrung des Grenziiberganges t — 1 vermége (9)
[ fW) @, (MNE—WW|k"~1dU dV =a,,.
Gn

Zusammenfassend kann also der folgende Sachverhalt formuliert werden.
Die Taylorentwicklung einer beliebigen Spitzenform f an der Stelle Z*
schreibe man in der Gestalt

o)

(11 f@)=1Z-2Z¥"* ZO Zl 4y, ([, Z*) 9, (L2:{Z)).
v=0Q p=
Dann gilt fiir die aus dieser Entwicklung durch Quersummation gewonnenen
Poincaréschen Reihen der folgende Satz.
Satz 1. Es sei k>2n, kn=0mod2 und Z* ¢ §,. Fiir die Taylorentwicklung
(11) einer beliebigen Spitzenform f vom Gewicht k an der Stelle Z* gelten die
Grundformeln der Metrisierungstheorie

{f(@), P (Z; 2%, ¢,,)} =227 2T DT LY ¥ "k, (f, Z¥).

Es lassen sich dann die iiblichen Folgerungen gemiB [7] ziehen. Die Be-
weise sind wortlich zu iibertragen. Die wichtigsten Sitze seien als Folgerungen
genannt, wobei auf den Nachweis der Endlichkeit der Dimension der Schar
aller Modulformen festen Gewichtes nicht mehr eingegangen {vgl. [1, 6]) und
stets kK > 2n angenommen wird.

Folgerung a. (Metrische Charakterisierung der Poincaréschen Reihen)
Py (Z; Z*, ¢,,) steht senkrecht auf genau allen Spitzenformen f vom Gewicht k,
deren entsprechender Entwicklungskoeffizient a,,(f, Z*) an der Stelle Z* ver-
schwindet. Durch diese Orthogonalitiitsbedingung ist P, (Z;Z*, ¢,,) bis auf
einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. P, (Z;Z*, ¢,,) verschwindet
genau dann identisch in Z, wenn a,,(f, Z*)=0 fiir alle Spitzenformen f vom Ge-
wicht k gilt.

Folgerung b. Hauptsatz iiber die linearen Relationen zwischen Poincaré-
schen Reihen auch fiir verschiedene Entwicklungspunkte Z*.

Folgerung c. (1. Vollstindigkeitssatz, GODEMENT [1]) Fiir jedes feste
Z* e D, gibt es endlich viele Polynome ¢, ..., 9,, so daf die Poincaréschen
Reihen P, (Z;Z*, ¢,) (v=1, ..., p) die Schar der Spitzenformen vom Gewicht k
aufspannen.

Folgerung d. (2. Vollstindigkeitssatz) In jeder Umgebung eines Punktes
Z* € 9, gibt es endlich viele Punkte Z%, ..., Z}, so daf die Poincaréschen Reihen
Pyo(Z;Z%,1) (v=1,...,p) die Schar der Spitzenformen vom Gewicht k auf-
spannen.
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Folgerung e. Jede Spitzenform f vom Gewicht k geniigt der Integralgleichung
f(@Z¥=n I f@PZ;Z5 DY " tdXx dY,

und umgekehrt stimmt Jede stetzge Lésung der Integralgleichung mit geeignetem
Verhalten im Unendlichen mit der Restriktion einer Spitzenform auf §, iiberein.
Der einzige Eigenwert obiger Integralgleichung hat den numerischen Wert

v—1
_am+1) g F( - ) )
i-—knn 2 n -
v=1 1—-( n+v)
2
Man bestimmt diesen Wert aus obigen Formeln unter Verwendung eines

Resultates von L. K. Hua [3], das die Berechnung des Integrales (8) zum Inhalt
hat.

§ 2. Zusammenhang zwischen Poincaréschen Reihen verschiedenen Typs und
Darstellungssiitze

ye 2-:.(%4%——&)—1

Das Verfahren der Quersummation beziiglich der Taylorentwicklung an
der Stelle Z* € $, hatte zu zwei Typen von Poincaréschen Reihen gefiihrt,
welche jeweils als Funktionen von Z die volle Schar der Spitzenformen vom
Gewicht k> 2n erzeugen, namlich

Typus 1: {P; (Z;Z* 1)|Parameter Z*€ §,},
Typus 2: {P, (Z; Z*, ¢)|Z* € §, fest, Parameter ¢ ein beliebiges Polynom} .

Ein dritter Typus wurde von H. Maass [6] durch Quersummation aus der
Fourierentwicklung (1) gewonnen

Typus 3:
{GnlZ, T)= 5 2 oTMEINCZ + D|~*|Parameter T halbganz und >0},
M :Mn
wobei 2, die Untergruppe der Translationen von I',, ist.
Es sollen nun auch die Nichtspitzenformen durch Bildung geeigneter
Poincaréscher Reihen jeden Typs in die Betrachtung einbezogen werden. In

diesem Paragraphen werde stets k gerade angenommen. Fiir 0<r<n sei U,
die Untergruppe aller Modulsubstitutionen n-ten Grades der Gestalt

U sut . EN 0
,_y) mit U=
0 U * *
und B, diejenige Untergruppe von ,, welche aus allen Elementen von U,
besteht, bei denen die linke obere r-reihige Untermatrix von § Null ist. Durch
den Index 1 bei einer Matrix werde jeweils das r-reihige linke obere Késtchen

bezeichnet. In leichter Abénderung der fritheren Bezeichnung (Z* wird durch
~ Z* ersetzt) definiere man nun fir 0Sr<n Ze $,und Z*e $,

(12)  Typusi: P (Z,Z%= Y |M(Z);+Z* *CZ+D|™*
M:’Br\rn

11+
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Diese Poincaréschen Reihen werden die Erginzung der fritheren Reihen
vom Typus 1 zur Erzeugung aller Modulformen vom Gewicht k bilden. Wah-
rend bislang Z* als fest angesehen wurde, wird sodann P, ,(Z, Z*) als Funktion
von Z und Z* in §, x 9, studiert. Die Taylor- bzw. Fourierentwicklung
beziiglich Z* wird als Koeffizienten Poincarésche Reihen liefern, welche die
Erginzung der Typen 2 und 3 im obigen Sinne darstellen. Die Eigenschaften
der Poincaréschen Reihen vom Typus 2 und 3 k6nnen dann auf Grund dieses
Zusammenhangs aus den entsprechenden Figenschaften fiir den ersten Typus
gefolgert werden.

Zunéchst sind die Konvergenzverhiltnisse der Reihen (12) leicht zugéinglich
und in [5] untersucht. Nennt man

B, ={ZeH,lo(X?)<m Yz m 'E} (m=>0)

kurz einen Vertikalstreifen in $,, so hat man fiir k > Min(2n, n+r + 1) absolut
gleichmiBige Konvergenz beziiglich Z, Z* in jedem Produkt zweier Vertikal-
streifen, genauer gilt dort

(13) P (Z, Z*)< Py ,(iE, iE).
Insbesondere stellen also diese Reihen als Funktionen von Z Modulformen
n-ten Grades dar; fiir r = 0 bekommt man die gewohnlichen Eisensteinreihen.

Die Fourierentwicklung von (12) beziiglich Z* ist in [5] beschrieben. Man
spalte P, (Z, Z*) gemiB

P.(Z,Z%)= Y |CZ+DI™* Y IM(Z) +5,+2Z**
M: q;\r" Sy
auf, wobei S, iiber alle ganzen r-reihigen symmetrischen Matrizen liduft. Die

zweite Summe stellt dann eine periodische Funktion in den Elementen von Z*
dar, und ihre Fourierentwicklung lautet

r, k)Z|M<Z>1 +S, +Z*[_k=
Sy

r+1

k— .
= Y Ty 2 rioTMcZ+zn) k>r+1),
T:>0

wobei iiber alle halbganzen positiven r-reihigen T, summiert wird und

rir—1) i

W R=tn) * a) IR (k=)= 50

ist. Man bekommt also

r+1
(14) P Z,Z%=1"Yrk) Y IT| ? g2, T)emeM®
T:i>0
mit Typus 3:
Y ™ 0

19 g, zD= 3 emumiczept, =T 0) >0,
In

M:“r
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Zugleich ergibt sich, daf die letztgenannten Reihen fiir k> Min(2n,n+r+1)
auf Grund obiger Umformungen absolut gleichmiBig beziiglich Z in jedem
Vertikalstreifen konvergieren (vgl. [5]).

Aus (14) ergeben sich sofort die in [6] aufgesteliten Grundformeln der
Metrisierungstheorie fiir die Reihen g, ,(Z, T), wenn man die Ergebnisse des
ersten Paragraphen benutzt. Bildet man nimlich das Skalarprodukt einer be-
liebigen Spitzenform f(Z) mit P, ,(Z, Z*), so bekommt man einerseits nach
Folgerung e

(16) {f(Z)’ Pk,,.(Z, Z*)}:r’_l f(_Z*) ;
andererseits erhilt man durch gliedweise Integration aus (14)

pmtL o
{f@,PenZ, 2} =T k) Y ATl 7 {f, g2, T} €7 270002,
T>0

Setzt man fiir f in (16) auf der rechten Seite die Fourierentwicklung (1) an und

macht Koeffizientenvergleich, so folgt mit dem angegebenen numerischen Wert

von ’1 fur T>0 n+1 nn—1) n{n+1) P n+ v
(@, 2. T =2a)TI T “m + @ 2] (k- ).

v=1

Die Rechtfertigung fiir die Vertauschung von Summation und Integration

ergibt sich aus folgender Betrachtung. Fiir die Fourierkoeffizienten von (14)

hat man die Formel

n+1

T RIT] 7 gyl T)= | PyulZ R)e TR dQ,
.m

wobei Q den Realteil von R und B den Einheitswiirfel im Q-Raum bezeichnet,
Wegen (13} gibt es also zu jedem 6 >0 eine von Z und T unabhingige Kon-
stante ¢, so daB diese Fourierkoeffizienten dem Betrage nach kleiner als
ce?™*M sind fiir alle Z aus einem gegebenen Vertikalstreifen und alle halb-
ganzen T > 0. AuBerdem ist | Y|* abs f(Z) fiir jede Spitzenform im Fundamen-
talbereich &, beschrinkt, und es existiert

daxdy

|Y|n+1 ¢
n

Der Fundamentalbereich §, ist bekanntlich in einem geeigneten Vertikal-
streifen enthalten. Folglich besitzt die zu integrierende Reihe fiir Z € &, die von
Z unabhingige Majorante
~2no(T(Y*—3E)
welche fiir Y* > 6E konvergiert.
SchlieBlich werde nun die Taylorsche Entwicklung von P, (Z, Z*) beziig-
lich Z* an einer beliebigen Stelle R € §, betrachtet. Fiihrt man

W* = Lp(Z*)
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nach (2) ein, wobei jetzt alle Matrizen r-reihig sind, so bekommt man nach
naheliegender Rechnung

|Z* - R| IR~R|

IM{Z),+Z% ~ IM(Z),+RI[E~ W*L_z(M{Z),)]
Erhebt man diesen Ausdruck in die k-te Potenz und entwickelt nach Potenzen
von W* um den Nullpunkt, so erhdlt man nach (12)

(17 P (Z,Z%=|Z*~R™R—RFL P (Z; R, p,) 0,(Lr{Z*))

mit
Y(L_g(M{Z)))
|CZ+D¥|M{(Z),+RF"

(18) Typus 2: Py (Z;R,p)= }
M:%w\r'l

Hierbei durchliuft ¢, etwa alle Potenzprodukte in den Elementen von W*, und
die y, sind gewisse Polynome, welche nicht von dem Entwicklungspunkt R
abhingen. Die Reihen (18) stellen wieder Modulformen n-ten Grades beziiglich
Z dar. Damit ist der folgende Satz gezeigt, wodurch der Zusammenhang zwi-
schen den drei Typen von Poincaréschen Reihen hergestellt wird.

Satz 2. Es sei 0Zr<n k>Min(2n,n+r+1) und k=0mod?2. Die durch
(18) bzw. (15) definierten Poincaréschen Reihen vom Typus 2 bzw. 3 sind abgesehen
von von Z unabhdngigen Faktoren die Taylor- bzw. Fourierkoeffizienten der
Poincaréschen Reihen (12) vom Typus I, wenn man diese beziiglich Z* entwickelt.

Es ist aber zu beachten, daB in (17) nicht alle Polynome als y, auftreten.

Auf Grund dieses Zusammenhangs 148t sich jetzt leicht ein Darstellungs-
satz fiir jeden der drei Typen von Poincaréschen Reihen beweisen. Zu diesem
Zweck werde die Wirkungsweise des $-Operators auf jeden Reihentyp unter-
sucht.

Satz3. Es sei 0Sr<nk>Min(2n,n+r+ 1), k=0mod2. Dann gilt fir
ZO € gn— 1

* .
P, (Z,2%) = {P‘%'(ZO’ z*) ﬁfr r<n

0 fir r=n
P, (Zo: Z*% ) flir r<n
& AV A = k,r\ &0
P2 250 =] P

Gr.r(Zo, To) Jur r<n
ng,r(z) T) - {0 ﬁb‘ r=n,
wobei T, aus T durch Streichen der letzten Zeile und Spalte entsteht.

Beweis. Wegen der absolut gleichmiBigen Konvergenz in Vertikalstreifen
kann bei P, (Z, Z*) der $-Operator in (12) gliedweise angewendet werden. Die
Grenzwerte der einzelnen Glieder berechnen sich wie in [6], woraus die erste
Aussage folgt. Die Reihen vom Typus 2 und 3 sind nach Satz 2 die Taylor- bzw.
Fourierkoeffizienten der Funktionen P, (Z,Z*) in ihren Entwicklungen
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beziiglich Z* und lassen sich also nach der Cauchyschen Integralformel bzw.
der Formel fiir die Fourierkoeffizienten durch eine Integraltransformation aus
P, (Z, Z*) gewinnen. Wegen (13) gilt die erste Aussage des Satzes gleichmiBigin
Z* aus einem gegebenen Kompaktum. Man kann also den ®-Operator mit der
Integration vertauschen und bekommt so die zweite und dritte Aussage des
Satzes unmittelbar aus der ersten. Dabei werden allerdings nur die Polynome
erfaBt, welche bei der Taylorentwicklung (17) wirklich auftreten. Es ist aber
leicht direkt zu sehen, daB die Aussage fiir beliebige Polynome richtig ist.

Es ergibt sich jetzt durch den iiblichen Induktionsschlu3 der Beweis der
Darstellungssitze. Dabei werden die Poincaréschen Reihen jeweils als Funk-
tionen von Z betrachtet, beim ersten Typus ist Z* € §,, beim zweiten Typus das
Polynom y (Z* = R fest) und beim dritten Typus T als Parameter anzusehen.

Satz 4. Es sei k>Min(2n, n+r+ 1) und k=0mod2. Jeder der durch (12),
(15) und (18) erkldirten Typen von Poincaréschen Reihen mitr =0, 1, ..., n erzeugt
die volle Schar aller Modulformen vom Gewicht k.

Beweis. Fiir n=1 ist der Satz wohlbekannt. Angenommen, der obige Sach-
verhalt sei richtig fiir die Poincaréschen Reihen eines bestimmten Typus zur
Modulgruppe (n— 1)-ten Grades. Nach Satz 3 gibt es dann Poincarésche
Reihen f}, ..., f; des betreffenden Typs, so daB @ f, ..., P £, alle Modulformen
(n — 1)-ten Grades erzeugen. Ist nun feine beliebige Modulform n-ten Grades
vom Gewicht k so 1aBt sich die Modulform (n — 1)—ten Grades @ f als Linear-

kombination Z c(® f,) darstellen; d. h. f— Z c, f, ist Spitzenform. Aus

v=1

den Grundformeln folgt, daB Spitzenformen durch die Poincaréschen Reihen
eines jeden Typs erzeugt werden. Damit ist Satz 4 bewiesen. Man braucht
natiirlich von den Grundformeln nur den Spezialfall der in Folgerung e
genannten Integralgleichung. Hieraus ergibt sich ndmlich zundchst der Voll-
stindigkeitssatz fiir den ersten Typus. Fiir die iibrigen beiden Typen benutze
man dann den in Satz 2 genannten Zusammenhang, Gehort eine Spitzenform
zur Orthogonalschar aller Poincaréscher Reihen des zweiten oder dritten Typs,
so folgt durch gliedweise Ausfithrung des Skalarproduktes in (14) und (17), daB
sie auch auf allen Poincaréschen Reihen des ersten Typs senkrecht steht und
damit identisch verschwindet. Also gilt der Vollstindigkeitssatz auch fiir die
iibrigen beiden Typen.

§ 3. Konvergenz

Im Verlaufe der vorangegangenen Untersuchungen war bereits benutzt
worden, daB simtliche Poincaréschen Reihen absolut gleichmiBig konver-
gieren, wenn Z und Z* in gegebenen Vertikalstreifen liegen. Der Beweis ist in
[5] ausgefiihrt ; man zeigt ndmlich (13) direkt und schlieBt auf die gleichm#Bige
Konvergenz von g, ,(Z, T) iiber die Entwicklung (14). Die Poincaréschen
Reihen vom zweiten Typus ordnen sich trivial unter, da das Polynom y auf €,
beschrinkt ist. Fiir r =n werde noch ein weitergehendes Ergebnis bewiesen,
indem man ein fritheres Resultat [4] auf Poincarésche Reihen anwendet.
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Durch den folgenden Hilfssatz wird das Studium der Reihen g, ,(Z, T) auf
dasjenige der Reihen P, ,(Z, iE) zuriickgefiihrt ; die ersten lassen sich ndmlich
in ganz $, gleichmiBig durch die letzteren majorisieren.

Hilfssatz. Es sei k> 2n, kn gerade, T halbganz und positiv definit. Dann gilt
firadlle Ze 9,

Z eZaia(TN(Z)) tKZ'{-LI_k <
N g < ¥ ( ¥ abs|M<Z>+iE]"‘abs|CZ+D|"‘>
L Ndn \M=Nmod U,
g
(K, L ist die zweite Zeile von N). Dabei ist das Verhdltnis der Betrdige ent-
sprechender Glieder durch eine Konstante beschrdnkt, welche nur von n, T und k
abhdingt.

Beweis. Die Glieder der linken Reihe g, ,(Z, T) hingen nur von N modulo
A, ab. Man kann also zu gegebenem Z ¢ §, diese Freiheit dahingehend aus-
nutzen, daBl der Realteil von N{Z) elementweise durch !/, beschriinkt ist. Das
allgemeine Reihenglied werde folgendermaBen umgeformt:
eZnia-(TN(Z)) lN<Z> + lElk
|KZ + LI*|N{(Z) +iE|* ~
Aus der Beschrinktheit des Realteiles von N(Z)> und T >0 folgt, daB der
Zihler der rechten Seite unabhingig von Z und N beschriinkt ist. Also gilt die
Behauptung.

Man nehme nun die folgende wichtige Umformung der Glieder von
P, (Z, iE) vor. Nach (2) und (3) ist
k

1Y|%
abs|M{(Z) + iE|* abs|CZ + D*

wobei W = L;z{Z) und M =L ML;} gesetzt ist. Somit gilt fiir die Betrags-
reihe P, (Z, iE) von P, (Z,iE)

eZnia(TN(Z)) lKZ + Llwk -

13
2

=2""E— M{W) M<WHIZ,

k k
Y1Z Py (2, iE)=2"" ¥ |E—M(W)M(W)2.
€L, Tnlip
Die rechts stehende Reihe 1aBt sich nun unter Verwendung des zur symplek-
tischen Metrik gehOrigen Laplaceoperators nach [4] einfach untersuchen.
Dort wird gezeigt, daB die durch diese Reihe dargestellte Funktion von W
ihr Maximum in einem von n allein abhingigen kompakten Teil von €,
annimmt, sofern nur k> n(n + 1) ist (man beachte, daB gegeniiber [4] jetzt die
Symmetriebedingung Z=Z' zur Verfiigung steht). Dieses Resultat gilt fiir
beliebige diskontinuierliche Gruppen. Man bekommt also
k

Satz 5. Die mit | Y|? multiplizierte Betragsreihe 13,“,(2, iE) nimmt ihr Maxi-
mum in einem festen Kompaktum von §, an (k> n(n+ 1)) und ist insbesondere
auf §, beschrénkt?.

! Ich verdanke Herrn A. BoreL die Kenntnis, daB die zweite Aussage iiber die Beschriinktheit

unter Verwendung tieferliegender Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis von HARISH-CHANDRA
auch fiir die {ibrigen k bewiesen werden kann.
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Durch diesen Satz lassen sich die fritheren Aussagen iiber gleichmifBige
Konvergenz verbessern. Die Ergebnisse sind auch fiir n = 1 schirfer als die Re-
sultate in [8]. Zundchst werden die folgenden Bereiche eingefiihrt, welche die
Vertikalstreifen umfassen.

Definition. Ein Winkelbereich I in 9, ist eine Teilmenge von £, mit der
Eigenschaft, dap BN {Z € $,||Y| £ ¢} kompakt ist fiir alle positiven c.

Der Name Winkelbereich wurde gewiihlt in Anlehnung an folgendes Bei-
spiel fiir n = 1. 9B werde berandet von zwei Geraden, deren Schnittpunkt in der
oberen Halbebene liegt und welche mit der imaginaren Achse einen Winkel

< -g- bilden. Aus Satz 5 bekommt man dann die

Folgerung. Die Poincaréschen Reihen Py (Z,Z*), g; (Z,T) sind absolut
gleichmdfig konvergent in Z und Z*, wenn das erste Argument Z in einem gegebe-
nen Winkelbereich und Z* in einem gegebenen Vertikalstreifen liegt (k >n(n + 1)).

Beweis. Wegen des Hilfssatzes und der gleichmiBig in Z € §,, Z* aus einem
Vertikalstreifen geltenden Abschidtzung (vgl. {5])

P, ,(Z,Z¥< P, (Z,iE)

kann man sich auf die Reihen I3k,,,(Z, iE) beschrinken. Nun sei 28 ein gegebener
Winkelbereich und

k
= sup |Y|? P, (Z, iE).
ZeHn

K ist nach Satz 5 endlich. Zu jedem &> 0 gibt es dann eine endliche von Z
unabhingige Teilmenge von L;; I', Lig, so daBl die durch Weglassen der ent-
sprechenden Glieder aus P, ,(Z, iE) entstehende Reihe

P, (Z,iE)<e
ist fiir alle Z e I mit

o=
IA

K
IY* = —.
[

Denn nach Definition des Winkelbereiches wird durch die letzte Ungleichung
ein Kompaktum von $, beschrieben, und P, ,(Z, iE) ist dort gleichmaBig kon-
vergent. Ist dagegen

k
> K
IYIZ > —,
¢
so gilt sogar fiir die volle Reihe auf Grund der Bedeutung von K
.2
P.(Z,iE) SK|Y| * <s.

Damit ist die gleichmiBige K onvergenz in dem behaupteten Umfang bewiesen.



170 H. KLINGEN: Poincarésche Reihen
k
SchlieBlich bekommt man aus dem genannten Verhalten von|Y|? P, (Z,iE)
noch die Abschidtzung

P, (Z,iE) < f,; fir |Y|Z¢>0,

wobei a nur von n und b nur von ¢ abhéngt in Verschirfung eines Satzes von
H. PETERSSON fiir n=1.

Zusatz bei der Korrektur am 5. 10. 1966 : Die vorliegende Arbeit, welche bereits im Juni 1965
den Mathematischen Annalen in einer ersten Fassung vorlag, beriihrt sich in einem Punkte mit
einer demniichst in den Annals of Mathematics erscheinenden Publikation von W. BAILY und
A. BoreL. Auch dort werden neuartige Reihen unter der Bezeichnung ,,Poincaré-Eisenstein-series**
eingefiihrt. In Gesprichen mit diesen beiden Autoren konnte nachtriglich geklirt werden, daB
diese Reihen mit dem obigen Typus 2 identisch sind. Die Gré8e Z* tritt also als Variable gar nicht
auf. In dieser Hinsicht gewinnt Satz 2 an Bedeutung, weil vermoge der Einfithrung der Variablen Z*
auch der Zusammenhang zwischen den Poincaré-Eisenstein-series und den Maasschen Reihen auf-
gekldrt wird durch den Nachweis einer gemeinsamen erzeugenden Funktion (Typus 1), die zudem
den einfachsten Zugang zu simtlichen Poincaréschen Reihen darstellt.
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