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Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen
durch Funktionalgleichungen

CarL LuDpwiG SIEGEL zu seinem 70. Geburtstag freundlichst zugeeignet

ANDRE WEIL

Angesichts der Gelegenheit, fiir welche die vorliegende Note bestimmt ist,
ist der Versuch gewil nicht unangebracht, einen berithmten Heckeschen
Ansatz weiterzufiihren ; daran soll auch der obige Titel erinnern. Grundlegend
bei diesem Ansatz ist das folgende Lemma:

Lemma 1. Es seien (ay, a,,...) und (by, b,y,...) zwei Folgen komplexer
Zahlen; fir irgendein ¢ >0 sei a,=0(n’) und b,=0(n"). Die Funktionen ¢, v,
@, ¥, F, G seien durch

0= Yo, wo)= X byn,
D)= 2m)*I(s) o(s), P(s)= Qm)~ " I'(s)p(s),
F(t)= ia,,ez’”"”, G(r)= ib,ez’“”’

1 1

in der Halbebene Re(s)> o bzw. in der oberen Halbebene Im(z) > 0 definiert.
Es sei C+0, A>0, k> 0. Dann sind die folgenden Aussagen (A) und (B) gleich-
wertig :

(A) @ und ¥ lassen sich in der ganzen s-Ebene holomorph fortsetzen und
bleiben dabei in jedem Vertikalstreifen ¢’ < Re(s) < 6” beschrankt, und es ist

B(s)=CA* S P(k—3).
(B) In der oberen Halbebene ist
AT\F /-1
=CAH S ).
F=C4 ( i ) G(At)
Zwar behandelt HECKE ([1]) nur den Fall (a,) =(b,), allerdings unter Zu-
lassung einfacher Pole bei s =0, s = k fiir & == ¥ ; der Beweis bleibt aber fiir den

Fall zweier Folgen (a,), (b,) Wort fiir Wort derselbe.
Weiterhin sei k eine positive ganze Zahl; GL, (2, R) sei die Gruppe der

. a b\ . - . . a b\ ,
reellen Matrizen (c )mlt positiver Determinante. Es sei a=(c d> ein

d
Element dieser Gruppe, und F sei irgendeine holomorphe Funktion in der
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oberen Halbebene Im(r)>0. In Anlehnung an HECKE definieren wir

(Flo) @)= F(

at+b
ct+d
dann ist ebenfalls F|a eine in der oberen Halbebene holomorphe Funktion.

Fiir a= (g 2) ist Fla=(sgna)*F.

) (ct+d)~*(ad — bo)t;

Fiir be R bzw. B> 0 definieren wir

o-(} ). wn-(}, 1)

Die rechte Seite der letzten Formel in Lemma 1 148t sich dann in der Form
Ci*(G|w(A4)) schreiben. Ferner sei w ein Element des Gruppenringes der
Gruppe GL . (2, R), also eine lineare Kombination w =) u;a; von Elementen o,
dieser Gruppe mit komplexen Koeffizienten u;; wir definieren dann

Flo=Yu(Fla).
Fiir ein gegebenes F bezeichnen wir durch Q, die Gesamtheit der Elemente w
des Gruppenringes von GL , (2, R) mit der Eigenschaft F|w =0; das ist offen-
sichtlich ein Rechtsideal im Gruppenring.
Nunsei(c,, ¢;, ...)eine Folge komplexer Zahlen, nicht alle 0; es sei ¢, = O(n°)

mit irgendeinem o > 0. Fiir jeden Modul m und jeden primitiven Charakter y
der ganzen Zahlen modulo m setzen wir

L&)=Y cartin™,
4,6 (52) TO L),

F(@)= Y ¢y x(n)e*™™;
1

fiir m=1, also fiir den Hauptcharakter y =1, schreiben wir einfach L, A4, F
statt L, A,, F,. Fiir m>1 sei g(x) die GauBsche Summe

g)= Y x(x)e* k.

xmodm
Dann ist bekanntlich fiir alle n:
=29 5 F@ei¥,
m amodm

und daher mit den oben erkldrten Bezeichnungen

Fy=F "'(:) ¥ 7(a)a(1).

amodm m

Fortan sei 4 eine positive ganze Zahl; C=C,, C, seien komplexe Kon-
-stanten. Als unmittelbare Folge des Heckeschen Lemmas haben wir:
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Lemma 2. Folgende Aussagen sind gleichwertig: (A2) A ist eine ganze
Funktion, beschrdnkt in jedem Vertikalstreifen, und geniigt der Funktional-
gleichung

A(s)=CAF S Ak ~s);

(B2) es ist

1=Ci*w(4) (modQy).

(B2) ist namlich nur eine Umschreibung fiir (B) in Lemma 1, falls A4 statt @
und ¥ gesetzt ist. Selbstverstindlich muf hierbei C= %1 sein, was wir auch
weiterhin benutzen werden.

Lemma 3. Fiir m>1 sind folgende Aussagen gleichwertig: (A3) A,, A;

sind ganze Funktionen, beschrinkt in jedem Vertikalstreifen, und geniigen der
Gleichung

A(5)=C, A¥ Ak~ 5) 5

(B3) es ist
90 T 7@ 2)=C,to® T r@e(L)olam®) (modgy).
amodm amodm

Falls die ¢, reell sind, sicht man sofort, durch Ubergang zum komplex-
konjugierten, da8 |C,| = 1 sein mul.

Fiir (@, m)=+1 ist x(a)=0; in der Summation auf beiden Seiten von (B3)
kommen also nur solche ain Betracht, die zum teilerfremd sind. Es werde nun an-
genommen, daBl (4, m)=1, also daB m zu A teilerfremd sei. Dann gibt es zu
jedem a mit (a, m)=1 eine ganze Zahl b derart, daBl Aab= —1 (modmy), also
1=mn— Aab mit ganzzahligem n. Die Matrix

m —b
va b= (wAa n )
gehort alsdann zur Modulgruppe ; genauer gesagt gehort sie zur Untergruppe
I'o(A) der Modulgruppe, die aus allen ganzzahligen Matrizen (: ;) mit

1 =ru— st, t =0(mod A) besteht. Eine leichte Rechnung ergibt nun

oc(m)w(Amz) w(A)y(a, b)oc( )(:)n 2)

Jedem b mit (b, m)=1 werde ein g so zugeordnet, daB Aab= — 1(modmy);
dann sei 1 =mn — Aab, und es werde y(b) statt y(a, b) geschrieben. Wenn b ein
volles System von zu m teilerfremden und modulo m inkongruenten Zahlen
durchliuft, so tut adasselbe. Da aus Aab = — 1{mod m)folgt, daBy(a) = 7(— 4b),
so 1aBt sich nun (B3) durch folgende dquivalente Formel ersetzen:

_ C, *g@Di(— A4)
B3 ()] I AR A A
B3 L X )[ 900

bmodm

w(4) v(b)} (b) 0 (mod(y).
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Es sei nun ¢ ein {nicht notwendig primitiver) Charakter modulo 4. Wir
erinnern daran, daB F eine Modulform vom Heckeschen Typus (—k, 4, )
heiBt, falls fiir jede Matrix y -_—(; 2) aus Ty(4) die Gleichung F|y =¢(r)~'F
besteht und auBerdem F gewissen Regularititsbedingungen an den Spitzen
von I'y(A) geniigt. Fir y= <—(1) _(1)) folgt daraus, daB &(—1)=(—1)*. Wenn

noch angenommen wird, daB F die Eigenschaft (B2) hat, also der Bedingung
Flo(4d)=C"*i"*F geniigt, so ergibt sich aus der Gleichung

an(] o= )

daB &(r) = e(u) fiir ru= 1 (mod 4), also &(r)> =1, &(r)= + 1. Unter diesen Um-
stinden muf also der Charakter ¢ reell sein.
Satz 1. Es sei ¢ ein Charakter modulo A. Die Bezeichnungen und Voraus-

XK
setzungen seien wie oben, also insbesondere F(1)=) c,e*™* und c,=O0(n")
1

mit einem ¢ >0; F sei eine Modulform vom Heckeschen Typus (—k, A, €), und
es sei Flw(A)=C " 'i"*F. Dann geniigt A der Bedingung (A2) in Lemma 2,
und fiir jeden primitiven Charakter y mit einem zu A teilerfremden Fiihrer
m= f, geniigen A,, A5 der Bedingung (A3) von Lemma 3, mit der Konstanten

_ 9w

Die erste Behauptung ist ndmlich in Lemma 2 enthalten; die zweite folgt
unmittelbar aus Lemma 3, wenn man darin (B 3) durch (B 3') ersetzt, was wegen
(A, m)=1 erlaubt ist.

Jetzt handelt es sich um die Umkehrung von Satz 1. Es sei M die Menge,
die aus der Zahl 4 und allen ungeraden Primzahlen besteht. Fiir m e M sind
siamtliche Charaktere modulo m primitiv, mit der einzigen Ausnahme des
Hauptcharakters y = 1.

Lemma 4. Esseime I, (4, m)= 1, C,, sei eine komplexe Zahl 0. Folgende
Aussagen sind gleichwertig : (A4) die Bedingung (A 3) in Lemma 3 ist fiir jeden
primitiven Charakter y modulo m erfiillt, mit

Cc,=Chit 2% 4y,
(B4) es ist, fir alle b, b’ mit (bym)=(b',m)=1:

4

[t~ Ca ) y®)] () = 11~ CooA) 6] a( 2] (mode2).

Bezeichnen wir ndmlich mit A(b) die linke Seite der Gleichung in (B4).
Wenn man in Lemma 3 (B3) durch (BY') ersetzt, so sieht man, daB (A 4) mit
der folgenden Bedingung gleichwertig ist:

(B4) Y 7b)AB) =0 (modfy),

bmodm
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wenn man darin fiir y alle primitiven Charaktere modulo m, d. h. alle Charak-
tere modulo m mit Ausnahme von y = 1, einsetzt. Falls (B 4) erfiillt ist, ist offen-
sichtlich auch (B4') erfiillt. Umgekehrt bekommt man (B4), indem man (B4')
mit y{b") — x(b") multipliziert und iiber alle primitiven Charaktere 3 summiert.

Lemma 5, Es sei y= ( n) ein Element von Fy(A) mit me I, ne M.

—Aa
Die Bedingung (A4) von Lemma 4 sei sowohl fiir den Filhrer m wie fiir den
Fiihrer n erfiillt, und es sei C,,C,=(—1)*. AuPerdem geniige F der Bedingung
(A2) von Lemma 2. Dann ist F|y=C,  *Ci*F.

Wir setzen noch y’=( A’Z I:}) In (B4) ersetzen wir b, ' durch b, —b;

da bz —b(modm), konnen wir dabei annehmen, daBl y(b)=1y, y(—b)=7"
Wegen Lemma 2 ergibt sich dann aus Lemma 4:

) =a-ena(7)
(1-ena()=t-&u(2) modey
mit ¢=C,,C~*i"* oder auch, da Q, Rechtsideal ist:

2b
1-— é))' = (1 - é?) fx(-‘njl") (mOde) .
Andererseits hat man

_1_( n b) ,_1_( n —-b)
P aa o m) Y T \lda )

Da (B4) auch fiir den Fiihrer n gilt, ergibt sich genau wie oben
BN =1y (D
=&y a(Z0)=0-gv () moday
mit & =C,C™*i"* Wegen C,,C,=(~1), C=+1ist &=¢71, also

1=gy == =&y,
Da Qp Rechtsideal ist, hat man also

gy =—E1-£y a2 y

=(1 -ﬁv)v"‘a( )v’ (mod ;).

Durch Vergleich mit der oben erhaltenen Kongruenz fiir 1 — £y ergibt sich

1-en-pe(2)=0 moday),

wo man gesetzt hat

_ ,1a(-2b> ,a(-»«Zb)m_ m
p=y n ’ m / \ 24a 4

n
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Esseinun G=F|(1 — &y)=F — &(F|y). Dann ist die zuletzt erhaltene Gleichung
gleichbedeutend mit G|{(1 — @) =0, d. h. G = G|u. Die Eigenwerte der Matrix u
sind aber die Wurzeln der Gleichung

T2+2@-3L)T+1=0;
mn

sie sind imagindr und sind keine Einheitswurzeln; also ist u elliptisch von
unendlicher Ordnung. Dann ist aber bekanntlich G=0 die einzige in der
oberen Halbebene holomorphe Ldsung der Gleichung G=Glu. Aus G=0
folgt nun F=¢(Fly), w.z. b.w,

Satz 2. Es sei W' eine Untermenge von MM mit nicht-leerem Durchschnitt
mit jeder arithmetischen Progression vom Teiler 1 (d. h. mit jeder Folge ganzer
Zahlen a, a+b, a+2b, ... fiir welche (a, b)=1, b> 0); auferdem sei (A, m)=1
fiir alle me M. Es sei ¢ ein Charakter modulo A. Mit denselben Bezeichnungen
wie oben erfille F die Bedingung (A2) von Lemma 2 ; weiter sei die Bedingung
(A3) von Lemma 3 fiir jeden primitiven Charakter y mit einem Fiihrer f, eI
erfullt, und es sei

C,=Cel ) 40 1~ 4).
Dann ist F eine ganze Modulform vom Typus (—k, A, ), und es ist Flw(A4)
= Ci"*F. Ist die Dirichletsche Reihe L(s) fiir s=k— & mit irgendeinem 6 >0
absolut konvergent, so ist F sogar eine Spitzenform.

. a by R .
Es set y =< Ae d) ein Element von I'p(A4); wir miissen zuerst beweisen,

daB Fly=e¢(a)"'F. Fiir b=0, a=d =1 ist das klar wegen Lemma 2 und der

Gleichung
P S e

Esseib+0. Da 1=ad— Abc, ist (g, Ab)=1, (d, Ab)=1; wegen der Annahme
iiber ' gibt es also Zahlen

m=a+AbseW', n=d+ AbteW

mit ganzzahligen s, t. Schreiben wir

m b
b'=c+mt+ns—bst, '=( )
c+mt+ns—bs 7 Ab n
Die Voraussetzungen von Lemma 5 sind fiir m und n erfiillt mit C,, = Ci*&(m),
C,=Ci*e(n); da mn=ad=1 (mod A4), ist e(m)e(n)=1, also C,, C,=1 wegen
C=+1. Lemma 5 zeigt, dal F|y’ =&(m)~ ' F; nun ist aber

~(Cae 7L D)
PE\ear 1) \cas 1)

woraus die Behauptung fiir y folgt, weil sie fiir alle drei Matrizen auf der
rechten Seite zutrifft. SchlieBlich, falls b=0, a==d = —1, kann man das eben
Bewiesene auf ya(u) anwenden, mit u ganz und 0.
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Um den Beweis zu Ende zu fithren, muBB noch das Verhalten von F bei
Anndherung an die reelle Achse untersucht werden. Anfangs wurde ange-
nommen, daB ¢,=0(n") mit einem gewissen ¢ >0. Wegen der Stirlingschen
Formel gibt es also ein C> 0, so daf}

I'c+n+1)

e = C F T

Daraus ergibt sich, fiir y>0:
IF(x+iy)) S C(1—e 27177,

also F(x +iy)=0(y~ ') fiir y—0. Daraus folgt bekanntlich, daB F eine ganze
Modulform ist. Nun sei L(s} fir s=k— 4 mit 0<J <k absolut konvergent.
Dann ist

n o
Sa= Ll S0 Y e |vTERS,
v=1 v=1
also s,=O0(n*~?). Andererseits bekommt man, durch ,partielle Summation*!
Q
[F(x+iy)| < (1 —e™2™) ) 5,672,
1

also, genau wie oben, F(x + iy)=0(y " **?%) fiir y—0. Daher ist F eine Spitzen-
form.

An die obigen Resultate lassen sich noch Uberlegungen iiber Zetafunk-
tionen elliptischer Kurven ankniipfen, die vielleicht auch einige Aufmerk-
samkeit verdienen.

Es sei C eine elliptische Kurve, definiert iiber dem rationalen Zahlkérper Q,
etwa durch eine WeierstraBsche Gleichung y? = x> —ax —b mit rationalen
Koeffizienten. Bekanntlich {vgl. NEron [2]) 148t sich fir jede Primzahl p ein
(im wesentlichen eindeutig bestimmtes) ,Néronsches Modell“ C, fir C an-
geben, welches mit C iiber dem p-adischen Korper Q, birational dquivalent
ist; C, ist durch eine Gleichung

Y24+AXY+uY=X34aX*+BX +7
mit ganzen p-adischen Koeffizienten gegeben; wenn man diese Gleichung
modulo p reduziert, bekommt man die Gleichung einer irreduziblen Kurve C, »
iiber dem Primkdrper F,. Wir unterscheiden nun drei Fille:

() C, ist vom Geschlecht 1 und hat also eine Zetafunktion mit einem

Zihler von der Form 1 —¢, T+ pT?; dabei ist 1 —c,+ p die Anzahl der iiber
F, rationalen Punkte auf der Kurve C und es ist [¢ ) =< ZV_ Wir setzen dann

L)=01—c,p~*+p'~2)7",
(I) C, hat einen gewdhnlichen Doppelpunkt. Wir setzen g, = + 1 oder —1,

je nachdem die Tangenten am Doppelpunkt rational iiber F, sind oder nicht,
und schreiben

Ly(s)=(1—¢,p™)"".

! Diesen SchluB verdanke ich einem freundlichen Hinweis von A. SELBERG.
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Dieser Fall kann ibrigens nur dann eintreten, wenn entweder p=2 oder 3
oder die absolute Invariante j von C nicht p-ganz ist.

(1) C, hat eine Spitze. Dann setzen wir L,(s)=1.

Ferner sei 4, die Diskriminante der Gleichung der Kurve C,,; setzen wir
8,=ord(4,); dann ist 6, =0 im Fall (I); sonst ist 5,> 0. Die auf p beziigliche
Faser des Néronschen singularititenfreien Minimalmodells fiir C, ist im
Fall (I} nichts anderes als 5,,; sonst ist sie ein Zyklus; in allen Fillen sei y,
die Anzahl ihrer Komponenten. Nach einer Angabe von OGG (vgl. [3]) setzen
wir A,=p® mit a=3J,— p,+ 1. Nach NErON [2]ist a=0im Fall (I), a=1im
Fall (1I), a = 2 im Fall (I11); es ist immer a = 1 im Fall (1) und a =2 im Fall (111},
falls p£2,3,

Wir schreiben nun

A=114,, Le=][L,)= fc,,n"s

P 4 1
und nennen A den Fiihrer und L die Zetafunktion der Kurve C. Mit den
Koeffizienten ¢, von L bilden wir dann die Funktionen 4, F, L,, 4,, genau wie
oben.

Aus gewissen theoretischen Griinden darf man mit ziemlicher Sicherheit
vermuten, dal A eine Funktionalgleichung besitzt, oder, genauer gesagt, dafl
sie die Bedingung (A 2) von Lemma 2 mit k == 2 erfiillt. Weiter 148t sich vermuten,
daB fiir jeden primitiven Charakter y mit einem zu A teilerfremden Fiihrer
die Bedingung (A3) von Lemma 3 ebenfalls erfilllt ist, wieder mit k=2. In
allen mir zugénglichen Sonderfillen habe ich nun gefunden, daB C, dabei die
in den Sétzen 1 und 2 vorgesehene Form hat, sogar mit ¢=1. Nach Satz 2
ist dann F eine Spitzenform vom Heckeschen Haupttypus (—2, 4), und
F(t)dr ist ein Differential 1. Gattung auf der durch I';(A) bestimmten Rie-
mannschen Fliche R; nach einer Mitteilung von G. SHIMURA muB} sogar
dieses Differential zu einer iiber Q definierten elliptischen Kurve C’ gehdren,
die in der Jacobischen Mannigfaltigkeit von R enthalten ist; der Perioden-
modul von F(r)dz ist also mit demjenigen von C’' kommensurabel. Es ist
natiirlich naheliegend zu erwarten, daB unter diesen Umstinden C’ mit C
isogen ist; das bestitigt sich tatsdchlich in einigen Féllen. Ob die Dinge
immer, d. h. fiir jede iiber Q definierte Kurve C, sich so verhalten, scheint im
Moment noch problematisch zu sein und mag dem interessierten Leser als
Ubungsaufgabe empfohlen werden.
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