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Limesriiume 
Von 

H. R. FISCHER in Ztirich 

In der vorliegenden Arbeit unternehmen wir den Versueh, eine Theorie 
der Konvergenz unabh~ngig yon der mengentheoretisehen Topologie auf- 
zubauen. Es ist bekannt, dab sehon vor l£ngerer Zeit ~hnliehe Versuehe unter- 
nommen wurden (s. z. B. die ~C~*-Strukturen bei KVRATOWSKY, Topologie I). 
Es seheint aber - und wird dureh Beispiele sogar aus der Topologie klar - 
dal~ es kaum ge]ingen kann, eine befriedigende Konvergenztheorie unter  Ver- 
wendung der (abz/~hlbaren) Folgen allein zu erhalten: die Beschr/~nkung auf 
abz/~hlbare Systeme von Elementen ist bei Untersuchungen yon dieser Atl- 
gemeinheit nieht verst/~ndlieh. Man kSnnte sieh jedoeh der Moore-Smithschen 
Folgen bedienen, bei denen diese BeschrKnkung wegf/~llt. Es sehien uns abet 
vorteilhafter, die Filtertheorie heranzuziehen, die sich ja in der mengen- 
theoretisehen Topologie als ein sehr niitzliehes Hilfsmittel erwiesen hat. Die 
Theorie der Relationen und Operationen ffir Filter ist yon sehr elementarem 
Charakter und bereitet keinerlei Schwierigkeiten, so dal~ der ,,technische" 
Aufwand denkbar gering wird. Wir erkl/~ren also in geeigneter Weise einen 
Konvergenzbegriff fiir Filter, indem wit jedem Element einer Menge E eine 
gewisse Menge yon Filtern zuordnen, die zwei Forderungen rein algebraiseher 
Natur  zu genfigen hat;  die Filter der so dem Element x zugeordneten Menge 
heiBen dann konvergent gegen x. Dutch die Angabe der in diesem Sinne 
konvergierenden Filter wird auf E eine ,,Limitierung" definiert und E heil~t 
dann ein Limesraum; es stellt sich dabei heraus, dab die Topologien spezielle 
Limitierungen sind. Viele Begriffe und S/~tze der Topologie lassen sich ohne 
weiteres auf die Limitierungen fibertragen, insbesondere in evidenter Weise 
der Begriff der stetigen Abbildung. Diese Abbildungen ergeben wie im Fatle 
topologiseher R/~ume, wo wit den iibhehen Stetigkeitsbegriff zuriick erhal~en, 
eine Klasse yon Morphismen der Limesr/~ume, so dab man damit  eine Kate- 
gorie erh~lt. Diese Kategorie ist additiv, wenn man sieh auf abelsehe Gruppen 
und zul/~ssige Limitierungen besehr/~nkt (s. § 3 flit diesen Begriff); sic ist eine 
abelsche Kategorie (mit direkten Produkten), wenn man als Morphismen nur 
die Homomorphismen ira engeren Sinne zul/~Bt, die wie im Falle topologischer 
Gruppen ausgezeiehnet werden. 

Zur Terminotogie ist zu bemerken, da$ es uns unnStig sehien, yon ,,Pseudo- 
konvergenz" und ,,Pseudostetigkeit" zu spreehen, wie dies etwa gesehieht 
(s. z. B. [6]), um nieht die Ausdrueksweise unnStig zu komplizieren. 
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Ausgangspunkt ffir die vorliegende Arbeit war ein Seminar fiber die Theorie 
der Distributionen, wo sich das Bedfirfnis zeigte, die dort auftretenden Kon- 
vergenzstrukturen ("pseudo-topologies") allgemeiner zu untersuehen. Es ist 
mir eine angenehme Pflicht, an dieser Stelle den Herren Prof. R. NEVANLIN~A 
yon der Universit~t, A. P ~ u o E ~  yon der E T H  in Zfirich fiir ihr Interesse 
und ihre nfitzlichen Bemerkungen meinen aufrichtigen Dank auszusprechen. 
Ganz besonders aber gilt mein Dank Herrn Prof. B. L. ¥A~ DER WAERDEN, 
dessen viele kritische Bemerkungen ffir mich yon groBer Wichtigkeit waren. 

§ I. Limesriiume 
1. 

Wir werden im folgenden yon einigen elementaren Begriffen der Verbands- 
theorie Gebrauch machen, so dab wir diese hier - -  um vor allem die ver- 
wendete Terminologie klar werden zu lassen - -  zusammenstellen. Im wcsent- 
lichen halten wir uns dabei an die Bezeichnungsweise yon H. HERMES, Ein- 
ffihrung in die Verbandstheorie, Springer 1955. 

Ein Verband ist eine Algebra A mit zwei kommutativen, assoziativen und 
idempotenten Operationen A, V, die auI~erdem der folgenden Bedingung 
genfigen: 

F f i ra l l ea ,  b a u s A i s t a A ( b V a ) = a = a V  (bAa) .  
Ein Verband heiflt distributiv, wenn ffir A, V die Distributivit~tsgesetze 

gelten. In einem Verband l~l]t sieh wie folgt eine Ordnungsrelation ~ ein- 
ffihren: 

a=<b gilt genau dann, wenn a = b A a  (und also b = a V b )  ist. ~ ist 
offensichtlieh eine Ordnungsrelation. 

Eine Menge A zusammen mit  einer darin definierten Ordnungsrelation 
heiBt eine Halbordnung. Gilt ffir irgendein Paar  entweder a ~ b oder b g a, 
so heiBt A eine Ket te  oder eine total geordnete Menge. Ein Element m einer 
Halbordnung A heiBt maximal (minimal), wenn aus m g a (a ~ m) folgt 
m = a. % heiBt grSi3tes Element, wenn ffir alle a gilt: a g a0; entsprechend 
definiert man das kleinste Element. Gibt es in A ein grSl~tes Element, so ist 
dieses das einzige maximale Element und also insbesondere eindeutig bestimmt. 

Sei B eine nichtleere Teilmenge yon A. s E A heiBt eine obere Sehranke 
yon B, wenn aus b E B folg~ b ~ s; hat  die Menge S(B) der oberen Sehranken 
yon B ein kleinstes Element so, so heiBt dieses die obere Grenze yon B (in A). 
Eine Halbordnung A heiBe vollst~ndig, wenn in ihr jede nichtleere Teilmenge 
eine obere Grenze besitzt. 

Eine Halbordnung A, in der jede zweielementige Teilmenge (a, b) eine 
obere und eine untere Grerme besitzt, die bzw. m i t a  V b, a A b, bezeichnet 
seien, ist bezfiglieh A, V e i n  Verband. Die Verb~nde stimmen mit solchen 
Halbordnungen fiberein, wie man leicht einsieht. Ist  ein Verband A bezfiglich 
der in ibm in natfirlicher Weise gegebenen Ordnungsrelation vollst~ndig, 
so heil3t er ein vollst~ndiger Verband. Ein soleher besitzt ein gr61~tes und ein 
kleinstes Element (mit 1 bzw. 0 bezeiehnet), die die folgenden Relationen 

erfiillen: a A 0 = 0 ,  a V 0 = a ;  a A l = a ,  a V l - ~ l .  
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Nun sollen zun~chst in Verb~nden, dann auehin gewissen allgemeineren Halb- 
ordnungen, Teilmengen I als A-Ideale folgendermaBen ausgezeiehnet werden: 

I heiflt ein A-Ideal, wenn aus a, b in I/olgt,  daft auch a A b E I i s t  und wenrb 
/erner m i t a  jedes b ~ a zu 1 gehSrt. 

Man zeigt ohne Mfihe, da~ diese Definition mit der folgenden iiqnivatent ist: 
I C A ist ein A-Ideal, wenn a und b genau dann in I lieffen, wenn a A b in I ist. 
Ein A-Ideal heii~t ein A-Hauptideal, wenn es aus alien b _~ a zu einem 

festen a E A besteht, a wird dann das erzeugende Element des Hauptideales 
genannt und dieses selbst mit [a] bezeiehnet. 

Beim Beweis der Aquivalenz der zwei Definitionen des A-Ideales benutzt 
man nut A und ~. Daher ist dieser Beweis auch noeh in solehen Halbordnungen 
richtig, in denen irgend zwei Elemente eine untere Grenze haben, ohne da~ 
immer auch eine obere Grenze existierte. NSB]~LING [3] nennt solche ttalb- 
ordnungen ,,A-Vereine". Wir werden im folgenden wesentliehen Gebraueh yon 
A-Idealen in solehen Halbordnungen machen, und zwar in der Hatbordnung 
der Filter auf einer Menge E. Wir ffihren diese Halbordnung F (E) folgender- 
maBen ein: 

Esse i  E eine (nichtleere) Menge, ~ (E) die Potenzmenge. ~ (E) ist ein 
vollst~ndiger Verband beziiglich den mengentheoretischen Operationen ~ ,  ~) 
des Durchschnittes und der Vereinigung. ZugehSrige Ordnungsrelation ist die 
Inklusion C. Damit geben wit die folgende 

Definition 1. Ein yon 9~ (E) verschiedenes (nichtleeres) f~-Ideal in ~ (E) 
hei/3t ein Filter au/ E. 

Wit bezeichnen Filter mit groi~en deutsehen Buehstaben 7, ® . . . . .  Ein 
nichtleeres Mengensystem ~ aus ~ (E) ist mithin genau dann ein Filter auf E, 
wenn es den folgenden zwei Bedingungen genfigt : 

(F1) 0 ¢ 7 ,  
(F~) A und B sind genau dann in 7, wenn A f~ B E ~ ist. 
0 bezeiehnet dabei die leere Menge. Aus (F1) und (F~) folgt zun/ichst, da~ 

fiir A E ~ und B E ~ immer A f~ B =V O gilt. 
Essei  also F (E) die Menge aller Filter auf E. F (E) ist eine Halbordnung 

beziiglieh der wie folgt eingefiihrten Ordnungsrelation ~ : ~ <= ~ bedeute die 
mengentheoretisehe Inklusion ~ C ~. Naeh Definition ist ~ ~ ¢5 genau dann, 
werm es zu jedem F E~ ein G E ~ so gibt, dab GCF.  Man sagt daher fiir 

~ ~,  6 sei/einer als ~ (u./i.) oder auch, ~ sei Oberfilter zu 7 .  Die maxi- 
malen Elemente yon F (E) heiBen Ultra/liter auf E. 

Man getangt zu den Filtern auf einem zweiten Weg: Wit nennen Ra~ter 
(N6BELINO) oder Filterbasis (BouRBAKI) ein nichtteeres Mengensystem ~ ,  
das den folgenden Bedingungen genfigt: 

(B1) 0 ¢ ~ ,  
(B2) Zu B E~ und B 'E~  gibt es ein B " E ~ ,  so dab B " C B ~ B ' .  
Betrachtet man nun das System aller Obermengen zu den Mengen aus 

einem Raster ~ ,  so sieht man sofort, dab es ein Filter auf E ist. Wir sagen, 
dieser Filter werde yon B erzeugt. Jeder Raster erzeugt mithin einen Filter. 
Fiir Raster erkl~ren wir wie folgt eine Quasiordnung ~ :~  ~ ~ '  gelte genau 

20* 
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dann, wenn jedes B E ~ ein B'E ~ '  enthiilt. Man sagt dann, ~ '  sei feiner als 
~ .  Fiir Filter erh~lt man die friihere Ordnungsretation zuriick. Die Kon- 
junktion yon ~ g ~ '  und ~ '  g ~ (fiir Raster) ist eine ~quivalenzrelation (die 
nicht die Gleichheit zu sein braueht), gelesen: ~ und ~ '  sind gleich/ein. Gleich- 
feine Raster erzeugen denselben Filter; umgekehrt sind irgend zwei Raster, 
die denselben Filter erzeugen, gleiehfein. Man hat mithin eine umkehrbar 
eindeutige Beziehung zwischen Klassen gleiehfeiner Raster  und Fil tern auf E. 

Jede nichtleere Teilmenge A yon E ist ein Raster (bzw. korrekter:  deft- 
niert  den Raster  {A}) auf E und erzeugt daher einen Filter [A], n/~mlieh das 
yon A in ¢~(E) erzeugte ~ .Hauptideal. Ist  A insbesondere einelementig: 
A = {x}, so ist [{x}] ein Ultrafilter auf E, wie man sofort zeigt. Wir bezeichnen 
die'se Ultrafilter in der Folge immer mit ~ (usw.) und nennen sie die x-Ultra- 
filter (x E E). Allgemeiner zeigt man mit Hilfe des Zornsehen Lemmas, dab 
zu jedem Filter ~ ein Ultrafilter 1I (~) existiert, der feiner als ~ ist. Sehlieglich 
ist fiir jeden Ultrafilter ~t der Durehschnitt  aller U E 2I hSehstens einelementig; 
er ist genau dann einetementig, wenn 11 ein x-Ultrafilter ist. Ffir all dies und 
die weiteren Eigensehaften der Filter, die wir noch verwenden werden, sei 
auf [1], ch. I, § 5, [3, 4, 5] verwiesen. 

Nun seien ~, ~5 Filter auf E. Die untere Grenze ~/~ ~ existiert immer 
und ist der yon den Vereinigungen E ~ G gebildete Filter, der gleich dem 
mengentheoretisehen Durehschnitt  ~ ~ ~5 ist. F (E) ist also eine Halbordnung, 
in der irgend zwei Elemente immer eine untere Grenze haben. Die obere 
Grenze ~ V ~ zweier Filter existiert genau dann, wenn fiir alle F E ~ und atle 
G E ~5 gilt: F ~ G # 0; sie besteht dann gerade aus diesen Durchschnitten. 
Ist  (~d,),Ez eine beliebige Familie yon Filtern, so existiert immer die untere 
Grenze inf~:~ oder 13 ~,. Sie wird yon den Vereinigungen ~F , ,  F~ E ~ ,  er- 

r t E I  

zeugt. Die obere Grenze sup ~:, existiert genau dann, wenn jede endliehe Tell- 
s 

familie yon (~,),e t eine obere Grenze besitzt und wird dann von den endliehen 

Durehschnitten 13 F,~ erzeugt. 
i = l  

Nun sei A eine Teilmenge yon E, ~ ein Filter auf E. Sind alle Durehschnitte 
F ~ A # 0, so erzeugen sie auf A einen Filter ~:', den wir den yon ~: induzierten 
Filter nennen wollen (,,Spur yon ~: auf A" bei BOURBA~:I). Anstelle yon ~ '  
verwenden wir die Bezeichnungen aA~: und ~A ffir den yon ~ induzierten 
Filter. (~A : ~ -~ ~A ist eine Abbildung au/F (A) : sei n~mlieh ~ '  ein Filter auf A. 
Dann ist ~ '  ein Raster in E und erzeugt dort  einen Filter F(~'). Offenbar ist 
aj  F (~:') = ~ ' .  ~ ist eine A-treue Abbildung aus F (E) auf F (A) ;s ie  ist auch 
V-treu in dem Sinne, da~ aA(~: V ~)  : (~A~: ~/ aA~ ist, sofern diese oberen 
Grenzen existieren. Insbesondere ist also ffA ein Ordnungshomomorphismus 
aus F(E)  auf F(A). Wit  fiihren noch die Bezeichnung FA(E ) ffir diejenige 
Teilmenge yon F(E) ein, die aus den Filtern besteht, fiir die aA~ existiert. 
~: E FA (E) ist also gleichbedeutend damit, dab F ~ A # (} fiir alle F E ~ gilt. 
Offenbar ist FA(E) h-abgesehlossen und enth~lt mit  ~: aueh jedes ~5 g ~.  

Fiir alles weitere sei auf die sehon zitierte Literatur  verwiesen. 
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2, 

Es sei E eine niehtleere Menge, F (E) die Halbordnung der Filter auf  E. 
Definition 2. Eine  Abbildung ~ yon E in 9~ (F (E)) heifit eine Limit ierung 

au] E,  wenn sie die/olgenden Eigenscha]ten hat: 
(L1) Fi~r jedes x E E ist Tx  ein A-Ideal in F(E). 
(L~) Fi~r jedes x E E ist ~ E "~ x. 
Is t  ~ E T x, so sagen wir, ~ konvergiere gegen x (beziiglich v) und x sei 

Limes yon ~.  Wir schreiben daffir, sofern daraus keine Mehrdeutigkeiten ent- 
stehen, auch etwa ~ -~ x und nennen ~ einen x-Filter. 

Das Paar  (E, v) heiBt dann ein Limesraum. 
Wir bezeichnen das System aller Limitierungen auf E m i t  Y (E) oder ein- 

facher 3 -  und schreiten zuni~chst zur Auszeiehnung zweier Teilsysteme J '0 ,  3-1, 
so dab J-o C 3-I C 5T gilt: 

(La) T E J-1 bedeute, dab Tx ffir jedes x E E ein A-Hauptideal ist. Das 
erzeugende Element yon Tx wh'd dann mi t  ~3 (x) bezeichnet und etwa Um- 
gebungsfilter yon x bezfiglich T genannt. 

Ffir eine solche , ,Hauptideal-Limitierung" ist ~ E v x  mit  ~ ~ (x) gleich- 
bedeutend. 0ffensichtlich ist 3-1C 3-. 

Erffillt nun T E 'Y-1 zusi~tzlich die Bedingung 
(La) Zu jedem V E ~ ( x )  gibt es ein W E ~ ( x ) ,  so dab aus y E W  folgt 

V E ~ (y), 
so ist ~ offensichtlich eine Topologie auf E. Das System 3-0 aller Topologien 
ist also ein Teilsystem yon 3-1 (: 3-. Insbesondere ist daher 3-  nicht leer und 
enthiflt sogar, wenn E unendlich ist (was wir immer voraussetzen wollen), 
unendlich viele Elemente. Man kann nun zwei Elemente yon 3 -  unmit te lbar  
angeben: zun~chst sei ~ durch dx = (2} fiir jedes x E E definiert. Offensicht- 
lieh ist (~ E 3-.  Bekanntlich ist ja sogar ~E3-0 :d  ist die diskrete Topologie 
auf E.  Ein zweites (triviales) Element  yon 3- ,  das ebenfalls eine Topotogie 
ist, erhglt man, indem man setzt:  ~x  = [[E]]. ~ ist dadurch charakterisiert,  
dab jeder Filter auf  E beziiglich ~ gegen ~edes x E E konvergiert,  denn offenbar 
ist ~x  = F(E)  ffir jedes x E E. 

Zu jedem T E 3 -  liiBt sich in wohlbestimmter Weise eine Topologie auf  E 
konstruieren, was wit in zwei Schritten durchfiihren: 

Sei T E F .  Dann existiert in F(E) die untere Grenze ~ (x) aller Filter yon 
Tx, die im allgemeinen nicht zu Tx geh6rt. Das d u r c h ~ ( x )  erzeugte Haupt-  
ideal in F(E) ist jedoch durch ~x eindeutig best immt;  die Familie dieser 
Hauptideale definiert eine Limitierung y)~ auf  E, fiir die offenbar y~v E 3-1 
gilt. Die so konstruierte Abbildung yJ : 3 -  -~ 3-i  ist , , idempotent" : ~ o y~ = % 
woraus insbesondere folgt, dab ~ epijektiv ist~). 

Der zweite Schritt  erfordert die 
Definition 3. Es  sei ~ E 3- .  Eine  Teilmenge A C E heiflt ~:-o[/en, wenn aus 

x E A/o lg t ,  daft A E ~ / i i r  ]edes f f  E "~ x gilt. 

~) Wir schlieBen uns der neueren Terminologie BOUR~AKIS und seiner Mitarbeiter an 
und nennen eine Abbildung ~ in~ektiv, wenn sie eineindeutig, epi#ktiv, wenn sie -auf, 
bi#ktiv, wenn sie beides ist. 
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Man sieht sofort: Genau dann ist A z-often, wenn A ~pv-offen ist, was 
wiederum damit gleichbedeutend ist, dab es zu jedem x E A ein V E~(x)  
= inf ~ so gibt, dab V C A ist. 

T ~  

Sei nun TRy= T/~v~ das System aller v-oftenen Mengen aus E. TR~ geniigt 
den Axiomen ffir die Systeme oftener Mengen in topologischen R~umen: 

Sei ~ ein beliebiges Teilsystem yon ~ ,  N 0 die Vereinigung aller 2/E ~.  
Dann ist NoE ~ .  Ist n~mlich x E N 0, so gibt es ein/V E ~ derart, da{~ x E N 
ist. Daher ist dann N E~ (x) und, da/V C No u n d ~  (x) ein Filter ist, N 0 E ~ (x). 
Insbesondere ist also ~} E ~ .  Ferner sei (/V~) eine beliebige endliche Teil- 
familie yon Tt~. Wit  kSnnen f~ N~ =V 0 annehmen. Ist  dann x E FI/V~, so sind 

i 

atle zY~ E~ (x) naeh Voraussetzung, also, da~5(x) ein Filter ist, aueh f~ Ni  E 
E~(x) ,  woraus folgt, dab f~ N~E TI~ ist. Insbesondere ergibt sieh, dab E E Tl~ 
ist. Das System !~R~ definiert mithin eine Topologie ~ ~ = co (y~ 7) auf E. Die 
Abbildung (o : ~'~-~ °J'0, die wir so erhalten, ist wieder epijektiv, wie sofort 
aus eo o eo = co folgt. ZusammengefaBt kSnnen wir also sagen: 

Satz 1. Jeder Limit ierung ~ E 3 -  lii[3t sich in eindeutiger Weise eine Topo- 
logie ~ =  w( y~v) au/  E zuordnen und man erhiilt so gerade aUe Topologien 
au/ ~. 

Die Limitierungen sind schw~chere Strukturen (((structures moins riehes)h 
BOVl~B~K~) als die Topologien, und zwar im altgemeinen - wie sieh sp~ter 
herausstellen wird - eeht sehw~cher. 

o 

Wir erkl~ren in Y eine Ordnungsrelation ~ durch die 
Definition 4. Es  seien 7, T' in ~ .  v ~ 7:' bedeutet, da f t / i i r  jedes x E E die 

Inklus ion T' x C "~ x gilt. W i t  sagen dann, 7' sei ]einer als v oder auch, es sei 
s~rker  als 7. 

Die yon ~ auf N o induzierte Ordnung st immt mit der iiblichen Anordnung 
yon Topologien iiberein: Dazu ist zu zeigen, dab T <_- 3" fiir irgend zwei Topo- 
logien 7, v* auf E m i t  !~/t~ C ~ , .  gleiehbedeutend ist. Nun wird aber T x yon 
einem Filter U(x) erzeugt. Eine Basis yon ~l(x) (,,Umgebungsbasis" yon x) 
erh/~lt man in allen M E 9R~, die x enthalten. Diese M gehSren aber zu TI~., 
sofern TR~ C Tl~. ist, so dab jede ~-Umgebung yon x eine v*-Umgebung yon x 
is¢. Das ergibt l l(x) ~ U* (x), d .h .  v*x C ~ x. Umgekehrt bestehe diese In- 
klusion fiir jedes x E E.  Dann ist 21(x) ~ U*(x). Ist dann M E !?R~ und x E M, 
so folgt aus M EU(x) sofort M EU*(x), d .h .  sehlieBlich M ET~, ,  also 
9R~ C TRy,. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

~be r  die Abbildungen ~, oJ yon Abschnitt 2 l~iSt sich nun noch etwas 
mehr aussagen: 

Satz 2. Es sei T E 3- .  Dann  ist 1: ~_ ~p v ~ co ( ~p 3). 
Beweis. vxC(y~v) x ist klar, da ~D(x) ~ ffir jedes ~ E vx  ist, wenn 

wiederum ~ ( x )  das erzeugende Element yon ( ~ v ) x  bezeichnet. Sei nun 
v E.-~'i. Wit zeigen coy =< v: es seien ~ (x ) ,  ~l(x) die erzeugenden Elemente 
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yon Tx bzw. (mr) x. 21(x) wird erzeugt yon den v-offenen Mengen, die x ent- 
halten, also zu ~ ( x )  gehSren. Das ergibt 21(x)g~3(x) und damit  die Be- 
hauptung. 

Die Halbordnung J -  ist ein Verband. 
Wir setzen n/~mlich: 
(~ V a) x =  ~x  A a x ,  
(T A a) x = das yon v x ~ a x  erzeugte A-Ideal in F(E). 
Man sieht leicht, dab V, A tats/~chlieh obere und untere Grenze in 3"  be- 

deuten. Man schlieBt nun leicht, dab fiir eine beliebige Familie yon Limi- 
tierungen, (T,), E I, immer die obere Grenze sup % und die untere Grenze infT, 

existieren, so da{3 J -  ein vollst/~ndiger Verband ist. Das grSBte Element  yon 
J "  ist die schon angegebene diskrete Topologie, wie unmit telbar  aus ihrer 
Definition und (L2) folgt. Das kleinste Element ist ebenso offensichtlich die 
Topologie c¢. 

Wir k6nnen nun den Satz 2 weiter versch/irfen zu dem 
Satz 3. Die Topologie ~ T  = co(~fv) ist die ]einste Topologie au] E,  die 

schwiicher ist als ~. 
Beweis: Zun//chst zeigen wir, dal~ ~v v die feinste Hauptideal-Limitierung 

ist, die schw/~cher ist als v. Sei wieder ( ~p ~) x = [~3 (x)]. Sei ferner T* E 3-1, 
v* x = [~3" (x)], so gew/~hlt, dab z* _~ T gilt. Wegen ~ x C v* x ist dann ~3" (x) 
eine untere Schranke yon vx. Nun war abet  ~3(x) die untere Grenze yon vx ,  
so dab sieh ~3" (x) < ~ (x) f/Jr jedes x E E ergibt, d.h.  [~3 (x)] C [~3" (x)] ; daher 
ist ~* < ~v v, wie behauptet  wurde. 

Nun sei a ~ ~--~. Wir zeigen, dab wa die feinste Topologie auf  E ist, die 
weniger rein als a ist. Es seien namlieh a x =  [~(x)] ,  ( w a ) x =  [21(x)] und 
es sei v* eine Topologie < a, v ' x =  [21"(x)]. Wegen v * g  a ist jede v*-offene 
Menge aueh noeh a-often, denn x ~ M hat  M 5 21" (x) zur Folge, also M (~3 (x) 
wegen 11" (x)<~3(x) .  Daraus ergibt sieh unmit telbar  21" ( x ) <  21(x), well ja 
21 (x) yon den a-offenen Mengen erzeugt wird, die x enthalten. Also ist ~* g eoa. 

Daraus folgt nun leicht die Behauptung des Satzes, wenn man  beachtet,  
dab fiir ~ede Limitierung v gilt: ist ~' eine Topologie g v, so ist ~ ' g  ~w. 
Dies folgt n/~mlieh wegen ~'0 C f ~  unmittelbar  aus dem ersten Teil des Be- 
weises. Damit  ist der Satz 3 bewiesen. 

. 

Es ist in den bier behandelten Strukturen mSgtich, Trennungsaxiome ein- 
zufiihren. ~¥ir erw/~hnen an dieser Stelle die folgenden zwei 

(371) I s t  x =~ y, so ist ~ ([ ~ x ,  
(T2) I s t  x =~ y, so ist T x ~ v y --= O. 
Das zweite dieser Axiome bedeutet  die Eindeutigkeit  der Limites. Ein 

Limesraum (E, v), in welehem (T~) erfiillt ist, heille separiert. Auf topologisehen 
R/iumen st immen (T1) und (T~) mi t  den Trennungsaxiomen yon FR~CHm: 
bzw. HAUSDORFF fiberein: Sei v ~ o~r 0. (371) bedeutet  dann, dab ~ nieht Ober- 
filter zu 21(x) ist, d .h .  dab 21(x) ([~ ist. Daher gibt  es ein U ~ 21(x), so dab 
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U ~ y, d. h. y ¢ U ist. Die Umkehrung ist ebenso trivial. Wir zeigen noch die 
~quivalenz unseres Axiomes (T~) mit  dem Hausdorffschen Trennungsaxiom: 
Sei E ein Hausdorff-Raum, x ~= y und ~ => ll(x).  Nach Voraussetzung gibt 
es ein U E l l(x)  und ein V E ll(y),  so dab U ~  V= 0 ist. Also existiert kein 
gemeinsamer Oberfilter zu l[(x) und ll(y). Insbesondere ist daher ~ ~ zy.  
Umgekehrt  sei Tx f~ ~y = O ffir x ~ y. Ware dann U ~ V =# 0 fiir alle U EII (x) 
und V Ell(y),  so existierte l l ( x )V  l l ( y ) =  5) und es ware 5 ) E ~ x ~ z y  ent- 
gegen der Voraussetzung. 

Es gibt separierte Limitierungen, n~mlich etwa die diskrete Topologie. 

Nun sei A eine nichtleere Teilmenge von E. Wir haben in Abschnitt  1 
die Abbildung (TA:F A (E)---> F (A) eingefiihrt und gesehen, dab sie A-treu und 
epijektiv ist. 

Wir wollen nun die von v E J -  auf  A induzierte Limitierung konstruieren: 

Wir behaupten zuniichst, dab & E T x r~ FA (E) genau dann gilt, wenn x ~ A 
ist. Sei n~mlich x E A, XA der x-Ultrafilter auf  A, der aus allen Teilmengen 
yon A besteht, die x enthalten. Auf E ist xA ein Raster, der gerade & erzeugt, 
da A E & ist. Dann ist aber aA & = &A und mithin & E ~ x F~ F A (E). Umgekehrt  
sei ~ E v x ~ F A (E). Das bedeutet,  dag X ~ A + 0 ffir jedes X E & gilt, woraus 
offensiehtlieh x E A folgt. Wir kSnnen somit fiir jedes x E A die Menge 
aa (vx ~ F A (E)) C F (A) betrachten, die dann nicht leer ist. Damit  geben wir die 

Definition 5. Fi~r jedes x E A sei VA x das yon der Menge aA(~x~FA(E) )  
in F (A ) erzeugte A-Ideal. Dann ist T A eine Limitierung au[ A und heifit die yon T 
induzierte Limitierung. 

Die Abbildung v -~ VA yon ~-(E)  in ~-(A) sei mit  ~A bezeichnet. 

Da aA ein £-Homomorphismus ist, aA(TXAFA(E)) mit  ~ ' =  aA~ und 
{~'= a A ~  also aueh~ 'A ~5'= aA (~ A ~5) enthi~lt, besteht VA x aus allen Oberfiltern 
zu den Filtern aus aA(~X ~FA(E))  : 5)'E TAX gilt dann und nur dann, wenn 
ein 5) E TX~FA(E)  so existiert, dab 5) '~ aas) ist. Dann ist abet  der yon 5)' 
a u t E  erzeugte Filter F (5)') Oberfilter zu 5), also selbst in ~ x f~ FA (E), da er in ~ x 
liegt und aAF(5) ') = 5)', d. h. F(5) ')  E FA(E) ist. So ergibt sich der 

Satz 4. Fi£r ein ~'c  F(A)  gilt ~'E VA x dann und nut dann, wenn der von ~'  
au] E erzeugte Filter F (~') in T x liegt. Man sieht unmittelbar, daft mit v aueh T A 
separiert ist. 

Fiir eine beliebige Familie yon Filtern aus FA(E), (~,),(-I, ist a A ( ? F , )  
\ 

=NaA~,, ,  denn ~ A ( ? ~ , )  wird yon d e n M e n g e n ( ? F , ) ~ A ,  N ~A~:, hin- 

gegen yon den Mengen O ( F , ~ A )  erzeugt, was offenbar dasselbe ergibt. 
¢ 

Daraus folgt zun~ehst, dal~ aA die Teilmenge J - I (E)  in J - t (A)  abbildet. 
Sei ~: E ~-~(E), v x =  [~(x)] .  Dann ist "~Ax= [aA~(X)]A. Erfiillt ~ ( x )  auBer- 
dem die Forderung (L,), so rut  dies aueh noeh aA~(X). Fiir ein ~ E 5T0(E) 
isg n~mlieh aA V nichts anderes als die induzierte Topologie (Relativtopologie) 
auf  A. 
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. 

Der durch Def. 2 gegebene Konvergenzbegriff fiir Filter gestat tet  es nun, 
den Begriff des adMirenten Elementes einzuffihren: 

Definition 6. Sei v E ~" (E). x E E heiflt adhlirent an den Filter ~ ,  wenn ein 
Filter g) > ~ so existiert, daft q~ E v x ist. 

Die Menge aller an einen Filter ~: adh/irenten Elemente yon E heiBt seine 
Adh/~renz und wird mit  ~¢ (~) bezeichnet. Aus der Definition ergibt sich leicht, 
dab ~5 < ~: die Inklusion a ( 3 ) C  ~(~5) zur Folge hat. I s t  11 ein Ultrafilter, so 
umfaBt ~(11) genau die Limites von ~I, da es keine echten Oberfilter zu 2I 
gibt. Es gilt : 

Satz 5. Is t  ~ separiert und q~ E v x, so ist ~(~:) = {x}. 
Beweis: Gesetzt, es gi~be in ~(3)  ein y 4= x, so existierte nach Definition 

ein ~ _>~: in v y .  Andererseits w/~re aber auch ~ E ~x, also ~ E T x r ~ y  
entgegen der Voraussetzung. 

Satz 6. Seien a = T V ~*, oc ~, ~* und ~ die bzw. Adhdrenzen. Fi~r jedes 
3 E F (E) gilt dann ~°(3) C zt~(ff) ~ a ~* (3). 

Satz 7. Fi~r ]ede Limit ierung gelten: 

oc(q~) ~ :¢(~5) C a( f f  A ~5) 

~(ff)  ~ ~(~5)= a ( ~  V ~5), /alls qj V ~5 existiert. 

Beweis: Die erste Inklusion ist vSllig trivial. In  der zweiten ist :c(~)r~ 
r~ ~(~)  D ~(~: V (~) ebenso trivial. SchlieBlich sei x E ~(~:) r~ a (~) .  Dann 

existiert ein 0 ~ ~:, ~ in ~x. Also ist auch 0 ----> ~ V ~ ,  somit x E a ( ~  V ~) .  
Es sei noch gezeigt, dal~ Def. 6 auf  einem topologischen Raum mit  der 

iiblichen Definition der Adh~renz eines Filters zusammenf~llt. Sei also E 
ein topologischer Raum. Ffir M C E bezeichne M die AdhKrenz (abgeschlossene 
Hfille) yon M. x E ~r  bedeutet demnach, dab U r ] M  4= O ffir jede Umgebung 
U yon x ist. Is t  ~: ein Filter auf  E, so heiBt x adherent  an ~,  wenn x E/~ ffir 
jedes F E ~:, also x E 17 F i s t .  Dann ist abet  U c~F ~= O fiir alle F E ~: und alle 

U E ll(x),  so dab l l (x )V ~: existiert. Dieser Filter konvergiert gegen x. Also 
ist x (~(~:).  Umgekehrt  sei ~5 => ~: und ~5 E ~x, d. h. 6 ~ ll(x). Dann existiert 
]l(x) V 3 ,  so dab U ~ F  ~ : 0  ist fiir alle U E ll(x),  F E~,  also x E I ' lF,  was zu 

zeigen war. 

Definition 7. E i n  Limesraum (E, 3) bzw. die Limit ierung ~: heifle lcompakt, 
wenn die/olgende Forderung er/iiUt ist : 

(C) Far  jedes ~: E F(E) ist ~(ff)  4= O. 
I m  Gegensatz zu BOURBAX~ verlangen wir hier nicht gleiehzeitig die Giiltig- 

keit von (T2). Man sieht nun: 
Genau dann ist v kompakt ,  wenn die folgende Forderung erffillt ist: 
(C') Jeder  Ultrafilter auf  E konvergiert. 
Is t  n/~mlich ~ kompakt ,  so ist ~(11) ~ 0 fiir jeden Ultrafilter, so dab diese 

alle konvergieren. Umgekehrt  sei (C') erfiillt. Zu jedem ~ E F(E) gibt es einen 
Ultrafilter 11 (~) > ~,  der nach Voraussetzung konvergiert. Daher ist ~ (~) ~ 0. 
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Es fotgen nun: 
Satz 8. v set kompakt. Ist  (r <= v, so ist auch a kompakt. 
Die Aussage ist evident wegen a~(~) C a"(~). 
Satz 9. Es sei 7; E 2I"1, kompakt und separiert. Ein  Filter ~ konvergiert 

genau dann beziiglich •, wenn seine Adhdrenz einelementig ist. 
Beweis: Die Bedingung ist notwendig nach Satz 5. Sie ist auch hinreiehend. 

Es set n~mlich a (F) = {x}. Wir miissen ~ ~ ~3 (x) beweisen, wenn~5 (x) wieder 
das erzeugende Element yon v x  bezeichnet. Is t  U E ~ (x ) ,  so geniigt es dazu, 
die Existenz eines F E ~ nachzuweisen, fiir das F ~ c  U = 0 ist~). Gesetzt 
nun, es w~re immer F c~ c U =V O, so erzeugten diese Durchschnitte, wenn F 
ganz ~: durchliiuft, einen Filter ®, der wegen der Kompakthe i t  yon T einen 
adh~renten Punkt  y h~tte. Wir zeigen y 4= x : y E :¢(~) bedeutet G ~  V 4 :0  
fiir jedes G E ~ und V E~(y) .  W~tre x = y, so miiBte insbesondere Gf~ U 4:0  
fiir jedes G E ~ ,  also auch fiir F c~ c U seth, was absurd ist. Daher ist y ~= x. 
Nun  ist aber ~ ~ ~: wegen Fc~c U c F ,  also y E ~(~)  entgegen der Voraus- 
setzung a ( ~ ) =  {x}. Damit  ist gezeigt, dab ~: konvergiert.  

Aus diesem Satz ergibt sieh der 
Satz 10. Es set v E J ' r  Ist ~ kompakt, T* < v und v* separiert, so ist v*=  v. 
Beweis: Zuni~chst ist v* kompakt  und v separiert. Ferner ist a(~:) Ca¢* (~). 

Set dann ~: E T*x. Naeh Satz 5 ist ~ * ( ~ ) =  {x}. Da a ( ~ ) 4 0  nach Voraus- 
setzung gilt, folgt ~ (~:) = {x}, so dal~ nach Satz 9 der Filter ~ gegen x beziiglich 
v konvergiert.  Daher ist v*xC vx  ffir jedes x E E, d .h .  T =< T*, woraus die 
Behauptung folgt. 

Korollar. ~ sel eine kompakte Topologie au] E, v* eine separierte Limi- 
tierung, so daft T*~ "rist. Dann ist T*= T, T* also insbesondere eine Topologie. 

6. 

Is t  T eine Limitierung auf E, so gestat tet  ~ die Definition eines ,,Hiillen- 
operators" in der folgenden Weise: 

Fiir A ( E  set zun~ehst sA die Menge aller Limites in E von Filtern auf  A, 
d. h. genauer: x E eA  bedeute die Existenz eines solchen ~AE F(A), dag der 
davon auf E erzeugte Filter F(~A) gegen x konvergiert.  

Zweitens set, wenn :¢(~) wieder die Adhiirenz des Filters ~: bedeutet,  fiir 
jedes A C E  gesetzt: ~/A = ~([A]). Explizit bedeutet  dies: x E ~A ist gleieh- 
bedeutend mi t  der Existenz eines Filters ~ E v x, so dab ~ ~ [A ], d. h. A E 
ist. Nun  ist immer eA = r/A : set einmal x E eA,  also F(~A) E ~x fiir ein 
geeignetes ~AE F(A). Offenbar ist darm F(~A) --~ [A] und also x E r/A. Um- 
gekehrt  set x E r/A. Es gibt ein ~ E vx,  so dab A E ~ ist. Also induziert 
einen Filter ~ a  auf  '.4 und es ist klar, dal~ F(~A) ~-- ~,  also F(~A) E "rx ist. 
Das ergibt nun x E e A. Wir setzen daher: 

.A = eA = ~ A .  

Man folgert in einfaeher Weise den 
8atz 11. x E A ist gleichbedeutend damit, daft ein ~ E "rx so existlert, daft 

F c~ A 4= 0 ]iir aUe ~ E ~ gilt. 
~) c U bezeichnet das Komplement yon U in E. 
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])araus ergibt sich 
Satz 12. Die Abbildung A -~ .A yon ~3 (E) in sich hat die/olgenden Eigen- 

scha /ten : 
(U o = o ,  
(2) A C A f l i t  ]edes A ( E ,  
(3) A u s  A C B /olgt A C B , 
(4) -A-'-c~ B C A f~ JB und A u B C ~ . 
Die Verifikation dieser Beziehungen ist unmit telbar  und wird hier nieht 

ausgefiihrt. 
Satz 13. Sei T E 3-1. Dann  ist x E X gteichbedeutend damit, daft U ~ A # 0 

ist liar jedes U ~ ~ (x). 
Beweis: Trivial w e g e n ~ ( x ) =  [3~:. 

Definition 8. A heiflt die Adhdrenz von A beziiglich v. 1st .~ = A ,  so heiflt A 
v-abgeschlossen. 

Satz 14. Genau d a n n i s t  A v-abgeschlossen, wenn c A  v-o]fen ist. 
Beweis: Sei x E c A ,  d . h .  x ~ A ,  A v-abgeschlossem I s t  dann ~ E vX, so 

kann n icht /7  f~ A =~ O flit jedes F E ~ gelten, denn sonst w/ire x E A. Es gibt 
also zu jedem ~ E vx  ein F o E ~,  so dal3 F 0 ~ A --- O, d. h. 2' 0 C c A  ist. Also ist 
c A  E ~ ffir jedes ~: E vx, was bedeutet,  dal3 c A  v-often ist. 

Umgekehrt  sei B v-often, A = c B.  Es sei dann x E A. Gesetzt, es whre 
x ~ A, also x E B, so w~/re naeh Voraussetzung B E ~ fiir jedes ~ E Tx. Also 
g/ibe es in ]edem Filter ~ E Tx eine zu A fTemde Menge, n/imlieh B. Das wider- 
spr/~ehe der Annahme x E A. 

Mit anderen Worten bedeutet  der Satz, dal3 die T-abgesehlossenen Mengen 
gerade die ~ v-abgeschlossenen Mengen sind, die also ebenso wie friiher die 
T-offenen Mengen zur Definition von ~ v verwendet werden k6nnen. 

Satz 15. Is t  v separiert, so ist ]iir jedes x die Menge {x} abgeschlossen. 
Beweis: Sei y E ~-~. Es gibt ein ~ ~ ~ in ~y. Nun ist aber ~ = ~, da & 

ein Ultrafilter ist und& E ~x. Aus der Separiertheit von v folgt daher y = x. 
Korollar. Is t  T separiert, so erfi~llt ~ v das erste Trennungsaxiom. 
Beweis: Die abgesehlossenen Mengen sind ffir T und ~ v dieselben. Ins- 

besondere ist ffir jedes x E E die Menge {x} ~ ~-abgeschlossen. 
Es seien v, a Limitierungen auf E, A *, A" die zugehSrigen Adh/~renzen. 

Is t  v g a, so gilt A" C-4", wie man unmittelbar  einsieht. Insbesondere folgt 
daraus, dab jede v-abgesehlossene Menge aueh a-abgesehlossen ist. Zwei ver- 
schiedene Limitierungen k6nnen aber sehr wohl dieselben abgesehtossenen 
Mengen haben (etwa v und ~ ~!), w/£hrend zwei Topologien bekanntlich 
gleieh sind, wenn sie dieselben abgeschlossenen Mengen haben. 

Nun sei B eine Teilmenge yon E,  ~B die yon v auf  B induzierte Limi- 
tierung. Dann gilt fiir A C B:  

X ~  = X ~ B .  

I s t  n/~mlieh x E A ~ ,  so gibt es ein ~BE ~Bx, so dab F ' A A  # 0  fiir jedes 
F '  E ~ .  Also ist dann aueh F ~ A # 0 fiir jedes/v E ~ ( ~ ) .  Wegen F ( ~ )  E ~x 
bedeutet dies, da$ x E A" ist. Umgekehr t  sei x E X ~ ~ B. Es gibt  also ein 
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~: E vx, so dab F f~ A 4= 0 ffir jedes F ~ ~ ist. Dann ist aber auch F ~ B 4= 0, 
so dal3 ~: einen Filter ~:B auf B induziert, der dort gegen x konvergiert. Also 
ist x E A~,  da ja F '  ~ A  4= 0 ffir jede Menge F ' ( =  F ~ B) C ~B gilt. 

Definition 9. Sei ~ eine Limitierung au[ E. Eine Teilmenge A v o n  E heiflt 
v-dicht in E, wenn A ~- E ist (d. h. wenn sie beziiglich ~ v in E dicht liegt). 
Allgemeiner heifle die Teilmenge A dicht beziifflich der Teilmenge B, wenn B C 
ist. 

Ffir Topologien stimmen diese Begriffe offenbar mit den iiblichen iiberein. 
Es sei noch an zwei Beispielen gezeigt, wie topologische Eigenschaften 

auf Limitierungen iibertragen werden k6nnen: 
a) Eine Limitierung T heigt reguldr, wenn mit ~ auch der yon den Ad- 

ldirenzen/~ erzeugte Filter ~ gegen x konvergiert. Das ergibt fiir Topologien 
den fiblichen Begriff: Eine Topologie heiBt regular, wenn fiir jedes x gilt, 
dab es zu jeder Umgebung U yon x eine Umgebung V yon x derart  gibt, 

dab V C U ist. Dann ist a lso~ (x) = ~ (x) ffir jedes x. Da ~ -+ x gerade ~: ~ ~ (x) 

bedeutet, folgt dann ~ ~ ( x ) ,  also ~ - ~  x. Umgekehrt sei ~ - ~  x ffir jedes 

~: -+ x und jedes x. Da insbesondere~ (x) ~ x gilt, fo lg t~(x)  ~ ( x ) .  
b) Eine Limitierung v heigt normal, wenn die Topologie D ~ es ist. 
Wir gehen hier nicht n~her auf andere Eigensehaften der bisher definierten 

Limesr~ume ein. 

7. 

Es sei in diesem Abschnitt immer ~ ~ J-~. Es gilt der 
Satz 16. Genau dann konvergiert ein Filter ~ gegen x, wenn ]eder Ultra- 

/ilter, der /einer als ~ ist, gegen x konvergiert. 
Beweis: Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. Sie ist aber aueh 

hinreiehend, denn jeder Filter ist der Durchschnitt aller Ultrafilter, die feiner 
als er sind. Wenn also jeder solehe Ultrafilter gegen x konvergiert, so tu t  dies 
wegen ~ ~ J 1  auch noeh ~. 

Der Satz gilt natfirlieh insbesondere fiir Topologien. Von da her ergibt 
sich eine andere Methode, atlgemeinere Konvergenzstrukturen zu definieren: 

Man definiert die Konvergenz folgendermaBen: Es sei eine Relation 
zwisehen den Ultrafiltern auf E und den Punkten yon E gegeben, yon der nur 
verlangt wird, dal3 fiir jedes x ~ E ~ (~, x) riehtig ist. Dann sagt man, der Filter 
~: konvergiere gegen x E E, wenn fiir jeden Ultrafilter ~A ~ ~ die Relation 

(2I, x) besteht. 
Die Theorie dieser Konvergenzstrukturen finder sich in der Arbeit "Con- 

vergenees" von G. CHOQUET (Ann. Univ. Grenoble, 1947/48), auf die ieh 
freundlicherweise yon Herrn L. SCHWARTZ aufmerksam gemaeht wurde. 
Der Vergleich der Theorie von CHOQtrET mit unseren Limitierungen ist nicht 
ganz einfaeh durchzufiihren. Es liigt sich vorerst etwa folgendes dazu sagen: 

Eine Konvergenzstruktur im Sinne yon CHOQU~T ("pseudo-topologie") ist 
im allgemeinen nicht eine Limitierung. Ist  ni~mlich ~ x die Menge aller Filter 

~ F (E), so dal] ~ (~, x) gilt, so ist Q x nicht unbedingt ein A-Ideal, da die 
untere Grenze zweier Filter aus ~ x nieht zu q x zu gehSren braueht. 
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Umgekehrt  gilt der Satz 16 im allgemeinen nicht fiir beliebige Limitie- 
rungen, sondern erst fiir die Hauptideal-Limitierungen, so daB ein v E J - ,  das 
nieht in ~ 1  liegt, nicht durch eine Relation ~ nach CHOQU~T definiert werden 
kann. Dies gilt erst in 3-1; die Hauptideal-Limitierungen st immen mit  den 
bei CHOQUET SO genannten "pr~-topologies" iiberein (loc. cir. no. 6, p. 83). 

Wir entnehmen der erw~hnten Arbeit noch den folgenden 
Satz 17. Sei E eine Menge. Es sei eine Abbildung A ~- A der Potenzmenge 

(E) in sich gegeben, die die ]olgenden zwei Eigenschaften hat: 
(I) Ac~/~irjedes A ~ ( E ) ;  O= O, 
(2) A ~ B C A ,~ B [iir alle A ,  B aus ~3 (E) . 
Nun sei 11 ein Ultrafilter auf  E. 1t heiBe konvergent gegen x E E (in Zeichen: 

e (11, x)), wenn x E U ffir jedes U E 11 gilt. Dann definiert ~ eine Hauptideal-Limitie- 
rung v auf  E,  fiir die die Adh/irenz A -~ _~ gerade mit  A -> .~ iibereinstimmt. 

Beweis: Wir geben zun/ichst fiir jedes x E E den ,,Umgebungsfilter" ~3 (x) 
an: ~3(x) bestehe aus den Komplementen  derjenigen Teilmengen A yon E,  
fiir welche x ~ A ist. Das heiBt: V E ~3(x) ist gleichbedeutend damit  dab 
x~  c V ist. ~3(x) ist ein Filter, denn ist V E~3(x), so ist V 4=O wegen x E V, 
das aus x ~ c(c V) verm5ge (1) folgt. Sind U und V in~3 (x), so aueh ihr Dureh- 
schnitt, denn ist x ~ ~ und x ~ c--~, so ist x ~ c-V ~j c-U C c V ~ e U = c (U f~, 

V), woraus U~,  V E ~3(x) folgt. I s t  schlieBlich U E~3(x) und UC V, so ist 
V E~3(x) wegen c V C c U ,  woraus vermSge (2) c-'V(c--~ folgt, also x~c---V. 
Wir haben schon gesehen, daB~3 (x) < & ist. Also ist v : x -~  [~3 (x)] eine Haupt-  
ideal-Limitierung auf  E. Nun zeigen wir: Fiir einen Ultrafilter 11 sind ~ (11, x) 
und 11 _->~3(x) gleiehbedeutend. Sei zungchst 11 ~ 3 ( x ) ;  wir miissen zeigen, 
dal] x E U fiir jedes U E 11 gilt. W/~re etwa x (~ U0, so w/ire cUoE~J(x ) nach 
Definition, also E 11, was wegen U 0 E 11 nicht geht. Umgekehrt  sei x E U fiir 
jedes U ( 11. Da 11 ein Ultrafilter ist, gehSrt entweder V oder c V zu 11 (fiir 
beliebiges V C E ,  also auch ftir V E~J(x)). Nun ist c V E  11 wegen x~c-V un- 
mSglich, so dab V E 11, also~3(x) --< 11 folgt. 

Der Satz 16 ergibt damit,  dab ~ und ~ dieselben konvergenten Filter haben. 
Nun sei x ~ A. Dann ist cA E F(x)  nach Definition. Also ist x E -4~, da ja 

c A ~ A = O ist. D~s bedeutet:  A~ C A. 
Umgekehrt  sei x ~ A~. W/ire x E A, so g~ibe es einen Oberfilter F > [A], 

der beziiglich ~ gegen x konvergierte (vgl. CttOQUET, toe. cit., no. 6, th. 2, 
p. 84), also auch beziiglich ~, nach dem, was wir eben zeigten. Also w/~re 
x E A~ entgegen der Annahme. 

So folgt schliel~lich A~= A fiir jede Teilmenge A yon E, womit der Satz 17 
bewiesen ist. 

Bemerkung: Wir haben verwendet,  dab x E A, damit  gleiehbedeutend ist, 
dab ein Oberfilter zu [A ] existiert, der beziiglich ~ gegen x konvergiert,  d. h. 
dab A --> A mit  der durch ~ best immten Adh~renz iibereinstimmt. Dieser Satz 
folgt daraus, dab a (1I)--- f3 U ffir 11 gilt, wenn 11 ein Uttrafil ter ist, was un- 

U 

mittelbar  aus der Definition folgt, obsehon wir gegeniiber CHOQVET in (2) 
nur Inklusion, nicht Gleichheit verlangen. 
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Wesentlivh mehr l~Bt sich bier noeh nieht fiber den Zusammenhang 
zwischvn Limitierungen und Konvergenzstrukturen nach CHOQV~ aussagen. 

§ II. Morphismen yon Limesriiumen 
1. 

Es seien E, E '  zwei Mengen. Wir erinnern hier daran, dab wir uns beziiglich 
der Abbildungen q~ : E ~ E'  im wesvntliehen an die Terminologie BOU~BAXIs 
halten; mithin heiI3t 

in]ektiv, wenn ~ eineindeutig, 
epijektiv, wenn ~ vine Abbildung au/, 
bijektiv, wenn ~ eineindeutig - auf ist. 
Anstelle von ,,vpijektiv" verwvndet BOURBAKI die Bezeichnung ~(appli- 

ration) surjeetive>~; unsere Bezeiehnung vntnehmen wir dvm S~minaire 
SCHWARTZ, 1, 1953/54, expos5 7. 

Sei ~ : E - ~  E'  gegeben. ~ induziert zun~chst in vvidvnter Weisv vine 
Abbildung ~ (E) -~ ~ (E') ; diese Erweiterung ist ~ -trvu : q~ ( U A~) = 19 ~ (A,) 

t t 

ffir eine beliebige Familie (A,),c x von Tvilmengen yon E. Hingegen ist 
im allgemeinen nicht f~ -treu, sondern es gilt nut  ~ ( N A~) ( fl T (A~). ~ in- 

t L 

duziert aber auch eine Abbildung ~ - I : ~ ( E ' ) - ~ ( E ) ,  indem man A ' (  E '  
das vollsti~ndige Urbild unter ~ zuordnet, d. h. die Menge aller x ~ E derart, 
dal~ ~ (x )~  A' ist. Divses vollst~ndige Urbild sei mit ~-I (A')  bezeichnet. 
Ist  A 'C T(E), so ist T(~-I(A'))  = A' .  qj-1 ist immer ~ -  und ~-trvu.  

Aul3erdvm aber induziert ~ eine Abbildung F(E) -~ F(E')  in der folgenden 
Weise: sei ~: ein Filter aufE .  Dann bezeichne ~ (~) den vom Raster ( ~ (F) / F  (~} 
erzeugten Filter auf E ' .  Die Menge der ~ (F), F C ~,  ist vin Raster wegen 

(F ~ G) ( ~ (F) f~ ~ (G). Wir weivhen mit  diesvr Bezeichnung yon BOUR- 
BAKI ab, der mit ~ (~) den Raster {~ (F) / F  C ~}  bezeichnet. Die Erweiterung 
von ~ auf F(E) ist A-treu wvgen der ~ -Treue yon ~ a u r a ( E ) ;  sie ist also 
auch ordnungstreu. Insbesondere ist ~ (F (E) )CF(E ' )  A-abgeschlossen. Nun 
svi ~ '~ F(E') .  Genau dann l~Bt sich ein Urbild yon ~ '  unter ~ definieren, das 
wir dann mit ~-~(~')  bezeichnen, wenn ~'~ Fe(~)(E') ist, d .h .  wenn jedes 
F ' ~ '  die Bildmenge T(E)  trifft. Insbvsondere ist diese Bvdingung often- 
sichtlich ffir alle ~ (~:), ~ ~ F (E), erffillt, und man sieht sofort, dab T-~ (~ (~)) 
=< ~ ist. 

Ist  ~ epijektiv E ---> E' ,  so ist es auch ~ : F(E) -~ F(E')  : sei n~mlich 
~'~ F(E') .  Nach Voraussv~zung existiert dann ~-~(~')  und es ist klar, daI~ 

~-1: F~(~)(E')-~ F(E)  ist immer A- und V-treu, insbesondere also wieder 
ordnungstreu. 

2. 

Definition 1. Es seien (E, v) und (E', ~:') zwei Limesraume, ~ sei vine Ab- 
bildung E ~ E' .  q~ heiflt an der Stelle x ~ E stetig, wenn /iir ]edes ~ ~ v x 
~ (~ )  e ~' q~(x) gilt. 
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Stetigkeit (an einer Stelle) bedeutet mithin Konvergenztreue (an dieser 
Stelle). Ist ~ : E -~ E '  fiir jedes x E A stetig, so sagen wir, ~ sei au] A stetig; 
ist insbesondere A = E, so heiBt ~ einfach eine stetige Abbildung yon E in E',  
bzw. genauer von (E, v) in (E', v'). 

: (E, T) ---> (E', ~') sei stetig. Sind dann o, o' zwei weitere Limitierungen 
auf E bzw. E',  so dab v g ~ und a ' ~  v' bestehen, so ist ~ : (E, a) -~ (E', a') 
immer noeh stetig. 

Man folgert nun unmittelbar den 
Satz 1. (p : (E, v) -+ (E', T') sei an der SteUe x E E,  Z : (E', v') ~ (E", T") an 

der Stelle of(x)E E'  stetig. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung )~ o of: 
(E, v) --> (E", T") an der SteIle x E E 8tetig. 

Insbesondere also : 
Korollar. Die zusammengesetzte Abbildung zweier stetiger Abbildungen ist 

selbst stetig. 
Die identisehe Selbstabbildung von E ist in jeder Limitierung stetig. 

Daraus folgt, dab die stetigen Abbildungen eine Familie von Morphismen 
(ira Sinne BOURBAI~Is) ffir die Limesrtiume bilden. Insbesondere ergibt die 
Klasse der Limesri~ume zusammen mit den stetigen Abbildungen solcher 
R~ume eine Kategorie im heute fiblichen Sinne dieses Wortes (s. etwa EILEN- 
BERQ/ST~ENROD, Foundations of Algebraic Topology, eh. IV; A. GROTH~- 
DIECK, Sur quetques points d'alg~bre homologique, T6hoku Math. Journal, 
vol. 9, nrs. 2, 3 (1957), usw.). 

Satz 2. ~ sei eine an der Stelle x stetige Abbildung (E, v) -~ (E', ~'). Ist A 
eine solche Teilmenge yon E, daft x E A ist, so ist die Restriktion q~A = q~ I A 
von q~ au] A eine an der Stelle x E A stetige Abbildung yon (A, T A) au] (of (A ), T'~(A) ). 

Beweis: Sei x'=-- qPA(X)= q~(x). Fiir jedes ~AE TAX ist ZU zeigen, dal~ 
q~A (~A) ~ 7:'~(A)X' ist. ~A E V A X bedeutet aber naeh Definition, dab F (~A) E v x 
gilt. Naeh Voraussetzung ist daher q~(F(~A)) E T'x'. Wir zeigen nun ~A (~A) 

a~(A) [~(F(~A))]: zun~ehst existiert der rechts stehende Filter, denn jedes 
F'~ qJ(F(~A) ) enth~lt ein ~(FA), so dab F'P~ ~ ( A ) ~ 0  folgt. AuBerdem ist 
aber q~(FA)= q~A(FA) fiir jedes FAE~A,  so da]] also jedes F ' ~ q ~ ( A ) ,  
F'E ~ ( F ( ~ ) ) ,  zu ? A ( ~ )  gehSrt. Aus q~(F(~A) ) E ~:'x' fotgt damit ~A(~A) E 
E V'~(A)X', was zu zeigen war. 

Korollar. ~ sei eine au] A C E stetige Abbildung yon (E, 7:) in (E', ~'). Dann 
ist ~A eine stetige Abbildung yon (A, ~:A) au/ (q~ (A), ~(A)). 

Aus der Ordnungstreue yon ~ ergibt sieh sofort, dai~ eine stetige Abbildung 
auch adh~.renztreu ist: 

Satz 3. Es seien (E, v), (E', v') Limesrgume, q~ eine sterile Abbildung 
(E, ~) -~ (E', ~'). Ist ~ E F(E) und x E ~(~),  so ist q~(x) E ~'(q)(~)). 

Das ergibt sofort den 
Satz 4. (E, v) sei kompakt; ist q~ : (E, v) ~ (E', ~') stetig, so ist (~(E), ~(~)) 

kompakt. 
In § 1, Abschnitt 6 wurde die Adh/irenz A fiir Teilmengen A eines Limes- 

raumes definiert. Da diese als die Adh~irenz des Filters [A] definiert ist, 
sehliel~t man: 
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Satz 5. ~ : (E, T) -> (E', v') sei stetig. Fi~r jede Teilmenge A C E gilt dann 

~ ( 5 ) ~  ~ ( A i .  

Korollar. Ist A dicht in (E, 3) und q~ : (E, 3) -7 (E', ~') stetig, so ist 9(A) 
dicht in ( q)(E), z'~(E)). 

Satz 6. Es seien cp, Z zwei stetige Abbildungen (E, 3)--> (E',T'), 3' sei 
separiert. Gilt dann ~ (x) = X (x) ]i~r aUe x aus einer in E iiberall dichten Teil- 
menge A,  so ist q) = Z. 

Beweis: Sei x ~ E, d. h. x ~ .~. Es gibt sin ~AC F(A), so dab F(~A) ~ Tx 
ist. Nach Voraussetzung ist daher 9(F(ffA) ) ~ T' 9(x) und z(F(f fa) )  ~ z'Z(x). 
Nun wird 9 (F (ffA)) yore Raster cf (ffa), Z (F (ffA)) Yon Z (ffa) erzeugt und es 
ist ~ ]A = •l A. Also gilt such ~(F(~A)) = x(F(ffA)). Die Separiertheit yon 3' 
hat  zur Folge, dab dieser Filter nur einen Limes haben kann, womit 9 (x) 
= Z(x) gezeigt ist. Damit folgt auch 9 = Z. 

Definition 2. Es seien (E, T), (E', 3') Limesriiume, 9 : E-~  E' eine Ab- 
bildung. ~ heiflt ein Isomorphismus der beiden Limesrdume, wenn cf bijektiv ist 
und zudem q~ undcf  -1 stetig sind. q) heiflt sin Monomorphismus oder sine Ein- 
bettung, wenn ~ einen Isomorphismus zwischen (E, T) und (q~ (E), T'~ (~)) sti/tet. 

Diese Definition steht offenbar in ]~bereinstimmung mit Def. 1. Es gilt der 
Satz 7. Es sei (E, "~) ]~ompalct, ~ C J~,  (E', 3') separiert. Gibt es dann sine 

bi]elctive Abbildung q~ : E -~ E', die bezi~glich 7: und ~' stetig ist, so sind (E, T) 
und (E', v') isomorph: 

~ : (E, ~) ~ (E',  7:'). 

Beweis: Es ist zu zeigen, dab 9-1 stetig ist. Dazu zeigen wit, dab ~-t  
auf E sine Limitierung T* definiert, die separiert und yon solcher Art  ist, 
dab ~-1: (E', T') -~ (E, 3*) stetig ist. Wegen der Separiertheit yon z* ergibt 
dann § 1, Satz 10, dab 3" = v ist, also die Behauptung. 

Wit  setzen dazu: 

• *~  = {~-~(i~') I ~ ' ~  ~ ' ~ ( ~ ) )  

v*x ist ein A-Ideal: Wegen q~-~(~:'A ~ ' )  = T-~(~') A (p--l(~') ist mit ~ und ~5 
such ~: A ~ in ~*x. Is~ ~ ~ ~-~(~'), so ist ~(~5) > ~ '  wegen ~f ~ ~-~= id.; 
da aui~erdem ~ =  ~-~((~(~5)) ist, fotgt damit, da~ such ~ zu ~*x gehSrt. 
SehlieBtich ist & Urbild unter  ~ des ~ (x)-Ultrafilters auf E' .  Also ist 3" : x -~ 
->v*x  eine Limitierung auf E. Nun ist ~ stetig, also q~(vx)(v'q~(x). Das 
ergibt sofort T - ~ ( v ' x ' ) ~ x  (fiir x =  ~-~(x')), also ~ * x D v x  ffir jedes x ~E,  
d. h. gerade 3" ~ ~. Schliei~lich ist v* separiert : gesetzt, es w~re ~ ~ ~* x ~ 3" y 
ffir x ~ y ,  so w~re q ~ ( ~ ) ~ v ' x ' ~ ' y '  mit x '=  ~(x), y ' =  T(y), x'=~y', was 
der Voraussetzung widerspr~ehe, wonaeh ~' separiert ist. Also ist ~*= ~ naeh 
§ 1, Satz 10 und damit ist alles bewiesen, da q~-~ (v' x') = ~* x = vx  (x= qT~(x')) 
ist, mithin ~-~ stetig. 

Satz 8. ~ sei sine stetige Abbildung yon E in E'. Ist dann M' sine ~'-o//ene 
Teilmenge yon E', so ist qT~(M ') sine ~.o]fene Menge in E. Insbesondere ist 
daher q~ sine stetige Abbildung des topologlschen Raumes (E, ~ 3) in den topo- 
logischen Raum (E', ~ 3'). 
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Beweis: Sei x E M =  9-1(M ') und ~ E v x .  ~ i r  miissen M E T  zeigen. 
Nach Voraussetzung ist 9 ( x ) =  x 'EM' ,  ferner 9 ( ~ ) E ~ ' x ' ,  was M'E 9(~)  
ergibt. Daraus folgt M ~ ~ : M'  enth/~lt ein F '  E 9 (~), d. h. ein ~p (F), /~ E ~. 
Also enth~ilt M = 9 -1 (M') die Menge 9 -1 (9 (F)), also insbesondere F. Daher 
ist M ~5:. 

Korollar. 9 sei ein Isomorphismus der Limesri~ume (E, r), (E', T'). Ein 
M C E ist genau dann 7:-o]]en, wenn 9(M) z'-o]/en ist. Insbesondere ist daher 9 
ein Hom6omorphismus der topologischen Rgume (E, ~ ~), (E', ~ ~'). 

Es seien (E', z') ein Limesraum, 9 : E -~ E'  eine Abbildung der Menge E 
in E'. Dann definieren 9 und ~' auf E eine wohlbestimmte Limitierung T¢, 
die das reziproke Bild yon r '  unter 9 heiBe; vgl. den Beweis yon Satz 7. zv wird 
in der folgenden Weise konstruiert: 

Ffir x E 9-1(x ') sei Tvx das yon der Menge aller 9-1(~'), ~ 'E T'9(x), er- 
zeugte A-Ideal in F(E), Da 9 -1 A-treu ist, besteht T~x aus allen Oberfiltern 
zu den 9-1(~'), ~ 'E T' x'. Insbesondere enthglt es daher den x-Ultrafilter &, 
da ja 2 ~  9-1(x ' )ET¢xis t .  Ist  d a n n ~ E z ,  x, so ist 9 ( ~ ) E z ' 9 ( x )  klar, so 
dab 9 : (E, T~) -> (E', T') eine stetige Abbildung ist. 

Ferner sei 9(~5) E ~'9(x). Dann ist 9-x(9(~5)) E v~x, wegen ~5 ~ 9-~(9 (~.5)) 
also aueh ~ E ~v x. Man kann daher v~ auch folgendermal3en definieren: 

E ~ x  gilt genau dann, wenn 9(~) E ~'9(x) ist. 

Damit ergibt sich, dal~ v~ die schw~tchste Limitierung auf E derart ist, 
da$ 9 stetig ist. Sei ni~mlich ~ eine solehe Limitierung. Dann ist 9(vx)C 
C ~'9 (x), woraus aber folgt, dab ~x C %x ist, wie wir soeben sahen. Daher 

ist v~ =< ~. 

Das reziproke Bild (o~ ~),~ der Topologie ~ ~' ist die Topologie auf E, 
deren offene Mengen gerade die vollst~ndigen Urbilder unter T der ~'-offenen 
Mengen yon E'  sin& (~ ~')v ist bekanntlieh die sehw~ehste Topologie auf E, 
fiir welche 9 eine stetige Abbildung in (E', ~ ~') is¢ (s. [1], ch. I, § 3, no. 1). 
Naeh Satz 8 ist 9 : (E, ~ ~:~) -> (E', C~ ~:') stetig, so dal~ (~ ~')vg ~ ~ fotgt. 
9 ist zudem eine offene Abbildung (E, (~ ~')v) -~ (E', ~ ~') ; es ist immer noch 
eine offene Abbildung (E, ~ ~¢)-~ (E', ~ ~'): sei n~mlich M ~v-offen. Das 
hell]t: aus x E M folgt M E~ fiir jedes ~ E vvx. Dies ergibt M E 9-1(~ ') fiir 
jedes ~ 'E ~'9(x), also 9(M) E ~ '  ffir alle diese ~ ' .  Das bedeute~, dab ~(M) 
-~'-offen ist. 

. 

Es sei P (E) die Menge aller J4"quivalenzrelationen auf der Menge E. Die 
logisehe Implikation definiert in P (E) eine Ordnungsrelation ~ in der folgenden 
Weise : sind 0, a in P (E), so bestehe ~ g a genau dann, wenn fiir alle (x, y) EE × E 
gilt: q(x, y) ~ ~(x, y). ~fir die Graphen Xq = {(x, y)] ~(x, y)} and 
X , =  {(x,y)Ia(x,y)} bedeutet dies die Inldusion X ,  cXq. Ist  ~ ~ a, so sagen 
wir, a sei feiner als ~ oder sti~rker als ~. 

Math. Ann. 137 21 
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Eine zweistellige Relation ~ auf E ist bekanntlich genau dann eine Aqui- 
valenzrelation, wenn ihr Graph X e die folgenden Bedingungen erfiillt: 

(1) A C Xe 

(2) o Xo < Xo 

(3) < 

Dabei ist A die Diagonale yon E × E ; . . .  o . . .,-1 bezeichnen die iiblichen 
Operationen in ~ (E × E), s. etwa BOVRBAKI, Th6orie des ensembles, fasc. 
de r~s., 3 e ~d., §3, nos. 4, 10. 

Sind ~, a ~quivalenzrelationen, so genfigt Xe f~ X,  offenbar immer noch (1) 
his (3) und definiert mithin wieder eine ~quivalenzrelation, die wir mit ~ V a 
bezeichnen. ~ V a ist bezfiglich g die obere Grenze yon {~, a}, wie man sofort 
sielit. Es ist leicht zu sehen, dab jede Familie yon ~quivalenzrelationen ~, e C I, 
in P(E) eine obere Grenze besitzt. 

Ffir jedes Q ~ P(E) bezeichnen wit mit Ee oder E/~ den Quotienten yon E 
nach ~. Ist  x E E, so werde das durch x bestimmte Element yon Eq mit % 
bezeichnet. Die kanonisehe Abbildung E -~  E 0 sei Y0' Dann ist yTl(xq)die 
Klasse yon x naeh ~, aufgefaBt als Teilmenge yon E. 

Es sei ~ _~ a. Dann wird durch y~0(x~) = y~(yyl (xo)) eine Abbildung von Eo 
auf EQ definiert, die ihrerseits in E~ eine ~quivalenzrelation definiert : x~ ~ yo 
besteht genau dann, wenn y~0(xa)= ~,e(y,)ist ,  d. h. wenn %= Yo ist. Diese 
Relation wird mit ~/a bezeichnet und heil~t die Quotientenrelation yon ~ naeh a. 
SchlieBlieh gibt es eine bijektive Abbildung Eo,e/,--~ Ee, die wir mit y be- 
zeichnen, sofern daraus kein Mfl~verstgndnis entstehen kann. 

Nun sei (E, ~) ein Limesraum, Q ~ P(E). Wir definieren auf E o eine Limi- 
tierung Tq in der folgenden Weise : Sei % ~ Ee. Wir bezeichnen mit Tq x e das 
kleinste A-Ideal in F (Ee), das alle Filter ~q (~:) enthglt, wobei ~ alle T x fiir 
x ( y~l (%) durchlhuft. Dieses A-Ideal enthglt &e, den %-Ultrafilter auf Ee, 
denn es ist ~ = ~ (&) ffir x ~ ~ (xe). Also ist ve: xe-~ ~ % eine Limitierung aufEe. 

Definition 3. Die eben Icon~truierte Limitierung % heiflt der Quotient von 
nach e, der Limesraum (Eq, re) der Quotientenraum yon (E, v) nach ~. 

Satz 9. Es seien (E,v) ein Limesraum, ~ ~ P(E). Dann ist % die /einste 
Limitierung au/ Eq, [i~r welche ~ :  (E, z) -> E e stetig ist. 

Beweis: Die Stetigkeit yon ~q fiir vq ist evident. Sei dann z* eine Limi- 
tierung auf  Eq, ffir die ~q stetig ist. Dann enthglt v* xq offenbar alle Filter yq (F), 
F ~ ~x, wenn x die Klasse ? ~  (%) durehlguft, denn fiir genau diese x ist 
~q(x)= xq. Da ~*xe ein A-Ideal ist, enthglt es mithin das kleinste A-Ideal, 
das alle genannten Filter enth~lt; das ist aber vo%. Also ist % % (  z*xq ffir 
jedes xo~ Eq, mithin ~*~  ~e" 

Der folgende Satz charakterisiert die stetigen Abbildungen auf einem 
Quotienten (E0, ~0) : 

Satz 10. (Eq, vo) sei der Quotient von (E,~) nach ~ ~ P(E), ~q sei wieder die 
kanonische Abbildung E ~ E q ,  Ist  (E',v') ein Limesraum, Z : Eq-+E' eine 
Abbildung, so ist )~ genau dann stetig, wenn T = g o ~o es ist. 
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Beweis: Ist  Z stetig, so ist es natiirlich aueh 9. Umgekehrt  sei ~ stetig. 
Das bedeutet:  ist ~ ~ vx, so ist ~(~)  ~ z '~(x).  Nun ist ~(x) = g(ye(x)).  V¢ir 
mfissen zeigen: ist ffq~ Ten(x),  so ist Z(ffQ) ~ ~'Z(Ye(x)) = z'q~(x), floe vo•(z ) 
bedeutet aber nach Definition yon % nichts anderes, als dab ~o Oberfilter 
eines Filters der Form 70(~1) A 7q(~2) ist, wobei ~1, ~ aus der Menge ( i v y  

y ~ x  

stammen, wenn ~ die Klasse 7/ l (yo(x))  yon x naeh P bezeichnet. Also ist auch 
~e-- ~ Y0(~l A ~2). Das ergibt g(~0) ~ g ( n ( ~  A fie)) = ~ ( ~ A  ~ ) =  ~(~I)A 
A ~ (~) .  Nun ist aber ~ stetig und ~ ( y ) =  ~ (x) fiir jedes y ( x. Also gelten 
~(~1) ~ z '~(x)  und ~ ( ~ )  E z'q~(x), mithin auch ~(~1) A ~(~e) E v '~(x),  
woraus sofort Z(~q) ~ z'q~(x) folgt, Daraus ergibt sieh die Stetigkeit yon 
auf ganz E0, da ~q epijektiv ist. 

Eine Anwendung dieses Satzes ergibt sich folgendermaBen: 
Es seien (E,z) ein Limesraum, ~, a ~quivalenzrelationen auf E, so dab 

Q ~ a gilt. Dann ist - -  mit den zu Anfang dieses Abschnittes eingefiihrten 
Bezeichnungen - -  das Diagramm 

E ......... ~ ...... Eo 
/ 

kommutativ. Wir behaupten den 
Satz l l .  ~ ist ein Isomorphismws der Limesrgume (Ee, ~) und (E~,q/o, v,,q/,). 
Beweis: ~,~/~ bedeutet naeh unsern Bezeiehnungen die Quotientenlimi- 

tierung yon % naeh ~/a ~ P(Eo). Wir wissen bereits, dab 7 bijektiv ist; es bleibt 
zu zeigen, dab 7 und 7 -1 stetig sind. Nach Satz 10 ist nun 7 genau dann stetig, 
wenn ~o y~,o/~= ~o es ist, 7~  seinerseits genau dann, wenn ~ o o  ~o= ~0 es 
ist, was trivialerweise gilt. 

~-1 ist genau dann stetig - -  wiederum nach Satz 10 - - ,  wenn 7-1 o $o 
= Y-,d~ o y,  es ist. Diese beiden Abbildungen sind es aber naeh Definition der 
Quotientenlimitierungen. Also ist ~-1 stetig. 

Damit ist der Satz 11 bewiesen. 

at 

Wir haben bisher mehrmals davon Gebrauch gemacht, dab sich Limi- 
tierungen auf einer Menge E vermSge einer Abbildung eines Limesraumes 
in E bzw. yon E in einen Limesraum definieren lassen. Dazu geben wir die 
fotgenden zwei, etwas aUgemeineren F~lle an, die wir anschlieBend zur 
Definition yon Produkt  und Summe yon Limesr~umen noeh verwenden 
werden: 

Es seien (E,,v,)~e I eine (nichtleere) Familie von Limesr~umen, E eine 
(nichtleere) Menge. 

I) Es sei nun zu jedem t E I eine Abbildung %: E , ~  E gegeben. Es geniigt 
ffir unsere Zwecke anzunehmen, dab E = (J % (E,) ist. 

21" 
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Dann existiert auf  E eine ]einste Limitierung T, beziiglich der alle % 
stetig sind. T ist offenbar eindeutig bestimmt.  

Wir beweisen die Existenz, indem wit vx  fiir jedes x E E angeben, in der 
folgenden Weise: Es sei x E E. Dann gibt es gewisse t E I ,  so dab x E ~ (E~) 
ist. Diese t bilden eine Teilmenge Ix C I .  Man betrachte nun ffir jedes x, E E~, 
t E Ix, so dab ~(x, )  = ~ ist, alle % ( ~ ) ,  wenn ~ das A-Ideal T~ x~ durchl~uft. 
Es  sei dann vx  das kleinste A-Ideal, das alle solchen Filter enthi~lt. & geh6rt 
zu Tx, denn es ist offenbar %(~,) = ~3). 

So ergibt sich, dab T : x -+ Tx eine Limitierung auf  E ist. Trivialerweise ist 
jedes ~v, eine stetige Abbildung (E,, T~)-~ (E,T). Sei sodann T* eine Limi- 
t ierung auf  E,  ffir die jedes % stetig ist. Es sei x E E. Ffir jedes Urbild yon x 
unter  einem % gilt dann, dat3 alle %(~,) E T* x sind, wenn ~, das A-Ideal T~x~ 
durchl/iuft. Da  v*x selbst schon ein A-Ideal ist, enthiilt es das kleinste solehe 
Ideal,  welches aUe genannten Filter enth~lt, d. h. v x. Also folgt T*<  T, wie 
behaupte t  wurde. 

T ist daher die gesuchte Limitierung. 
W]r untersuchen noeh die ~-offenen Mengen, die ja die Topologie ~ T 

definieren. Da nach einem friiheren Satz jedes q~, eine stetige Abbildung 
(E, ~, T,) -~ (E,,~ v) ist, folgt leieht ~ T ~ To, wo T o die feinste Topologie auf  E 
bezeichnet, fiir welche alle % : (E,, ~ V,) -~ E stetig Sind. Die To-Offenen Mengen 
sind aber genau diejenigen M C E ,  fiir die jedes ~ - I ( M ) ,  t El ,  T,-offen ist, 
d. h. der Bedingung genfigt: aus x, E T~- 1 (M) folgt ?~- 1 (M) E ~, fiir jeden Filter 
~, E T,x,. Dann ist aber 9~,(~-1(M)) E %(~,) fiir jedes t E1 und jedes ~,E T,x,, 
d .h .  M E q,(~,) unter  denselben Voraussetzungen. Daraus ergibt sieh: ist 
x E M,  so ist M E ~ ffir jedes ~ E Tx. Also ist M T-often. ZusammengefaSt 
heigt das schlielMich: 

Die Topologie ~ T ist die feinste Topologie auf  E, so dab alle q, : (E,, ~ ~,) -+ 
E stetig sind. 
I I )  Nun sei zu jedem t E I eine Abbildung g,: E ~ E, gegeben. Dann 

existiert auf  E eine schwachste Limitierung T, so da$ alle 7, : E ~ (E,, ~)  stetig 
sind. 

Dieses T ist wiederum eindeutig best immt.  Die Existenz folgt etwa so: 
Sei x E E. Ein Filter ~ E F(E)  heiSe konvergent  gegen x, wenn ffir jedes t E I 
tier Filter X,(~) gegen x~= Z,(x) konvergiert. Da ~ ( ~  A ¢5) = 95(~) A g,(E5) 
ist, enth/flt das System T x der in diesem Sinne gegen x konvergierenden 
Filter mi t  ~ und ~ aueh ~ A ~5. I s t  ® ~ ~,  so ist Z, (~5) > g, (~), so dab aus 

E ~x  und ~5 > ~  aueh ~5 E Tx folgt: Tx ist ein A-Ideal. Es enthi~lt wegen 
X,($) = ~, (x ,= 95(x)) schliel~lieh den x-Ultrafilter $. Daher ist T: x -+  v x  eine 
Limitierung auf E. 

Trivialerweise sind alle 95 : (E, T) -+ (E,, T,) stetig. Sei T* eine Limitierung 
au fE ,  ftir die alle ~, stetig sind. Das bedeutet:  i s t ~  E T ' x ,  so ist g,(~) E T,Z,(x) 
ffir jedes t El .  Daraus folgt sofort ~ E Tx. Die Inklusion ~c*xCTx gilt ffir 
jedes x E E, so dab v < T* folgt, wie behauptet  wurde; ~ ist die gesuchte 
Limitierung. 

~) Man beaehte, dab ~,(~,) ein Filter au /E  ist (vgl./~2oschnitt 1 dieses Paragraphen). 
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Ist  T O die schw~chste Topologie auf E, ffir welehe jedes Z, : E ~ (E,, ~v,) 
stetig ist, so folgt leicht ~0g ~T, denn jedes Z, ist stetig (E,~T) ~ (E,,~%). 

Wit haben bisher je ein Beispiel zu I) und II)  kennengelernt: 
Zu I) die Quotientenlimitierung, 
zu II) das reziproke Bild einer Limitierung. 
Bemerkung: Man schliel3t aus I) - -  mit  den Bezeichnungen yon Ab- 

schnitt 3 - -  insbesondere, da~ die Quotiententopologie (~ v)Q gleich der zu ~q 
assoziierten Topologie ~ . o  ist. 

Zwei weitere Beispiele sollen jetzt  besprochen werden: 
Es sei (E,),EI eine (nichtleere) Mengenfamilie, E eine Summenmenffe zu 

dieser Familie, d. h. eine solche Menge E, dal~ eine Partit ion yon E, (E[)~E1, 
mit derselben Indexmenge I so existiert, dab zu jedem t E I eine bijektive 
Abbildung E~-~ E~ existiert. Man erhi~lt eine solche Summe etwa in der 
Vereinigungsmenge O (E, × (t}), die wir zur Vereinfachung der Ausdrucks- 

El 
weise im Folgenden als die Summe der Mengenfamilie (E,),<I bezeichnen. 

Definition 4. (E,,T,)~c [ sei eine (nichtleere) Familie yon Limesrgumen, 
E ,,die" Summe der Mengen E,. Die Summenlimitierung v = 2: T, wird de/iniert 
als die /einste Limitierunff au] E, liar welche alle kanonisehen Einbettungen 
E,-~ E stetig sind. 

Existenz und Eindeutigkeit dieser Limitierung wurden in I) gezeigt. Wit 
identifizieren nun E, mit der ihr entsprechenden Teilmenge yon E. ])ann gilt der 

Satz 12. Die Summenlimitierung induziert au] jedem E~ die gegebene Limi- 
tierung ~,. 

Beweis: Wegen der Stetigkeit yon E,-~ E ist ~E, --~ ~,, d .h .  ~,x, C VE, x, 
ffir jedes x, E E, und jedes e E I.  Umgekehrt sei ~:, E ~E, x~. ])as ist genau dann 
der Fall, wenn F(~,) E~x, in E gilt. ])a E,~E~= 0 ffir t=~u gilt und die 
E~-> E injektiv sind, bedeutet F ( ~ )  E Tx, einfaeh, da{~ ~,E ~,x, ist, denn aus 
der Definition yon ~ ergibt sich leicht, dal~ vx, gerade dutch die F(~,),  ~, E T, x,, 
und ihre Oberfilter gebildet wird. Man sieht sogar, dab ~ x, genau die Filter 
F ( ~ ) ,  ~, E 7, x,, enthi~lt: jeder solche Filter enth£1t ni~mlich schon alle Ober- 
mengen zu E, in E. Ein Oberfilter zu einem F(~,)  kann aber keine Teilmenge 
von [9 E~ enthalten, da diese zu E~ fremd ware und offensichtlich E~ E F(~,)  

gilt. Ein Oberfilter zu einem F(~,)  kann also nur yon der Form F(~,)  sein, 
wo ~5, _~ ~, auf E, gilt. 

Der Satz 12 ist damit bewiesen. 
Korollar 1. Die Topologie ~ induziert au/ ]edem E, die Topologie ~ , .  
Beweis: Nach I) ist ~ gleich der Summentopologie der ~ , ,  so dal~ das 

Koroilar 1 evident ist. 
Korollar 2. Ist wieder v die Summenlimitierung au/ E, so ist eine Menge 

M C E genau dann ~-o//en, wenn ]eder Durchschnitt M ~ E, "~,-oHen ist. 
Beweis: unmittelbar nach der Bemerkung im Beweis yon Koroilar 1. 
Es sei (E,,%) eine Familie yon Limesr~tumen, (E,v) ,,die" Summe. In 

jedem E, seien Teilmengen F,~ (ffir u ~= e) ausgezeiehnet, so da~ eine bijektive 
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Abbildung qJ,,:F~,-->F,~ existiert. Es gelte ibrner T,~= % , o  ~ ,  sofern alle 
drei Abbildungen definiert sind. Wir erg~nzen die Familie (T,,), indem wir %, 
gleich der identischen Selbstabbildung yon E, setzen. Dann ist %, fiir alle t, 
definiert und man hat  ~ , ,=  ~ 1 .  Sei dann Q die folgendermaBen eingefiihrte 
Aquivalenzrelation: zwei Elemente x, y yon E heiBen ~quivalent, Q(x,y), 
wenn es ~ und n in I so gibt, daft q~,,(x) = y ist. Jede Klasse nach ~ besitzt in 
jedem E, hSchstens einen Repr~sentanten, denn ist x ~ y, so ist insbesondere 
x ~ E,, y E E~. Wenn dann t = ~ gilt, so ist ~,~= ~,, die Identit~t und also 
folgt x--- y. 

Sei F der Quotient yon E naeh o, der mit  der Quotientenlimitierung Te 
versehen sei. Man sagt, (F, ve) entstehe aus der Familie (E,,v,)i durch ,,Zu- 
sammenheften ti~ngs den Mengen F~,". Der topologisehe Raum (F,~vq) ent- 
steht dabei dureh ,,Zusammenheften l~ngs den F,~'" aus den topologischen 
R~umen (E,,~T,) im Sinne yon [1], eh. I, § 9, no. 1, exemple. Ein klassisehes 
Beispiel dazu ist die Konstruktion einer Mannigfaltigkeit aus den ,,Parameter- 
umgebungen" im R n dureh Zusammenheften vermSge der Parameter- 
transformationen. 

Es sei wieder (E,, ~,) eine Familie von Limesri~umen, E = / - / E ,  die Produkt- 

menge der E. Wir bezeiehnen die kanonisehen Projektionen E-~ E, mit pr,. 
Definition 5. Die Produktlimitlerung au/ E =: HE,  ist die schwdchste Limi- 

tierung v derart, daft alle pr, stetlg sind. 
Existenz und Eindeutigkeit yon v = / / T ,  ergeben sich aus II). Der Limes- 

raum ( E , H ~ , ) =  (E,v) heil3t dann das Produkt  der Limesr~ume (E,, v,), 
wofiir wir auch etwa 

(E, T) = / / ( E , ,  ~,) 

schreiben. 
Aus II) entnimmt man, dab ein Filter ~ auf E genau dann konvergiert, 

wenn jeder Filter pr~(~) in E, konvergiert. Wir sahen auch schon, dal3 
I I ~ v , ~  ~ (Hv,) gilt. 

Es gilt nun der 
Satz 13. Sei (E',~') ein Limesraum, (E ,~ )=  II(E,,v,)  ein Produ]ct yon 

Limesrdumen. Eine Abbildung q~ : E'-+ E ist genau dann an der Stelle x' C E' 
stetig, wenn ~edes ¢ , =  pr, o q~ : E ' ~  E, an der Stelle x' stetig ist. 

Beweis: Die Bedingung ist offensiehtlieh notwendig. Sie ist abet auch 
hinreichend: Es seien n~mlich alle ~, an der Stelle x' stetig. Bezeiehnen wir 
mit x, die ~-Komponente pr,(~(x ' ) )  von ~(x'),  so gilt also q~,(F') E v, x, ffir 
]edes ~'~  ~'x'. Das bedeutet also, dab pr , (~(F ' ) )~  <pr,(q~(x')) fiir jedes 
F '~  x 'x '  gilt. Nach Definition yon v = Hv,  folgt daraus ~(F') ~ v~(x),  womit 
die Stetigkeit yon ~ folgt. 

Korollar. Es seien (E,, v,),e~, (E~, v~),~ zwei Familien von Limesrdumen mit 
derselben Indexmenge. FiSr ~edes ~ sei eine Abbildung ~,: E,---> E: gegeben. 
Genau dann ist ~ = I I  q~, in einem Punk$ x °-- (x°,) stetig, wenn ]edes of, an der 

Stelle x~, ~ E, stetig ist. 
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Beweis: I I  9,: (x,) ~ (9,(x,)) laBt sich als x -~ (9,(Pr,(x))) schreiben, so 
dab das Korollar unmittelbar aus Satz 13 folgt. 

Es sei wieder (E,,T,),e I eine Familie yon Limesraumen und es sei I ' ( I .  
Die natiirliehe Abbildung pr z, y o n / / ( E , , T , )  auf / /  (E,,%) ist stetig: es ist ja 

~EI te l '  
prr= I l p r ,  und jedes pr, stetig. Nun sei (Ix)~c K eine Partition yon I. I)ann 

tEI" 
gilt der 

Satz 14. (Assoziativitdt des ProduIctes) Es seien (E,T)=II (E, ,%)  und 

(E(,), T(~)) = I I  (E,, %). Dann ist die kanonische Abbildung von E au/ ]7 E(~) ein 
~Elx xEK 

Isomorphismus der Limesrgume (E, T) und 17 (E(~), ~:(~)). 
uEK 

Beweis: Die kanonische Abbildung ist dutch x-~ (pr~x (x))~ ~ K definiert, sie 
ist bijektiv und nach Satz 13 stetig. Die Umkehrabbildung ordnet jedem 
(x(~))~cK, x(~)= (x,),CZ~, das Element (x,),~ut ~ zu. Sie laBt sich folglich als 
x = (x(~))~ ~ K~ (9, (x)) mit 9, (x) = pr, (x(~))) ffir t E Is sehreiben und ist mithin 
ebenfalls stetig. 

Es seien noch zwei Satze fiber das Verhalten spezieller Eigenschaften yon 
Limesraumen bei Produktbfldung angegeben: 

Satz 15. Ein Produkt II(E,, %) ist genau dann separiert, wenn jeder Faktor 
(E,, %) es ist. 

Beweis: Seien zunachst alle (E,,~,) separiert. Es sei ~ ein Filter auf (E,T), 
der gegen (x,) und (y,) konvergiere. (x,) =~ (y,) bedeutet die Existenz eines 2 E I 
derart, dab x~:~ yz ist. ])ann ware pr~(~) E T~x~A ~y~ entgegen der Separiert- 
heir yon (E~,~z). 

Umgekehrt sei (E,~) separiert. Gesetzt, etwa (E,,~,) ware es nicht, so 
seien x~ 4= y~ zwei Limites des Filters ~:~. Ffir jedes t ~= n sei ~, irgend ein 
gegen ein x, konvergierender Filter. Aus der I)efinition der Produktlimitierung 
folgt leieht, dab dann der P r o d u k t f i l t e r / / ~ ,  gegen (z,),~i konvergiert, wobei 

z,~- x, ist, aber auch gegen (z,),El, wobei ffir ~ ~: x ~ , =  x, und ~ =  y~ist, d. h. 
also gegen zwei versehiedene I)unkte yon II(E,,v,), entgegen der Voraus- 
setzung. 

Satz 16. (TYci~oNow). Ein Produkt II(E,,7:,) ist genau dann kompakt, 
wenn jeder Faktor (E,, %) es ist. 

Beweis: Es ist E,= pr,(E) und pr, stetig fiir jedes e E I. Also folgt aus 
der Kompakthei t  von (E,~) diejenige yon (E,,%)ffir jedes t E I.  Umgekehrt 
seien alle (E,, v,) kompakt  und es sei 1I ein Ultrafilter auf E. pr, (11) ist ein 
Ultrafilter ffir jedes e E I und konvergiert daher nach Voraussetzung. Also 
konvergiert U. 

I)amit ist der Satz bewiesen. 

§ IlL Limitierte Gruppen und Vektorriiume 
1. 

Es sei fl eine Gruppe. Die Gruppenoperationen sind Abbfldungen G × G -~ G 
bzw. G -~ G und lassen sich auf ~ (G) × ~ (G) bzw. ~ (G) fortsetzen, indem 



292 H.R. Fisc~.~: 

man definiert: A B =  {xylx  c A ,  y ( B} und A - l =  {x-llx CA} fiir A, B aus 
(G). Damit ergibt sich auch die Fortsetzung dieser Operationen auf die 

Menge F (G) der Filter auf G: 
Sind 5:, O Filter auf G, so ist das System aller Mengen F G mit F ( 5:, G ( O, 

ein Raster auf G, denn es ist ( F ~ F ' )  (Gw, G ' ) ( F G ~ F ' G ' .  Der von diesem 
Raster erzeugte Filter werde mit  5:O bezeichnet. In entsprechender Weise 
definieren die Mengen F -1, F ( 5:, den Filter 5:-1 auf G. Wit bemerken noch, 
dab der Filter 5:-15: nicht nur yore Raster aller FyIF2, FI, F 2 aus 5:, sondern 
sehon vom Raster der F-IF,  F ( 5:, erzeugt wird. 

Sind O, ~ Mengen yon Filtern, so bezeichnet OkY die Menge aller ~O,  
5: ( O, O 6 ~ ,  0 -1 die Menge aller 5:-1, 5: ( O. Offenbar gilt auBerdem: ist 
5: ~ O, so ist 5:~ g O 0  und ~ g ~ O  ffir jeden Filter ~ auf G. Ebenso 
finder man dann auch ~- . lg  O-1. Nun hat man in q3 (G) die Beziehungen 

(A r~A') (Br~ B')C A B  r~A'Br~ A B '  r~A' B' 

(A w A') (B~J B')= A B ~ j  A '  B w  A B '  ~d A'  B' 

fiir beliebige Teilmengen A, A', B und B' yon G, sowie 

(A f~ A')-I= A -1 r~ A'-I 

(B v B') -1= B -1 'J B '-1. 

Daraus ergibt sich fiir die Filter: 

(5: A O)-1= 5:-1A O -1 

(ff A 5:') (~ A O') = 5:0 A 5: '0 A f fO 'A ~:'O' 

und, sofern die oberen Grenzen existieren, 

(5: V 5:') (O V 0 ' )  > 5:O V 5: '~ V 5: ,,~' V 'a'O' 

(5: V 6)-1= 5:-:'-V O 1. 

2o 

Entsprechend den topologisehen Gruppen werden limitierte Gruppen 
folgendermaBen eingefiihrt: 

Definition 1. Eine Menge G heiflt eine limitierte Gruppe, wenn sie 
a) eine Gruppe, 
b) ein Limesraum derart ist, daft die Gruppenoperationen (x,y)-+ x y  und 

x ~ x -1 stetige Abbildungen yon G × G bzw. G in G sind. 

Eine Limitierung auf der Gruppe G, die b) erfiillt, heiBe ffir G zuli~ssig. 
Die Forderung b) ist offensichtlich ~quivalent mit der Forderung der Stetigkeit 
yon (x, y)-~ x y -1. Man schlieBt unmittelbar, dab die Translationen x-+ a x, 
x -+ xa  isomorphe Selbstabbildungen des Limesraumes (G, ~) sind. Insbesondere 
sind daher die inneren Automorphismen von G Automorphismen der limi- 
tierten Gruppe (G,v). SehlieBlich gibt es zu a =~ b in G immer einen Auto- 
morphismus des Limesraumes (G,v), der a in b iiberfiihrt: etwa q~(x) = a- lxb.  
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Man folgert aus der erwi~hnten Eigenschaft  der Translat ionen:  I s t  e das 
neutrale Element  yon  G, so gilt fiir jedes x ~ O 

(1) r x =  x . r e =  r e .  x,  

wobei unter  x • r e  das System aller Fil ter x .  ~,  ~ E re, zu verstehen ist. Es 
ist klar, dab die x" r e  A-Ideale sind. Die Stet igkeitsforderung b) bedeute t  
explizit : 
(2) r x .  r y C r ( x y )  

(3) ( rx)  -1 • r ( x  -1) 

fiir alle x, y aus ft. Zusammen mit  (1) erh~lt m a n  daraus die folgenden Be- 
dingungen ffir r e :  

(I) r e .  r e • r e .  

(II) ( r e ) -1•  r e  

( I I I )  x .  r e  • x -1C re  fiir jedes feste x ( G.  

Diese notwendigen Bedingungen sind aueh hinreichend dafiir, dab eine 
gegebene Limit ierung r fiir G zul~ssig ist. Das ergibt sieh aus dem folgenden, 
sogar etwas sch/~rferen Satz:  

Satz 1. Es sei zu e E G ein A-Ideal re yon Filtern gegeben, das den e-Ultra- 
/ilter ~ enthdlt. Hat dann re die Eigenscha/ten ( I )  bis ( H I ) ,  so gibt es genau 
eine /iir G zulgssige Limitierung r derart, daft re gerade das A-Ideal der beziiglich r 
gegen e konvergierenden Filter au] Gist .  

Beweis: Die Eindeut igkei t  yon  r i s t  nach (1) klar. Es bleibt die Existenz 
zu zeigen. Dazu  setzen wir 

r x  ~ x " r e  

fiir jedes x E G. Aus ( I I I )  folgt dann  r x  = r e  • x. r x  ist ein A-Ideal  und  enth~lt  
den x-Ultrafilter & wegen ~ = x • ~ = ~. x. Also ist r : x -+ r x eine Limit ierung 
auf  G. Die Zulassigkeit dieser Limit ierung ergibt sich sofort aus (I) bis ( I I I ) ;  
ebenso ist klar, dab das gegebene r e  gerade das A-Ideal  der e-Filter in der so 
konstruier ten Limit ierung ist. 

Genau dann  ist eine fiir 6 zulassige Limit ierung r separiert, wenn ffir 
x 4= e gilt:  

r x C ~ r e ~  O ,  

Satz 2. Es seien G eine Gruppe, H eine Untergruppe. Ist 7:/i~r G zuliissig, 
so ist die induzierte Limitierung rH /i~r tI  zulgssig. 

Beweis: Da t t  eine Untergruppe  ist, gelten ( F f ~ H ) - I = F - I ~ H  fiir 
beliebiges F C fl und  (F  ~ H) (G ~ H) • F G  r~ H 2 C F G  ~ I t  fiir beliebige F C G, 
G C G. Daraus  folgt ffir die induzierten Filter auf  H : ~ 1 = (~-I)H u n d ~ H  ~H 

(~(~)n. SchlieBlieh ist noeh x ( F f ~ H ) x - l =  x F x  -1 f~H ftir jedes x ~ H. Das 
ergibt nun, dab r e f~ F H (G) mi t  ~ und  ~ aueh ~-1 und  ~ ~ ,  sowie ffir jedes x C H 
den Filter x ~ x  -1 enth~lt. Daraus  folgen (I) bis ( I I I )  fiir rH e, da  dieses ja yon  
~H (re  ~ F H ( G ) )  in F(H)  erzeugt wird. 

Satz 3. Es sei N ein Normalteiler in der limitierten Gruppe (G,r). Dann ist 
die Quotientenlimitierung ~ ]i~r G/N zuldssig. 
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Beweis: :r sei die kanonische Abbildung G ~ G/N ~ G. ~'e besteht aus 
allen Filtern :r ~ A :r G und ihren Oberfiltern, wobei ~,  ~ die Menge ~b = U T x 

zEN 
durchlaufen. Da N ein Normalteiler ist, enth/~lt ~b mit  ~ und ~ aueh ~ 5  und 
~-1 sowie f/Jr jedes xE G den Filter x ~ x  -1. Da nun ( : r~A ~r ®)-1= (:r~)-lA 
A (~r¢~)-1= zr(~-l) A ~ (~-1) ist, ist jedenfalls ( ~ ) - 1 ( :  ~ .  Ferner ist (~z~ A 
A ; ~ )  ( ~ ' A ~ ' ) =  ~ ( ~ ' )  A z ~ ( ~ ' )  A ~ ( ~ ' )  A re(~'~5') in ~ ,  sobatd 
~ ,~ ' ,  ® und ®' in ~e sind. Daraus sehlieBt man f g  • ~g  ( f g .  Ebenso zeigt 

man sehlieBlich ) .  ~ ~ • ~-1 C ~ e fiir jedes 2 ( (~, womit alles bewiesen ist. 
Satz 4. Ist It  eine Untergruppe (Normalteiler) der limitierten Gruppe 

(G, T), so ist -H Untergruppe (Normalteiler) in G. 
Beweis: Es seien x , y  in H'. Es gibt ~HCF(I t ) ,  ~ H ( F n ( H )  derart, dal~ 

F(~H) ( Tx, F(~SH) ~ Ty ist. Dann is tF(~H) "F(~H) E T(xy).Wegen aHF(ajH) 
= ~ ,  a ~ F  (®n) = N~, folgt naeh dem Beweis yon Satz 2 : ~H ~ ~ aH (F ( ~ )  • 
• F (~H)). Da auBerdem F ( ~ I  NH) > F ( ~ ) .  F (~SH) folgt, ist F ( ~ N n )  (~(x y), 
also x y  E H. Entspreehend zeigt man, dab aus x ( H folgt x - ~  H ;  ebenso 
ergibt sieh dieselbe l~berlegung x ~ x - ~ ( H  f/Jr x ( G ,  sofern H ein Normal- 
teiler ist. Damit ist aueh dieser Satz bewiesen. 

3. 

Es seien wie in § 1 f ,  ~'~, ~-o die Halbordnungen der Limitierungen, 
Hauptideal-Limitierungen bzw. Topologien auf (l. Mit ~ ,  ~-[~, ~-o ~ be- 
zeiehnen wir die resp. Teilmengen der zuliissigen Limitierungen, wenn G eine 
Gruppe ist. Wir iibernehmen aus § 1 die Abbildungen y~ : ~- -~ 3"~, ~o : ~-~ ~ ~-0, 
(~ = ~oo y~; ihre Restriktionen auf ~ bzw. ~-~ seien wieder mit % (o be- 
zeiehnet. Wir bemerken noch, dab mit T, a aueh T V a in ~ '~  ist, denn as 
ist (v V a)e = ~e r~ae naeh Definition. Es folgen auBerdem: 

sat  
Beweis: Es sei T ~ :~ro, Te = [~].  Aus (I) ergibt s i e h ~ ) ~ 3  und aus (II) 

~ - ~ 3 ,  aus (III) sehlieBtieh x-~3.  x - t ~ 3  ffir jades f e s t e x  ~ G. Nach 
bekannten S~tzen fiber topologisehe Gruppen definieren dann die Fil ter x • 
(bzw. ~3 • x) eine fiir G zul~ssige Topologie, so dab ~3 gerade der Umgebungs- 
filter yon e ist. Nun ist abet offensiehtlich [x . ~ ]  = x .  [~3], d. h. [x .~3] = Tx 
f/ir jades x ~ G, so dab T mit der durch~3 definierten Topologie zusammenf~llt. 
Das beweist den Satz. 

Satz 6. y) (~-o) ~ ~-o ~. 
Beweis: Wegen Satz 5 miissen wir nur zeigen, dab ~vv fiir G zul~ssig ist, 

sofern T es ist. Es sei dazu (~vv)e = [~],  d. h. ~3 = N~.  Dann ist 
v e  

da f~r eme l~ebige Mengenfam~e (F,)gilt: (~F,)(~F,)= ~F,F~. Wegen 
r e .  veCTe  folgt d~her f1~¢5 ~ f ~  = ~ ,  d. h. ~ 3 ~ 3 .  In  derselben Weise 

ergeben sich ~ - t  ~ ~ und flir jades festa x : x ~3 x - t  ~ ~ ;  damit ist die Be- 
hauptung bewiesen. 
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Zu der limitierten Gruppe (G, v) ist dadureh eine wohlbestimmte topo- 
logische Gruppe (G, ~1:) definiert, die wir die zu ((],T) assoziierte topologisehe 
Gruppe nennen. Gilt fiir ~ das erste Trennungsaxiom, so gilt es noch fiir ~vT, 
so dab ~o~ sogar separiert ist, mithin auch v. Mit §1, Satz 15 ergibt sieh so: 

Genau dann ist die zul/~ssige Limitierung ~ separiert, wenn jedes {x} 
v-abgeschlossen ist. Daffir ist offenbar hinreichend, dab {e} T-abgesehlossen ist. 

4. 
Es sei (G,~) eine limitierte Gruppe. 
Definition 2. Ein  Filter ~ au] (I heiflt ein linksseitiger Cauchy-Filter, wenn 

G8 (3) sei die Menge aller linksseitigen Cauchy-Filter auf G. Entspreehend 

bezeichnet ~ ( T )  die Menge der rechtsseitigen Cauchy-Filter auf G, d. h. der 
Filter ~, so dab ~ - 1 ~  ~e ist. Jeder  konvergente Filter ist sowohl reehts- 
als linksseitiger Cauchy-Filter, wie sofort aus (I), (II) folgt. Es braueh~ aber 
nicht jeder Cauchy-Filter zu konvergieren. Eine limitierte Gruppe, in der 
jeder Cauchy-Filter konvergiert, heiBt komplett. 

Jeder Oberfilter eines Cauehy-Filters ist selbst Cauchyseh. 
Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise heiBe im folgenden ,,Cauchy-Filter" 

immer ,,linksseitiger Cauchy-Filter". 
Definition 3. Zwei Cauchy.Filter ~,  ~ heiflen dquivalent, 

wenn ~ A ~5 ein Cauchy-Filter ist. 
Man hat  das folgende Kriterium: 
Satz 7. ~ und ~ sind ffenau dann ~quivalent, wenn ~ - 1 ~  ~ Te ist. 
Beweis: Wegen ~ A ~ g ~, ~ A (!i g ~ ist (~ A ~)-1(~ A ~5) ~ ~ -1~ ,  so 

dab ~-1~5 ~ Te ist, sobald ~ A ~5 Cauchyseh ist. 
Umgekehrt  sei ~-1~5 C ~e. Dann ist (~ A ~)-1(~ h ~5) = ~-1~  A ~ - 1 ~  A 

A @-1~ A @-i@. Die vier Filter auf der rechten Seite sind in Te, da ~, ® 
Cauchysch und ~quivalent sind und @-1~ = (~-1@)-1 in ve liegt. Also ist 

A ~5 Cauehysch. 
Es ist nachzuweisen, da~ ~ eine ~quivalenzrelation ist. Reflexivit~t und 

Symmetrie yon ~ sind klar. Die Transitivit~t folgt mit Satz 7 : ist ~-1@ ~ re,  
{B-~O ~ ~e, so ist nach (I) auch ~ - ~ - ~ )  ( ~e. Nun ist e ~ GG-* ffir jedes 
G ~ ~5, also F - 1 H C F - ~ G G - I H  fiir alle F ~ ,  G ~ ~ und H ~g). Daher hat 
man ~-1~) ~ ~-1~--1~ und folglich ~ - ~ )  ~ ze, d. h. ff ~ O- 

Satz 8. Sind ~,  ® in v x, so ist ~ ... ®. Ist  ~ ~ ~; x und ~b ... ~ ,  so ]olgt qb ~ ~ x. 
Beweis: Wegen (zx)  -~. v x C z e  ist der erste Teil der Behauptung klar. 

Sei dann ~ ( v x und ¢5 ~ ~,  d. h. ~ A N Cauehyseh (insbesondere also aueh 
[). Da ~ ~ ~ A ~5, ist x adh£rent an ~ A ~ .  Da auBerdem ~ ~ ~ A ~ is~, 

folgt ~ ~ ~ x aus dem 
IIil~ssatz. Es sei ~ ein Cauchy-Filter. Is~ x adh~ren~ an ~ ,  so isf ~ ~ ~x. 
Beweis: x ist genau dann an ~: adherent, wenn eLn {~ ~ ~ in ~x existiert. 

Wegen ~-1~: ~ ve ist dann auch ~ - ~  ~ re. Nun ist abet ~ = x0 ,  0 ~ re, so 
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dab ~-1x-1~ E re,  abet aueh ~ - 1 x - 1 ~  E re  folgen. Da e E H H  -1 ffir jedes 
H EO gilt, ist x - l~  ~ ~ ~-1x-1~,  also x - l~  E re,  woraus ~ E rx  folgt. Damit 
ist der Hflfssatz bewiesen; 

schlieBlich also auch der Satz 8. 
Der eben bewiesene Hilfssatz ergibt insbesondere, dab jede kompakt  

limitierte Gruppe komplett  ist. Wir befassen uns hier nieht mit dem Problem 
der Komplettierung limitierter Gruppen, auf das an anderer Stelle eingegangen 
werden sell. 

, 

Wir betrachten im Folgenden Vektorr/~ume fiber den reellen Zahlen 
(R:Vektorr/~ume) oder fiber den komplexen Zahlen (C-Vektorr/~ume), die wir 
i. a. mit  E, F . . . .  bezeiehnen werden. We niehts anderes ausdriicklich gesagt 
wird, wollen wir uns auf reelle Vektorr/~ume beschr/~nken. Die Ausffihrungen 
lassen sich ohne Mfihe auf den komplexen Fall fibertragen. 

Den allgemeinen Definitionen entsprechend ist ein limitierter Vektorraum 
ein Vektorraum E m i t  einer Limitierung v derart, dab die Abbitdungen 
(x,y)--> x + y und (2,x)-> 2x  stetige Abbildungen yon E x E bzw. R × E 
in E sind. ~ heiBt dann ffir den Vektorraum E zul~sig. Die Menge der zu- 
t/~ssigen Limitierungen sei wieder j -E.  

Es sei ¥ der Umgebungsfilter yon 0 E R, der yon den symmetrisehen offenen 
(bzw. abgesehlossenen) IntervaUen ( -  e,~) (bzw. [ -  e,e]) erzeugt wird. 

Satz 9. Eine Limitierunff ~ ist genau dann ]i2r den Vektorraum E zul~ssig, 
wenn sie die/olgenden vier Eigenscha/ten hat: 

A )  rO + I:OC TO 
B)  2 .  r 0 ( r 0 liar jedes 2 ~ R 
C) V • ~ 0 C r 0  
D)  Fiir ]edes x E E ist ¥ • x E r O. 

Jedes A-Ideal yon Filtern, das den 0-Ultrafilter 0 enth/flt und die 
Eigenschaften A) bis D) hat, definiert eine ffir E zul/£ssige Limitierung naeh 
dem Verfahren yon Satz 1. 

Bemerkung: Unter  ¥ • x ist derjenige Filter auf E zu verstehen, der yon 
den Mengen q~. x = {2x/2 E ~ )  fiir ¢ E ¥ erzeugt wird. Unter  V.  ~ ffir 
~? E F (E) ist entspreehend der yon den Mengen q~. F = {2 x/2 E ~ ,  x E F)  ffir 
q~ E ¥,  F E ~, erzeugte Filter zu verstehen, d .h .  das Bild unter (2, x) -+ 2 x 
yon V × ~. 2F  schlieBlieh wird yon den Mengen 2F, F E ~,  erzeugt. 

Der Satz 9 ergib~ sieh - -  wie im Falle topologischer Vektorr/~ume - -  un- 
mittelbar daraus, dab man die Identit/~t 

2x - 2oXo= (2 - 2o)Xo+ 2o(X - Xo) + (2 - 20) (x - Xo) 

hat (2, 20 aus R, x, x o aus E). Man kann auch verwenden, dab ffir jeden Filter ~,  
insbesondere jeden 0-Filter, die Beziehung 

(20+ V)(xo+ ~ ) >  2oXo+ 2off + V" Xo+ V" 

besteht (2oE R, XoE E beliebig, aber fest). 
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Die Theorie der Teitri~ume un4 Quotienten wird hier ebenfalls wie ffir 
topologische Vektorri~ume durchgefiihrt, so dab wir auf eine erneute Dar- 
stellung verzichten. Die Theorie der direkten Summen ]imitierter Vektor- 
r/~ume l~Bt sich als ein Spezialfall der ,,induktiven Limites" erhalten; siehe 
Abschnitt 6, Bemerkung 3. 

Es sei nun • ~ 22 "E. /" bezeichne die Familie aller beziiglich ~ stetigen 
Seminormen auf E. /" definiert auf E eine lokal-konvexe Topologie ~p0 T. Wir 
zeigen yJ°T =< T: Es sei n£mlich ~ ~ TO. Dann gilt p(~)  --> 0 fiir jede v-stetige 
Seminorm p, also ~ ~ p-1 (y). Somit ist immer noch 

~ supp-l(V) = ~9o. 
PEP 

~9 ° ist aber der Umgebungsfilter yon 0 beziiglich ~ov. Also ergibt sich 
T 0 (  (~°~)0.  Da ~o°T E Y0 ~ ist, gilt diese Inklusion ffir jedes x ~ E, woraus 
y~°v g v folgt. 

Da y>~ schon eine Topologie ist, ist dann auch ~o~ g ~0~. ~p~ ~ 57" 0 ergibt 
sich daraus, dal~ ~ insbesondere ffir die abelsche Gruppenstruktur yon E 
zuli~ssig ist. 

Es sei nun a irgendeine lokal-konvexe Topologie auf E, so dal~ a ~ T ist. 
Die a-stetigen Seminormen, die ]a a erzeugen, sind alle auch ~-stetig, so dab 
fiir den Umgebungsfflter 11 yon 0 E E beziiglich a die Relation ~I ~ 0  folgt, 
aus der sich a g yjov ergibt. ZusammengefaBt haben wir damit  den 

Satz 10. Z u  jeder Limitierung T ~ 3 -~ gibt es eine wohlbestimmte lokal- 
konvexe Topologie yl°v E ~J-E o , die dadurch charakterisiert ist, daft sie die ]einste 
lokal-konvexe Topologie ~ T ist. 

Der topologische Vektorraum (E,~p°~) heiBt der zu (E,T) assoziierte 
lokal-konvexe Raum; ebenso heiBe ~0~ die zu ~ assoziierte lokal-konvexe 
Topotogie. 

Nun sei ffir ~ ~ J ' ~  E '  der Dualraum zu (E, ~), d. h. der Vektorraum aller 
v-stetigen Linearformen auf E. ])ann gilt der 

Satz  11. E ' =  Evo,  . 
Beweis: Wegen ~po~ ~ ~ ist E~o, ( E'~. Sei dann x' eine ~-stetige Linearform 

auf E. Die Funktion x -~ I(x, x'){ ist immer noch ~-stetig und ist, wie man leicht 
sieht, eine Seminorm, die wir mit  px, bezeichnen. Man hat daher (p~,)~,~ ~ - ~ / ' ,  
so dal] die durch die Familie der p,,, x' ~ E~, erzeugte Topologie a g y~0 ~ ist. 
a ist die schwi~chste Topologie, die lokal-konvex ist und fiir die aUe x'~ E~ 
stetig sinda). Also sind alle x' noch y~o v-stetig. 

Is~ x'~ E~, so bezeichnen wit, wie dies iiblich geworden ist, den Wert  
yon x' auf x mit  ( x , x ' ) .  Die im Beweis yon Satz 11 verwendete Topologie a 
sei in der Folge mit  ~*v bezeichnet. ~p*~ ist genau dann separiert, wenn y~ov 
es ist: aus der Separiertheit yon y~*~ folgt wegen y~*~_~ ~0°v diejenige 
yon ~o0~. Umgekehrt  sei ~o~ separiert. Dann existiert nach dem Satz yon 

*) Der Umgebungsffl~er yon 0 beziiglich a wlrd durch die endlichen Durchschnitte 
der Mengen U(x'; e)--'-~ x'-~((--e, e)) erzeugt. In jeder Topologie, in der alle x' s~etig 
sind, ist jedes U(x'; e) Umgebung yon 0. 
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HAHN-BANACH ZU jedem x # 0 ein x'E E ' ,  so dal3 (x, x'> # 0 ist, also auch 
Px' ( x ) ~  0, so dab ~ ' 3  separiert ist. 

Nennen wir eine Limitierung mit  tier ,,Dualit/~t ''5) zwisehen (E,3) und E'~ 
vertrdiglich, wenn sie dieselben stetigen Linearformen hat  wie 3, so sieht man, 
dab ~ ' 3  die schw~chste Limitierung (nicht nur die schw/~ehste Topologie) ist, 
die mit  dieser ,,Duatit/~t" vertr/~glieh ist: ist ni~mlieh E~= E~, so ist naeh 
Satz 11 aueh E~ , ,=  E'~, also ~v°a > v2*T. Wegen ~v°a =< a folgt damit  v2*~ < a. 
Zusammenfassend formulieren wir jetzt  den 

Satz 12. Sei 3 ~ 3rz. Die Topologie ~p*3 ist die schwdchste mit der ,,Dualit~t" 
von (E, v) und E'r vertr~igliche Limitierung au/ E. Ist ~f°v separiert, so ist mithin 

~v*3 = (r(E,E') 

die ((topologie aHaiblie~) (BoURBAKI) ZU ~003. 
'Sei wieder E'= E'~. Man definiert auf E' eine schwache Limitierung 3' 

durch die Festsetzung: ~ ' (  3'0' gelte genau dann, wenn fiir jedes feste x C E 
der Filter <x,~'> (=  ~ ' (x))  in R gegen 0 konvergiert. Man folgert leieht den 

Satz 13. ~o°v sei separiert. Dann ist T' die schwache Topologie a(E' ,E) 
(BOURBAKI) au] E', induziert yon der Dualitdt zwischen (E, 3) und E'. 

Die Topologie 3' wird dureh die Seminormen x'-+ I<x,x'>l definiert und 
ist also fiir E '  zul/~ssig und lokat-konvex. 

Wir definieren die v-beschr~nkten Mengen in E als die ~°3-beschr/~nkten 
Mengen. Sei ~v°3 separiert. Dann sind y~°v und y~*~ mit  der Dualit/~t zwischen 
(E, 3) und E'~ vertr/~glieh und haben somit dieselben beschr/inkten Mengen 
(s. etwa [2], ch. IV, §2, th. 3 und prop. 4). Daraus ergibt sich der 

Satz 14. Eine Teilmenge B ( E ist genau dann 7:-beschri~nkt, wenn au] ihr 
]ede v-stetige Seminorm beschriinkt bleibt. 

Und mit der Definition von to* 3 der 
Satz 15. Ist v2O3 separiert, so ist B ( E  genau dann T-beschr~inkt, wenn au] B 

~ede 3-stetige Linear/orm beschrdnkt bleibt. 
In  den Anwendungen wird der h/~ufigste Fall wohl der sein, dab F°v 

separiert ist. Dann kann man die Aussage yon Satz 15 als Definition fiir die 
3-besehrKnkten Mengen nehmen. 

Satz 16. Bei separiertem v2°3 sind die beschrdnkten Ylengen ]iir aUe mit 
der Dualit~it zwischen (E,v) und E'~ vertrdglichen Limitierungen diesetben. 

Unter  der Voraussetzung yon Satz 16 t/~$t sich auf E~ die fibliehe ,,starke 
Topologie", d. h. die Topologie der uniformen Konvergenz in den v-besehr/£nk- 
ten Mengen, einffihren, die in diesem Falle nur yon der Dualit/~t zwisehen 
(E, v) und E~ abh~ngt. Man erh/ilt so etwa die fibliche Topologie auf dem 
Raum ~ '  der Distributionen (mit skalaren Werten) auf dem R n. 

6. 

Wir besprechen in diesem letzten Abschnitt ein Verfahren, das die Kon- 
struktion yon Limesr/iumen aus gegebenen Familien yon Limesr/~umen, 
insbesondere yon topologischen R/~umen, gestattet:  es handelt sich um den 

~) Diese Dualit~t ist nur dann eeht, wenn ~v°~ separiert ist. 



Limesr~ume 299 

induktiven Limes von Limitierungen bzw. Topologien. Wir beginnen mit 
einem Spezialfalh 

Es sei {E~,T~)~c x eine Familie yon Limesr/iumen, die den folgenden Be- 
dingungen genfigt : 

1. Die Indexmenge I i s t  dureh eine Ordnungsrelation ~ gerichtet. 
2. Fiir ~ ~ fl ist E~ C E~. 
3. Ist  ¢¢ ~ /~  und bezeiehnet ~ die yon v~ auf E~ induzierte Limitierung, 

so ist T ~  v~. 
Die dritte Bedingung bedeutet offenbar die Stetigkeit der Inklusions- 

abbildung E~ -> E~ fiir ~ ~ ft. 
Es sei dann E = [J E~. Wir nehmen dabei an, es sei E ~ (E~)~c z, Damit 

geben wir die 
Definition 4. Ein Filter q~ au/ E heifle T-konvergent gegen x, wenn es ein 

:< ~ I u n d  ein ~ T~x derart gibt, daft ~ ~ F(~: )  ist. 
Wir zeigen, dab dadureh eine Limitierung T auf E definiert ist. Es ist klar, 

daB fiir jedes x ~ E ~ E T x ist, denn es gibt ein ~¢ ~ I derart, dab x ~ E~ gilt. 
Ist  dann ~ der x-Ultrafilter aufE: ,  so erzeugt a~: den Filter &; also ist a~ ~ Tx. 
Ferner ist evident, dab mit ~? jeder Oberfilter zu ~? zu vx  geh6rt. 

Es seien nun ~, ~b in Tx, etwa ~ ~ F(~: ) ,  ~5 ~ F(~Z), wo ~ :~  v~x und 
~ . ~  vex gelten. Sei dann ~ ~_ ~, ft. Es ist E~ rhEa (  E~. F r ( ~ ) ,  Fr(®~) seien 
die yon ~?~ bzw. ~9 auf E~ erzeugten Filter. Wegen ~ r : ~  ~ ,  ~ v~ ist 
- Q x ( v r : x  , usw., so dab aus der Definition der induzierten Limitierung 
F r ( ~ )  ~ ~xundF~(~5~) ~ ~ x  folgen. ])as ergibt wegenF~(~)  A F~(~5~) ~ vvx 
sofort F ( F ~ ( ~ )  A F~(~5~)) ~ ~x. Nun ist abe rF (F~(~)  A F r ( ~ )  ) = F ( F ~ ( ~ ) ) A  
A F(F~(~b~)) = F(~ : )  A F(~5~), so dab ~ A ~5 ~ vx  folgt. Daher ist v:  x-~ vx  
eine Limitierung auf E. 

Man bemerkt, dab wir hier die folgenden Identit/iten verwendet haben, 
deren Nachweis unmittelbar ist: 

F(ff~A ~5~) = F(ff~) A F ( (~ )  • 
fiir ~ f l :  

F(F~ (~))  = ~ ( ~ ) .  
Ferner gilt, falls die oberen Grenzen existieren: 

F ( ILV ~ )  = F(ff~) V F ( ~ ) .  

Ski nun fiir jedes u ~ I ~ die von ~ auf Ea induzierte Limitierung. v ~ x  
besteht aus den von den ~ ( v x induzierten Filtern a~?. Es sei dann ~ ( ~ x. 
Es folgt F ( ~ )  ~ ~x, also a~F(~:~) ( v ~ x .  Da aber a ~ F ( ~ )  = ~ ist, ergibt 
sich daraus v : x q  v~,x - -  und zwar fiir jedes :¢ ( I.  I)as bedeutet:  

Ffir jedes ~ ( I i s t  v ~  ~ .  
Nun sei a eine beliebige Limitierung auf E,  so dab fiir jedes ~¢ ( I ~ g ~ 

ist. Is t  dann ~ ( ~x, d. h. ~ ~ F ( ~ )  fiir ein gewisses ~ und ~ (  z~x, so folgt 
aus der I)efinition der induzierten Limitierung F(~a)  ( a x ,  also ~: ((~x. Das 
bedeutet ~x ( a x .  Da dies fiir ein beliebiges x ( E  grit, ergibt sich damit der 

Satz 17. Die dutch De/. 4 gegebene Limitierung ~ au/ E ist die/einste Limi- 
tierung, die au] ]edem E~ eine Limitierung induziert, die schwdcher ist als vs. 

Satz 18. Genau dann ist v separiert, wenn jedes ~ es ist. 
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Beweis: I s t  v separiert, so ist wegen VE~g ~ jedes v~ es auch. Umgekehrt  
seien alle v~ separiert. Gesetzt dann, es g/ibe ein ~ E T x ~ v y fiir x ~= y. Es 
gibt  auf  ]eden Fall ein ct E I ,  so dab x und y in E~, also in jedem E~ fiir ~ ~ fi 
liegen. Ferner gibt es 7, 5 in I u n d  ~rE Tvx, ~ E  v~y, so dab ~ ~ F(~r)  und 

~ F ( ~ )  sind. Insbesondere miiBte dann die obere Grenze F(~r )  V F ( ~ )  
existieren. Fiir jedes c _~ 7, (~ ergi~be sich daraus die Existenz der oberen 
Grenze F~(~,) V F~(~o). Aus ~rE v~x, ~ E v o y  folgte damit  F~(~7)VF~(~o)~ 
E v~x ~v~y  entgegen der Voraussetzung, wonach T~ separiert ist, Damit  
ist der Satz bewiesen. 

Wir nennen - -  aus einem w. u. ersichtlichen Grund - -  T den induktiven 
Limes der Limitierungen T~. Sind alle v~ Topologien, so ist ihr induktiver 
Limes nach dieser Definition nicht unbedingt auch eine Topologie. Wir werden 
darauf  w. u. noch einmal hinzuweisen haben. 

I s t  (ffa)aEI eine zweite Familie yon Limitierungen, so dab die Familie (a~)~ci 
die Eigenschaft 3) hat, so gilt ffir ihren induktiven Limes: a _<- T, sofern a~ ~ z: 
ffir jedes ~ E I ist,. 

Satz 19. Es sei J C I ein ko/inale Teilmenge. Dann ist E = [J E~ und der 
a E J  

induktive Limes ~' der v~, o¢ E J, ist gleich ~. 

Beweis: Offenbar ist z_~ z' ,  d .h .  z ' x C v x  fiir jedes x EE. Umgekehr t  
s e i~  E z x, d. h. ~ ~ F ( ~ )  ffir ein gewisses ~ E i u n d  ein ~a E T~ x. Dann existiert 
ein fl ~ ~ in J .  Wegen z.~ ~ z~ konvergiert dann F ~ ( ~ )  in E~ gegen x. Da 
schlieBlich F(5:~)= F(F~(I~)) ist, folgt ~ F ( F ~ ( ~ ) )  und damit  ~ E z 'x .  
Das beweist z _ z und also die Behauptung. 

Bemerkung 1: Die Konstrukt ion yon v nach Def. 4 1/iBt sich als ein SpeziaL 
fall der folgenden auffassen, was auch die Wah] der Bezeichnung ,,induktiver 
Limes" erkl/irt: 

Es  sei wieder I durch eine Relation ~ gerichtet. _~ braueht  nicht eine 
Ordnungsrelation zu sein, es geniigt, wenn ~ reflexiv und transit iv ist (,, Quasi- 
ordnung"). Dann sei (E~ ,~)  eine induktive Familie yon Mengen und Ab- 
bildungen fiber 1 ((<famille inductive)) bei BOVRBAKI, "direct sys tem" bei 
L~FSCHETZ und EILI~NB~RO/STv.~XOD). E sci der induktive Limes der E~ 
nach den Abbildungen ~ : E ~ - - >  E~(~ ~ fl). Ferner sei jedes E a mi t  einer 
Limitierung z:  derart  versehen, dab ffir ~ ~ fl die Abbildung ~ stetig ist. 
Wir sagen dann, es liege eine induktive Familie yon Limesr/iumen vor, fiir 
die wir (E~,z~; ~ )  schreiben. Die Menge E 1/iBt sieh in der fotgenden Weise 
zu einem Limesrau m maehen:  Fiir jedes a E I ha t  man  in natiirlieher Weise 
eine Abbildung ~ : E~ -> E und es ist E ---- tJ ~ (E~). Dann  sei z die feinste 

~t 

Limitierung auf E, so dab alle ~ ,  : E~ -~ E stetig sind (s. § 2, Abschnit t  4, I). 
Dieses v heiBt der induktive Limes der Limitierungen z~, woffir wir auch 

---- lira z~ schreiben, Der Limesraum (E, z) heiBt dann ebenfalls der induktive 

Limes der Limesr~ume (E~, v~) nach den Abbildungen ~ .  Wit schreiben auch 
daffir (E, v) -- lira (E~, v~). 
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Offenbar erhKlt man den schon besprochenen Falt zurfick, wenn < eine 
Ordnungsrelation ist und atle $,~ Inldusionen sind. 

Aus §2, Abschnitt 4, I) entnehmen wir noch: Es ist 

wobei unter lira* 53~ die feinste Topologie zu verstehen ist, ffir die die Ab- 

bildungen q~ : (E~, ~ )  ~ E stetig sind (d. h. der topologische induktive 
Limes der ~ ) .  Es gilt fibrigens l im*~3~<l imDv~ und, wie wir sehon 

erw/~hnten, lira ~ 3~ ist nieht unbedingt eine Topologie. 

Es sei noch eine wiehtige Eigenschaft des induktiven Limes angegeben: 
Ist  ( E , v ) =  lim(E~,T~), (E',3')  ein beliebiger Limesraum, so ist eine Ab- 

bildung ~ : E -~ E '  genau dann stetig, wenn alle q o ~va : E~ -+ E '  stetig sind. 

Die Bedingung ]st natiirlich notwendig. Umgekehrt seien alle ~vo ~ 
stetig. Zum Beweis der Behauptung, dab dann ~v stetig sei, erinnern wir an 
die Definition yon 3: nach §2, 4, I) ist fiir jedes x ~ E Tx das k]einste A-Ideal 
von Filtern, das alle Filter q ~ ( ~ )  enth/~lt, wobei ~ 3~x~ und ~=(x~)= x 
gelten. T x besteht aus allen Oberfiltern zu Filtern der Form q~ ( ~ )  A 7#(~#), 
wobei ~=, ~ in F~ bzw. E# gegen x~, x# konvergieren und qa (x~) = ~# (x#) = x 
ist. Nun ist aber ~(~v~(~:~) A ~#(~#))= ~v(~(~:=)) A ~(~v#(~#)). Nach Vor- 
aussetzung ist q ( ~ ( ~ ) )  ~ ~'~(x), ~(q#(~#)) ~ ~ '~(x)wegen q(x) = ~(~(x~))  
= q(q#(x#)). Also gehSrt auch die untere Grenze der beiden Filter zu v'~v(x). 
Daraus folgt leieht die Stetigkeit yon % womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nun sei - -  unter den Voraussetzungen yon Def. 4 - -  jedes E= ein R-Vektor- 
raum. Offenbar ist es dann auch E. Ffir jedes ~ ~ I sei ~ eine fiir E~ zul/~ssige 
Limitierung. Wit zeigen, da$ dann ~ = lira 3~ ftir E zul~ssig ist. Dazu seien 

zun/~ehst ~,  ® in ~0. Es ist also ~ > F ( ~ ) ,  ~ ~ F (~#), wobei ~ ~ %0, ~# ~ ~#0 
sind. Da I geriehtet ist, kSnnen wir ~ = /~ annehmen. Wit zeigen nun F ( ~ )  ÷ 
+ F(®~) > F ( ~ +  ~ ) ,  woraus dann ~ + ~5 > F ( ~ +  ~5~), also ~ + ~5 ~ 30 
folgt. Sei also H ~ F ( ~  + ~5~). Das bedeutet:  es gibt F~ ~ ~ und G~ ¢ ~ ,  so 
da$ F~ + G~ ~ H ist. Da nun aber F~ + G~ ~ F ( ~ )  + F(~5~) gilt, folgt H ~ F ( ~ )  + 
+ F ( ~ ) .  Also schliel~t man 30 + ~ 0 ( 3 0 .  Da ferner 2 . F ( ~ ) =  F(2~j~), 
Y. F ( ~ ) =  F ( V .  ~a) gelten, folgen auch die fibrigen Eigenschaften. 3 ist 
daher zul~ssig: 

Satz 20. Die Mengen E~ seien R- Vektorr~ume, 3~ ~ ~ - ~ .  Dann ist (E, v) ein 
limitierter Vektorraum. Eine Linear]otto x' ist au/ E 9enau dann stetig, wenn 
x'/E~ /iir ~edes o: ~ I ~etig ist. 

Von besonderem Interesse ist der Fall einer Familie lokal-konvexer topo- 
logischer Vektorr/~ume, wie die folgenden zwei Beispiele zeigen: 

Beispiel 1: Es sei W der C-Vektorraum aller stetigen komplexwertigen 
Funktionen auf dem R" mit kompaktem Tr~ger. ~ sei die Menge aller kom- 
pakten Teilmengen des R". ~ ist eine Halbordnung bezfiglieh ( und auBerdem 
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geriehtet. Wx bezeichne den (komplexen) Vektorraum aller stetigen Funk- 
tionen R n -~ C mit Tr~iger in K. 0ffenbar ist (~ = 0 ~K. Betrachtet  man auf 

KEI~ 
jedem ~K die Topologie der uniformen Konvergenz, so wird diese durch die 
Norm II/ItK= supl/(x)l erzeugt, ist also lokal-konvex, separiert; aul~erdem 

xEK 
ist sie komptett. Sie sei v~. ~ sei der induktive Limes der T K auf (~. Der Dual- 
raum ~ '  von (W,T) ist der Raum der Masse auf dem R~; vgl. [6], eh. I. 

BeisTiel 2: ~Vir ersetzen ~ dutch den Unterraum ~ der C~-Funktionen 
R n ~ C mit  kompaktem TrKger; entsprechend sei ~K der Raum der C~-Funk - 
tionen mit Tr~ger in K. Wieder ist ~ = U ~K. Die Topotogie TK wird dureh 

K E f ~  

eine st~rkere aK ersetzt, indem man gleichzeitig die uniforme Konvergenz 
(in der natiirlichen Norm) aller Ableitungen verlangt; fiir Einzelheiten sei 
wieder auf  [6] verwiesen. Der induktive Limes a der aK a u f ~  ist eine separierte 
Limitierung (vgl. Satz 22 w. u.), ebenso ist F0a separiert (vgl. w. u. Satz 21, 
Satz 22). Der Dualraum ~ '  yon (~ ,a)  ist der Raum der Distributionen auf 
dem R ~ (mit skalaren Wel~ten). Es ist ~ C W und T2 ~ a; ferner liegt 9 in 
dicht. 

Wir kehren noch einmal zu den allgemeineren Betraehtungen dieses 
Abschnittes zur/ick. Es gilt der 

Satz 21. Es seien wieder (E~,T~) mit den Eigenscha/ten 1) bis 3) gegeben. 
Die E~ seien R-Vektorrdume und die T~ zul~issig. Dann ist die Topologie yJ°T 
der lokal-konvexe induktive Limes der lokal.konvexen Topologien ~po~: 

~0 (lim ~ )  == lira 0 ~oo ~ .  

Beweis: Wir wissen sehon, da~ FT die feinste Topologie auf E derart ist, 
dal3 (~T)E~g ~0~ fiir jedes u E I gilt. Nun ist der induktive Limes (im Sinne 
BcuRBn~:~s) der ~ 0 ~  lokal-konvex und ~ ~ ,  denn er ist die feinste lokal- 
konvexe Topologie, die auf jedem E~ eine Topologie g ~ o ~  induziert. Also 
ist l i m ° ~ ° ~ g  Fo~, da ~0~ die feinste lokal-konvexe Topologie _~ ~ ist. 

--> 

Andererseits ist aber F°v =< l i m ° ~ ° ~ ,  denn F0~ induziert auf jedem E:  eine 

lokal-konvexe Topologie ~ y~%, also auch ~ y~0~a. Daher ist schlieBlich 
~°v = l i m ° ~ ° ~ ,  wie behauptet  wurde. 

y~o~ ist mithin genau dann separiert, wenn der induktive Limes der Topo- 
logien ~po~ es ist. Ein hinreichendes Kriterium dafiir ist in dem folgenden 
Satz enthalten: 

Satz 22. I enthalte eine ab~hlbare kon/inate Teilmenge (o~)i~N, so daft 
~ ~_ ~ ~ /iir ~edes i gilt. Wir setzen E~= E~, v~= v~. Sodann sei ~po ~ ~ ~tE~= y~%~ 
]iir ~edes i. Sind dann die y~°~ t separiert, so ist es auch ~p°'c. 

Beweis: ~p°v ist der lokal-konvexe induktive Limes der Topologien v?°vl, 
wie wir eben sahen, l%rner ist nun E induktiver Limes einer aufsteigenden 
Folge yon Teilr~umen E~, sogar strikter induktiver Limes wegen v?°v~ +~IE,-- ~p°v~. 
Also ist y~o~ separiert. 
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Bemerkung 2: Die weiter oben angegebenen Beispiele erfiillen die Voraus- 
setzungen yon Satz 22, so dab insbesondere die Topologien ~0°T und  ~°a  
separiert sind. Man kann  daher  die S~tze yon Abschni t t  5 dieses Pa ragraphen  
anwenden, was in [6], ch. I I I ,  etwa bei der Definition der beschr/~nkten Mengen 
getan wird. 

Bemerkung 3." Der Satz  20 ges ta t te t  in der folgenden Weise die Definit ion 
tier direkten Summe l imitierter Vektorr~ume:  

a) Endliche direkte Summe:  Es sei (Ei,~ci) eine endliehe Familie yon  

limitierten Vektorr~umen.  Die direkte Summe E = ~ E i i s t  in natfirlicher 
i = l  

Weise z u / ~  E~ isomorph. Wir  bet rachten auf  E also die Produktl imit ierung.  
i 

Diese ist, wie man  leicht nachrechnet ,  fiir E zul/issig. 
b) Nun  sei E = $ E~, ]edes E~ ein Vektorraum.  Wir  nehmen an, jedes E, 

t e l  
sei mi t  einer zulfi.ssigen Limit ierung ~ versehen. D a n n  bezeichne I *  die Menge 
alter endlichen Teihnengen yon  I .  Fiir jedes L E I*  sei 

EL= ~ E~ 
tEL 

TL=: ]-~T~. 
~EL 

Dann  ist E der indukt ive  Limes der Unterr~ume EL, L E 1", beziiglich den 
natfirlichen Inklusionen. Es sei sodann T ..... lim T L. Wir  wissen, dab v E~ --E ist. 

Also ist (E, T) ein limitierter Vektorraum. Dieser heil~t die direkte Summe der 
Familie (E,, T,) : 

(E,,%) = ( $  E,,limvL) . 

Wir bezeichnen dann  T auch mit  ~ ~,. 

Sind alle T, lokal-konvexe Topologien und  n immt  man  l i ra% L ans ta t t  

imvL, SO wird ~ v~ zur /iblichen topologischen direkten Summe,  s. etwa 
*El 

BOVRBAKI, Espaees veetoriels topologiques, fase. de r~s., § 3, no. 17. 
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