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In der vorliegenden Arbeit unternehmen wir den Versuch, eine Theorie
der Konvergenz unabhéngig von der mengentheoretischen Topologie auf-
zubauen. Es ist bekannt, dafl schon vor ldngerer Zeit dhnliche Versuche unter-
nommen wurden (s. z. B. die #*.Strukturen bei Kurarowsty, Topologie 1.
Es scheint aber — und wird durch Beispiele sogar aus der Topologie kiar —
daf} es kaum gelingen kann, eine befriedigende Konvergenziheorie unter Ver-
wendung der {abzihlbaren) Folgen allein zu erhalten: die Beschrinkung auf
abzdhibare Systeme von Elementen ist bei Untersuchungen von dieser All-
gemeinheit nicht versténdlich. Man kénnte sich jedoch der Moore-Smithschen
Folgen bedienen, bei denen diese Beschrinkung wegféllt. Es schien uns aber
vorteilhafter, die Filtertheorie heranzuziehen, die sich ja in der mengen-
theoretischen Topologie als ein sehr niitzliches Hilfsmittel erwiesen hat. Die
Theorie der Relationen und Operationen fiir Filter ist von sehr elementarem
Charakter und bereitet keinerlei Schwierigkeiten, so dafl der ,,technische”
Aufwand denkbar gering wird. Wir erkléren also in geeigneter Weise einen
Konvergenzbegriff fir Filter, indem wir jedem Element einer Menge E eine
gewisse Menge von Filtern zuordnen, die zwei Forderungen rein algebraischer
Natur zu geniigen hat; die Filter der so dem Element x zugeordneten Menge
heilen dann konvergent gegen x. Durch die Angabe der in diesem Sinne
konvergierenden Filter wird auf F eine ,,Limitierung* definiert und £ heilit
dann ein Limesraum; es stellt sich dabei heraus, daf die Topologien spezielle
Limitierungen sind. Viele Begriffe und Sédtze der Topologie lassen sich ohne
weiteres auf die Limitierungen iibertragen, insbesondere in evidenter Weise
der Begriff der stetigen Abbildung. Diese Abbildungen ergeben wie im Falle
topologischer Rédume, wo wir den tiblichen Stetigkeitsbegriff zurtick erhalten,
eine Klasse von Morphismen der Limesrdume, so daBl man damit eine Kate-
gorie erhilt. Diese Kategorie ist additiv, wenn man sich auf abelsche Gruppen
und zuléssige Limitierungen beschrankt (s. § 3 fiir diesen Begriff); sie ist eine
abelsche Kategorie (mit direkten Produkten), wenn man als Morphismen nur
die Homomorphismen im engeren Sinne zulédft, die wie im Falle topologischer
Gruppen ausgezeichnet werden.

Zur Terminologie ist zu bemerken, daBl es uns unndtig schien, von ,,Pseudo-
konvergenz* und ,,Pseudostetigkeit” zu sprechen, wie dies etwa geschieht
(8. z. B. [6]), um nicht die Ausdrucksweigse unnotig zu komplizieren.
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Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit war ein Seminar {iber die Theorie
der Distributionen, wo sich das Bediirfnis zeigte, die dort auftretenden Kon-
vergenzstrukturen (‘“‘pseudo-topologies’) allgemeiner zu untersuchen. Es ist
mir eine angenehme Pflicht, an dieser Stelle den Herren Prof. R. NEVANLINNA
von der Universitdt, A. PFLUGER von der ETH in Ziirich fiir ihr Interesse
und ihre niitzlichen Bemerkungen meinen aufrichtigen Dank auszusprechen.
Ganz besonders aber gilt mein Dank Herrn Prof. B. L. vAN DER WAERDEN,
dessen viele kritische Bemerkungen fiir mich von grofer Wichtigkeit waren.

§ L. Limesriume

1.
Wir werden im folgenden von einigen elementaren Begriffen der Verbands-
theorie Gebrauch machen, so daBl wir diese hier — um vor allem die ver-

wendete Terminologie klar werden zu lassen — zusammenstellen. Im wesent-
lichen halten wir uns dabei an die Bezeichnungsweise von H. HermEs, Ein-
fithrung in die Verbandstheorie, Springer 1955.

Ein Verband ist eine Algebra 4 mit zwei kommutativen, assoziativen und
idempotenten Operationen A, V, die auBerdem der folgenden Bedingung
geniigen:

Firallea,baus dista A(bVa)=a=avVv (b A a).

Ein Verband heiit distributiv, wenn fiir A, V die Distributivitéitsgesetze
gelten. In einem Verband laft sich wie folgt eine Ordnungsrelation < ein-
fithren:

a = b gilt genau dann, wenn a=bAa (und also b=a Vb) ist. < ist
offensichtlich eine Ordnungsrelation.

Eine Menge A4 zusammen mit einer darin definierten Ordnungsrelation
heift eine Halbordnung. Gilt fiir irgendein Paar entweder o < b oder b < a,
s0 heiBt 4 eine Kette oder eine total geordnete Menge. Ein Element m einer
Halbordnung 4 heiit maximal (minimal), wenn aus m <a (@ < m) folgt
m = a. a, heit groBtes Element, wenn fiir alle ¢ gilt: a < a,; entsprechend
definiert man das kleinste Element. Gibt es in 4 ein groBtes Element, so ist
dieses das einzige maximale Element und also insbesondere eindeutig bestimmt.

Sei B eine nichtleere Teilmenge von A. 8 € A heillt eine obere Schranke
von B, wenn aus b ¢ B folgt b < s; hat die Menge S(B) der oberen Schranken
von B ein kleinstes Element s,, so heilt dieses die obere Grenze von B (in 4).
Eine Halbordnung 4 heifie vollstindig, wenn in ihr jede nichtleere Teilmenge
eine obere Grenze besitzt.

Eine Halbordnung 4, in der jede zweielementige Teilmenge {a, b} eine
obere und eine untere Grenze begitzt, die bzw. mit a V b, a A b, bezeichnet
seien, ist beziiglich A, V ein Verband. Die Verbénde stimmen mit solchen
Halbordnungen iiberein, wie man leicht einsieht. Ist ein Verband 4 beziiglich
der in ihm in natirlicher Weise gegebenen Ordnungsrelation vollstindig,
80 heiBt er ein vollstindiger Verband. Ein solcher besitzt ein gréfites und ein
kleinstes Element (mit 1 bzw. 0 bezeichnet), die die folgenden Relationen

erfiillen: ahN0=0,aV0=a;aAl=0aaV1i=1.
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Nun sollen zunéichst in Verbéinden, dann auchin gewissenallgemeineren Halb-
ordnungen, Teilmengen I als A-Ideale folgendermafien ausgezeichnet werden:

I heifit ein N-Ideal, wenn aus a, b in I folgt, dap auch a Nb € I ist und wenn
ferner mit a jedes b = a 2u I gehort.

Man zeigt ohne Mithe, daB diese Definition mit der folgenden dquivalent ist:

I Aistein N-Ideal, wenn a und b genau dann in I liegen, wenn a A bin I ist.

Ein A-Ideal heifit ein A-Hauptideal, wenn es aus allen b = ¢ zu einem
festen @ € 4 besteht. ¢ wird dann das erzeugende Element des Hauptideales
genannt und dieses selbst mit {a] bezeichnet.

Beim Beweis der Aquivalenz der zwei Definitionen des A-Ideales benutzt
man nur A und =. Daher ist dieser Beweis auch noch in solchen Halbordnungen
richtig, in denen irgend zwei Elemente eine untere Grenze haben, ohne daf}
immer auch eine obere Grenze existierte. NOoBELING [3] nennt solche Halb-
ordnungen ,,A-Vereine*. Wir werden im folgenden wesentlichen Gebrauch von
A-Idealen in solchen Halbordnungen machen, und zwar in der Halbordnung
der Filter auf einer Menge E. Wir fithren diese Halbordnung F () folgender-
mafen ein:

Es sei ¥ eine (nichtleere) Menge, P (#) die Potenzmenge. P (E) ist ein
vollstéindiger Verband beziiglich den mengentheoretischen Operationen N, U
des Durchschnittes und der Vereinigung. Zugehérige Ordnungsrelation ist die
Inklusion . Damit geben wir die folgende

Definition 1. Ein von P(H) verschiedenes (nichtleeres) n-Ideal in P(E)
heift ein Filter auf E.

Wir bezeichnen Filter mit grofen deutschen Buchstaben & &, ... . Ein
nichtleeres Mengensystem & aus P () ist mithin genau dann ein Filter auf &,
wenn es den folgenden zwei Bedingungen gentigt:

(Fl) 0 é 5’ 3

(Fy) 4 und B sind genau dann in &, wenn 4 N B € § ist.

9 bezeichnet dabei die leere Menge. Aus (F;) und (F,) folgt zunichst, daB
fir 4 €& und B ¢ § immer 4 N B 4 0 gilt.

Es sei also F(E) die Menge aller Filter auf E. F(E) ist eine Halbordnung
beziiglich der wie folgt eingefithrten Ordnungsrelation <: & < © bedeute die
mengentheoretische Inklusion § ¢ ®. Nach Definition ist F < ® genau dann,
wenn es zu jedem F ¢{F ein ¢ € ® so gibt, dal G CF. Man sagt daher fiir
F =< ®, & sel feiner als F (u. 4.) oder auch, ® sei Oberfilter zu &. Die maxi-
malen Elemente von F(E) heiBlen Ultrafilter auf E.

Man gelangt zu den Filtern auf einem zweiten Weg: Wir nennen Raster
{(NOBeELING) oder Filterbasis {BoumrBAXI) ein nichtleeres Mengensystem B,
das den folgenden Bedingungen geniigt:

(B) 4B,

{By) Zu B €8 und B’ ¢ gibt es ein B¢V, so da B C BN B

Betrachtet man nun das System aller Obermengen zu den Mengen aus
einem Raster B, so sicht man sofort, dafl es ein Filter auf F ist. Wir sagen,
dieser Filter werde von B erzeugt. Jeder Raster erzeugt mithin einen Filter.
Fiir Raster erkliren wir wie folgt eine Quasiordnung < :B < B’ gelte genau

20*
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dann, wenn jedes B ¢ B ein B’ €B’ enthdlt. Man sagt dann, B’ sei feiner als
B. Fiir Filter erhdlt man die frithere Ordnungsrelation zuriick. Die Kon-
junktion von B =B’ und B’ =B (fiir Raster) ist eine Aquivalenzrelation (die
nicht die Gleichheit zu sein braucht), gelesen: B und B’ sind gleichfein. Gleich-
feine Raster erzeugen denselben Filter; umgekehrt sind irgend zwei Raster,
die denselben Filter erzeugen, gleichfein. Man hat mithin eine umkehrbar
eindeutige Beziehung zwischen Klassen gleichfeiner Raster und Filtern auf #.

Jede nichtleere Teilmenge 4 von E ist ein Raster (bzw. korrekter: defi-
niert den Raster {4}) auf & und erzeugt daher einen Filter [A], ndmlich das
von A in P(E) erzeugte N -Hauptideal. Ist 4 insbesondere einelementig:
A = {x}, so ist [{z}] ein Ultrafilter auf E, wie man sofort zeigt. Wir bezeichnen
diese Ultrafilter in der Folge immer mit & (usw.) und nennen sie die z-Ultra-
filter (z ¢ B). Allgemeiner zeigt man mit Hilfe des Zornschen Lemmas, daB
zu jedem Filter & ein Ultrafilter U (F) existiert, der feiner als ¥ ist. SchlieBlich
ist fiir jeden Ultrafilter U der Durchschnitt aller U ¢ U héchstens einelementig;
er ist genau dann einelementig, wenn U ein z-Ultrafilter ist. Fur all dies und
die weiteren Eigenschaften der Filter, die wir noch verwenden werden, sei
auf [1], ch. I, §5, [3,4,5] verwiesen.

Nun seien &, & Filter auf E. Die untere Grenze & A ® existiert immer
und ist der von den Vereinigungen F ' G gebildete Filter, der gleich dem
mengentheoretischen Durchschnitt F & ist. F(E) ist also eine Halbordnung,
in der irgend zwei Elemente immer eine untere Grenze haben. Die obere
Grenze § V & zweier Filter existiert genau dann, wenn fiir alle F ¢ § und alle
G ¢® gilt: F G < 0; sie besteht dann gerade aus diesen Durchschnitten.
Ist (F).cr eine beliebige Familie von Filtern, so existiert immer die untere

Grenze inf@, oder NF,. Sie wird von den Vereinigungen U F, F,¢&, er-
: tel
zeugt. Die obere Grenze sup &, existiert genau dann, wenn jede endliche Teil-

i
familie von (§),c ; eine obere Grenze besitzt und wird dann von den endlichen

V4
Durchschnitten N F, erzeugt.
i1

Nun sei 4 eine Teilmenge von &, § ein Filter auf F. Sind alle Durchschnitte
F A+ 9, so erzeugen sie auf 4 einen Filter §', den wir den von § induzierfen
Filter nennen wollen {,,Spur von § auf 4° bei BourBAKI). Anstelle von &'
verwenden wir die Begzeichnungen o,& und &, fiir den von § induzierten
Filter. o4 : & — & 4 ist eine Abbildung auf F(4): sei ndmlich §’ ein Filter auf 4.
Dann ist §' ein Raster in £ und erzeugt dort einen Filter F(F'). Offenbar ist
o4 F (&)= o, ist eine A-treue Abbildung aus F(E) auf F(4); sie ist auch
V-treu in dem Sinne, daB o, (F V &) =0,F V 0,4 ist, sofern diese oberen
Grenzen existieren. Insbesondere ist also o4 ein Ordnungshomomorphismus
aus F(E) auf ¥F(4). Wir fithren noch die Bezeichnung ¥, (E) fur diejenige
Teilmenge von F(E) ein, die aus den Filtern besteht, fiir die o4& existiert.
& ¢ F,(E) ist also gleichbedeutend damit, daBl F N4 = 0 fir alle F ¢ & gilt.
Offenbar ist F, () A-abgeschlossen und enthilt mit & auch jedes ® = &.

Fiir alles weitere sei auf die schon zitierte Literatur verwiesen.
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2.

Es sei £ eine nichtleere Menge, F(E) die Halbordnung der Filter auf E.

Definition 2. Eine Abbildung v von E in P(F(E)) heifft eine Limitierung
auf B, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

(Ly) Fiir jedes x ¢ E ist v ein A-Ideal in ¥ (E).

(Ly) Fiir jedes x € E ist & € tx.

Ist & € T, so sagen wir, § konvergiere gegen z (beziiglich t) und z sei
Limes von . Wir schreiben dafiir, sofern daraus keine Mehrdeutigkeiten ent-
stehen, auch etwa § — x und nennen § einen z-Filter.

Das Paar (H, 7) heiBit dann ein Limesraum.

Wir bezeichnen das System aller Limitierungen auf ¥ mit 7 (E) oder ein-
facher J und schreiten zundchst zur Auszeichnung zweier Teilsysteme 57, 7,
sodal T ,CT,CT gilt:

{Ls) 7 €7, bedeute, daB 7x fiir jedes ¢ # ein A-Hauptideal ist. Das
erzeugende Element von rx wird dann mit B{x) bezeichnet und etwa Um-
gebungsfilter von « beziiglich v genannt.

Fiir eine solche ,,Hauptideal-Limitierung® ist & € vz mit §F =3 (x) gleich-
bedeutend. Offensichtlich ist 7, C.7 .

Erfillt nun v € .77, zusétzlich die Bedingung

(Ly) Zu jedem V <B(x) gibt es ein W cB(x), so dab aus y ¢ W folgt
Ve B(y),
so ist 7 offensichtlich eine Topologie auf E. Das System 7, aller Topologien
ist also ein Teilsystem von 7 C7 . Insbesondere ist daher 9~ nicht leer und
enthilt sogar, wenn E unendlich ist (was wir immer voraussetzen wollen),
unendlich viele Elemente. Man kann nun zwei Elemente von J unmittelbar
angeben: zundchst sei ¢ durch dz = {#} fiir jedes z ¢ & definiert. Offensicht-
lich ist § €¢.7. Bekanntlich ist ja sogar 8¢9, : 8 ist die diskrete Topologie
auf E. Ein zweites (triviales) Element von 9, das ebenfalls eine Topologie
ist, erhdlt man, indem man setzt: ax = [[E]]. « ist dadurch charakterisiert,
dal} jeder Filter auf & beziiglich « gegen jedes x ¢ E konvergiert, denn offenbar
ist oox = F (&) fiir jedes z ¢ E.

Zu jedem 7 ¢ . 1iBit sich in wohlbestimmter Weise eine Topologie auf E
konstruieren, was wir in zwei Schritten durchfiihren :

Sei v ¢ 7", Dann existiert in F(Z) die untere Grenze B (z) aller Filter von
T2, die im allgemeinen nicht zu t« gehort. Das durch B (x) erzeugte Haupt-
ideal in F(#) ist jedoch durch rz eindeutig bestimmt; die Familie dieser
Hauptideale definiert eine Limitierung y7 auf E, fiir die offenbar y7¢.7,
gilt. Die so konstruierte Abbildung y: .7 — 7 ist ,,idempotent™: po p= v,
woraus insbesondere folgt, dafl y epijektiv ist?).

Der zweite Schritt erfordert die

Definition 3. Es set v ¢ .J . Eine Teilmenge A C E heifit t-offen, wenn aus
x € 4 folgt, daB A ¢§ fiir jedes F € vz gilt.

1) Wir schlieBen uns der neueren Terminologie BourBakts und seiner Mitarbeiter an

und nennen eine Abbildung @ injektiv, wenn sie eineindeutig, epijektiv, wenn sie -auf,
bijektiv, wenn sie beides ist.
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Man sieht sofort: Genau dann ist 4 v-offen, wenn 4 yr-offen ist, was
wiederum damit gleichbedeutend ist, daf es zu jedem xz ¢ 4 ein V ¢B(a)
= inf { so gibt, dal V C 4 ist.

Tz

Sei nun M,= M,, das System aller 7-offenen Mengen aus E. I, geniigt
den Axiomen fiir die Systeme offener Mengen in topologischen Ridumen:

Sei N ein beliebiges Teilsystem von N, N, die Vereinigung aller N ¢ R.
Dann ist Nye M,. Ist ndmlich x € N, so gibt es ein NV ¢ N derart, dal z ¢ N
ist. Daher ist dann N ¢ (z) und, da N C N, und B (z) ein Filter ist, N,¢ B(x).
Insbesondere ist also 6 ¢ M,. Ferner sei (N;) eine beliebige endliche Teil-
familie von M,. Wir kénnen 1 N, + 0 annchmen. Ist dann z € N N, so sind

3
alle N3 (z) nach Voraussetzung, also, daB(z) ein Filter ist, auch NN, ¢
€D (x), woraus folgt, daB N N, ¢ M, ist. Insbesondere ergibt sich, daBl £ ¢ IR,
ist. Das System M, definiert mithin eine Topologie & 7= w(y7) auf K. Die
Abbildung w: 7, I, die wir so erhalten, ist wieder epijektiv, wie sofort
aus w o w = w folgt. ZusammengefaBt kinnen wir also sagen:

Satz 1. Jeder Limitierung v € .7 Lift sich in eindeutiger Weise eine Topo-
logie b1 = w{yp1) auf E zuordnen und man erhilt so gerade alle Topologien
auf K.

Die Limitierungen sind schwichere Strukturen («struetures moins riches»,
Boureaxi) als die Topologien, und zwar im allgemeinen — wie sich spiter
herausstellen wird — echt schwicher,

3.

Wir erkliren in .7 eine Ordnungsrelation = durch die

Definition 4. Es seien 7, v/ in J . v = t' bedeutel, daf} fiir jedes x ¢ E die
Inklusion v x Ctx ¢ilt. Wir sagen dann, 1° sei feiner als v oder auch, es sei
stirker als 1.

Die von < auf 7, induzierte Ordnung stimmt mit der {iblichen Anordnung
von Topologien fiberein: Dazu ist zu zeigen, daB v < 1* fiir irgend zwei Topo-
logien 7, t* auf B mit M, C M,. gleichbedentend ist. Nun wird aber vz von
einem Filter U(x) erzeugt. Eine Basis von U(z) (,,Umgebungsbasis* von x)
erhilt man in allen M € M, die = enthalten. Diese M gehoren aber zu M.,
sofern M, C M, ist, so daB jede r-Umgebung von z eine 7*-Umgebung von «
ist. Das ergibt U(x) < U*(x), d.h. v*2 C 1 2. Umgekehrt bestehe diese In-
klusion fiir jedes o ¢ E. Dann ist U(z) = U* (). Ist dann M ¢ M, und 2 ¢ M,
so folgt aus M ¢ U(z) sofort M ¢ U*(x), d.b. schliefilich M ¢ M,., also
M, C M,+. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Uber die Abbildungen 1, w von Abschnitt 2 1Bt sich nun noch etwas
mehr aussagen:

Satz 2. Essei v €. Dann ist v = yr = o(yp1).

Beweis. Tx{y1)x ist klar, da V(x) = F fiir jedes & € v« ist, wenn
wiederum V(x) das erzeugende Element von (y7) z bezeichnet. Sei nun
T €J,. Wir zeigen w7 < 7: es seien B(x), U(x) die erzeugenden Klemente



Limesrdume 275

von tx bzw. (wt) . U(z) wird erzeugt von den r-offenen Mengen, die = ent-
halten, also zu V(x) gehdren. Das ergibt U(z) £V (x) und damit die Be-
hauptung.

Die Halbordnung J ist ein Verband.

Wir setzen nédmlich:

(tVojez=1txhozx,

{t A 6) x = das von Tz oz erzeugte N-Ideal in F(X).

Man sieht leicht, dafl V, A tatsdchlich obere und untere Grenze in 7 be-
deuten. Man schlieft nun leicht, dafl fiir eine beliebige Familie von Limi-
tierungen, (1,), ¢ 7, immer die obere Grenze sup 7, und die untere Grenze inf 7,

existieren, so dafl 7 ein vollstdndiger Verband ist. Das gréfite Element von
g ist die schon angegebene diskrete Topologie, wie unmittelbar aus ihrer
Definition und (L,) folgt. Das kieinste Element ist ebenso offensichtlich die
Topologie a.

Wir konnen nun den Satz 2 weiter verschirfen zu dem

Satz 3. Die Topologie &= w{yt) st die feinste Topologie auf X, die
schwicher ist als T.

Beweis: Zundchst zeigen wir, dal yv die feinste Hauptideal-Limitierung
ist, die schwicher ist als 7. Sei wieder (y 7) # = [B(x)]. Sei ferner 1*¢ .7,
* 1 = [O* (x)], so gewdhlt, daBl t* < v gilt. Wegen 7 x C 7« ist dann V* (x)
eine untere Schranke von 7x. Nun war aber 8 (x) die untere Grenze von tz,
so dafl sich B* (x) <V (x) fiir jedes x € B ergibt, d. h. [V (x)] C [B*(2)]; daher
ist v* =< yt, wie behauptet wurde.

Nun sei ¢ € 7,. Wir zeigen, daBl wo die feinste Topologie auf F ist, die
weniger fein als ¢ ist. Es seien nidmlich oz = [O(2)], (wo) z= [U(x)] und
es gei t* eine Topologie = o, 1™ x = [U*(x)]. Wegen 7* < ¢ ist jede r*-offene
Menge auch noch g-offen, denn « ¢ M hat M ¢ U* (x) zur Folge, also M ¢V (x)
wegen U*(x) <V (x). Daraus ergibt sich unmittelbar U*(x) < U(x), weil ja
U(x) von den g-offenen Mengen erzeugt wird, die « enthalten. Also ist 7* = wo.

Daraus folgt nun leicht die Behauptung des Satzes, wenn man beachtet,
dafl fiir jede Limitierung v gilt: ist 1" eine Topologie < 7, so ist T/< 7.
Dies folgt ndmlich wegen J (.9 unmittelbar aus dem ersten Teil des Be-
weises. Damit ist der Satz 3 bewiesen.

4.

Es ist in den hier behandelten Strukturen méglich, Prennungsaxiome ein-
zufithren. Wir erwihnen an dieser Stelle die folgenden zwei

(T) Istx+y,soist gy,

(Ty) Istz 9y, s0ist ranty=0.

Das zweite dieser Axiome bedeutet die Eindeutigkeit der Limites. Ein
Limesraum (B, 1), in welchem (T,) erfiillt ist, heifle separiert. Auf topologischen
Réumen stimmen (T,) und (T,) mit den Trennungsaziomen von FrEcHET
bzw. HaUSDORFF itberein: Sei 7 € F . (T,) bedeutet dann, daB y nicht Ober-
filter zu U(x) ist, d. h. daB U(x) ¢ ¥ ist. Daher gibt es ein U ¢ U(x), so daB
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U ¢y, d.h. y ¢ U ist. Die Umkehrung ist ebenso trivial. Wir zeigen noch die
Aquivalenz unseres Axiomes (T,) mit dem Hausdorffschen Trennungsaxiom:
Sei £ ein Hausdorff-Raum, z 4 y und § = U(x). Nach Voraussetzung gibt
es ein U € U(z) und ein V € U(y), so daB U V= 0 ist. Also existiert kein
gemeinsamer Oberfilter zu U(x) und 2U(y). Insbesondere ist daher { ¢ ty.
Umgekehrt sei e Nty = 0 filr £ &= y. Wire dann U n V = 0 fiir alle U ¢ U(x)
und V € U(y), so existierte U(z) V U(y) = H und es wire  c Tx Nty ent-
gegen der Voraussetzung.
Es gibt separierte Limitierungen, ndmlich etwa die diskrete Topologie.

Nun sei 4 eine nichtleere Teilmenge von E. Wir haben in Abschnitt 1
die Abbildung ¢, : F,(B)— F(4) eingefiihrt und gesehen, dafl sie A-treu und
epijektiv ist.

Wir wollen nun die von t ¢ J auf A induzierte Limitierung konstruieren:

Wir behaupten zunédchst, daB & ¢ 7o N F ((#) genau dann gilt, wenn x ¢ 4
ist. Sei ndmlich z € 4, £, der =z-Ultrafilter auf 4, der aus allen Teilmengen
von A besteht, die « enthalten. Auf ¥ ist £, ein Raster, der gerade & erzeugt,
da A € & ist. Dann ist aber g 44 = &4 und mithin & € T2 F((#). Umgekehrt
sei & € te NF4(H). Das bedeutet, dafl X N 4 = 9 fir jedes X ¢ 2 gilt, woraus
offensichtlich = ¢ 4 folgt. Wir kénnen somit fiir jedes ¢ A die Menge
o4{ta NF (E)) CF(A) betrachten, die dannnicht leer ist. Damit geben wir die

Definition 5. Fiir jedes x € A sei 1,2 das von der Menge o4(tanF4(E))
in F(A4) erzeugte N-Ideal. Dann ist T4 eine Limitierung auf A und heifit die von ©
induzierte Limitierung.

Die Abbildung 7 — 74 von 7 (E) in 7 (4) sei mit ¢ 4 bezeichnet.

Da o4 ein A-Homomorphismus ist, o, (r2x "F4(E)) mit F'= o,F und
&' = 0,GalsoauchF A &'= g, (F N ©) enthilt, besteht 14 x aus allen Oberfiltern
zu den Filtern aus o4(rx nF4(E)): ¢ 742 gilt dann und nur dann, wenn
ein H € rxNF (&) so existiert, daBl H'= 7,49 ist. Dann ist aber der von 9’
auf F erzeugte Filter F' ($') Oberfilter zu $, also selbst in 72 " F 4 (#),daerin Tz
liegt und o, F(9')= 9, d. h. F(H') € F(E) ist. So ergibt sich der

Satz 4. Fiir ein §'¢ F(A) gilt F'¢ 142 dann und nur dann, wenn der von §F'
auf B erzeugte Filter F(F') in T liegt. Man sieht unmittelbar, daf mit T auch 74
separiert ist.

Fiir eine beliebige Familie von Filtern aus F, (E), (§).cp, ist 04 ﬂFL)
= NayF, denn ¢ A( n &) wird von den Mengen ( UF,) N4, NoyF, hin-
gegen von den Mengen U (F,nA) erzeugt, was offenbar dasselbe ergibt.

Daraus folgt zunidchst, daB o, die Teilmenge 7, (¥) in J,(4) abbildet.
Sei 7 ¢ 7, (H), tx= [B(x)]. Dann ist 142 = {0,V (x)]4. Erfiillt B(z) auber-
dem die Forderung (1), so tut dies auch noch ¢, B(z). Fiir ein v ¢ T ((E)
ist ndmlich ¢ 4t nichts anderes als die induzierte Topologie (Relativtopologie)
auf 4.
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5.

Der durch Def. 2 gegebene Konvergenzbegriff fiir Filter gestattet es nun,
den Begriff des adhdrenten Elementes einzufiithren:

Definition 6. Sei v € T (E). x ¢ E heipit adhirent an den Filter F, wenn ein
Filter ® = § so existiert, dafl ® ¢ T« ist.

Die Menge aller an einen Filter § adhédrenten Elemente von E heilit seine
Adhiérenz und wird mit «({) bezeichnet. Aus der Definition ergibt sich leicht,
daB ® =< §F die Inklusion a(F)C «(®) zur Folge hat. Ist 2 ein Ultrafilter, so
umfafBt «(U) genau die Limites von U, da es keine echten Oberfilter zu U
gibt. Es gilt:

Satz 5. Ist T separiert und & € T2, so ist a(F) = {«}.

Beweis: Gesetzt, es gibe in a(F) ein y 4 x, so existierte nach Definition
ein ® =2 in 7 y. Andererseits wire aber auch ® ¢ 7z, also & ctxntTy
entgegen der Voraussetzung.

Satz 6. Seien o=tV *, o, «F und o° die bzw. Adhdrenzen. Fiir jedes
& ¢ F(E) gilt dann o°(F) C o (F) Mo ().

Satz 7. Fiir jede Limitierung gelten:

a(F) v a(®)Ca(F A G)
a(F)Nal®)=a(F V), falls FV & existiert.

Beweis: Die erste Inklusion ist vollig trivial. In der zweiten ist o () N
Na(®)Da(F V ®) ebenso trivial. SchlieBlich sei « € a(F) N «(®). Dann
existiert ein $ = F, ® in 7. Also ist auch H =F V @, somit z € x(F V &).

Es sei noch gezeigt, dafl Def. 6 auf einem topologischen Raum mit der
itblichen Definition der Adhidrenz eines Filters zusammenfillt. Sei also E
ein topologischer Raum. Fiir M C E bezeichne M die Adhirenz (abgeschlossene
Hiille) von M. x ¢ M bedeutet demnach, daB U n M = 0 fiir jede Umgebung
U von z ist. Ist § ein Filter auf E, so heiBt x adhirent an &, wenn x ¢ F fiir
jedes F ¢ &, also ¢ N F ist. Dann ist aber U N F <+ 0 fiir alle F ¢ und alle

&
U ¢ U(x), so daB U(x) V F existiert. Dieser Filter konvergiert gegen x. Also
ist € 2({F). Umgekehrt sei® 2 Fund ® ¢ 12,d. h. & = U(x). Dann existiert
U(z) VF, so da UNF =0 ist fiir alle U € U(x), F ¢F, also z ¢ N F, was zu
&

zeigen war.

Definition 7. Ein Limesraum (E, 1) bzw. die Limitierung v heifle kompakt,
wenn die folgende Forderung erfiillt ist:

(C) Fiir jedes & ¢ F(E) ist a(F) + 0.

Im Gegensatz zu BOURBAKI verlangen wir hier nicht gleichzeitig die Giiltig-
keit von (T,). Man sieht nun:

Genau dann ist v kompakt, wenn die folgende Forderung erfiillt ist:

(C") Jeder Ultrafilter auf ¥ konvergiert.

Ist ndmlich v kompakt, so ist a(U) 4= 0 fir jeden Ultrafilter, so dafl diese
alle konvergieren. Umgekehrt sei (C') erfiillt. Zu jedem & ¢ F(E) gibt es einen
Ultrafilter U(F) = &, der nach Voraussetzung konvergiert. Daher ist o (F) == 0.
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Es folgen nun:

Satz 8. 1 sei kompalkt. Ist ¢ < 7, s0 ist auch o kompakt.

Die Aussage ist evident wegen o () C o2 (F).

Satz 9. Es sei v € T, kompakt und separiert. Ein Filter § konvergiert
genau dann beziiglich v, wenn seine Adhdrenz einelementig ist.

Beweis: Die Bedingung ist notwendig nach Satz 5. Sie ist auch hinreichend.
Es sei namlich o (F) == {x}. Wir miissen § =3 (z) beweisen, wenn B (x) wieder
das erzeugende Element von 7z bezeichnet. Ist U ¢ U (x), so geniigt es dazu,
die Existenz eines F ¢ F nachzuweisen, fiir das Fne U= 0 ist?). Gesetat
nun, es wire immer F ¢ U < 0, so erzeugten diese Durchschnitte, wenn F
ganz & durchliuft, einen Filter &, der wegen der Kompaktheit von v einen
adhérenten Punkt y hédtte. Wir zeigen y & x:y € «(®) bedeutet GV =0
fiir jedes G € ® und V ¢B(y). Wire x = y, so miibte insbesondere G\ U = 0
fiir jedes @ € G, also auch fiir F ne¢ U sein, was absurd ist. Daher ist y == z.
Nun ist aber & = F wegen Fnc U CF, also y € a{F) entgegen der Voraus-
setzung o) = {z}. Damit ist gezeigt, daB & konvergiert.

Ausg diesem Satz ergibt sich der

Satz 10. Hs sei v € 7. Ist v kompokt, 7% < 7 und t* seporiert, so ist v*= 1.

Beweis: Zunichst ist t* kompakt und 7 separiert. Ferner ist «(F) C o* (F).
Sei dann §F € 7%z, Nach Satz 5 ist o*(F) = {«}. Da «(F) & 0 nach Voraus-
setzung gilt, folgt «({F) = {}, so dafl nach Satz 9 der Filter F gegen x bezliglich
7 konvergiert. Daher ist 1* 2 C v« fir jedes z ¢ B, d. h. 7 < 7*, woraus die
Behauptung folgt.

Korollar. t sei eine kompakte Topologie auf E, t* eine separierte Limi-
tierung, so dafl T < T ist. Dann ist v*= 7, 1* also insbesondere eine Topologie.

6.

Ist 7 eine Limitierung auf E, so gestattet 7 die Definition eines ,,Hiillen-
operators’ in der folgenden Weise:

Fiir 4 C F sei zunichst £ 4 die Menge aller Limites in £ von Filtern auf 4,
d. h. genauer: z € ¢4 bedeute die Existenz eines solchen &, ¢ F(4), daBl der
davon auf E erzeugte Filter F/(F ;) gegen = konvergiert.

Zweitens sei, wenn () wieder die Adhérenz des Filters §F bedeutet, fiir
jedes 4 CE gesetzt: nd = o([4]). Explizit bedeutet dies: = € 4 ist gleich-
bedeutend mit der Existenz eines Filters F € 12, sodaB F=[4],d. h. 4 ¢F
ist. Nun ist immer ¢4 = n4: sei einmal z ced, also F(F,) € va fir ein
geeignetes § 4 € F(4). Offenbar ist dann F(F,) = [4] und also z € 4. Um-
gekehrt sei « € nA. Es gibt ein § € 72, s0 dal 4 ¢{ ist. Also induziert &
einen Filter G, auf 4 und es ist klar, daBl F(F, ) = F, also F(F,) € Ta ist.
Das ergibt nun x € ¢ 4. Wir setzen daher:

A=ed= n4.

Man folgert in einfacher Weise den

Satz 11, x ¢ 4 ist gleichbedeutend damit, daf ein & € Tx so existiert, daff
FNA <0 firale F ¢ gilt.

2) ¢ U bezeichnet das Komplement von U in E.



Limesraume 279

Daraus ergibt sich

Satz 12. Die Abbildung A — A von B(E) in sich hat die folgenden Eigen-
schaften:

(16=8,

(2) AC A fiir jedes ACE ,

(3) Aus ACB folgt ACB,

(4) A" BCANB und AUBCATB.

Die Verifikation dieser Beziehungen ist unmittelbar und wird hier nicht
ausgefithrt.

Satz 13. Sei v € ;. Dann ist x ¢ A gleichbedeutend damit, daff UNA &8
sst fiir jedes U ¢ V{x).

Bewets: Trivial wegen B(z) = NF.

TZ

Definition 8. 4 heifit die Adhiirenz von A beziiglich ©. Ist A = A, so heifit A
1-abgeschlossen,.

Satz 14. Genau dann ist A v-abgeschlossen, wenn ¢ A T-offen ist.

Beweis: Sei x €cd, d.h. x ¢ 4, 4 r-abgeschlossen. Ist dann & € 72, so
kann nicht F n 4 5 @ fir jedes F ¢ § gelten, denn sonst wire x ¢ 4. Es gibt
also zu jedem § € rx ein Fyc §, s0 da Fynd =0, d. h. FyCed ist. Also ist
cA4 € fir jedes F € Tz, was bedeutet, dall c4 r-offen ist.

Umgekehrt sei B t-offen, 4 = ¢B. Es gei dann z € A. Gesetzt, es wire
x ¢ A, also z € B, so wire nach Voraussetzung B ¢ § fir jedes & € 7x. Also
gibe es in jedem Filter F € T eine zu A fremde Menge, ndmlich B. Das wider-
spriche der Annahme z € 4.

Mit anderen Worten bedeutet der Satz, dafl die 7-abgeschlossenen Mengen
gerade die @ v-abgeschlossenen Mengen sind, die also ebenso wie frither die
t-offenen Mengen zur Definition von & 7 verwendet werden kénnen.

Satz 15. Ist T separiert, so ist fiir jedes x die Menge {x} abgeschlossen.

Beweis: Sei y ¢ {z}. Es gibt ein § = # in 7vy. Nun ist aber F = 2, da &
ein Ultrafilter ist und & € Tz. Aus der Separiertheit von 7 folgt daher y = «.

Korollar. Ist v separiert, so erfiillt & v das erste Trennungsaziom.

Beweis: Die abgeschlossenen Mengen sind fiir 7 und & v dieselben. Ins-
besondere ist fiir jedes « ¢ £ die Menge {«} & r-abgeschlossen.

Es seien 7, ¢ Limitierungen auf K, A, A° die zugehorigen Adhirenzen.
Ist © < ¢, so gilt 4°C A%, wie man unmittelbar einsieht. Insbesondere folgt
daraus, dafl jede t-abgeschlossene Menge auch g-abgeschlossen ist. Zwei ver-
schiedene Limitierungen konnen aber sehr wohl dieselben abgeschlossenen
Mengen haben (etwa 7 und @ v!), wihrend zwei Topologien bekanntlich
gleich sind, wenn sie dieselben abgeschlossenen Mengen haben.

Nun sei B eine Teilmenge von F, 1ty die von t auf B induzierte Limi-
tierung. Dann gilt fiir 4 C B:

d5=A"NnB.
Ist nimlich x ¢ A%, so gibt es ein Fpc vz, so daB F' N4 +0 fir jedes

F’ ¢ §p. Also ist dann auch F N 4 4 0 fiir jedes F € F (Fp). Wegen F(Fp) € 7o
bedeutet dies, daB x ¢ 4A* ist. Umgekehrt sei x ¢ 47N B. Es gibt also ein
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& € v, so daB F A 4 0 fir jedes F ¢ & ist. Dann ist aber auch F N B 40,
so daB & einen Filter Fp auf B induziert, der dort gegen x konvergiert. Also
ist # € A5, da ja F' N A < 0 fiir jede Menge F' (= F N B) ¢ &, gilt.

Definition 9. Sei t eine Limitierung auf E. Eine Teilmenge A von E heifit
r-dicht in E, wenn A= E ist (d. k. wenn sie beziiglich & © in E dicht liegt).
Allgemeiner heipe die Teilmenge A dicht beziiglich der Teilmenge B, wenn B A
18t

Fiir Topologien stimmen diese Begriffe offenbar mit den iblichen @berein.

Es sei noch an zwei Beispielen gezeigt, wie topologische Eigenschaften
suf Limitierungen ibertragen werden konnen:

a) Eine Limitierung v heiBit reguldr, wenn mit & auch der von den Ad-
hiirenzen F erzeugte Filter § gegen x konvergiert. Das ergibt fiir Topologien
den iiblichen Begriff: Eine Topologie heillt reguldr, wenn fiir jedes 2 gilé,
daBl es zu jeder Umgebung U von z eine Umgebung V von x derart gibt,
daB ¥V C U ist. Dann ist alsoDB (z) = B («) fiir jedes z. Da§ — z gerade § =B ()
bedeutet, folgt dann § =B (x), also §F — x. Umgekehrt sei F - x fiir jedes
& — x und jedes z. Da insbesondere B (x) — z gilt, folgt@(x) =B ().

b) Eine Limitierung v heilt normal, wenn die Topologie @ 7 es ist.

Wir gehen hier nicht néher auf andere Eigenschaften der bisher definierten
Limesrdume ein.

7.

Es sei in diesem Abschnitt immer 7 € .77, Es gilt der

Satz 16, Genau dann konvergiert ein Filter § gegen x, wenn jeder Ultra-
filter, der feiner als (§ ist, gegen x konvergiert.

Beweis: Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. Sie ist aber auch
hinreichend, denn jeder Filter ist der Durchschnitt aller Ultrafilter, die feiner
als er sind. Wenn also jeder solche Ultrafilter gegen x konvergiert, so tut dies
wegen 7 € J, auch noch .

Der Satz gilt natiirlich insbesondere fiir Topologien. Von da her ergibt
sich eine andere Methode, allgemeinere Konvergenzstrukturen zu definieren:

Man definiert die Konvergenz folgendermalBlen: Es sei eine Relation ¢
zwischen den Ultrafiltern auf ¥ und den Punkten von £ gegeben, von der nur
verlangt wird, daf} fir jedes « ¢ E g (&, x) richtig ist. Dann sagt man, der Filter
& konvergiere gegen x ¢ B, wenn fiir jeden Ultrafilter 1 = F die Relation
g (U, z) besteht.

Die Theorie dieser Konvergenzstrukturen findet sich in der Arbeit “Con-
vergences” von G. CHOQUET (Ann. Univ. Grenoble, 1947/48), auf die ich
freundlicherweise von Herrn L. Scewarrz aufmerksam gemacht wurde.
Der Vergleich der Theorie von CHOQUET mit unseren Limitierungen ist nicht
ganz einfach durchzufiithren. Eg laft sich vorerst etwa folgendes dazu sagen:

Eine Konvergenzstruktur im Sinne von CHOQUET (“pseudo-topologie”) ist
im allgemeinen nicht eine Limitierung. Ist namlich gz die Menge aller Filter
& € ¥ (&), so daB o({F, ) gilt, so ist g nicht unbedingt ein A-Ideal, da die
untere Grenze zweier Filter aus g # nicht zu g« zu gehoren braucht.
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Umgekehrt giit der Satz 16 im allgemeinen nicht fiir beliebige Limitie-
rungen, sondern erst fiir die Hauptideal-Limitierungen, so dafl ein 7 ¢ 7, das
nicht in 7 liegt, nicht durch eine Relation g nach CroQUET definiert werden
kann. Dies gilt erst in .7;; die Hauptideal-Limitierungen stimmen mit den
bei CHOQUET s0 genannten ‘‘pré-topologies” iiberein (loc. cit. no. 6, p. 83).

Wir entnehmen der erwidhnten Arbeit noch den folgenden

Satz 17. Sei E eine Menge. Es sei eine Abbildung A —~ A der Potenzmenge
B(E) in sich gegeben, die die folgenden zwei Eigenschaften hat:

(1) A(A fiir jedes A ¢ B(E); B=8,

(2) A BC AU B fiir alle A, B aus B (E) .

Nun sei U ein Ultrafilter auf E. U heiBle konvergent gegen x ¢ K (in Zeichen:
o (U, z)), wenn z ¢ U fur jedes U €U gilt. Dann definiert g eine Hauptideal-Limitie-
rung t auf B, fiir die die Adhirenz 4 — A7 gerade mit 4 — A iibereinstimmt.

Beweis: Wir geben zunéchst fiir jedes x ¢ B den ,,Umgebungsfilter” T {x)
an: B(x) bestehe aus den Komplementen derjenigen Teilmengen 4 von #,
fiir welche x ¢ 4 ist. Das heift: V ¢ B(x) ist gleichbedeutend damit daB
z¢cV ist. B(z) ist ein Filter, denn ist V ¢V (x), so ist ¥V =0 wegen x ¢ V,
das aus % € c{c V) vermdge (1) folgt. Sind U und V inB (), so auch ihr Durch-
schnitt, denn ist 2¢cU und x¢cV, soist z¢cVuelUceVue U = c(Un
‘NV), woraus U NV ¢ B(x) folgt. Ist schlieBlich U ¢B(z) und UV, so ist
V ¢B(x) wegen ¢V CcU, woraus vermoge (2) ¢V CcU folgt, also z4cV.
Wir haben schon gesehen, daf3 B (z) < £ ist. Also ist 7: 2 [V (x)] eine Haupt-
ideal-Limitierung auf £. Nun zeigen wir: Fiir einen Ultrafilter U sind o (U, z)
und U =B(z) gleichbedeutend. Sei zunéichst U =V (z); wir miissen zeigen,
daBf x ¢ U fir jedes U ¢ U gilt. Wire etwa x ¢ Uy, so wire ¢ Uy (z) nach
Definition, also ¢ U, was wegen U,¢ U nicht geht. Umgekehrt sei z ¢ U fiir
jedes U € U. Da U ein Ultrafilter ist, gehort entweder V oder ¢V zu U (fiir
beliebiges V C B, also auch fiir V ¢B(x)). Nun ist ¢V ¢ U wegen z ¢ c ¥V un-
moglich, so daBB V ¢ U, also DV (x) < U folgt.

Der Batz 16 ergibt damit, dal g und v dieselben konvergenten Filter haben,

Nun sei x ¢ 4. Dann ist ¢4 ¢ ¥V (z) nach Definition. Also ist « ¢ 4%, da ja
¢4 N A= 9 ist. Das bedeutet: A7 C 4.

Umgekehrt sei x ¢ A*. Wire z ¢ 4, so gibe es einen Oberfilter F = [4],
der beziiglich ¢ gegen x konvergierte (vgl. CHOGQUET, loec. cif., no. 6, th. 2,
p. 84), also auch beziiglich 7, nach dem, was wir eben zeigten. Also wiére
x € A7 entgegen der Annahme.

So folgt schlieBlich 47 4 fiir jede Teilmenge 4 von E, womit der Satz 17
bewiesen ist.

Bemerkung: Wir haben verwendet, daB z ¢ A, damit gleichbedeutend ist,
daf} ein Oberfilter zu [4] existiert, der beziiglich ¢ gegen x konvergiert, d. h.
daB 4 - A mit der durch ¢ bestimmten Adhirenz iibereinstimmt. Dieser Satz
folgt daraus, daBl a(U)= N Ufirl gilt, wenn U ein Ultrafilter ist, was un-

u
mittelbar aus der Definition folgt, obschon wir gegeniiber CHOQUET in (2)
nur Inklusion, nicht Gleichheit verlangen.
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Wesentlich mehr 148t sich hier noch nicht tiber den Zusammenhang
zwischen Limitierungen und Konvergenzstrukturen nach CHOQUET aussagen.

§ 11. Morphismen von Limesriumen
1.

Es seien E, B’ zwei Mengen. Wir erinnern hier daran, daf wir uns beziiglich
der Abbildungen ¢ : E - E’ im wesentlichen an die Terminologie BoURBAKIs
halten; mithin heiit ¢

injektiv, wenn @ eineindeutig,

epijektiv, wern @ eine Abbildung auf,

bijektiv, wenn @ eineindeutig — auf ist.

Anstelle von ,epijektiv’ verwendet Boursaxi die Bezeichnung «(appli-
cation) surjective»; unsere Bezeichnung entnehmen wir dem Séminaire
ScewarTz, 1, 1953/54, exposé 7.

Sei ¢: % -~ E gegeben. ¢ induziert zundchst in evidenter Weise eine
Abbildung P (E) P (E'); diese Erweiterung ist U -treu: ¢ ( U A)= U g {4,

fiir eine beliebige Familie (4,),.; von Teilmengen von E. ngegen ist ¢
im allgemeinen nicht N -treu, sondern es gilt nur ¢ (N 4) C N p(4,). ¢ in-

duziert aber auch eine Abbildung ¢~1:P(E') -~P(E), indem man 4’ C E’
das vollsténdige Urbild unter ¢ zuordnet, d. h. die Menge aller z ¢ E derart,
dal ¢@(x) € A’ ist. Dieses vollstindige Urbild sei mit @~1(4’) bezeichnet.
Ist 4" C @(E), soist p(p=1(4')) = A’. p~List immer U - und N -treu.

AuBerdem aber induziert ¢ eine Abbildung F(£) — F(E’) in der folgenden
Weise: sei § ein Filter auf E. Dann bezeichne ¢ (F)den vom Raster { @ (F) [ F ¢F}
erzeugten Filter auf E'. Die Menge der ¢(F), F ¢, ist ein Raster wegen
e(FnG)C o(F)N p(G). Wir weichen mit dieser Bezeichnung von Bour-
BAKI ab, der mit ¢ (F) den Raster {@(F) | F <&} bezeichnet. Die Erweiterung
von @ auf F(E) ist A-treu wegen der U -Treue von ¢ auf P(&); sie ist also
auch ordnungstreu. Insbesondere ist ¢ (F(E))CF(E’) A-abgeschiossen. Nun
sei §'¢ F(E'). Genau dann 148t sich ein Urbild von §' unter ¢ definieren, das
wir dann mit ¢~1(F’) bezeichnen, wenn ¢ F, (s (£’) ist, d. h. wenn jedes
Fe® die Bildmenge ¢(F) trifft. Insbesondere ist diese Bedingung offen-
sichtlich fiir alle ¢ (), & € F (£), erfiillt, und man sieht sofort, dall o~ (¢(F)) =
=& ist.

Ist ¢ epijektiv £ — E’, so ist es auch ¢:F(¥) > F(Z’): sei nidmlich
& ¢ F(E'). Nach Voraussetzung existiert dann ¢~Y(F’) und es ist klar, dal
P(p 1 (F) = § ist.

¢ Fym (E') - F(E) ist immer A- und V-treu, insbesondere also wieder
ordnungstreu.

2,

Definition 1. Es seien (E, 7) und (&', v') 2wei Limesrdume, ¢ sei eine Ab-
bildung E —~ E'. ¢ heift an der Stelle x ¢ B stetig, wenn fiir jedes F ¢ tx
o (F) € v p(x) gilt.
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Stetigkeit (an einer Stelle) bedeutet mithin Konvergenzireue (an dieser
Stelle}. Ist ¢ : E — E’ fir jedes « ¢ 4 stetig, so sagen wir, @ sel auf 4 stetig;
ist insbesondere 4 = E, so heilit ¢ einfach eine stetige Abbildung von ¥ in &',
bzw. genauer von (X, 1) in (&', 7').

o: (B, 1)~ (B', T') sei stetig. Sind dann ¢, ¢’ zwei weitere Limitierungen
auf £ bzw. £, so dafl 7 £ o und ¢'= 7’ bestehen, so ist ¢ : (£, o) — (£, o)
immer noch stetig.

Man folgert nun unmittelbar den

Satz 1. ¢ :(E,7)>{(E',7") sei an der Stelle x ¢ B, y: (F',7')~>{(E",7") an
der Stelle ¢(x) ¢ E' stetig. Dann st die zusammengesetzte Abbildung 3 o ¢ :
(B, 1) — (E", ") an der Stelle x ¢ E stetig.

Insbesondere also:

Korollar. Die zusammengesetzte Abbildung zweter stetiger Abbildungen ist
selbst stetig.

Die identische Selbstabbildung von E ist in jeder Limitierung stetig.
Daraus folgt, dal die stetigen Abbildungen eine Familie von Morphismen
(im Sinne BourBaxkms) fiir die Limesrdume bilden. Insbesondere ergibt die
Klasse der Limesrdume zusammen mit den stetigen Abbildungen solcher
Réume eine Kategorie im heute {iblichen Sinne dieses Wortes (s. etwa EiLEN-
BERG/STEENROD, Foundations of Algebraic Topology, ch.IV; A. GROTHEN-
DIECK, Sur quelques points d’algébre homologique, Téhoku Math. Journal,
vol. 9, nrs. 2, 3 (1957), usw.).

Satz 2. @ sei eine an der Stelle x stetige Abbildung (E, 1) — (B', 1'). Ist A
eine solche Teilmenge von B, dafi x ¢ 4 ist, so ist die Restriktion ¢ = ¢ |4
von @ auf A einean der Stelle x ¢ A stetige Abbildung von (4,7 ) auf (p(4), Tow)-

Beweis: Sei o'= py(x)= @(x). Fir jedes F, ¢ v 4o ist zu zeigen, dal
Pa{F4) € 10 ist. &4 € T4« bedeutet aber nach Definition, dal F(F,) € vz
gilt. Nach Voraussetzung ist daher o (F(F,)) € v'2’. Wir zeigen nun @4 (F4) =
= 0,0 [@F(F4))]: zunidchst existiert der rechts stehende Filter, denn jedes
F'¢ (F(F,) enthilt ein @(F4), so da F' N @(4) &0 folgt. AuBerdem ist
aber @(F )= @4(F,) fir jedes F,cF,, so daB also jedes F' 1 gp(4),
F'c o(F(F4). zu pa(§4) gehort. Aus @(F(F,) € 7'’ folgt damit ¢, (F4) €
€ Ty @', Was zu zeigen war.

Korollar. ¢ sei eine auf A CE stetige Abbildung von (B, 7) in (B, v'). Dann
ist @4 eine stetige Abbildung von (4, T,4) auf (@ (4), Tpw)-

Aus der Ordnungstreue von ¢ ergibt sich sofort, daB eine stetige Abbildung
auch adhédrenztren ist:

Satz 3. Hs seien (H, ), (B', ') Limesrdume, ¢ eine stetige Abbildung
(B, 7))~ (B, 7). Ist §F ¢ F(E) und x € a({F), so st ¢(z) € o« (p(F)).

Das ergibt sofort den

Satz 4. (E, 1) sei kompakt; ist g : (K, 7) —~ (B, ©') stetig, so ist (¢(E), Tom)
kompakt.

In § 1, Abschnitt 6 wurde die Adhérenz 4 fiir Teilmengen A4 eines Limes-
raumes definiert. Da diese als die Adhidrenz des Filters [4] definiert ist,
schliefit man:
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Satz 5. ¢ : (B, 1) > (E', 1) sei stetig. Fiir jede Teilmenge A CE gilt dann

p(d)Cp(d).

Korollar. Ist A dicht in (E, 1) und ¢ : (B, v) > (E', ') stetig, so ist @{A4)
dicht in (@(E), tym)-

Satz 6. Es seten @, y zwer stetige Abbildungen (E,7)— (E',7'), 7' sei
separiert. Gilt dann @{x)= y(x) fir alle x aus einer in E iberall dichten Teil-
menge A4, so ist @ = y.

Beweis: Sei x ¢ B, d.h. x ¢ 4. Es gibt ein &, € F(4), so daB F(F ) €t
ist. Nach Voraussetzung ist daher ¢(F (&) € 7" ¢(x) und y(F(F o) € v ().
Nun wird ¢(F(F,)) vom Raster ¢ (F,), x(F(Fa)) von y(F4) erzeugt und es
ist ¢ |4 = y| 4. Also gilt auch ¢(F(F,)) = x(F(F4)). Die Separiertheit von v’
hat zur Folge, dafl dieser Filter nur einen Limes haben kann, womit ¢ (x)
= y(x) gezeigt ist. Damit folgt anch @ = y.

Definition 2. Es seien (H, 1), (E', v') Limesrdume, ¢:E—~ E' eine Ab-
bildung. @ heifit ein Isomorphismus der beiden Limesrdume, wenn @ bijektiv ist
und zudem @ und @1 stetig sind. @ heifit esn Monomorphismus oder eine Bin-
bettung, wenn @ einen Isomorphismus zwischen (E, t) und (@ (E), T, (g)) stiftet.

Diese Definition steht offenbar in Ubereinstimmung mit Def. 1. Es gilt der

Satz 7. Es ser (E, 1) kompakt, v ¢ T, (E', t') separiert. Gibt es dann eine
bijektive Abbildung @ : E — E’, die beziiglich © und 1’ stetig ist, so sind (E, 1)
und (E', 1) isomorph;

p: (B, v)=(E,1).

Beweis: Es ist zu zeigen, dall ¢~ stetig ist. Dazu zeigen wir, dafl ¢!
auf K eine Limitierung 7* definiert, die separiert und von solcher Art ist,
dafl @: (E', ') — (F, v*) stetig ist. Wegen der Separiertheit von 7* ergibt
dann § 1, Satz 10, daB +*= 7 ist, also die Behauptung.

Wir setzen dazu:

*r={p7(F) |F o)}

7*x ist ein A-Ideal: Wegen ¢ (F A @)= ¢ HF) A ¢~ H{(®') ist mit § und &
auch FA G in t*z. Ist & 2 ¢ H({F), so ist p(®) = F wegen po gi=id;
da auBerdem & = ¢~1(¢(®)) ist, folgt damit, daB auch & zu v*x gehort.
SchlieBlich ist & Urbild unter ¢ des ¢ (z)-Ultrafilters auf E'. Also ist 7*: v -
- 1*x eine Limitierung auf E. Nun ist ¢ stetig, also ¢(rz) (T ¢(z). Das
ergibt sofort o 1{(z'2") D v (fir z= ¢ 1(a")), also t*z D 1z fir jedes z ¢ E,
d. h. gerade 7* < 7. SchlieBlich ist v* separiert: gesetzt, es wire F ¢ ¥z n1*y
fir x4y, so wire @(F) € 1'a’' Nty mit = ¢(z), y'= @ly), ¥y, was
der Voraussetzung widerspréiche, wonach 1’ separiert ist. Also ist 7%= v nach
§ 1, Satz 10 und damit ist alles bewiesen, da @1 (7'z") = t*2 = 72 (xv= ¢~ Y))
igt, mithin - stetig.

Satz 8. @ sei eine stetige Abbildung von E in E'. Ist dann M’ eine t’-offene
Teilmenge von E’', so ist g~(M') eine 1-offene Menge in E. Insbesondere ist
daher @ eine stetige Abbildung des topologischen Raumes (B, & ) in den topo-
logischen Raum (B', & t').
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Beweis: Sei 2 ¢ M = ¢~ (M') und & € v2. Wir miissen M ¢F zeigen.
Nach Voraussetzung ist ¢(z)= 2'¢ M’, ferner @(F) ¢ 2, was M’ < ¢(F)
ergibt. Daraus folgt M ¢ & : M’ enthilt ein F'¢ ¢(F), d. h. ein p(F), F c§F.
Also enthéilt M = ¢~1(M’) die Menge ¢~1(@(F)), also insbesondere F. Daher
ist M cF.

Korollar. ¢ set ein Isomorphismus der Limesrdume (E,7), (&', 7). Ein
M C E ist genau dann t-offen, wenn (M) t'-offen ist. Insbesondere ist daher ¢
ein Homdomorphismus der topologischen Riwme (B, & 7), (B, @ T').

Es seien (#', 7') ein Limesraum, ¢ : B -» K’ eine Abbildung der Menge ¥
in E’'. Dann definieren ¢ und 7’ auf £ eine wohlbestimmte Limitierung 7,
die das reziproke Bild von v unter ¢ heifie; vgl. den Beweis von Satz 7. 7, wird
in der folgenden Weise konstruiert:

Fir « € p~1(2') sei 7,x das von der Menge aller ¢~1(F'), ' € 7' p(x), er-
zeugte A-Ideal in F(E). Da ¢~! A-treu ist, besteht 7,z aus allen Oberfiltern
zu den ¢ (F'), & ¢ v'a’. Insbesondere enthilt es daher den x-Ultrafilter 2,
da ja @ = ¢1(2') € 7, ist, Ist dann & € 7,2, so ist @(F) ¢ v () klar, so
daB ¢: (¥, 7,) > (E', 7') eine stetige Abbildung ist.

Ferner sei ¢ (®) € v'¢ (). Dann ist ¢~ (¢(®)) € 7,2, wegen & 2 ¢~1(¢(®))
also auch & ¢ 7,2. Man kann daher 7, auch folgendermaBen definieren:

& € 7,2 gilt genau dann, wenn ¢ (F) € v p(x) ist.
» 4 '

Damit ergibt sich, dall 7, die schwiichste Limitierung auf E derart ist,
daBl @ stetig ist. Sei ndmlich 7 eine solche Limitierung. Dann ist ¢(rx)C
C 7' g(x), woraus aber folgt, daBl vx 7, x ist, wie wir soeben sahen. Daher
st 7,= 7.

Das reziproke Bild (% 7), der Topologie @ 7’ ist die Topologie auf E,
deren offene Mengen gerade die vollsténdigen Urbilder unter ¢ der v’-offenen
Mengen von E’ sind. (@ 7'), ist bekanntlich die schwichste Topologie auf £,
fir welche @ eine stetige Abbildung in (&', @ ') ist (s. {11, ch. I, § 3, no. 1).
Nach Satz 8 ist ¢ : (&, @ 7,) > (&', & v') stetig, so daB (@ 7'),< & 7, folgt.
@ ist zudem eine offene Abbildung (&,(® 7'),) - (E', @ 7'); es ist immer noch
eine offene Abbildung (&, & t,) — (E', @ v'): sei ndmlich M 7,-offen. Das
heifit: aus = € M folgt M ¢F fiir jedes & € 7,2. Dies ergibt M ¢ ¢ 2(F') fiir
jedes §F' ¢ v'@(x), also ¢ (M) <F’ fiir alle diese F'. Das bedeutet, daBl ¢ (M)
7’-offen ist.

3.

Es sei P(¥) die Menge aller Aquivalenzrelationen auf der Menge E. Die
logische Implikation definiert in P (#) eine Ordnungsrelation < in der folgenden
Weise: sind g, ¢ in P (), so bestehe ¢ < ¢ genau dann, wenn fiir alle (2, y) ¢ B x B
gilt: o(z, y)=>elx,y). Fir die Graphen X,= {(z,y)|eo(x,y)} wund
X,= {(x,y)|o(x,y)} bedeutet dies die Inklusion X,C X,. Ist ¢ < 0, so sagen
wir, g sei feiner als g oder stirker als g.

Math, Ann. 137 21
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Eine zweistellige Relation ¢ auf E ist bekanntlich genau dann eine Aqui-
valenzrelation, wenn ihr Graph X, die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) ACX,
2) X,0X,CX,
(3) XX,

Dabei ist A die Diagonale von £ x E;... o ...,~1 bezeichnen die iiblichen
Operationen in P(E X E), s. ebwa Boursaxi, Théorie des ensembles, fase.
de rés., 3¢ éd., §3, nos. 4, 10.

Sind p, o Aquivalenzrelationen, so geniigt X, N X, offenbar immer noch (1)
bis (3) und definiert mithin wieder eine Aquivalenzrelation, die wir mit ¢ V ¢
bezeichnen. g V o ist beziiglich < die obere Grenze von {g, o}, wie man sofort
sieht. Es ist leicht zu sehen, daB jede Familie von Aquivalenzrelationen g,, ¢ ¢ I,
in P(E) eine obere Grenze besitzt.

Fir jedes g € P(E) bezeichnen wir mit E, oder Efp den Quotienten von E
nach g. Ist « ¢ £, so werde das durch  bestimmte Element von E, mit x,
bezeichnet. Die kanonische Abbildung E - E, sei y, Dann ist y;!(x,) die
Klasse von x nach g, aufgefalit als Teilmenge von E.

Es sei p < 0. Dann wird durch y,, (x,) = ¥,(y51(2,)) eine Abbildung von E,
auf E, definiert, die ihrerseits in &, eine Aquivalenzrelation definiert: x, ~ ¥,
besteht genau dann, wenn y,,(2,) = y.,(¥,) ist, d. h. wenn x,= y, ist. Diese
Relation wird mit g/o bezeichnet und heiBit die Quotientenrelation von p nach o.
SchlieBlich gibt es eine bijektive Abbildung E,,,—~ E,, die wir mit y be-
zeichnen, sofern daraus kein Mifiverstindnis entstehen kann.

Nun sei (£, 7) ein Limesraum, g € P(E). Wir definieren auf E, eine Limi-
tierung 7, in der folgenden Weise: Sei x,¢ B,. Wir bezeichnen mit 7,z, das
kleinste A-Ideal in F(E,), das alle Filter y,(F) enthalt, wobei ¥ alle v« fir
z € y71(x,) durchléuft. Dieses A-Ideal enthilt &, den xz,-Ultrafilter auf E,,
denn es ist ,= y,(2) fiir x€ ;1 (x,). Also ist 7,: #,~>7, %, eine Limitierung auf £,

Definition 3. Die eben konstruierte Limitierung 7, heifft der Quotient von ©
nach g, der Limesraum (E,,1,) der Quotientenraum von (E,t) nach ¢.

Satz 9. Es seien (E,t) ein Limesraum, ¢ € P(E). Dann ist 7, die feinste
Limitierung auf E,, fiir welche y,: (E,1) - E, stetig ist.

Beweis: Die Stetigkeit von y, fiir t, ist evident. Sei dann v* eine Limi-
tierung auf E,, fiir die y, stetig ist. Dann enthélt t* z, offenbar alle Filter y,(F),
F ¢rz, wenn x die Klasse y;1(z,) durchliuft, denn fiir genau diese x ist
Yo{®) = %, Da ¥, ein A-Ideal ist, enthilt es mithin das kleinste A-Ideal,
das alle genannten Filter enthdlt; das ist aber 7,7, Also ist 7,2, 7%z, fiir
jedes z,¢ E,, mithin 7*< 7,.

Der folgende Satz charakterisiert die stetigen Abbildungen auf einem
Quotienten (E,,7,):

Satz 10. (E,,7,) sei der Quotient von (E,t) nach g € P(E), y, sei wieder die
kanonische Abbildung E — K, Ist (E',7") ein Limesraum, y:E,~ E' eine
Abbildung, so ist y genau dann stelig, wenn ¢ = y o y, s st
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Bewets: Ist y stetig, so ist es natiirlich auch ¢. Umgekehrt sei ¢ stetig.
Das bedeutet: ist § € 72, so ist @(F) € 7@ (x). Nun ist ¢(z) = x(y,(%)). Wir
miissen zeigen: ist &, € 7,7y, (%), so ist x(F,) € v x (v, (®) = T'p(x). F € 1,7, ()
bedeutet aber nach Definition von 7, nichts anderes, als dafl &, Oberfilter
eines Filters der Form y,(F,) A 7,(F.) ist, wobei &, &, aus der Menge U vy

pez
stammen, wenn 7 die Klasse ;" !(y,(«)) von x nach g bezeichnet. Also ist auch

Fo= 7, NFo)- Das ergibt x(F) = x (7, Fo)) = 9@ N Fod = ¢GIN
A @(F,). Nun ist aber ¢ stetig und ¢(y) = @(x) fir jedes y ¢ x. Also gelten
(&) €T el{x) und @(F,) € v'e(x), mithin auch @ (F) A ¢F,) € T plx),
woraus sofort 7 (&,) € T'¢(x) folgt. Daraus ergibt sich die Stetigkeit von y
auf ganz K, da y, epijektiv ist.

Eine Anwendung dieses Satzes ergibt sich folgendermaBen:

Es seien (X,t) ein Limesraum, g, ¢ Aquivalenzrelationen auf E, so daB
o < o gilt. Dann ist — mit den zu Anfang dieses Abschnittes eingefiihrten
Bezeichnungen — das Diagramm

E__ Y E,
/
Yo e/
e
v l
E——0F
¥

o,0/0

Ya Yoolo

kommutativ. Wir behaupten den

Satz 11. y ist ein Isomorphismus der Limesridume (E,,1,) und (B, 4/, Ty, /o)

Beweis: 1, ,, bedeutet nach unsern Bezeichnungen die Quotientenlimi-
tierung von 7, nach gfo € P(E,). Wir wissen bereits, daBl y bijektiv ist; es bleibt
zu zeigen, dafl y und y—* stetig sind. Nach Satz 10 ist nun y genau dann stetig,
WEnN Y0 Y, /6= Yo €8 ist, y,, seinerseits genau dann, wenn y,,0 y,= ¥, s
ist, was trivialerweise gilt.

y~list genan dann stetig — wiederum nach Satz 10 —, wenn y10 y,
= Yo,0/0 O Vo €8 ist. Diese beiden Abbildungen sind es aber nach Definition der
Quotientenlimitierungen. Also ist y~ stetig.

Damit ist der Satz 11 bewiesen.

4.

Wir haben bisher mehrmals davon Gebrauch gemacht, daBl sich Limi-
tierangen auf einer Menge K vermoge einer Abbildung eines Limesraumes
in K bzw. von E in einen Limesraum definieren lassen. Dazu geben wir die
folgenden zwei, etwas allgemeineren Fille an, die wir anschliefend zur
Definition von Produkt und Summe von Limesriumen noch verwenden
werden :

Es seien (#,,7,),c; eine (nichtleere) Familie von Limesrdumen, E eine
(nichtleere) Menge.

I) Es sei nun zu jedem ¢ ¢ I eine Abbildung ¢,: E,— E gegeben. Es geniigt
fiir unsere Zwecke anzunehmen, daf E = U ¢, (£)) ist.

¢ 21%
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Dann existiert auf E eine feinste Limitierung =, beziiglich der alle ¢,
stetig sind. 7 ist offenbar eindeutig bestimmt.

Wir beweisen die Existenz, indem wir 7« fiir jedes « ¢ £ angeben, in der
folgenden Weise: Es sei x € E. Dann gibt es gewisse ¢ € I, so dafl x € ¢, (%))
ist. Diese ¢ bilden eine Teilmenge I, C 1. Man betrachte nun fiir jedes z,€ £,
1 €1, 80 daB ¢, (x,)= 7 ist, alle ¢ (F.), wenn {§, das A-Ideal 7, z, durchlauft.
Es sei dann 7z das kleinste A-Ideal, das alle solchen Filter enthélt. # gehort
zu 72, denn es ist offenbar ¢, (2,) = 2%).

So ergibt sich, daB 7:  — 7 eine Limitierung auf ¥ ist. Trivialerweise ist
jedes ¢, eine stetige Abbildung (£, 7,) - (£,7). Sei sodann 7* eine Limi-
tierung auf E, fiir die jedes ¢, stetig ist. Es sei « € E. Fir jedes Urbild von z
unter einem g, gilt dann, daB alle ¢,(§)) € 7* « sind, wenn &, das A-Ideal 7,7,
durchliauft. Da 7* 2 selbst schon ein A-Ideal ist, enthilt es das kleinste solche
Ideal, welches alle genannten Filter enthdlf, d. h. 7. Also folgt 7% < 7, wie
behauptet wurde.

7 ist daher die gesuchte Limitierung.

Wir untersuchen noch die 7-offenen Mengen, die ja die Topologie & T
definieren. Da nach einem fritheren Satz jedes ¢, eine stetige Abbildung
(B, @,7.) - (B,,&1) ist, folgt leicht &7 < 14, wo 1, die feinste Topologie auf E
bezeichnet, fiir welche alle ¢,: (E,,@7,) - E stetig sind. Die 7,-offenen Mengen
sind aber genau diejenigen M C E, fiir die jedes ¢ 1(M), ¢ € I, 7,-offen ist,
d.h. der Bedingung geniigt: aus x, ¢ ¢} (M) folgt ¢ 1 (M) € &, fiir jeden Filter
&, € 7, Dann ist aber ¢ (¢ (M) € ¢, (&) fiir jedes ¢ ¢ I und jedes F, ¢ 7,2,
d.h. M ¢ ¢,(F) unter denselben Voraussetzungen. Daraus ergibt sich: ist
z €M, soist M ¢F fiir jedes §F € ve. Also ist M r-offen. Zusammengefaf3t
heifit das schlielich:

Die Topologie @ 7 ist die feinste Topologie auf E, so daB alle ¢,: (¥,, @1,) —
— E stetig sind.

1) Nun sei zu jedem 1 ¢ 7 eine Abbildung y,: £ — E, gegeben. Dann
existiert auf E eine schwdchste Limitierung v, so daB alle y,: E — (£,7,) stetig
sind.

Dieses 7 ist wiederum eindeutig bestimmt. Die Existenz folgt etwa so:
Sei z ¢ E. Ein Filter § ¢ F(Z) heille konvergent gegen , wenn fiir jedes ¢ ¢ 1
der Filter y,(F) gegen z,= x,(x) konvergiert. Da »,(F A G)= x7(Z) N 1.(S)
ist, enthdlt das System vz der in diesem Sinne gegen x konvergierenden
Filter mit &F und ® auch FAG. Ist & = F, s0 ist %, (6} = %, (F), so daBl aus
Fereund & =F auch G € vz folgt: T ist ein A-Ideal. Es enthilt wegen
1.(@) = &, (x,= y.(x)) schlieBlich den z-Ultrafilter #2. Daher ist 7: x — 7z eine
Limitierung auf E.

Trivialerweise sind alle y,: (B, ) — (E,,7,) stetig. Sei 7* eine Limitierung
auf #, fir die alle y, stetig sind. Das bedeutet: ist & ¢ t*x, so ist x,(F) € 7,2.(®)
fiir jedes ¢ € I. Daraus folgt sofort § ¢ rz. Die Inklusion *x vz gilt fir
jedes = ¢ B, so da v < r* folgt, wie behauptet wurde; v ist die gesuchte
Limitierung.

3) Man beachte, daB8 ¢,(%,) ein Filter auf K ist (vgl. Abschnitt 1 dieses Paragraphen).
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Ist 7y die schwichste Topologie auf E, fiir welche jedes y,: B — (B, &7,)
stetig ist, so folgt leicht 7,< @7, denn jedes y, ist stetig (E,&7) —~ (£, ®7,)-

Wir haben bisher je ein Beispiel zu I) und II) kennengelernt:

Zu 1) die Quotientenlimitierung,

zu IT) das reziproke Bild einer Limitierung.

Bemerkung: Man schlieBt aus I) — mit den Bezeichnungen von Ab-
schnitt 3 — insbesondere, daB die Quotiententopologie (@), gleich der zu 7,
assoziierten Topologie @7, ist.

Zwei weitere Beispiele sollen jetzt besprochen werden:

Es sei (B),c; eine (nichtleere) Mengenfamilie, B eine Summenmenge zu
dieser Familie, d. h. eine solche Menge E, dal} eine Partition von H, (E)),.s,
mit derselben Indexmenge I so existiert, dafl zu jedem ¢ € I eine bijektive
Abbildung E, - E; existiert. Man erhilt eine solche Summe etwa in der
Vereinigungsmenge U (E' x {1}), die wir zur Vereinfachung der Ausdrucks-

weise im Folgenden als die Summe der Mengenfamilie (£,),.; bezeichnen.

Definition 4. (E,7,),c; set eine (nichtleere) Familie von Limesrdumen,
B, die* Summe der Mengen E,. Die Summenlimitierung v = X 1, wird definiert
als die feinste Limitierung auf E, fir welche alle kanonischen Einbettungen
E,— E stetig sind.

Existenz und Eindeutigkeit dieser Limitierung wurden in I) gezeigt. Wir
identifizieren nun E, mit der ihr entsprechenden Teilmenge von E. Dann gilt der

Satz 12. Die Summenlimitierung induziert auf jedem E, die gegebene Limi-
tierung T,.

Beweis: Wegen der Stetigkeit von E,— K ist t5 < 7, d. h. 7,2, C 1,7,
fiir jedes x,¢ B, und jedes ¢ ¢ I. Umgekehrt sei &, € Tg,,. Das ist genau dann
der Fall, wenn F(F,) ¢ v, in K gilt. Da E,NE, =0 fiur ¢+ » gilt und die
E,— E injektiv sind, bedeutet F(F,) € T, einfach, daB &, € vz, ist, denn aus
der Definition von 7 ergibt sich leicht, daB} Tz, gerade durch die F(F,), . € 7, =,
und ihre Oberfilter gebildet wird. Man sieht sogar, daBl T, genau die Filter
F(F), &.¢ 1,x, enthilt: jeder solche Filter enthilt nimlich schon alle Ober-
mengen zu &, in £. Ein Oberfilter zu einem F (F,) kann aber keine Teilmenge
von U E, enthalten, da diese zu E, fremd wire und offensichtlich E, ¢ F({,)

Lt
gilt. Ein Oberfilter zu einem F({,) kann also nur von der Form F(®,) sein,
wo ©,=§, auf &, gilt.

Der Satz 12 ist damit bewiesen.

Korollar 1. Die Topologie @t induziert auf jedem E, die Topologie &,

Beweis: Nach 1) ist @1 gleich der Summentopologie der @7, so dall das
Korollar 1 evident ist.

Korollar 2. Ist wieder v die Summenlimitierung auf E, so ist eine Menge
M C B genou dann t-offen, wenn jeder Durchschnitt M N E, t,-offen ist.

Beweis: unmittelbar nach der Bemerkung im Beweis von Korollar 1.

Es sei (B,7) eine Familie von Limesrdumen, (E,t) ,,die’* Summe. In
jedem E, seien Teilmengen F,, (fiir % <= ¢) ausgezeichnet, so dafl eine bijektive
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Abbildung ¢,,: F, -~ F,, existiert. Es gelte ferner ¢, ;= ¢,, 0 ¢,,, sofern alle
drei Abbildungen definiert sind. Wir erginzen die Familie (¢,,), indem wir ¢,,
gleich der identischen Selbstabbildung von E, setzen. Dann ist ¢, fir alle ¢, »
definiert und man hat ¢,,= @;;1. Sei dann ¢ die folgendermafien eingefiihrte
Aquivalenzrelation: zwei Elemente x,y von E heiBlen #quivalent, g(x,y),
wenn es ¢ und » in I so gibt, dafl ¢, (%) = y ist. Jede Klasse nach g besitzt in
jedem E, hochstens einen Reprisentanten, denn ist x ~ y, so ist insbesondere
z€E, ycE, Wenn dann (= » gilt, so ist ¢,,= ¢, die Identitdt und also
folgt x = y.

Sei F' der Quotient von E nach g, der mit der Quotientenlimitierung t,
versehen sei. Man sagt, (¥,7,) entstehe aus der Familie (£, 7,); durch ,,Zu-
sammenheften lings den Mengen F,*. Der topologische Raum (¥,&7,) ent-
steht dabei durch ,,Zusammenheften lings den F,*° aus den topologischen
Réumen (£,©7,) im Sinne von [1], ¢b. I, § 9, no. 1, exemple. Ein klassisches
Beispiel dazu ist die Konstruktion einer Mannigfaltigkeit aus den ,,Parameter-
umgebungen im R* durch Zusammenheften vermoége der Parameter-
transformationen.

Es sei wieder (E,, ,) eine Familie von Limesrdumen, £ = [ E, die Produkt-

menge der K. Wir bezeichnen die kanonischen Projektionen > E, mit pr,.

Definition 5. Die Produktlimitierung ouf E = IIE, ist die schwichste Limi-
tierung T derart, daf alle pr, stetig sind.

Existenz und Eindeutigkeit von 7 = IT7, ergeben sich aus IT). Der Limes-
raum (B, ITt)= (E,7) heiBt dann das Produkt der Limesriume (Z,,t,),
wofiir wir auch etwa

(B,7)= 1 (B, )
schreiben.

Aus IT) entnimmt man, daBl ein Filter § auf F genau dann konvergiert,
wenn jeder Filter pr,(F) in E, konvergiert. Wir sahen auch schon, daB
&, < o) gilt.

Es gilt nun der

Satz 13. Ser (E',t') ein Limesraum, (E,tv)= II(E,,1,) ein Produkt von
Limesrdumen. Eine Abbildung ¢ : E'-> E ist genau dann an der Stelle z' ¢ K’
stetig, wenn jedes @, = pr,o@: B — B, an der Stelle ' stetig ist.

Beweis: Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. Sie ist aber auch
hinreichend: Es seien ndmlich alle ¢, an der Stelle o’ stetig. Bezeichnen wir
mit «, die «-Komponente pr, (¢(z')) von ¢(2'), so gilt also ¢ (F') € 7, 2, fur
jedes F'¢ 7' 2'. Das bedeutet also, daB pr,(@(F')) € . pr.(@(2") fir jedes
F'¢ v’ % gilt. Nach Definition von v = II7, folgt daraus ¢ (F') € vo(x), womit
die Stetigkeit von ¢ folgt.

Korollar. Es seien (E,, 1), ¢, (E.,7)),cr 2wei Familien von Limesrdumen mit
derselben Indexmenge. Fiir jedes ¢ sei eine Abbildung ¢,: E,— E, gegeben.
Genau dann ist ¢ = I @, in einem Punkt 20= (20) stetig, wenn jedes @, an der

Stelle 2 ¢ E, stetig ist.
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Beweis: IT @,: (%) — (@,(x,)) 1a8t sich als z - (@, (pr,(x))) schreiben, so
daB das Korollar unmittelbar aus Satz 13 folgt.
Es sei wieder (£, 1,),.; eine Familie von Limesrdumen und es sei I'CI.
Die natirliche Abbildung pr; von IT (E,,7,) auf II (E,,1,) ist stetig: es ist ja
el er

pry=II pr, und jedes pr, stetig. Nun sei (I,.), g eine Partition von I. Dann
Ler
gilt der

Satz 14. (Assoziativitit des Produktes) Es seien (E,t)= II(E,t) und

(B Teo) = 1 (B,,7,). Dann ist die kanonische Abbildung von E auf IT E,) ein
3 ¢4 xc K
Isomorphismus der Limesriume (E,t) und IT (B, ).
e K

Beweis: Die kanonische Abbildung ist durch & — (pry, (%)), g definiert, sie
ist bijektiv und nach Satz 13 stetig. Die Umkehrabbildung ordnet jedem
(o) wec g Too= (T)c1, das Element (), 7, zu. Sie 1dBt sich folglich als
&= (T e g~ (@, () mit @, (x) = pr(x,y)) fiir ¢ € I, schreiben und ist mithin
ebenfalls stetig.

Es seien noch zwei Sétze iber das Verhalten spezieller Eigenschaften von
Limesrdumen bei Produktbildung angegeben:

Satz 15. Ein Produkt I1(E,, 1)) ist genau dann separiert, wenn jeder Falktor
(E,1) es ist.

Beweis: Seien zundchst alle (£,,7,) separiert. Es sei § ein Filter auf (%, 7),
der gegen (z,) und (y,) konvergiere. (z,) =+ (y,) bedeutet die Existenz eines 4 € I
derart, da8 x; & y, ist. Dann wire pry (§) € 1,2, A 1,9, entgegen der Separiert-
heit von (Z,,1,).

Umgekehrt sei (E,r) separiert. Gesetzt, etwa (E,,7,) wire es nicht, so
seien «, = y, zwei Limites des Filters §,. Fir jedes ¢ == x sei &, irgend ein
gegen ein x, konvergierender Filter. Aus der Definition der Produktlimitierung
folgt leicht, daB dann der Produktfilter IT &, gegen (2,),c; konvergiert, wobei

134

z,= z, ist, aber auch gegen (z,),c 7, wobei fiir ¢ =% Z,= 2, und z,= y, ist,d. h.
also gegen zwei verschiedene Punkte von IT(¥,,1), entgegen der Voraus-
setzung.

Satz 16. (TycHONOW). Ein Produkt II(E,1,) ist genau dann kompaki,
wenn jeder Faktor (K1) es ist.

Bewets: Es ist E,= pr,(E) und pr, stetig fiir jedes ¢ € I. Also folgt aus
der Kompaktheit von (E,t) diejenige von (E,1,) fir jedes ¢ ¢ I. Umgekehrt
seien alle (£, 7,) kompakt und es sei U ein Ultrafilter auf E. pr,(U) ist ein
Ultrafilter fir jedes ¢ € I und konvergiert daher nach Voraussetzung. Also
konvergiert U.

Damit ist der Satz bewiesen.

§ 1L Limitierte Gruppen und Vektorriume
1.
Es sei (& eine Gruppe. Die Gruppenoperationen sind Abbildungen G x G - G
bzw, G & und lassen sich auf P(G) x P(G) bzw. P (G) fortsetzen, indem
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man definiert: 4 B= {zxyler € 4, y € B} und A-'= {xa ¢ 4} fir 4, B aus
P(6). Damit ergibt sich auch die Fortsetzung dieser Operationen auf die
Menge F(G) der Filter auf &:

S8ind &, ® Filter auf @, so ist das System aller Mengen F G mit F ¢ §, G ¢ @,
ein Raster auf G, denn es ist (FAF)Y(GNGF)YCFGENF'G. Der von diesem
Raster erzeugte Filter werde mit F® bezeichnet. In entsprechender Weise
definieren die Mengen F-1, F ¢ &, den Filter &' auf . Wir bemerken noch,
daB der Filter F1{F nicht nur vom Raster aller F{1F,, F,, F, aus §, sondern
schon vom Raster der F1F, F ¢, erzeugt wird.

Sind @, ¥ Mengen von Filtern, so bezeichnet @¥ die Menge aller F®,
Fecd, G c¥, &1 die Menge aller F1, F ¢ . Offenbar gilt aullerdem: ist
F<6,50itFH=GH und HF < HG fir jeden Filter $H auf G. Ebenso
findet man dann auch F'< &L Nun hat man in P (G) die Beziehungen

And)Y(BNB)YCABNA'BNAB nA'B
(AvdY(BUB)Y=ABUA'BUAB VA B
fir beliebige Teilmengen 4, A’, B und B’ von G, sowie
(AnAyl= A1n4
(Bu B'y1l= B1y B
Daraus ergibt sich fiir die Filter:
& A G) 1= FIA G
FAFIGAG) =FOEAFEAFOEAF G
und, sofern die oberen Grenzen existieren,
FVF)IGVE)=FO6VFEVFE'VFE
FVE)1=F1V G L

2.

Entsprechend den topologischen Gruppen werden limitierte Gruppen
folgendermalBen eingefiihrt:

Delinition 1. Eine Menge G heift eine Limitierte Gruppe, wenn sie

@) eine Gruppe,

b) ein Limesrauwm derart ist, dafy die Gruppenoperationen (z,y) - xy und
x — x stetige Abbildungen von G x G bzw. G in & sind.

Fine Limitierung auf der Gruppe @, die b) erfiillt, heille fiir & zuldssig.
Die Forderung b) ist offensichtlich dquivalent mit der Forderung der Stetigkeit
von («,y) - xyt. Man schlieBt unmittelbar, dafl die Translationen x - ax,
x - xaisomorphe Selbstabbildungen des Limesraumes (G, 7) sind. Insbesondere
sind daher die inneren Automorphismen von G Automorphismen der limi-
tierten Gruppe (¢,7). SchlieBlich gibt es zu @ 4 b in G immer einen Auto-
morphismus des Limesraumes (G, ), der a in b tiberfihrt: etwa ¢ ()= a-lxb.
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Man folgert aus der erwdahnten Eigenschaft der Translationen: Ist e das
neutrale Element von @, so gilt fiir jedes z ¢ G
(1) TC=2'Te=Te"* X,
wobei unter z - te das System aller Filter - &, & ¢ te, zu verstehen ist. Es
ist klar, dafl die = - re A-Ideale sind. Die Stetigkeitsforderung b) bedeutet
explizit:
(2) Tz Ty CT(2Y)
3) (ra)ytCr(z)
fir alle #, y aus G. Zusammen mit (1) erhilt man daraus die folgenden Be-
dingungen fiir ze:

(I Ter e TE.
(11) (te)y1C Te
(111) z-terx1Cte fir jedes feste x € G.

Diese notwendigen Bedingungen sind auch hinreichend dafiir, daf} eine
gegebene Limitierung v fiir G zuldssig ist. Das ergibt sich aus dem folgenden,
sogar etwas scharferen Satz:

Satz 1. Es sei zu e € G ein N-Ideal te von Filtern gegeben, das den e-Ultra-
filter € enthilt. Hat dann te die Eigenschaften (I) bis (I11), so gibt es genau
etne fiir G zuldssige Limitierung T derart, daf} Te gerade das N\ -Ideal der beziiglich ©
gegen e konvergierenden Filter auf G ist.

Beweis: Die Eindeutigkeit von 7 ist nach (1) klar. Es bleibt die Existenz
zu zeigen. Dazu setzen wir

TE=2"Te€

fiir jedes x € G. Aus (III) folgt dann TT=TE X TE ist ein A-Ideal und enthélt
den z-Ultrafilter & wegen # = x - ¢ = ¢ x. Also ist 7: # — T eine Limitierung
auf G. Die Zuldssigkeit dieser Limitierung ergibt sich sofort aus (I) bis (III);
ebenso ist klar, daf das gegebene e gerade das A-Ideal der e-Filter in der so
konstruierten Limitierung ist.

Genau dann ist eine fir G zuldssige Limitierung v separiert, wenn fiir
x % e gilt:

TENTe=8.

Satz 2. Es seien & eine Gruppe, H eine Untergruppe. Ist T fiir G zuldssig,
80 ist die induzierte Limitierung vy fiir H zuldssig.

Beweis: Da H eine Untergruppe ist, gelten (F H)l= F1nH fir
beliebiges ¥ C G und (F nH) ( nH)C FGH2C F G N H fiir beliebige F C G,
@ C 6. Daraus folgt fiir die induzierten Filter auf H: F! = (F)gundFaSu=
= (F®)g. SchlieBlich ist noch 2(F "nH)z = aF z-* nH fiir jedes x ¢ H. Das
ergibt nun, da8 ve N Fy (6) mit F und G auch F-1 und F&, sowie fiir jedes z ¢ H
den Filter & 2! enthélt. Daraus folgen (I) bis (1I1) fiir 1 e, da dieses ja von
oy (te "Fi(G)) in F (H) erzeugt wird.

Satz 3. Es sei N etn Normalteiler in der limitierten Gruppe (G,t). Dann ist
die Quotientenlimitierung T fiir G/N zulissig.
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Beweis: 7 sei die kanonische Abbildung G - G/N = G. 7% besteht aus

allen Filtern & A 7 G und ihren Oberfiltern, wobei ¥, ® die Menge @ = U 7z
zEN
durchlaufen. Da N ein Normalteiler ist, enthalt @ mit § und ® auch G und

&1 sowie fiir jedes 2 ¢ (& den Filter 2Fz~L. Da nun (zFA 2 G) = (zF)A
A (@)1= n(F)A n (G) ist, ist jedenfalls (7€)1 C T¢. Ferner ist (nF A
Aa®) (F Aa®)= aFF) A z(OF) A a(F6G) A n(F ') in Te, sobald
&, &, ® und & in ve sind. Daraus schlieBt man Te - 7e Cte. Ebenso zeigt
man schlieBlich %- 7¢ - 31 7¢ fiir jedes 4 € G, womit alles bewiesen ist.

Satz 4. Ist H eine Untergruppe (Normalteiler) der limitierten Gruppe
(G, 1), so ist H Untergruppe (Normalteiler) in G.

Beweis: Es seien x,y in H. Es gibt Fy ¢ F(H), Gy € Fy (H) derart, daB
F(Gy) € e, F(Gy) € vy ist. Dann ist F (Fy) - F(Gy) € 1(xy). Wegen ogF (Fn)
= F, og F (©y) = Gy, folgt nach dem Beweis von Satz2: Fy®g=oq(F (&)
- F(Gy)). Da auBerdem F(FyGy) = F (Fy) F(Gy) folgt, ist F(FuSy)ct(zy),
also xy ¢ H. Entsprechend zeigt man, daf aus « ¢ H folgt «—*¢ H; ebenso
ergibt sich dieselbe Uberlegung xHz2*CH fiir x € G, sofern H ein Normal-
teiler ist. Damit ist auch dieser Satz bewiesen.

3.

Es sejen wie in §1 7, J,, 7, die Halbordnungen der Limitierungen,
Hauptideal-Limitierungen bzw. Topologien auf G. Mit J %, 75, 7§ be-
zeichnen wir die resp. Teilmengen der zuldssigen Limitierungen, wenn & eine
Gruppe ist. Wir iibernehmen aus §1 die Abbildungen p:7 —+ 5, w:9; > T,
@ = wo p; ihre Restriktionen auf 7 G bzw. I {} seien wieder mit o, o be-
zeichnet. Wir bemerken noch, da8 mit 7, ¢ auch v ¢ in 7Y ist, denn es
ist (r vV 0)e = Te N e nach Definition. Es folgen auBerdem:

Satz 5. I f= T %

Beweis: Es sei 7 €5 {*, e == [B]. Aus (I) ergibt sich B*=D und aus (II)
B1=Y, aus (III) schlieBlich z V- 2 1=P fir jedes feste z ¢ & Nach
bekannten Sitzen iiber topologische Gruppen definieren dann die Filter x -0
{bzw. DV - z) eine fir G zulissige Topologie, so daB Y gerade der Umgebungs-
filter von ¢ ist. Nun ist aber offensichtlich {z V1= - [V}, d. h. [z -Vl = 12
fiir jedes x € @, so daB 7 mit der durch® definierten Topologie zusammenfillt.
Das beweist den Satz.

Satz 6. (7 %) CTE

Beweis: Wegen Satz 5 mitssen wir nur zeigen, daB v fiir & zuldssig ist,
sofern 7 es ist. Es sei dazu (yp7)e= [V], d. h. 8= NEF. Dann ist

TE

(N (NG)= Ng6,
Te Tée tTe
da fiir eine beliebige Mengenfamilie (F) gilt: (UF ) (U F,)= UFF, Wegen
te - te ve folgt daher ﬂ%}@z ﬂ@ B, d. h. B2=B. In derselben Weise

ergeben sich V1=V und fir ]edes feste z: x Bz 1=V; damit ist die Be-
hauptung bewiesen.
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Zu der limitierten Gruppe (@, 7) ist dadurch eine wohlbestimmte topo-
logische Gruppe (G, y7) definiert, die wir die zu (Q, 7) assoziterte topologische
Gruppe nennen. Gilt fitr 7 das erste Trennungsaxiom, so gilt es noch fir yr,
so dafl yt sogar separiert ist, mithin auch . Mit §1, Satz 15 ergibt sich so:

Genau dann ist die zuldssige Limitierung v separiert, wenn jedes {x}
t-abgeschlossen ist. Dafiir ist offenbar hinreichend, daB {e} 7-abgeschlossen ist.

4.
Es sei (G,1) eine limitierte Gruppe.
Definition 2. Ein Filter § auf G heifst ein linksseitiger Cauchy-Filter, wenn
FIF € re ist.
G, (1) sei die Menge aller linksseitigen Cauchy-Filter auf G. Entsprechend

bezeichnet G;{7) die Menge der rechtsseitigen Cauchy-Filter auf G, d. h. der
Filter &, so daBl FF-1¢ ve ist. Jeder konvergente Filter ist sowohl rechts-
als linksseitiger Cauchy-Filter, wie sofort aus (I), (II) folgt. Es braucht aber
nicht jeder Cauchy-Filter zu konvergieren. Eine limitierte Gruppe, in der
jeder Cauchy-Filter konvergiert, heiflt komplett.

deder Oberfilter eines Cauchy-Filters ist selbst Cauchysch,

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise heifle im folgenden ,,Cauchy-Filter*
immer ,linksseitiger Cauchy-Filter*.

Definition 3. Zwei Cauchy-Filter F, & heiflen dquivalent,

F~6

wenn F AN & ein Cauchy-Filter ist.

Man hat das folgende Kriterium:

Satz 7. & und G sind genaw dann dgquivalent, wenn F1® € Te ist.

Beweis: Wegen FAG<F FAGE O ist (FAG)UF A G) <F 16, so
daB 16 ¢ ve ist, sobald F A & Cauchysch ist.

Umgekehrt sei F16 € 7e. Dann ist ({FAG) L1 (FAO)=F'FAFIG A
A G1EF A G1®. Die vier Filter auf der rechten Seite sind in e, da &, ©
Cauchysch und dquivalent sind und &'F = (F1G)-! in 7ve liegt. Also ist
& A ® Cauchysch.

Es ist nachzuweisen, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist. Reflexivitit und
Symmetrie von ~ sind klar. Die Transitivitit folgt mit Satz 7: ist F-16 ¢ re,
G195 € Te, so0 ist nach (I) auch F1EGE1H ¢ re. Nun ist ¢ € GG fiir jedes
G€®, also FIHCFIGGH fir alle F ¢, G ¢® und H 9. Daher hat
man F1H = F1EG1H und folglich FiH €re, d. h. F~ H.

Satz 8. SindF, ©inta,s0istF~ S IstFecrzund® ~ F,s0folgt G c v,

Beweis: Wegen (tx)1-vx(7e ist der erste Teil der Behauptung klar.
Seidann F vz und & ~§F, d. h. F A & Cauchysch (insbesondere also auch
G DaF=F A G, ist « adhidrent an F A G. Da aullerdem & =F A G ist,
folgt & € T ans dem

Hillssatz, Fs sei § ein Cauchy-Filler. Ist x adhirent an §, so ist F € 7.

Bewets: z ist genau dann an § adhdrent, wenn ein ® = § in 72 existiert.
Wegen F'F € re ist dann auch G-1F ¢ re. Nun ist aber & = z9, § € 7¢, s0
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daB H-1x-1F € ve, aber auch HH1x1F € 1e folgen. Da ¢ ¢ HH fiir jedes
H ¢ $gilt, ist 271F = O H12'F, also 21§ € re, woraus § € vz folgt. Damit
ist der Hilfssatz bewiesen;

schlieBlich also auch der Satz 8.

Der eben bewiesene Hilfssatz ergibt insbesondere, dafBl jede kompakt
limitierte Gruppe komplett ist. Wir befassen uns hier nicht mit dem Problem
der Komplettierung limitierter Gruppen, auf das an anderer Stelle eingegangen
werden soll.

b.

Wir betrachten im Folgenden Vektorrdume iiber den reellen Zahlen
(R-Vektorriume) oder iiber den komplexen Zahlen (C-Vektorrdume), die wir
i.a. mit E, F, . . . bezeichnen werden. Wo nichts anderes ausdriicklich gesagt
wird, wollen wir uns auf reelle Vektorriume beschrinken. Die Ausfithrungen
lassen sich ohne Miihe auf den komplexen Fall iibertragen.

Den allgemeinen Definitionen entsprechend ist ein limatierter Vektorraum
ein Vektorraum K mit einer Limitierung v derart, daB die Abbildungen
{z,y) — = + y und (4,z) > Az stetige Abbildungen von ¥ x ¥ bzw. B x &
in K sind. 7 heiflt dann fiir den Vektorraum E zulissig. Die Menge der zu-
lassigen Limitierungen sei wieder 7%,

Es sei V der Umgebungsfilter von 0 € R, der von den symmetrischen offenen
{bzw. abgeschlossenen) Intervallen (— ¢,&) (bzw. [— e,£]) erzeugt wird.

Satz 9. Eine Limitierung t ist genaw dann fir den Vektorraum E zulissig,
wenn sie die folgenden vier Eigenschaften hat:

4) 104+ 1070

B)  A-10C %0 fiir jedes A ¢ R

C¢) V-70C70

D) Fiir jedes x ¢ B ist V- 2 €10,

Jedes A-Ideal von Filtern, das den O-Ultrafilter 0 enthilt und die
Figenschaften A) bis D) hat, definiert eine fiir £ zuldssige Limitierung nach
dem Verfahren von Satz 1.

Bemerkung: Unter V - o ist derjenige Filter auf F zu verstehen, der von
den Mengen @ 2= {Az/l ¢ @} fir ®cV erzeugt wird. Unter V- -F fur
& ¢ F(E) ist entsprechend der von den Mengen @ - F = {Az/A ¢ @, x ¢ F} fir
D cV, F ¢F, erzeugte Filter zu verstehen, d. h. das Bild unter {(4,2)— Az
von V x &. AF schliellich wird von den Mengen AF, F ¢, erzeugt.

Der Satz 9 ergibt sich — wie im Falle topologischer Vektorriume — un-
mittelbar daraus, da man die Identitit

Az —~ dgwes= (A — Ag) o+ Aol — g) + (A — Ag) (x — @)

hat (4,1, aus R, z, x, aus F). Man kann auch verwenden, daf fiir jeden Filter {§,
insbesondere jeden 0-Filter, die Beziehung

(Ao’i‘“ V) (xo+ {}) g }-oxo"{‘ 10% -+ V * x0+ V '%
besteht (A ¢ R, zy¢ K beliebig, aber fest).
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Die Theorie der Teilriume und Quotienten wird hier ebenfalls wie fiir
topologische Vektorrdume durchgefiihrt, so daf wir auf eine erneute Dar-
stellung verzichten. Die Theorie der direkten Summen limitierter Vektor-
rdume 148t sich als ein Spezialfall der ,,induktiven Limites" erhalten; siehe
Abschnitt 6, Bemerkung 3.

Es sei nun 7 € FE I bezeichne die Familie aller beziiglich v stetigen
Seminormen auf E. I definiert auf E eine lokal-konvexe Topologie y°1. Wir
zeigen p°t < v: Ks sei ndmlich & € 70. Dann gilt p(F) — 0 fiir jede 7-stetige
Seminorm p, also & = p~1(V). Somit ist immer noch

& = supp(V) = V°.
per
Bo ist aber der Umgebungsfilter von 0 beziiglich 9%z, Also ergibt sich
70C (9°7) 0. Da 97 € T ist, gilt diese Inklusion fiir jedes x € B, woraus
p°t < 7 folgt.

Da 7 schon eine Topologie ist, ist dann auch v < y71. p7v ¢ T, ergibt
sich daraus, dafi 7 insbesondere fiir die abelsche Gruppenstruktur von E
zulédssig ist.

Es sei nun o irgendeine lokal-konvexe Topologie auf E, so dafl ¢ < 7 ist.
Die o-stetigen Seminormen, die ja o erzeugen, sind alle auch 7-stetig, so dall
fiir den Umgebungsfilter 2 von 0 ¢ E beziiglich ¢ die Relation U < T* folgt,
aus der sich ¢ < y7 ergibt. Zusammengefafit haben wir damit den

Satz 10. Zu jeder Limitierung v ¢ TE gibt es eine wohlbestimmie lokal-
konvexe Topologie y°tv € TE, die dadurch charakterisiert ist, daf sie die feinste
lokal-konvexe Topologie < T ist.

Der topologische Vektorraum (E,%°t) heiit der zu (£,7) assoziierte
lokal-konvexe Raum; ebenso heifle 9%v die zu 7 assoziierte lokal-konvexe
Topologie.

Nun sei fiir v ¢ 7% E der Dualraum zu (E,1), d. h. der Vektorraum aller
7-stetigen Linearformen auf E. Dann gilt der

Satz 11, B'= K, .

Beweis: Wegen y°7 < 7 ist B, C B;. Sei dann 2’ eine 7-stetige Linearform
auf . Die Funktion z - |z, z")| ist immer noch 7-stetig und ist, wie man leicht
sieht, eine Seminorm, die wir mit p,- bezeichnen. Man hat daher (p,)y ¢ . C 1,
so daf} die durch die Familie der p,, z’ ¢ B, erzeugte Topologie o < 9°7 ist.
o ist die schwichste Topologie, die lokal-konvex ist und fir die alle 2’ ¢ E;
stetig sind%). Also sind alle ' noch y°7-stetig.

Ist o' ¢ B, so bezeichnen wir, wie dies iiblich geworden ist, den Wert
von z’ auf z mit {(z,2’y. Die im Beweis von Satz 11 verwendete Topologie o
sei in der Folge mit y*t bezeichnet. y*7 ist genau dann separiert, wenn ¢°t
es ist: aus der Separiertheit von y*r folgt wegen y*z < y%7v diejenige
von p%7. Umgekehrt sei 7 separiert. Dann existiert nach dem Satz von

4) Der Umgebungsfilter von 0 beziiglich ¢ wird durch die endlichen Durchschnitte
der Mengen U(x’;¢) == '~ ((— &, &)) erzeugt. In jeder Topologie, in der alle 2’ stetig
sind, ist jedes U(2’; £) Umgebung von 0.
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Haan-BavacH zu jedem x 4 0 ein 2’ € E;, so daf {(x,z") = 0 ist, also auch
P {x) =0, so dafi y*r separiert ist.

Nennen wir eine Limitierung mit der ,,Dualitit’*®) zwischen {£,7) und E,
vertriglich, wenn sie dieselben stetigen Linearformen hat wie 7, so sieht man,
daB y*7 die schwichste Limitierung (nicht nur die schwéchste Topologie) ist,
die mit dieser ,,Dualitdt’ vertriglich ist: ist niamlich E = E,, so ist nach
Satz 11 auch E.,= &, also y% = y*7. Wegen y%c < ¢ folgt damit p*1 < 0.
Zusammenfassend formulieren wir jetzt den

Satz 12. Sei v ¢ 7%, Die Topologie w*7 tst die schwdchste mit der ,,Dualitit*
von (E,7) und E; vertrigliche Limitierung auf E. Ist p°t separiert, so ist mithin

y*r =g (U, K

die «topologie affaiblie» (BOURBAKI) zu y°7.

‘Sei wieder E’'= K, Man definiert auf E’ eine schwache Limitierung 1’
durch die Festsetzung: §'¢€ v'0’ gelte genau dann, wenn fiir jedes feste x ¢ £
der Filter {z,&") (= & (#)) in R gegen 0 konvergiert. Man folgert leicht den

Satz 13. %1 sei separiert. Dann ist 1° die schwache Topologie o(E', K)
{BoURBAKI) auf B', induziert von der Dualitdt zwischen (E,1) und E’.

Die Topologie " wird durch die Seminormen z’ - |{z,2")| definiert und
ist also fir £ zuldssig und lokal-konvex.

Wir definieren die 1-beschrinkten Mengen in E als die ¢°7-beschrinkten
Mengen. Sei y°7 separiert. Dann sind %7 und y* v mit der Dualitit zwischen
{(E,7) und B vertriglich und haben somit dieselben beschriankten Mengen
(s. etwa [2], ch. IV, §2, th. 3 und prop. 4). Daraus ergibt sich der

Satz 14. Eine Teilmenge BC E ist genau dann t-beschrinkt, wenn auf thr
jede T-stetige Seminorm beschrinkt bleibt.

Und mit der Definition von y* v der

Satz 15. Ist y°r separiert, so ist B E genau dann t-beschrankt, wenn auf B
jede T-stetige Linearform beschrinkt bleibt.

In den Anwendungen wird der hiufigste Fall wohl der sein, dal °t
separiert ist. Dann kann man die Aussage von Satz 15 als Definition fiir die
T-beschrinkten Mengen nehmen.

Satz 16. Be: separiertem °t sind die beschriinkten Mengen fiir alle mit
der Dualitdt zwischen (B,t) und B, vertrdglichen Limitierungen dieselben.

Unter der Voraussetzung von Satz 16 14Bt sich auf E;| die bliche ,,starke
Topologie”, d. h. die Topologie der uniformen Konvergenz in den 7-beschrink-
ten Mengen, einfiihren, die in diesem Falle nur von der Dualitit zwischen
(E,7) und E; abhingt. Man erhilt so etwa die iibliche Topologie auf dem
Raum 2’ der Distributionen (mit skalaren Werten) auf dem E~».

6.

Wir besprechen in diesem letzten Abschnitt ein Verfahren, das die Kon-
struktion von Limesrdumen aus gegebenen Familien von Limesrdumen,
insbesondere von topologischen Réumen, gestattet: es handelt sich um den

%} Diese Dualitdt ist nur dann echt, wenn y°r separiert ist.
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induktiven Limes von Limitierungen bzw. Topologien. Wir beginnen mit
einem Spezialfall:

Es sei (E,,1,),c7 eine Familie von Limesrdumen, die den folgenden Be-
dingungen gentigt:

1. Die Indexmenge [ ist durch eine Ordnungsrelation < gerichtet.

2. Fira< f ist E,CEg

3. Ist « < f und bezeichnet 74, die von 7; auf E, induzierte Limitierung,
80 ist 75, = 7,

Die dritte Bedingung bedeutet offenbar die Stetigkeit der Inklusions-
abbildung E, - E; fir o < .

Es sei dann E = U E, Wir nechmen dabei an, es sei F ¢ (E,), ;. Damit
geben wir die «

Deiinition 4. Hin Filter § ouf E heifle t-konvergent gegen x, wenn es ein
« € I und ein §, € v, 2 derart gibt, da §F = F (F,) tst.

Wir zeigen, daf3 dadurch eine Limitierung v auf E definiert ist. Es ist klar,
daB} fiir jedes » ¢ B & ¢ v ist, denn es gibt ein « € I derart, daB = ¢ B, gilt.
Ist dann &, der x-Ultrafilter auf £, so erzeugt &, den Filter &; also ist 2 € 7.
Ferner ist evident, dafl mit & jeder Oberfilter zu § zu vz gehort.

Es seien nun §, ® in 7z, etwa § = F(F,), © = F(Gy), wo &, € 1,x und
&s€ 15 gelten. Sei dann y = «, f. Es ist E,NE,CE,. F(F,), F, (&) seien
die von &, bzw. G5 auf E, erzeugten Filter. Wegen 7,,<7,, 7,5 75 ist
T,8C T,,%, usw., so daBl aus der Definition der induzierten Limitierung
F,(F,) € r,zund F, (&) € 7, x folgen. Das ergibt wegen F(F,) N F,(S4) € 1,2
sofort F(F,(F,) N\ F,(6p) € vx. Nunist aber F(F(F,) A F(Gp)) = F(F,(F,))A
NF(F (&) = F(F,) N\ F (&), so daB F A & ¢ Ta folgt. Daher ist v: z— 72
eine Limitierung auf K.

Man bemerkt, dafl wir hier die folgenden Identitdten verwendet haben,
deren Nachweis unmittelbar ist:

F(& N 6,) = F(F,) N F(S,);
F(Fﬁ (%d)) = F(%a) .

Ferner gilt, falls die oberen Grenzen existieren:
F(%av ®<x) = F(%a) N F(er) .

Sei nun fiir jedes « € I 7y, die von 7 auf £, induzierte Limitierung. 75,
besteht aus den von den & € 7« induzierten Filtern ¢,F. Es sei dann §, € 7, .
Es folgt F({F,) € v, also o, F(F,) € Tg,v. Da aber o, F(F,) = F, ist, ergibt
sich daraus 7,2 C Ty, — und zwar fir jedes o ¢ 1. Das bedeutet:

Fiir jedes o ¢ [ ist 75, < 7,

Nun sei o eine beliebige Limitierung auf E, so daB fir jedes « ¢ I gg, < 7,
ist. Ist dann § € v, d. h. § = F(F,) fiir ein gewisses « und §, ¢ 7,7, so folgt
aus der Definition der induzierten Limitierung F(&,) € oz, also & € 6. Das
bedeutet 72 Cox. Da dies fiir ein beliebiges « € £ gilt, ergibt sich damit der

Satz 17. Die durch Def. 4 gegebene Limitierung v auf B ist die feinste Lima-
tierung, die auf jedem E, eine Limitierung induziert, die schwicher ist als 7,.

Satz 18. Genaw dann ist v separiert, wenn jedes 7T, es ist.

fiir o < B:
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Beweis: Ist T separiert, so ist wegen 74, < 7, jedes 7, es auch. Umgekehrt
seien alle 7, separiert. Gesetzt dann, es gibe ein F cranry fir x4 y. Es
gibt auf jeden Fall ein o € I, so daB = und y in £, also in jedem E; fira < §
liegen. Ferner gibt es y, 6 in I und &, € 7,2, &€ 75y, so daB F = F({F,) und
& = F({,) sind. Insbesondere miilte dann die obere Grenze F(F,)V F(F,)
existieren. Fiir jedes ¢ = y, § ergibe sich daraus die Existenz der oberen
Grenze F.(F,) V F.(Fs). Aus F, ¢ 1,2, Fscrsy folgte damit F (F,)VF,(Fs) €
€,z N1,y entgegen der Voraussetzung, wonach 7, separiert ist. Damit
ist der Satz bewiesen.

‘Wir nennen — aus einem w. u. ersichtlichen Grund — v den indukiiven
Limes der Limitierungen 7,. Sind alle v, Topologien, so ist ihr induktiver
Limes nach dieser Definition nichi unbedingt auch eine Topologie. Wir werden
darauf w. u. noch einmal hinzuweisen haben.

Ist (0,)xc s eine zweite Familie von Limitierungen, so da8 die Familie (5,), ¢z
die Eigenschaft 3) hat, so gilt fiir ihren induktiven Limes: 0 < 7, sofern 0, < 7,
fir jedes o € 1 ist.

Satz 19. Es sei J C I ein kofinale Teilmenge. Dann ist E = U E, und der

akd
induktive Limes 1’ der 1y, o € J, ist gleich .

Beweis: Offenbar ist 1< 7', d. h. ¥z vz fiir jedes z € H. Umgekehrt
seiff € tx,d. h. & = F(F,) fiir ein gewisses « € [ und ein & € 1, z. Dann existiert
ein f =z« in J. Wegen 73, < 7, konvergiert dann Fy(&,) in B; gegen z. Da
schlieBlich F(F,) = F(Fs(F,)) ist, folgt F = F(Fp({F,) und damit F ¢ 7'z
Das beweist 7= 7 und also die Behauptung.

Bemerkung 1: Die Konstruktion von 7 nach Def. 4 148t sich als ein Spezial-
fall der folgenden auffassen, was auch die Wahl der Bezeichnung ,,induktiver
Limes* erklért:

Es sei wieder I durch eine Relation = gerichtet. < braucht nicht eine
Ordnungsrelation zu sein, es geniigt, wenn < reflexiv und transitiv ist (,, Quasi-
ordnung‘‘). Dann sei (E,,¢p) eine induktive Familie von Mengen und Ab-
bildungen tiber I («famille inductive» bei BoURBAEKI, “direct system’ bei
Lerscuerz und EILENBERG/STEENROD). E sei der induktive Limes der E,
nach den Abbildungen ¢:E,— Eg(x < f). Ferner sei jedes E, mit einer
Limitierung 7, derart versehen, daf8 fir « < f die Abbildung ¢} stetig ist.
Wir sagen dann, es liege eine induktive Familie von Limesrdumen vor, fiir
die wir (£,,7,; @3) schreiben. Die Menge E 1Bt sich in der folgenden Weise
zu einem Limesraum machen: Fiir jedes « ¢ I hat man in natiirlicher Weise
eine Abbildung ¢,: B, ~ E und es ist £ = U ¢,(E,). Dann sei 7 die feinste

o
Limitierung auf E, so daB alle ¢, : E, - E stetig sind (s. § 2, Abschnitt 4, I).
Dieses 7 heiBt der indukiive Limes der Limitierungen 7, wofiir wir auch
7 = limt, schreiben. Der Limesraum (&, t) beiflt dann ebenfalls der induktive

Limes der Limesrdume (E,,7,) nach den Abbildungen ¢§. Wir schreiben auch
dafiir (#,7) = lim(&,,1,).
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Offenbar erhdlt man den schon besprochenen Fall zuriick, wenn < eine
Ordnungsrelation ist und alle @, Inklusionen sind.

Aus §2, Abschnitt 4, I} entnehmen wir noch: Es ist
@(limT,) = lim*&T,,

wobei unter lim* @7, die feinste Topologie zu verstehen ist, fir die die Ab-

bildungen ¢, : (E,, &1,) > E stetig sind (d. h. der topologische induktive
Limes der &rt,). Es gilt dbrigens lim*@t,< liméot, und, wie wir schon

—

erwihnten, lim &7, ist nicht unbedingt eine Topologie.

Es sei noch eine wichtige Eigenschaft des induktiven Limes angegeben:
Ist (E,7)= im(E,,71,), (£',7') ein beliebiger Limesraum, so ist eine Ab-

bildung ¢ : E - B’ genau dann stetig, wenn alle o ¢, : E, —~ E’ stetig sind.

Die Bedingung ist natiirlich notwendig. Umgekehrt seien alle ¢o @,
stetig. Zum Beweis der Behauptung, daff dann ¢ stetig sei, erinnern wir an
die Definition von 7: nach §2, 4, I) ist fiir jedes x ¢ E 7 das kleinste A-Ideal
von Filtern, das alle Filter ¢, (F,) enthilt, wobei &, 7,2, und ¢, (x,)= 2
gelten. 7z besteht aus allen Oberfiltern zu Filtern der Form ¢, () A ¢3(&5),
wobei &, &, in F, bzw. E; gegen x,, z; konvergieren und ¢, (%,) = @a(xs) = =
ist. Nun ist aber @(@,(&.) A ¢(&) = ¢ (9. (F)) N 9(gs(&s). Nach Vor-
aussetzung ist ¢ (¢,(F.)) € 79 (2), 9(95(Fp)) € T (2) wegen p(x) = p(Pu(.))
= @(gs(xg)). Also gehort auch die untere Grenze der beiden Filter zu v’ ¢ ().
Daraus folgt leicht die Stetigkeit von ¢, womit die Behauptung bewiesen ist.

Nun sei — unter den Voraussetzungen von Def. 4 — jedes £, ein R-Vektor-
raum. Offenbar ist es dann auch E. Fir jedes o € I sei 1, eine fir £, zuldssige
Limitierung. Wir zeigen, daBl dann 7= lim, fiir F zuldssig ist. Dazu seien

zundchst{, ® in 70. Esist also & = F(F,), © = F (&), wobei §, € 1,0, 657 7,0
sind. Da I gerichtet ist, konnen wir o = § annehmen. Wir zeigen nun F(F,) +
+ F(6,)=FGF,+G,), woraus dann F + S = F(F,+ &,), also F + €70
folgt. Sei also H ¢ F(F,+ &,). Das bedeutet: es gibt F,«F, und G, ¢ G,, so
daB F,+ G, C Hist. Danun aber F + G, ¢ F(F,) + F(®,) gilt, folgt H ¢ F(F,) +
+ F(®,). Also schliefit man 70 + 70 70. Da ferner 1-F(F,) = F(i§F,),
V-F(E,) = F(V- &, gelten, folgen auch die iibrigen Eigenschaften. 7 ist
daher zuldssig:

Satz 20. Die Mengen E, seien R-Vektorrdume, 1,¢ J Ea. Dann ist (B, 1) ein
limitierter Vektorraum. Eine Linearform x' ist auf B genau dann stelig, wenn
2'[B, fir jedes o € I stetig st.

Von besonderem Interesse ist der Fall einer Familie lokal-konvexer topo-
logischer Vektorraume, wie die folgenden zwei Beispiele zeigen:

Beispiel 1: Es sei € der C-Vektorraum aller stetigen komplexwertigen
Funktionen auf dem E* mit kompaktem Triger. R sei die Menge aller kom-
pakten Teilmengen des B*. R ist eine Halbordnung beziiglich C und auflerdem

Math. Ann. 137 22
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gerichtet. €y bezeichne den (komplexen) Vektorraum aller stetigen Funk-

tionen R* — C mit Triger in K. Offenbar ist € = U €. Betrachtet man auf
Ecs
jedem €y die Topologie der uniformen Konvergenz, so wird diese durch die

Norm [|fll g= suplf(x)| erzeugt, ist also lokal-konvex, separiert; auBerdem
T K

ist sie komplett. Sie sei 7. v sei der induktive Limes der 75 auf €. Der Dual-

raum ¥’ von (%, 1) ist der Raum der Masse auf dem R#; vgl. [6], c¢h. 1.
Beispiel 2: Wir ersetzen € durch den Unterraum 2 der C*-Funktionen

R? — (' mit kompaktem Triger; entsprechend sei @ der Raum der U®-Funk-

tionen mit Triger in K. Wieder ist 2 = U @, Die Topologie 74 wird durch
EeR
eine stérkere oy ersetzt, indem man gleichzeitig die uniforme Konvergenz

(in der natiirlichen Norm) aller Ableitungen verlangt; fiir Einzelheiten sei
wieder aunf [6] verwiesen. Der induktive Limes ¢ der oy auf & ist eine separierte
Limitierung (vgl. Satz 22 w. u.), ebenso ist y°c¢ separiert (vgl. w. u. Satz 21,
Satz 22). Der Dualraum 2’ von (2,0) ist der Raum der Distributionen auf
dem R" (mit skalaren Werten). Es ist 2 C % und v45= o; ferner liegt 2 in ¢
dicht.

Wir kehren noch einmal zu den allgemeineren Betrachtungen dieses
Abschnittes zuriick. Es gilt der

Satz 21. Es seten wieder (E,,t,) mit den Eigenschaften 1) bis 3) gegeben.
Die E, seien R-Vektorrdume und die T, zulissig. Dann ist die Topologie yp°t
der lokal-konvexe induktive Limes der lokal-konvexen Topologien 3°1,:

p*(lim7,) = Lm® 9°,.

Beweis: Wir wissen schon, daf§ 7 die feinste Topologie auf E derart ist,
daB (y7)g, < w7, fir jedes o € I gilt. Nun ist der induktive Limes (im Sinne
BourBags) der ¢°7, lokal-konvex und £ 7, denn er ist die feinste lokal-
konvexe Topologie, die auf jedem E, eine Topologie < ¢, induziert. Also
ist lim%¢%7, < 9°t, da ¢°t die feinste lokal-konvexe Topologie < 7 ist.

Andererseits ist aber y°7 < lim%y%7,, denn "7 induziert auf jedem E, eine

lokal-konvexe Topologie < wt,, also auch < 9°7,. Daher ist schlieBlich
p¥7 = lim%¢%7,, wie behauptet wurde.

%7 ist mithin genau dann separiert, wenn der induktive Limes der Topo-
logien oYz, es ist. Ein hinreichendes Kriterium dafiir ist in dem folgenden
Satz enthalten:

Satz 22. I enthalte eine abuibibare konfinale Teilmenge (o;);cn, so daf
oy < oy g flir jedes i qilt. Wir setzen B = E,, 1,,= 1;. Sodann sei p°7; |E,= v,
fiir jedes i. Sind dann die p°1; separiert, so ist es auch y°t.

Beweis: "7 ist der lokal-konvexe induktive Limes der Topologien ¢°t,,
wie wir eben sahen. Ferner ist nun ¥ induktiver Limes einer aufsteigenden
Folge von Teilrdumen E;, sogar strikfer induktiver Limes wegen ¢°1;,,|#;= y°7;.
Also ist %7 separiert.
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Bemerkung 2: Die weiter oben angegebenen Beispiele erfilllen die Voraus-
setzungen von Satz 22, so daB insbesondere die Topologien ¢°7 und 9°¢
separiert sind. Man kann daher die Sétze von Abschnitt 5 dieses Paragraphen
anwenden, was in [6], ch. 111, etwa bei der Definition der beschréinkten Mengen
getan wird.

Bemerkung 3: Der Satz 20 gestattet in der folgenden Weise die Definition
der direkten Summe lLimitierter Vektorrdume:

a) Endliche direkte Summe: Es sei (£,,1;) eine endliche Familie von

P
limitierten Vektorrdumen. Die direkte Summe F :‘@1Ei ist in natiirlicher
i=

Weise zu /] E; isomorph. Wir betrachten auf # also die Produktlimitierung.
¢

Diese ist, wie man leicht nachrechnet, fiir X zuldssig.
b) Nun sei # = @I E,, jedes B, ein Vektorraum. Wir nehmen an, jedes E,
t€

sei mit einer zuldssigen Limitierung 7, versehen. Dann bezeichne I* die Menge
aller endlichen Teilmengen von I. Fiir jedes L ¢ I'* sei

Bi= @

L oL ¢

TL-'—“HT,.
el

Dann ist £ der induktive Limes der Unterrdume Ky, L ¢ I*, beziglich den
natiirlichen Inklusionen. Es sei sodann 7 = lim7y. Wir wissen, dafl t ¢7F ist.

Also ist (E, 1) ein limitierter Vektorraum. Digser heifit die direkte Summe der
Familie (£, 7,):
l% (E,,t,)= (:?IE”ITITL) .
Wir bezeichnen dann 7 auch mit L% T,
Sind alle 7, lokal-konvexe Topologien und nimmt man lim %, anstatt
imTy, so wird @ 7, zur iublichen topologischen direkten Sur;me, 8. etwa

e

—>
Boursaxgi, Espaces vectoriels topologiques, fase. de rés., § 3, no. 17.
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