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0ber eine Klasse J-selbstadjungierter Operatoren 
Von 

ROLF K~HNE in Dresden 

Einleitung 

Es sei 9 ein komplexer Hilbertraum, auf dem auBer dem positiv definiten 
Skalarprodukt (x, y) (x, y E g)  ein zweites, indefinites Skalarprodukt Ix, y] 
(x, y E 9)  (s. Abschnitt 1) gegeben istl). 

In der vorliegenden Arbeit unt~rsuchen wir eine spezielle, dureh (1.3) 
definierte Klasse A yon Operatoren in 9, die bezfiglich des indefiniten Skalar- 
produktes selbstadjungiert sind. 

Der Abschnitt 1 enth~lt neben einfachen Eigenschaften die Aussage, dab 
zu jedem A E A ein positiver Operator existiert, der A symmetrisiert (Satz 1.1, 
s. auch Satz 2.2). 

Damit kSnnen wir in Abschrdtt 2 auf A die Theorie der positiv symmetri- 
sierbaren Operatoren (s. [6], [8]) anwenden. Hierbei ergeben sich, falls A eine 
vollstetige Potenz A ~ besitzt, Existenzaussagen und Extremaleigenschaften 
ffir Eigenwerte yon A (Satz 2.1) sowie ein Entwicklungssatz (Satz 2.3). 

Der Absehnitt 3 beinhaltet Untersuehungen yon A ffir den Fall, dab 9 ein 
Raum yore Typ iI~ ist (wir schlieBen uns bier der in [2] eingeffihrten Termino- 
logie an). Man erhglt dann auf 9 ein zweites positiv definites Skalarprodukt, 
bezfiglich dessen A wieder selbstadjungier~ ist. Dieses Skalarprodukt l~Bt sich 
dadurch ermitteln, dab man x linear unabh~ngige Eigenelemente yon A aus 
geeigneten Extremalaufgaben bestimmt. 

E. Pl~so~N untersuehte in [5] ebenfal~ Operatoren aus A und gab unter 
zus~tzlichen Bedingungen ffir diese Operatoren eine SpektraldarsteUung an, 
die der bekannten Spektraldarstellung selbstadjungierter Operatoren im 
Hilbertraum ~hnllch ist. Wir werden nun in Abschnitt 4 unter gleiehen Vor- 
aussetzungen -- jedoch ohne wie in [5] die Separabilit~t yon 9 zu fordern -- 
beweisen, dab jeder mit A E A vertausehbare und beziiglich des indefiniten 
Skalarproduktes selbstadjungierte Operator auf 9 auch beziiglich eines zweiten 
positiv definiten Skalarproduktes selbstadjungiert ist. Daraus erhalten wit 
dann die in [5] gewonnenen Ergebnisse unmittelbar und in verseh~fter Form. 

i) Ausfi~rliche Untersuchungen zur Geometrie yon R~umen mit indefinitem Skalar- 
produkt sowie ein umfsssendes Literaturverzeichnis finder man in [1]. 
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1. Die Operatoren der Klasse A 

Es sei ~) ein komplexer Hilbertraum mit dem (positiv definiten) Skalar- 
produkt (x, y) (x, y E £)) und sei J ein auf ~) definierter (beschr~nkter) selbst- 
adjungierter Operator, fiir den 0 kein Eigenwert ist. AuBerdem nehme die 
quadratische Form (Jx, x) (x E ~)) auf ~) sowohl positive als aueh negative 
Werte an. Mit Hilfe yon J definieren wit auf ~) ein zweites, sog. indeflnites 
Skalarprodukt dureh 

(1.1) [x, y] = (Jx, y) (x, y E 0 ) .  

Zwei Elemente x, y E 0 heiBen zueinander J.orthogonal, falls Ix, y] = 0 
gilt. Ebenso werden zwei Teilmengen ~t, ~ C O  zueinander J-orthogonal 
genannt, wenn alle Elemente yon 9~ zu allen Elementen yon ~ J-orthogonal 
siad. 

Man sag~, dab das indefinite Skalarprodukt auf TR C ~ entartet, wenn ein 
x E ~ ,  x =~ o~), existiert, so dal3 fiir alley E ~ gilt Ix, y] ~ 0. Offenbar entartet 
das indefinite Skalarprodukt naeh Definition nicht auf ~. 

Wit defmieren die Mengen 

~+ = {x E 0/Ix, x] > 0} 
~o = {z E ~/[x, x] = 0} 

l i -  = {x E ~I[~, x] < 0}. 
Die Elemente yon ~+ (bzw. ~0 oder ~-) heiBen ~sltiv (bzw. nullartlg oder 
negativ). Entsprechend werden Teilmengen von ~) als posltiv (bzw. nullartig 
oder negatlv) bezeichnet, wenn alle ihre yon o versehiedenen Elemente positiv 
(bzw. nullartig oder negativ) sind. 

Es sei nun A ein auf ~ defmierter linearer Operator, der ~ in sich abblldet. 
A heist J-selbstadjungiert, wenn ffir alle x, y E 

(1.2) [Ax, y] = [x, Ay] 

gilt. Wit definieren fiir A die Teilmengen 

~1+ = {x E 0/[-4 x, x] > 0} 

9.1 ° = {~ E OI[Ax ,  ~] = 0} 

9.1- = {x E 0/lAx, x] < 0}. 
In der vorliegenden Arbeit wird eine spezielle Klasse A solcher J-selbst- 

adjungierter Operat~)ren betraeh~et. Dabei soll A genau dann zu A gehSren, 
wenn  

(1.3) ~° n ~° = {o} 

gilt. Weiter sei A + -- {A E Ali~°\{o} C ~l+}. 
Lemma 1.1.s). Aus A E A ]olgt entweder A E A + oder ( - A )  E A+. 
Beweis. Angenommen, es wgre A E A, abet A ~ A + und ( - A )  ~ A +, d.h. ,  

es ggbe zwei Elemente x, y E ~ ° mit [Ax, x] < 0  und - l A y ,  y] < 0 .  Dann 

I) o bezeiohne dan Nullelement yon £). 
s) I)er Inhalt dieses Lemmas ist in [5], Satz 1.1, enthalten. 
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lieBen sich reelle Zahlen 4, ~ und danach a ~= 0 so w~hlen, da~ Re (d (~-~) [x, y]) 
= 0 und [Ax ,  x] + 2aRe(ei(~-~) [Ax,  y]) + a~[Ay,  y] = 0 gilt. Ffir z -~ e ~ x  ÷ 
+ a e ~ y f o l g t d a r a u s  [.4z, z] = [z, z] = 0undwegen l A x ,  x] < 0und  [Ay ,  y ] > O  
aber auch z ~= o im Widerspruch zu A E A. 

Aus Lemma 1.1 ersieht man, dab es keine Einschr~nkung bedeutet, wenn 
wir anstelte yon A E A i m  welteren .4 E A + voraussetzen. 

Lemma 1.2. Es sei A E A +. Dann  gilt ]iir aUe x E 3 + und aUe y E 3 -  

(1.4) [Ay, y] [Ax, x] 
[y,y] < Ix, x] 

Beweis. Angenommen, es g~be zwei Elemente x o E 3 + und Yo E 3 -  mit 
[Xo, Xo] = - [Yo, Yo] = 1 und - [.4 Ye, Yo] ~- [A Xo, Xo]. Werden dann mit 
und U zwei reelle Zahlen bezeichnet, ffir die Re(e~(~-n)[Xo, Yo])= 0 und 
Re(e~(~-'l) [.4Xo, Yo]) -~ 0 grit, so ergeben sich ffir z o = e~xo + etny o die Be- 
ziehungen [Zo, Zo] = 0, [A %, Zo] ~ 0 und z o ~= o im Widerspruch zu .4 E A +. 

Satz 1.1. Es sei A E A + und I~ = inf  { [A x, x] ~ Dann  ist lu > - oo und [i~r 

(1.5) H = J (A - i~I) ' )  

gilt: 
(I) H ist ein yon 0 ~) verschiedener (selbstad~ungierter) ~ositiver Operator. 

(II) H symmetrisiert (yon l inks)  ]eden J-selbstadjungierten Operator B m i t  
A B -~ B A ; d. h. H B ist selbstadjungiert. 

Beweis. Aus (1.4) folgt ~u > - oo. 
(I) Es gilt H ~= O; andernfalls erhielte man n~mlich ffir jedes x o E ~°\{o} 

[Axo, Xo] ~- ( JAxo ,  ~o) = / ~ ( J x o ,  Xo) = /~  [xo, Xo] = 0 ,  

also x o E ~o im Widersprueh zu A E A +. 
Welter gilt fiir alle x E 0 die Ungleichung 

(1.6) (Hx, x) = lax,  x] - /~[x ,  x] ~ 0 ,  

da sie nach Definition yon/~ ffir x E 3 +, wegen A E A + ffir x E ~o und infolge 
(1.4) fiir x E ~ -  efffillt ist. H ist demnach ein positiver Operator. 

(II) Bezeiehnet B einen J-se!bstadjungierten Operator mit A B = B A ,  
so gilt fiir alle x, y E 

( H B x ,  y) = [ A B x ,  y] - / ~ [ B x ,  y] = [x, A B y ]  - [ x , /~By]  = (x, H B y ) .  

Daher ist H B  und speziell ffir B = I also aueh H selbstadjungiert. 
Der Satz 1.1 ist somit bewiesen. 
Auf Grund yon Satz 1.1 kSnnen wir auf A die Theorie der durch einen 

positiven Operator symmetrisierten Operatoren e) anwenden. Dies soll in 
Abschnitt 2 geschehen. Dabei sei vermerkt,  dab zwar der Operator .4 - / ~ I  
dureh H streng (und somit auch roll) symmetrisiert wird, der Operator .4 

4) I bezeichne den identischen Operator aus ~). 
~) 0 bezeiclme den Nulloperator aus 9. 
4) Siehe z. B. [8] und [6]. 
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jedoeh selbst im allgemeinen diese Eigensehaften nicht besitzt. Es sollen nun 
noeh einige einfache Aussagen fiber den Operator A E A+ bewiesen werden. 

Lemma 1.3. I s t  TI  C ~9 ein linearer Tei lraum mit  A ~f~ C Tll, so Icann das 
indefinite Skalarprodukt au] ~ l  nieht entarten. 

Beweis. Sei x E ~ und [y, x] = 0 ffir a l ley E 92l. Dann gilt speziell [x, x] = 0 
und wegen A Tl C92l aueh l A x ,  x] = 0. Infolge A E A + ergibt dies x = o, 
W, Z.  Z° W .  

Folgerung 1. Gilt [x, x] ~ 0 (bzw. Ix, x] ~ O)/ i i r  alle x E 9~l, so ist [x,x]~=0 
]iir ~edes x E ~ mit  x ~ o. 

Beweis. Aus [x, x] = 0 folg4 auf Grtmd der Sehwarzschen Ungleiehung 
[x, y] -- 0 ffir a l ley  E 9~l uad daher nach Lemma 1.3 x = o. 

Folgerung 2. Die Eigenelemente yon A sind nieht nuUartigT). 
Folgerung 3. Fi~r den zu einem Eigenwert • yon A gehSrenden Eigenraum ~l~ 

gilt entweder Tin C ~+ 'J  {o} oder T/l~ C ~ -  ~ {o}. 
Beweis. Aageaommen, es w~re Tln A ~ + =~ 0 und ~ ~ ~ -  ~= 0. Dann 

erhielte man Tla ~ ~o =~ {o} im Widerspruch zu Folgertmg 2. 
Lemma 1.4. Es  sei A E A + und sei B ein J-selbstadjungierter Operator mi t  

A B == B A .  Dann  sind die Eigenwerte yon B sdmtlich reeU und besitzen den 
Index  lS). 

Beweis. (I) Sei x E 9,  x =~ o, mit B x  = ~x. Damit gilt 

~[A'~x, x] = [A'~Bx,  x] = [x, A '~Bx]  = ][x,  A ' x ]  (n = O, 1). 

W~re nun ~ ~ ~, so erhielte man Ix, x] = l A x ,  x] = 0 im Widersprueh zu 
A EA+. 

(II) Wir nehmen an, es g~be ein x E 0  mit y - ~  ( B -  ~ I )x :4 :  o lind 
(B - ]~I)y = (B - 2 I )~x  -~ o. tIieraus folgt wegen 2 = 

2[Anx ,  y] = [A"x,  B y ]  = [A" B x ,  y] = 2 [ A ' x ,  y] ~- [ A , y ,  y] (n -- O, 1), 
also [y, y] = [Ay ,  y] = 0 im Widersprueh zu A E A +. 

Folgerung. Eigenelemente zu  voneinander verschiedenen Eigenwerter~ yon B 
sind zueinander J-orthogonal. 

Bewelsg). Aus  B x  1 = ~1xl und Bx~ = ~ x ~  mit )~ ~ ~t~ ergibt sich wegen 
2~ = ~ )~ [Xl, x2] = [Bx~, x2] = [x~, Bx2] = ~2 Ix1, x2] und daraus [x~, x~] = 0. 

2. 0peratoren mit vollstetiger Potenz 

2.1. Wir weisen zun~chst darauf bin, daI3 im weiteren alle topologischen 
Begriffe im Sinne der durch die Norm l[xU = ~/(x, x) (x E 9)  auf ~ erzeugten 
Topologie zu verstehen sind. 

Die nun folgenden Untersuchungen stfitzen sieh auf einen in [6] (S. 45/46) 
und [8] ffir positiv symmetrisierbare Operatoren bewiesenen Satz, der in dem 
hier betrachteten Spezialfall unter Verwendung der in Satz 1.1 benutzten Be- 
zeichnungen folgendermaBen formuliert werden kann. 

7) Ein direkter Beweis wurde in [5] angegeben. 
s) Das heiBt, for jedes natiirliche k folgt aus (B ~ gI)kx = o die Gleichung ( B - ) . I ) x  

9) Siehe z. B. [4]. 



60 ROLF K~n~E: 

Lemma 2.1. E ,  ,el A E A +, B ein d.,ymmarisc~h*r Operator mit B A  = A B,  
und es exi, tiere eine nati~rllche Zahl p, so daft B p vollstetig ist. Ferner ,ei H B 4= O. 
Dann besitz2 B einen Eigenwert ~ 4= 0 mit [~l = sup I(H Bx ,  z)I. 

(Hx,  $ )~  1 

Die Aussage dieses Lemmas l~Bt sich fiir B = A wie folgt versch~rfen. 
8atz 2.1. Zu gem Operator A E A + existiere eine nati~rUche Zahl p, so daft A v 

vollstetlg istga). Dann besitz2 A einen Eigenwert ~ 4= O. Wird H und i ~ gefiniert wie 
in  Satz 1.1, so gib$ es elnen Eigenwert ~ yon A mit ivl = sup I(H A x, x)l, wobei 

(H~, x)= 1 

die Form ](HAx, x)] in genau genjenigen Elementen x o E 0 mit (Hxo, Xo)= 1 
den Weft [vl annimmt, /iir die (A - l~I)xo d n  Eigenelement yon A zu + voger - v 
ist. 

Beweis. (I) Wit  zeigen die Existenz eines Eigenwertes Z 4= 0 yon A. Fiir 
H A  4= 0 folgt dies aus Lemm& 2.1. 

Sei nun H A  --- 0. Das bedeutet 

(2.1) (A - p I ) A  = O.  

Wegen 0 ¢ A + und somit A 4= 0 folgt daraus, dab 2 = p ein Eigenwert yon A 
ist. Uberdies gilt p 4= 0, da anderafalls auf Grund yon (2.1) A S = 0 und deshalb 
nach Lemma 1.4 A = 0 im Widerspruch zu A E A + w~re. 

(II) Die Existenz eines Eigenwertes v mit Iv[ = sup ](HAx, x)[ folgt 
(Hz,  z) = 1 

unmittelbar aus Satz 1.1, falls H A  4= 0 gilt. 
Fiir H A  = 0,  d .h .  A ( A -  p I ) =  O, ergibt sie sich daraus, dab wegen 

p I  ~ A + gilt A 4= p I  und dann also 0 ein Eigenwert yon A ist. 
(HI) Nach Definition gilt fiir alle x E 0 mit  (Hx, x) =~ 0 

(2.2) Iv]= sup [(HAx, x)]>-[(HAx'x)[- .  
(Hx, ~)~ 1 (ttx, x) 

Da man aus (Hx, x ) = O  auf Grtmd der Positivit~t yon H ( H A x ,  x ) = O  
erhglt, siad die fiir (Hx,  x) ~= 0 aus (2.2) folgenden Relationen 

(2.3) (H(iviZ - A)x ,  x) ~_ 0 

(H(iv[I + A)x, x) ~ 0 

sogar ffir alle x E 0 g ~ i g .  
Sei nun x o E Y) mi t  (Hxo, Xo) = 1 und [(HAxo, Xo) [ = Iv[. Dann isl entweder 

(H([v[I - A)xo, x0) = 0 odor (H([~[I + A)xo, x0) -- 0. Wegen (2.3) folgt 
hieraus entweder H ( ] ~ [ I - A ) x o = O  oder H([~[I  + A)xo----o. Da sich aus 
(Hxo, xg)= l a x  o - pXo, Xo] -- 1 die Beziehung A x  e - pxo4= o ergibt, ist also 
(A - p I ) x  o ein Eigenelement yon A zu + v  oder - v .  

Grit umgekehrt  fftr ein x o E 0 mit  (Hxo, Xo)= 1 eine der Gleichungen 
(A - ~I) ( A x  o - pXo) = o oder (A + ~I) (Ax  o - pxo) = o, so ist offenbar 
[ v] = I(HAzo, xo) I. Dot Satz ist damit vollsthndig bewiesen. 

k) Z u ~ z  bel der Korre~ur: Die Existenz eines i.a. nicht vollstetigen Operators 
A E A + mit vollstetlgen Potenzen A • (p ~ 2) wurde vor kurzem yon I. S. Iocawloow 
bewiesen. Eine ent~prechendo VerSffentliehung ¢rscheint in den Dold. Akad. Nauk SSSR. 
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Berae.rl~n O. Man sieht leicht, dab genau dann, wenn /~ ein Eigenwert 
yon A ist, Elemente x o E 9 mit (Hxo, Xo)-= 1 und ] (HAx  o, Xo) ] -~ Iv[ 
-= sup I(HA~,  z)] existieren, die (im Gegensatz zu (A -/~I)Xo) selbst keine 

(Hx ,  z )  ~ 1 

Eigenelemente yon A sin& Dieser Sachverhalt liegt nach Satz 3.2 z. B. vor, 
falls 5) ein Raum veto Typ ]-I~ (vgl. Abschnitt 3) ist. 

Im weiteren ben6tigen wir noeh das 
Lemma 2.2. Fiir A E A + existiere elne nati£rllche Zahl p, ao daft A~ voll- 

stetig ist. Welter sei 9~l C 9 ,  9~l :~ (o~, ein linearer Teilraum mit A T~ C 9~l. Dann 
existiert in ~l  mindestens ein Eigenelement yon A.  

Beweis. H und p seien defmiert wie in Satz 1.1. Wir bezeichnen mit  M die 
orthogonale Projektion yon 9 auf ~ und mit J ' ,  H',  A', O' die Einschrankungen 
der Operatoren M J,  M H ,  A, O auf ~ .  Dann ist nach Satz 1.1 H'  ein positiver 
Operator, der A' (yon links) symmetrisier~. Aul3erdem ist A'~ vollstetig. 
Daher liefert die Theorie positiv symmetrisierbarer Operatoren (s. W. T. R~.ID 
[6], S. 45/46) die Behauptung unseres Lemmas, fails H ' A '  :4: O' ist. 

Gilt H ' A '  = 0", so erhalt man fiir alle x, y E 92l 

(H 'A '  x, y) = [(A' - i~I)A'  x, y] = O . 

Hieraus ergibt sieh (A - p I ) A x  = o ffir aile x E ~ ,  da das indefinite Skalar- 
produkt auf ~ nicht entar~et (s. Lemma 1.3). In ~ liegen also entweder zu 0 
oder zu p gehSrige Eigenelemente yon A, w. z. z. w. 

2.2. Ffir den restlichen Tefl der vorliegenden Arbeit woilen wlr voraus- 
setzen, dab der das indefu~ite Skalarprodukt (1.1) definierende Operator J die 
Gestalt J = P -  Q besitzt, wobei P und Q orthogonale Projektionen n~t 
P + Q = I bezeiehnen. Dann gilt J --- j -1  _ p _ Q und I]JH -- 1. 

A sei wleder ein Operator aus A +, ffir den eine natfirliche Zahl p existiert, 
so dab A~ vollstetig ist. Welter bezeichne ~ (bzw. ~)  die lineare Hiille ailer 
positiven (bzw. negativen) Eigenelemente yon A und ~ (bzw. ~)  die Ab- 
sehlieBung yon ~ (bzw. ~).  

Lemma 2.3. ~ ist ein positiver und ~ ein negativer Teilraum yon 9 .  
Beweis. Wegen der Folgerung 3 zu Lemma 1.3 sind Linearkombinationen 

positiver Eigenelemente zum gleichen Eigenwert wieder positiv. Daraus folgt 
die Positivitat yon ~ ,  da nach der Folgerung zu Lemma 1.4 Eigenelemente zu 
verschiedenen Eigenwerten yon A zueinander J-orthogonal sind. ]:)ann ist 
auf Grund der Stetigkeit des indefmiten Skalarproduktes niehtnegativ. Infolge 
der Stetigkeit lo) yon A erhalt man abet aus A ~  C ~  auch A ~  C ~ ,  daher ist 
wegen der Folgerung 1 zu Lemma 1.3 ~ sogar positiv. 

Entspreehend beweist man die Negativitat yon ~ .  
Lemma 2.4. Die lineare Hiille aller Eigenelemente yon A llegt in 9 dicht, 

d. h., es gilt 

(2.4) • + ~ -- 9 • 
Beweis. Wit setzen abkiirzend ~ -- ~ -~ ~.  Ware ~ g= 9,  so gabe es ein 

z0 E 9,  Zo =V o, mit  (Xo, x) --- 0 fiir alle x E ~. Wegen j -1  = j ergibt sich daraus 
~o) A ist als J-selbstadjungierter Operator abgeschlossen (s. [2], S. 385) und somit 

stetig, da A auf ganz ~ definiert ist. 
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[Jx o, x] = (x 0, x) = 0 fiir alle x E ~. Somit gilt fiir ~ '  = {x E 8/[ x, Y] = 0 fiir 
a l ley  E ~} die Beziehung ~'  ~ {o}. Nun ist naeh Definition A ~ ( ~ und daher 
auch A ~ ' C  P~'. Demnach besitzt A in:folge Lemma 2.2 ein Eigenelement 
z E ~'. Auf Grund yon Lemma 1.3 gilt aber ~ ~ ~'  = {o} und daher z E ~ \ ~ ,  
was im Widerspruch zur Definition von ~ steht. 

Folgerung. A besitzt sowohl positive als auch negative Eigendemente. 
Beweis. Nach Lemma 2.3 ist in~olge der Stetigkeit des indefirdten Skalar- 

produktes ~ positiv mad c~ negativ, also grit ~ :~ ~ und c~ ~ 9.  Dies liefert 
wegen Lemma 2.4 die Behauptung. 

Lemma 2.5.n). ~ (bzw. ~ )  hat genau dann die endliche Dimension n, wenn 
auch P~) (bzw. Q~)) diese Dimension n besltzt. 

Beweis. (a) Es sei d i m ~ =  n (< co). Auf Grund yon Folgertmg 3 aus 
Lemma 1.3 sind die Eigenwerte zu positiven Eigenelementen verschieden yon 
denen zu negativen Eigenelementen. Deshalb ist nach der Fotgerung aus 
Lemma L4 q3 zu ~ und somit auch zu c~ J-orthogonal. Hieraus folgt 

~ ~ = {o}, denn andernfalts w~re das indefinite Skalarprodukt auf ~3 ent- 
gegen Lemma 1.3 entartet. ~Vegen n < co gilt nunmehr ~3 + 9l = ~ 4 c~ 
(s. [8], Ch. 6, § 4, Th. 4) and infolge (2.4) also 

(2.5) 8 = q3 4 
Darm ergibt sieh aber unter Beachtung yon Lemma 2.3 dim PO -- n, wie in [1], 
§ 6, 7 0 bewiesen wird. 

(b) Ist  d i m P ~ = m ,  so gilt n = d i m ~ 3 g  m (s. [1], §6, 6 0 ) und nach 
Teil (a) m = n. 

Das Lemma ist damit bewiesen. 
Satz 2.2. Fiir den Operator A E A + existiere elne natiirliche Zahl p, so daft Av 

vollstetig ist. Auflerdem seien die Dimensionen yon P£) und Q£) beide unendlich. 
Dann gilt 

(2.6) l ax ,  x] ~_ 0 (x E 0 ) .  

Beweis. I ~ sei definiert wie in Satz 1.1. Wir setzen zun£chst # _~ 0 voraus. 
Damit folgt aus (1.6) fiir alle x E ~+ 

(2.7) [Ax, x] ~ /~[x ,  x] _~ 0 .  

Wegen der unendliehen Dimension yon P O  ist nach Lemma 2.5 aueh ~3 
unendlichdimensional, d. h., in g+ existieren unendlich viele linear unabh/~ngige 
Eigenelemente yon A. Daher geh6ren infolge der Riesz-Sehauder-Theorie 
{s. [8], Ch. 11, § 3, Th. 4/5) zu den Eigenelementen in ~+ entweder selbst der 
Eigenwert 0 oder eine gegen 0 konvergente Folge yon Eigenwerten. Dies 
liefert, auf (2.7) angewandt,/~ = 0. 

Im Falle/~ ~ 0 folgern wir ans (1.6) 

lAx,  x] ~ [l~l o 

Wegen der unendliehen Dimension yon Q~ ergibt sieh daraus entspreehend zu 
oben ,u = O. 

11) Einen analogen Sachverhalt fiir elne belastete Integratgleiohung mlt nichtmonotoner 
Verteilungsfunktion und absolut posltivem Kern bewies M. G. KR~r~ in [3]. 
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Nach  (1.6) gilt  also (2.6). 
Aus dem Beweis dieses Satzes erh~lt  m a n  die 
Folgerung.  Is t  P£) (bzw. Q£)) yon unendlicher Dimension, so gilt i a < 0 

(bzw. /a > 0).  
Satz 2.3. Fiir den Operator A E A + exlstiere eine natiirliche Zahl p, so daft Av  

vollstetig ist. Dann  gibt es eine h6chstens abzghlbare Menge {xl, x 2 . . . .  } yon 
Elementen xn E ~) mit  Axn--~ 2nx n und [xn, xm]= -t-On,n ( n , m ~ - - l , 2  . . . .  ), 
so daft / i ir  aUe x E £) 

Ax = ~ e.~t.[x, x . ]x .  
n 

gilt, wobei en = [xn, xn] (=  ± 1) (n = 1, 2 . . . .  ) sei. 
Beweis12). Wir  beschr/ inken uns auf den  Fall,  dal3 A unendlich viele von- 

e iaander  verschiedene Eigenwer te  besi tz t  (man sieht leich~, wie sich andern-  
falls der  nachs~ehende Beweis vereinfaeht) .  

Sei 2 ~= 0 e m  Eigenwer t  yon  A u a d  sei Tla der zugeh6rige Eigenraum.  Naeh  
der Riesz-Schauder-Theorie  (s. [8], Ch. 11, § 3, Th.  4) ist die Vielfachheit  
ra = d imTla  yon  2 endlich. Auf  Grund  der  Folgerung 3 zu L e m m a  1.3 1/~Bt 
sich auf  iibliehe Weise in iY~x eine J -o r thogona le  Basis von  r~ Eigenelementen  
fiaden, die naeh  der  Folgerung aus L e m m a  1.4 zu allen fibrigen Eigermlementen ,  
yon A J -o r thogona l  sind. Bezeichnet  nun (~n) mi t  2 a > 2~ > - . .  die Folge 
aller von  Null  verschiedenen Eigenwer te  von  A, in der  jeder  Eigenwer t  seiner 
Vielfachheit  en tsprechend oft  auf t r i t t ,  so exist ier t  daher  eine Folge (x~) mi t  
Ax,,  = ]~x,  und  [x~, x~] = ± ~  (n, m = 1, 2 . . . .  ). 

Es  sei en = [xn, xn] = ± 1 (n = 1, 2 . . . .  ). Wei ter  sei H u n d / x  defmier t  wie 
ia  Satz 1.1. Da rm gilt wegea  (Hx,  x) > 0 (x E ~ )  trod auf  Grund  yon (Hx,,, x,,) 
= en(~n - #) > 0 (n = 1, 2 . . . .  ) ffir beliebiges x E 

m 

0 < (gYm, Y,,) = [(A - laI)x,  x] - , ~  12, - ~u] ]Ix, x~]I2 

mit  y~ = x - 2 e.  Ix, xn]x, .  Also konverg ie r t  die Reihe ~ ]2~ - ~u I I[x,x.]]2. 
n = l  n = l  

Aul3erdem exist ier t  irffolge lira )~ = 0 (s. [8], Ch. 11, § 3, Th.  5) ein N,  so dab  

ffir a l l e n  > /V gilt  X~-~-~" u < 1. Dahe r  konverg ie r t  auch  die Reihe 

i~. ~ - . I  I[=, =,,]I'. 
2 1 ~"~" [x, xn]xn ( x E ~ ;  r, 8 ~ N). Bezeiehneg H g  Wir  setzen Yr8 = ~ , ~  

die posit ive Quadra twurze l  aus H (s. [7], S. 250), so gilt  

[IHy,~[[ ~ < HH-ffII ~ IltI-ff-y~H ~ = [Ig2I[ ~ (gy ,~ ,  Yr~) = IIHll . ~ ,  ,~ ____~ I[ x, x,][ ~ 

( x E g g ; r , s >  N ) .  

Deshalb konverg ie r t  die Reiho J ~,----~ 
~ = z ~  t t = z V  

~) Zum Aufbau des Beweises s. W. T. RsID [6]. 
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Somit ist durch 

fix = ~ ~.~[x,  x.]x. 

auf ~) ein Operator ~ definiert, der offenbar J-selbstadjungiert, daher ab- 
geschlossen (s. [2], S. 385) und infolgedessen als abgesehlossener auf 0 deft- 
nierter Operator stetig ist. 

Sei jetzt  ~ und ~ erkl~,r~ wie in Lemma 2.4 und sei x E ~ + ~ .  Nach 
Definition gibt es in der Folge (x~) Elemente xn~, x,,, . . . .  x~, so dal3 mit  einem 
z ~ ~) der Eigenschaft A z = o gilt x = ~.~ xn~ + ~ n , x n ,  + " " " + an~Xn~ + z. 
I)anu ergibt sich unter Beachtung der Folgerung zu ~ m m a  1.4 

Daraus folgt 
2 i=A,  

da nach Lemma 2.4 ~ + ~ --- ~ gilt. 
Der Satz ist damit  bewiesen. 

3. 0peratoren i n / /~  

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dab ~ im Sinne von [2] ein Raum 
vom Typ 1-/~ ist, d. h., J besitze wieder die Gestalt J = P - Q, wobei dim (P~)  
= ~ < ~ g i l t " ) .  

Satz 3.1. Es sei ~----_lI~ und A E A+. Dann existiert au/ ~ ein posltiv 
definite.s, dutch (3.3) definiert~ Sbalarprodukt, beziiglich de,sen A symmetrisch 
ist und das au/ F) die gegebene (Hilbertsche) Topologie erzeugt. 

Beweis. In  [2] (S. 419) wurde bewiesen, dab ein u-dimensionaler nicht- 
negativer, bezfiglich A invarian~er Tei l raum//+ existier~, der dann auf Grund 
yon Folgerung 1 zu Lemma 1.3 sogar positivist.  Wieder nach [2] (S. 372) ist 
dahe r / / _  = (x EI-I~/[x, y] -- 0 ffir aUe y E//+} negativ und es gilt 

(3.1) 11, = IT+ 411_.  
Hieraus erhalten wit, wenn ffir jedes z E 11~ die zu (3.1) gehSrende Zerlegung 

(3.2) z = z+ + z_ 

m i t  z+ E H+, z_ E H_ betraehtet wird, das offenbar positiv definite Skalar- 
produkt 

(3.3) (x, y)' = Ix+, y+] -- [x_, y_] (x, y E/-/~) • 

Nun ist wegen A11+ C 1I+ aueh A I I _  C 1I_. Somit gelten ffir alle z = z+ + 
+ z_ E 11~ die Beziehungen (Az)+ = Az+, (Az)_ = Az_.  Daraus ergibt sich 

(3.4) (Ax,  y)' = lAx+, y+] - lAx_,  y_] = [x+, Ay+] - [x_, Ay_]  = (x, Ay ' )  

(~, y E 1 L )  . 

~) Der Fall d im(Q0) = x = co l~l~t sich sofort auf diesen Fall zurfickfiihren, wenn in 
anstelle yon Ix, y] = (Jx, y) (x, y E f)) das Skalarprodul~ Ix, y]" = (--Jx,  y) einge~hrt 

wird. 
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(3.5) 

Daraus folgt 

Uberdies sind nach [2] (S. 377} die dutch die Normen ljxlt'= V ~ , x ) '  
(x E//~) und llxl{ = ~ x) (x E//~) auf//~ erzeugten Topologien identiseh. 

Satz 3.2. Es sei 0 = II~ und A 6 A +. Dann nimmt das au] ~+ definlerte 
Fu . . . .  [Ax,:~] nx~ona~ ~ (x E ~+) in mindestens einem Element x x E ~+ sein Infimum la 

an. Dabei gilt Ax:  = i~xl und x 1 Eli+. 
Beweis. Es sei x E ~+, sei x = x+ + x_ die zu (3.1) gehSrende Zerlegung 

yon x und x_ 4= o (d. h. x ¢//+). Offenbar ist wegen x E ~+ aueh x+ ~ o. Darm 
gilt nach Lemma 1.2 auf Gruad yon x+ E ~+ und x_ E ~-  

[Ax_, x_] [A x+, x+] 
Ix_, x_] < [~+, x+] 

lax+, x+] 
[Ax_, x_] > Ix+, x+] Ix_, x_] 

mad 
[Ax+, x+] 

(3.6) [Ax+,x+]+ [Ax_ ,x_]>  [x+,x+] ([x+,x+]+ [x_,x_]). 

Nun gilt wegen der J.Orthogonalit~t der Teilr~ume //+ und / /_  [x, x] 
= [x+,x+]+ [x_,x_] und infolge yon AII+c l l+ ,  A I I _ c I I _  auch [Ax, x ] .  
-- [A x+, x+] + [.4 x_, x_]. Daher erhalten wir aus (3.6) 

(3.7) [Ave, x] > [Ax+, x+] 
Ix, x] Ix+, x+] 

Wir betraehten jetzt die Einsehr~nkung A+ yon A auf den endlichrlimen- 
sionalen positiven invarianten Teilraum //+. Bekanntlich nlmmt dann des 

Funktional [A+x+, x+] [x+,x+] (x+ E/ /+,  x+ 4: o) in mindestens einem Element 

x: E H+ sein Infimum ~u an und es gilt A x  I = t~xl. Daraus ergibt sieh unter 
Benutzung yon Formel (3.7) die Behauptung des Satzes. 

Der Satz 3.2 bietet eine MSglichkeit, in x Sehritten den Teilraum//+ und 
damit des positiv definite Skalarprodukt (3.3) zu best.immen. 

Bildet man n~mlieh zu dem in Satz 3.2 gewonnenen Eigenelement x 1 des 
J-orthogonale Komplement ~1, so ist ~1 ein Raum yore Typ / /~ - I  (s. [2]) mit 
A ~: C ~1- In ~1 liiBt sich nach Satz 3.2 ein weiteres positives Eigenetement x2 
yon A finden. Nach x solchen Schritten erhalten wit mit xx, x z . . . . .  x~ eine 
J-orthogonale Basis in/-/+. Aus//+ und seinem J-orthogonalen Komplement//_ 
ergibt sieh sehlieBlieh des positiv definite Skalarprodukt (3.3). 

4. Spektraldarstellung 

Im vorliegenden Absehnitt setzen wit wieder wie in 2.2 voraus, dab der des 
indefinite Skalarprodukt defmierende Operator J die Gestalt J = P -  Q 
besitzt. 

Es sei A E A+14). Mit den Bezeiehnungen yon Satz 1.1 gilt nach (1.6) 

(4.1) lAx, x] ~_ ~[x, x] (x ~ ) .  

x4) Wit erinnern daran, dal~ A als abgeschlossener, auf dem (vollstgndlgen) Hilbert. 
raum t) definierter Operator stet~g ist. 

Math. Ann. IN 5 
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Dabei  kSnnen wit  olme Einsehr~nktmg der Al lgemeinhei t /z  ~ 0 annehmen;  
anderiffalls is¢ n~mlich n u t  anstelle yon  A der Operator  A '  = - A bezfiglieh des 
Skalarproduktes  [x, y] '  -- - Ix, y] zu betraehten.  

Die Bedingtmg (4.1) sei dahingehend versch~rft ,  dab eine Kons tan te  T > 0 
existiert ,  mi t  der  ffir alle x E 3 + k] 3 ° 

(4.2) [A x, x] ___ z (x, x) (x E 3 + w 3 °) 

giltlS). Offenbar ist darm wegen I[x, x]l < IiJIl (z, ~) = (z, x) (x EO) naeh 
Definition yon  # 

(4.3) /t ~_ ~ > 0 .  

Wir  beweisen ua t e r  den oben angegebenen Voraussetzungen das 
Lemma  4.1. E s  existiert  eine Kons tan te  ~ > O, so da f t / i i r  alle x E ~ -  

(4.4) [A x, x] - (/~ - ~) [x, x] > ~ (x, x) (x E ~-)  

gilt. 
Beweis .  Irdolge der  Defirfition yon  /z gibt  es eine Folge (x.), x .  E ~+ 

1 
(n = 1, 2 . . . .  ), wobei [xn, x . ]  = 1 und  [A x,,, xn] g / z  Jr n (n = 1, 2 . . . .  ) gilt. 

Es  wird nun  angenommen,  dab (ira Gegensatz zu (4.4)) eine Folge (Yn) mi t  

( 1 )  1 existiere. Y, E ~- ,  (y~, Yn) = 1 und  [A y, ,  y , ]  - /z - [Y~' Y~] -~ n 

Wir definieren 
r .  = Re( [y . ,  x.]) 

{ ~11-~-~1 (r,,* °) 
a~ = (r. = 0) (n = 1, 2 . . . .  ). 

~ . =  - r .  + ~ Vr~- [y., y.] 
z,, = yn + a~ xn 

Da offenbar 

(4.5) [z~, z . ]  = o 

gilL, erh~lt  man  

[Az,, ,  z,~] ---- [Az, ,  - #z,~, z,,] = [Ay, , ,  y,~] - / z  [y~, y . ]  H- 

-F a~n([Ax., x~] - / z  [x~, x~]) -F 2 a . R e ( [ A y n  - #uy~, x . ] ) .  

Wei ter  galt 0 < - [y,,, it.] = [ (Jy . ,  Y,,)I < I]Jl[ (Y., Y~) = 1. AuBerdem 

(n = 1, 2 . . . .  ) 

is~ 
deshalb ]anI < 1, wie man  unschwer aus der Definition herleitet .  Damit  ergib~ 
sich, wenn iiberdies die Definitionen der Folgen (x~), (Yn) und  (4.1) beachte~ 
werden,  

[Azn,  zn] ~ 1 1 1 
- ~ ~ [ Y , , , Y n ] + - ~ ° ~ + 2 1 ~ , , R e ( [ A Y , , - I ~ Y , , x , ] ) I  < 

3 
< n + 2[[AY" - I~Y'*'x';]I" 

Daraus  folgt, da  wegen (4.1) fiir Q(x ,  y)  = l a x  - laX, y] (x, y E £)) d ie  Sehwarz- 

15) Vgl. E. P ~ s o ~  [5]; wit verweisen auf die Ausfiihrtmgen am Ende der Einleitung. 



J-selbstadjungierte Operatoren 67 

sche Ungleichung IQ(x, y)[ ~ < Q(x, x) Q(y, y) (x, y E £9) ~l t ,  
3 

[Azn, zn] < ~ +  2 V[Ay~ - Ity~, y~] [Ax~ - Itx~, x~] < 

< ~ - + 2  . -~  < - f f .  

Dies liefert, da nach (4.5) zn E 3 ° gilt, zusammen mit  (4.2) ~(z,, z~) ~ ~ also 

lira z~ = o. 

Wei~erhin gilt nach Definition von (x~) und  infolge (4.2) 
1 p + l  

Ilx~ll ~ = (x~, x~) <_ ¥ [Axe, x,] ~ (n = 1, 2 . . . .  ) - -  - -  , ~  • 

Damit  erh/flt man  

(4.6) 12~Re([z~, x~]) l -  2l(Jzn, x~)l =< 2llz~ll I]x~]l < 2 V - ~  ! l]z=l I . 
Aus [y~, y=] = [z., z=] - 2e=Re([z~, x.])  + ~ (n = l ,  2 . . . .  ) folgt somit wegen 
[z~, z.] = 0 und  lim nz~][ = 0 die Beziehuag lim ( ~  - [y., y~]) = 0 u n d d a r a u s  

f t  - - - ~  o o  n - + o o  

auf Grund yon  [y~,y=]<0 ( n =  1,2 . . . .  ) die Rela t ion lim g~ = lim [Yn, Y,] = 0. 
n - ~ O O  f $  - - - ~  O O  

Nun  besteht  aber  die Ungleichung 

Ily~ll < IIz~ll + I~l  IIx~ll < I[z~[] + 1 ~ 1 -  V ~--t- 1 (n = 1, 2, .) 
- -  - -  2 7  * * 

also konvergier t  die Folge (Yn) gegen o. Dies s teht  jedoeh im Widersprueh dazu,  
dab nach Definition (y=, y~) = 1 (n = 1, 2 . . . .  ) gilt. 

Satz 4.1. Sei A E A + und es gelte (4.2). Werden dann It und Q definiert wie 
in Satz 1.1 bzw. Lemma 4.1, so ist die hermitesche Bilinear/orm 

{x, y} = [Ax - (tt - e)x, y] (x, y E £9) 

ein au] £9 positiv definites Skalarprodukt, das au] £9 die Ausgangstopologie er. 
zeugt. Dabei ist A beziiglich dieses SkalarTroduktes selbstad]ungiert, d. h. es gilt 

(4.7) {Ax,  y} = {x, Ay}  (x, y E £9) . 

Beweis. Ohne Einschr/~nkung der Allgemeinheit k6nnen wir, wie man  
an Formel  (4.4) erkennt ,  ~ < It voraussetzen. Auf Grund  der  Beziehungen 
(4.1) und (4.2) ergibt  sich dami t  f/Jr alle x E 3 + u 3 ° 

Mit K x = v~O erhal ten wit  dana  aus (4.8) und  wegen (4.3) aus (4.4) 

K~ (x, x) < {x, x} (x E ~ ) .  
Weiter  gilt 

{x, x} ~ l [Ax, x]l + (it - e) I [  x, x]l ~ (IIAll + It - e) (x, x) (x EO).  
~ n t / q  = IIAII + It - e folgt also 

(4.9) KI(x, x) < {x, x} ~ Ks(x,  x) (x Ef ) ) ,  

d. h., die auf ~ durch die Normen  []x[[ = ~ (x E ~)  und  Ix[ = W{x, x} (x E £9) 
erzeugten Topologien sind identisch. 

5* 
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Sehlieglieh ergibt sich die Relation (4.7) wegen der J-Selbstadjungiertheit 
yon A nnmlttelbar aus der Definition des Skalarproduktes (x, y} (x, y E ~). 

Satz 4.2. Der Operator A 6 A + genihge der Bedingung (4.2), und B sei ein 
rail A vertauschbarer J.selbstadjungierter Operator (d. h. B A = A B) .  Dann 
exisliert genau eine Schar {Ea} ( -  co < 2 < or) yon J.selbstad]ungierten Opera- 
toren in ~9 mlt /olgenden Eigenscha/ten : 

2) E,+o = E~, 
3) v ~ = o  /~r ~<-IfBII, E~=X /~r ~___ I1BII, 

4) B~= f ~ d ~  I~) (r=0,1 ,2  . . . .  ) .  
-~1-o  

Dabel gilt ]i~r ~eden besvhr~nbten Operator C yon ~ in ~ mlt B C = C B 

E~a= oE~ ( - ~  < ~ < + ~ ) .  

Bewels. Wit setzen mit den gleiehen Bezeielmuagen wie in Satz 4.1 
J - - A -  ( p -  ~)I. Offenbar ist B beziiglich des positiv defin~iten Skalar- 
produktes {x, y} = [Jx, y] (~, y E 0) (s. Satz 4.1) selbstadjungiert. {E~} 
( -  co < ~ < oo) sei die zugehSrige Spektralschar (s. z. B. [7]). Wegen {Jx, y} 
= {x, Jy}  (x, y E ~)) und B J  = J B  gilt auf Gnmd der Eigenschaften yon {E~} 
die Relation EaJ - - - JEa  ( - ~  < ~ < c~). Welter existiert naeh (4.9) der 
Operator J-1. Damit folgt die J-Selbstadjungiertheit der Ea aus 

[E~x, y] = [E~J(J-~x), y] = {EaJ- lx ,  y} = Ix, E~y] (x, y EO). 

Zum Beweis yon 3) genfigt der ttinweis, dab naeh [6], S. 44, 

{Bx, x} 
{x, x} g 1] BI] (x E 0, z =~ o) 

gilt. 
Schliefllieh ergeben sieh die fibrigen Behauptungen des Satzes aus den 

bekannten Eigensehaften der Spektralschar {Ea}. 
Es soll noeh erw~hnt werden, daft die in Satz 4.2 betraehteten Operatoren B 

genau diejenigen J-selbstadjungier~en Operatoren sind, die beziiglieh eines 
positiv definiten Skalarproduktes, das auf ~ die Ausgangstopologie erzeugL 
selbstadjungiert sind. Existiert n~mlieh zu B ein positiv definites Skalar- 
produkt @, y) (= (~x, y)) (x, y ~ ~) mit (Bx ,  y )  = @, B y )  und c~(x, x) 

( x , x )  ~_ c~(x, x), so ist K = J I ~  J-selbstadjungiert. K effiiUt wegen 
(x, x )  = [Kx, x] ~ c~(x, x) (x E ~) die Beziehung (4.2), und es gilt B K  = K B .  
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