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Uber eine Klasse J-selbstadjungierter Operatoren
Von

Rorr KUuNE in Dresden

Einleitung

Es sei 9 ein komplexer Hilbertraum, auf dem auller dem positiv definiten
Skalarprodukt (z,y) (x,y €9) ein zweites, indefinites Skalarprodukt [z, y]
{z, y €9) (s. Abschnitt 1) gegeben ist?).

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir eine spezielle, durch (1.3)
definierte Klasse A von Operatoren in ), die beziiglich des indefiniten Skalar-
produktes selbstadjungiert sind.

Der Abschnitt 1 enthilt neben einfachen Eigenschaften die Aussage, dafl
zu jedem A € A ein positiver Operator existiert, der A symmetrisiert (Satz 1.1,
8. auch Satz 2.2).

Damit kénnen wir in Abschnitt 2 auf 4 die Theorie der positiv symmetri-
sierbaren Operatoren (s. [6], [8]) anwenden. Hierbei ergeben sich, falls 4 eine
vollstetige Potenz 4? besitzt, Existenzaussagen und Extremaleigenschaften
fiir Eigenwerte von 4 (Satz 2.1) sowie ein Entwicklungssatz (Satz 2.3).

Der Abschnitt 3 beinhaltet Untersuchungen von 4 fiir den Fall, dal § ein
Raum vom Typ 11, ist (wir schlieBen uns hier der in [2] eingefiihrten Termino-
logie an). Man erhélt dann auf §) ein zweites positiv definites Skalarprodukt,
beziiglich dessen 4 wieder selbstadjungiert ist. Dieses Skalarprodukt 148t sich
dadurch ermitteln, da man x linear unabhéingige Eigenelemente von 4 aus
geeigneten Extremalaufgaben bestimmt.

E. PrsonEN untersuchte in [5] ebenfalls Operatoren aus A und gab unter
zusitzlichen Bedingungen fiir diese Operatoren eine Spektraldarstellung an,
die der bekannten Spektraldarstellung selbstadjungierter Operatoren im
Hilbertraum &hnlich ist. Wir werden nun in Abschnitt 4 unter gleichen Vor-
aussetzungen — jedoch ohne wie in [5] die Separabilitdt von $ zu fordern —
beweisen, daf jeder mit 4 € A vertauschbare und beziiglich des indefiniten
Skalarproduktes selbstadjungierte Operator auf § auch beziiglich eines zweiten
positiv definiten Skalarproduktes selbstadjungiert ist. Daraus erhalten wir
dann die in [5] gewonnenen Ergebnisse unmittelbar und in verschirfter Form.

1) Ausfiihrliche Untersuchungen zur Geometrie von Riumen mit indefinitem Skalar-
produkt sowie ein umfassendes Literaturverzeichnis findet man in [1].
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1. Die Operatoren der Klasse A

Es sei § ein komplexer Hilbertraum mit dem (positiv definiten) Skalar-
produkt (, y) (z, y € H) und sei J ein auf $ definierter (beschrinkter) selbst-
adjungierter Operator, fiir den 0 kein Eigenwert ist. Auflerdem nehme die
quadratische Form (Jz, z) (x €9) auf 9 sowohl positive als auch negative
Werte an. Mit Hilfe von J definieren wir auf §) ein zweites, sog. indefinites
Skalarprodukt durch

(1.1) [z y]l=U=y) (@ ye9).

Zwei Elemente z,y ¢ 9 heilen zueinander J-orthogonal, falls [z, y] =0
gilt. Ebenso werden zwei Teilmengen I, N zueinander J-orthogonal
genannt, wenn alle Elemente von 9 zu allen Elementen von N J-orthogonal
sind.

Man sagt, daB das indefinite Skalarprodukt auf M CH entartet, wenn ein
xz € M, x 3= 0?), existiert, so daB fiir alle y € M gilt [z, y] = 0. Offenbar entartet
das indefinite Skalarprodukt nach Definition nicht auf $.

Wir definieren die Mengen

8+ = {z €9/[z, x] > 0}
8° ={x €9/lx, ] =0}
3= {z € 9/[x, 2] < 0}.
Die Elemente von 3+ (bzw. §° oder §-) heillen positiv (bzw. nullartig oder
negativ). Entsprechend werden Teilmengen von £ als positiv (bzw. nullartig
oder negativ) bezeichnet, wenn alle ihre von o verschiedenen Elemente positiv
(bzw. nullartig oder negativ) sind.
Es sei nun 4 ein auf 9 definierter linearer Operator, der § in sich abbildet.
4 heiBlt J-selbstadjungiert, wenn fiir alle 2, y € 9
(1.2) (4z, y]= [z, 4y]
gilt. Wir definieren fiir 4 die Teilmengen
At = {x € 9[[A=, x] > 0}
A = {z € H/[Ax, 2] = 0}
A~ = {zr € H/[Ad=z, x] < 0} .
In der vorliegenden Arbeit wird eine spezielle Klasse A solcher J-selbst-

adjungierter Operatoren betrachtet. Dabei soll 4 genau dann zu A gehéren,
wenn

(1.3) A°N §° = {0}
gilt. Weiter sei A+ = {4 € 4/3°\{o} cA*}.

Lemma 1.1.8). Aus A € A folgt entweder A € A* oder (— 4) € A+

Beweis. Angenommen, es wiire A € A, aber 4 ¢ A+ und (—4) ¢ A+, d. h.,
es gibe zwei Elemente z,y € 3° mit [Az, 2] <0 und —[4y, y] <0. Dann

*} o bezeichne das Nullelement von $.
%) Der Inhalt dieses Lemmas ist in [6], Satz 1.1, enthalten.
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lieBen sich reelle Zahlen &, % und danach a == 0 so wahlen, daB Re (¢! ¢~ [z, y])
= 0 und [Az, ]+ 2aRe(et¢ -7 [Az, y]) + a?[4y, y] = 0 gilt. Fiir z = e*fx +
+ aeitryfolgt daraus [Az, 2] = [z, 2] = Ound wegen [4 z, ] < Ound [4y,y]>0
aber auch z == 0 im Widerspruch zu 4 ¢ A.

Aus Lemma 1.1 ersieht man, dafl es keine Einschrinkung bedeutet, wenn
wir anstelle von 4 € A im weiteren A € A+ voraussetzen.

Lemma 1.2, Essei A ¢ A*. Dann gilt fiir alle x €3+ und alle y € §~

[y, y] _ (A= z]

(1.4) Bol = mal

Beweis. Angenommen, es gibe zwei Elemente x, € 3+ und y, € 3~ mit
[@gs ol = ~ (Yo Yol =1 und — [Ayy, ¥o] = [A2y, 2,]. Werden dann mit &
und 7 zwei reelle Zahlen bezeichnet, fir die Re(ef!¢ -7 [x,, y,]) =0 und
Re(ef €= [Axy, 9,]) = 0 gilt, so ergeben sich fiir z, = ez, + ei"y, die Be-
ziehungen [zg, 2,] = 0, [Azy, 2,] = 0 und z,== 0 im Widerspruch zu 4 ¢ A+

Satz 1.1. Es sei A € A+ und y = inf (M) . Dann ist uy > — oo und fiir

zcg* [z, z]

(1.5) H=Jd4 - uh)Y
gilt:

(I) H 1ist ein von O5) verschiedener (selbstadjungierter) positiver Operator.

(II) H symmetrisiert (von links) jeden J-selbstadjungierten Operator B mit
AB= BA;d.h. HB ist selbstadjungiert.

Beweis. Aus (1.4) folgt pt > — oo.

(I) Es gilt H % O; andernfalls erhielte man namlich fiir jedes z, € 3°\{o}

[Axg, 2] = (J Axy, %) = p(J 2, 2g) = p g, %] =0,

also z, € A® im Widerspruch zu 4 € A+,
Weiter gilt fiir alle x € 9 die Ungleichung

da sie nach Definition von g fiir z ¢ §*, wegen 4 € A+ fiir x € 3° und infolge
(1.4) fir x € 3~ erfllt ist. H ist demnach ein positiver Operator.

(II) Bezeichnet B einen J-selbstadjungierten Operator mit 4 B = BA,
so gilt fir alle z, y € 9

(H Bz,y) = [4 Bz, y] — p[Bz, y] = [z, ABy] — [, p Byl = (=, HBy).

Daher ist H B und speziell fir B = I also auch H selbstadjungiert.

Der Satz 1.1 ist somit bewiesen.

Auf Grund von Satz 1.1 kénnen wir auf 4 die Theorie der durch einen
positiven Operator symmetrisierten Operatoren ®) anwenden. Dies soll in
Abschnitt 2 geschehen. Dabei sei vermerkt, daBl zwar der Operator 4 — pl
durch H streng (und somit auch voll) symmetrisiert wird, der Operator A

4) I bezeichne den identischen Operator aus $.

%) O bezeichne den Nulloperator aus $).
¢) Siehe z. B. {8] und [6].
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jedoch selbst im allgemeinen diese Eigenschaften nicht besitzt. Es sollen nun
noch einige einfache Aussagen iiber den Operator 4 € A+ bewiesen werden.

Lemma 1.3. Ist M H ein linearer Teilraum mit AMc M, so kann das
indefinite Skalarprodukt auf I nicht entarten.

Bewets. Seix € M und [y, ] = 0 fiir alle y € M. Dann gilt speziell [z,2]=0
und wegen AMCM auch [dx,x] =0. Infolge 4 ¢ At ergibt dies z = o,
W. Z. Z. W.

Folgerung 1. Gilt [x, 2] = 0 (bzw. [, 2] < 0) fiir alle x € M, so ist [x,2]3=0
Fiir jedes @ € I mit x == o.

Beweis. Aus [x, ] = 0 folgt auf Grund der Schwarzschen Ungleichung
[, ¥] = O fiir alle y € I und daher nach Lemma 1.3 2 = o.

Folgerung 2. Die Eigenelemente von A sind nicht nullartig?).

Folgerung 3. Fiir den 2u einem Eigenwert A von A gehdrenden Eigenraum N,
gilt entweder M, CF* U {0} oder M, CF~ U {o}.

Beweis. Angenommen, es wire M " Jt==0 und M; " F-= 0. Dann
erhielte man M, N §° = {0} im Widerspruch zu Folgerung 2.

Lemma 1.4. Es sei 4 ¢ At und sei B ein J-selbstadjungierter Operator mit
AB=BA. Dann sind die Eigenwerte von B simtlich reell und besitzen den
Index 18),

Beweis. (I) Seix €9, == 0, mit Bx = Az. Damit gilt

Aldrz, x] = [A* Bz, z] = [z, A" Bx] = J[x, Az] (n=0,1).

Wire nun A==, so erhielte man [z, 2] = [4x, ] = 0 im Widerspruch zu
A¢car,

(II) Wir nehmen an, es gibe ein € H mit y = (B — A)x == o und
(B — AI)y = (B — AI)®x = o. Hieraus folgt wegen 1 =1

Aldrz, y] = [A"z, By] = [A" Bz, y] = A4 "z, y] + [4"y,y] (n=0,1),
also [y, y1= [Ay, y] = 0 im Widerspruch zu 4 ¢ A+

Folgerung. Eigenelemente zu voneinander verschiedenen Eigenwerten von B
sind zueinander J-orthogonal.

Beweis®). Aus Bxy; = Ay», und By = A,2, mit A, 3= A, ergibt sich wegen
Ay= 1y M [z, @] = [Bay, @] = [, Bay) = A, [#, #;] und daraus [, z,] =

2. Operatoren mit vollstetiger Potenz

2.1. Wir weisen zunichst darauf hin, dal im weiteren alle topologischen
Begriffe im Sinne der durch die Norm [z = ]/(x, z) (x €9) auf H erzeugten
Topologie zu verstehen sind.

Die nun folgenden Untersuchungen stiitzen sich auf einen in [6] (S. 45/46)
und [8] fiir positiv symmetrisierbare Operatoren bewiesenen Satz, der in dem
hier betrachteten Spezialfall unter Verwendung der in Satz 1.1 benutzten Be-
zeichnungen folgendermafen formuliert werden kann.

7} Ein direkter Beweis wurde in [5] angegeben,
%) Deas heibt, fiir jedes natiirliche % folgt aus (B — AI)*z = o die Gleichung (B — Al}x
= 0.

%) Siche z. B. [4].
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Lemma 2.1. Fs sei 4 ¢ A+, B ein J-symmetrischer Operator mit B4 = A B,
und es existiere eine natiirliche Zahl p, so dafs BP vollstetig ist. Ferner sei H B=:=0.

Dann besitzt B einen Eigenwert A== 0 mit |A] = sup |(H Be, ).
(Hz, z)==1
Die Aussage dieses Lemmas 1a8t sich fiir B = 4 wie folgt verschérfen.

Satz 2.1. Zu dem Operator A ¢ A" existiere eine natiirliche Zahl p, so daff A?
vollstetig ist%%). Dann besitzt A einen Eigenwert A<=0. Wird H und p definiert wie

in Satz 1.1, so gibt es einen Eigenwert v von A mit || = sup |[(HAw, x)|, wobei
(Hz,z)=1
die Form |(HAwz, x)| in genau denjenigen Elementen xy € H mit (Hxg, x5) =1
den Wert |v| annimmd, fiir die (4 — pl)x, ein Eigenelement von A zu +v oder —»
s8t.
Beweis. (I) Wir zeigen die Existenz eines Eigenwertes A= 0 von 4. Fir

H 4 = 0 folgt dies aus Lemma 2.1.
Sei nun H 4 = 0. Das bedeutet
2.1) (Ad—uhd=0.

Wegen O ¢ A+ und somit 4 == O folgt daraus, daB 4 = u ein Eigenwert von 4
ist. Uberdies gilt x = 0, da andernfalls auf Grund von (2.1) 42 = O und deshalb
nach Lemma 1.4 4 = 0 im Widerspruch zu 4 ¢ A+ wire.
(IT) Die Existenz eines Figenwertes » mit |v| = sup |(HAw,z)| folgt
H

z, z)=1
unmittelbar aus Satz 1.1, falls H A == O gilt. ( )
Fir HA=0, d. h. 4(4 — plI) = 0, ergibt sie sich daraus, daB wegen
ul ¢ A+ gilt A== uI und dann also 0 ein Eigenwert von A4 ist.
(III) Nach Definition gilt fiir alle x ¢  mit (Hz, )+ 0

{(H Az, z)|
2.2) v = iuxpzl[(HAx, z)| = ~Hem
Da man aus (Hz, z) = 0 auf Grund der Positivitdt von H (HAz, z) =
erhilt, sind die fir (Ha, x) == 0 aus (2.2) folgenden Relationen

(23) H(p|I - A)z,2) = 0
(H(W|I + A)z,z) = 0

sogar fir alle z ¢ 9 giiltig.

Sei nun x, €9 mit (Hx,, xp) = 1 und |(H A x;, xp)] = |v|. Dann ist entweder
(H(p|I — A)xg, 25) =0 oder (H(|y|I+ A)xy, x5) =0. Wegen (2.3) folgt
hiersus entweder H(|¥|I - A)z, =0 oder H{({y|I + A)xy= 0. Da sich aus
(Hxg, 2} = [Axy — pxg, 74] = 1 die Beziehung Az, — uz,== o ergibt, ist also
(4 — ul)x, ein Eigenelement von 4 zu +» oder —».

Gilt umgekehrt fiir ein z, € mit (Hx,y, z,) = 1 eine der Gleichungen
(A — vI) (Axy — pxg) = @ oder (4 + vI)(Adzy— uz,) = o0, so ist offenbar
[¥| = |(H Az, %,)|. Der Satz ist damit vollstindig bewiesen.

%) Zusatz bes der Korreklur: Die Existenz eines i.a. nicht vollstetigen Operators
A ¢ A+ mit vollstetigen Potenzen A? (p = 2) wurde vor kurzem von I. 8. Iocawipow
bewiesen. Eine entsprechende Verdffentlichung erscheint in den Dokl. Akad. Nauk SSSR.
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Bemerkung. Man sieht leicht, daB genau dann, wenn u ein Eigenwert
von A ist, Elemente z, ¢ § mit (Hux, %) =1 und |[(HAzy, z,)| = ||
= sup [|(HAw,x)| existieren, die (im Gegensatz zu (4 — pl)x,) selbst keine

Hz,2)=1
Ei(genelemente von A sind. Dieser Sachverhalt liegt nach Satz 3.2 z. B. vor,
falls $ ein Raum vom Typ I7, (vgl. Abschnitt 3) ist.

Im weiteren bendtigen wir noch das

Lemma 2.2. Fir A ¢ A* existiere eine natiirliche Zahl p, so daff A? voll-
stetig ist. Weiter ses M C H, M == {0}, ein linearer Teilraum mit AM C M. Dann
extistiert in M mindestens ein Eigenelement von A.

Beweis. H und yu seien definiert wie in Satz 1.1. Wir bezeichnen mit M die
orthogonale Projektion von $ auf 9 und mit J', H', A’, 0’ die Einschriankungen
der Operatoren MJ, M H, 4, O auf . Dann ist nach Satz 1.1 A’ ein positiver
Operator, der A’ (von links) symmetrisiert. AuBerdem ist 4’? vollstetig.
Daher liefert die Theorie positiv symmetrisierbarer Operatoren (s. W. T. REID
[6], S. 45/46) die Behauptung unseres Lemmas, falls H' 4’ 4= O’ ist.

Gilt H' A’ = 0, so erhilt man fiir alle z, y ¢ M

(HAz,y)=[(4"—pHA'z,y]=0.
Hieraus ergibt sich (4 — ul)Ax = o fiir alle x ¢ M, da das indefinite Skalar-
produkt auf I nicht entartet (s. Lemma 1.3). In I liegen also entweder zu 0
oder zu yu gehorige Eigenelemente von 4, w. z. z. w.

2.2. Fir den restlichen Teil der vorliegenden Arbeit wollen wir voraus-
setzen, daBl der das indefinite Skalarprodukt (1.1) definierende Operator J die
Gestalt J = P — @ besitzt, wobei P und @ orthogonale Projektionen mit
P + @ = I bezeichnen. Dann gilt J = J-1= P — Qund |J| = 1.

A sei wieder ein Operator aus A+, fiir den eine natiirliche Zahl p existiert,
so dafl A7 vollstetig ist. Weiter bezeichne P (bzw. R) die lineare Hiille aller
positiven (bzw. negativen) Eigenelemente von 4 und 5 (bzw. Q) die Ab-
schlieBung von P (bzw. N).

Lemma 2.3. B ist ein positiver und R ein negativer Teilraum von 9.

Beweis. Wegen der Folgerung 3 zu Lemma 1.3 sind Linearkombinationen
positiver Eigenelemente zum gleichen Eigenwert wieder positiv. Daraus folgt
die Positivitit von P, da nach der Folgerung zu Lemma 1.4 Eigenelemente zu
verschiedenen Eigenwerten von A zueinander J-orthogonal sind. Dann ist P
auf Grund der Stetigkeit des indefiniten Skalarproduktes nichtnegativ. Infolge
der Stetigkeitl%) von 4 erhilt man aber aus AP CP auch AP P, daher ist
wegen der Folgerung 1 zu Lemma 1.3 B sogar positiv.

Entsprechend beweist man die Negativitdt von &.

Lemma 2.4. Die lineare Hiille aller Eigenelemente von A liegt in § dichi,
d. h., es gilt
2.4) Fi®-9.

Beweis. Wir setzen abkiirzend € =P + . Wire €= 9, so gibe es ein
Ty €9, 2y == 0, mit (z,, ) = 0 fiir alle x ¢ L. Wegen J~1 = J ergibt sich daraus
1) 4 st als J-selbstadjungierter Operator abgeschlossen (s. [2], S. 385) und somit
stetig, da 4 auf ganz § definiert ist.
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[J g, £] = (%4, ) = 0 fiir alle z € £. Somit gilt fir £ = {x € H/[x, y]= 0 fir
alle y ¢ €} die Bezichung £’ = {o}. Nun ist nach Definition 4 € C £ und daher
auch 42 C Q. Demnach besitzt 4 infolge Lemma 2.2 ein Eigenelement
2 € 2. Auf Grund von Lemma 1.3 gilt aber € N €' = {0} und daher z € H\ L,
was im Widerspruch zur Definition von £ steht.

Polgerung. A besitzi sowohl positive als auch negative Eigenelemente.

Beweis. Nach Lemma 2.3 ist infolge der Stetigkeit des indefiniten Skalar-
produktes § positiv und N negativ, also gilt =+ H und N =+ H. Dies liefert
wegen Lemma 2.4 die Behauptung.

Lemma 2.5.1). P (bzw. N) hat genau dann die endlicke Dimension n, wenn
auch P9 (bzw. Q9 ) diese Dimension n besitzt,

Beweis. (a) Es sei dimP = n (< oo). Auf Grund von Folgerung 3 aus
Lemma 1.3 sind die Eigenwerte zu positiven Eigenelementen verschieden von
denen zu negativen Eigenelementen. Deshalb ist nach der Folgerung aus
Lemma 14 P zu R und somit auch zu P J-orthogonal. Hieraus folgt
P N R = {0}, denn andernfalls wire das indefinite Skalarprodukt auf P ent-
gegen Lemma 1.3 entartet. Wegen n < o gilt nunmehr +R=V+ N
{s. [8], Ch. 6, § 4, Th. 4) und infolge (2.4) also
(2.5) 9=P+ .

Dann ergibt sich aber unter Beachtung von Lemma 2.3 dim P9 = n, wie in[1],
§ 6, 7° bewiesen wird.

(b) Ist dimP9H =m, so gilt n=dimP = m (s. [1], §6, 6% und nach
Teil (a) m = n.

Das Lemma ist damit bewiesen.

Satz 2.2. Fiir den Operator A € A+ existiere eine natiirliche Zahl p, so daf3 A?
vollstetig ist. Auflerdem seien die Dimensionen von P$ und Q9 beide unendlich.
Dann gilt
(2.6) [Az,z] = 0 (x €9) .

Beweis. p sei definiert wie in Satz 1.1. Wir setzen zunichst y = 0 voraus.
Damit folgt aus (1.6) fiir alle z € §+
(2.7) [Az, 2] = plz, 2] = 0.

Wegen der unendlichen Dimension von P$ ist nach Lemma 2.5 auch P
unendlichdimensional, d. h., in §* existieren unendlich viele linear unabhéngige
Eigenelemente von 4. Daher gehéren infolge der Riesz-Schauder-Theorie
(s. [8], Ch. 11, § 3, Th. 4/5) zu den Eigenelementen in §+ entweder selbst der
Eigenwert 0 oder eine gegen 0 konvergente Folge von Eigenwerten. Dies
liefert, auf (2.7) angewandt, u = 0.

Im Falle g = 0 folgern wir aus (1.6)

[z, 2] = |u] |[z 2] 2 0 (€ .
Wegen der unendlichen Dimension von @ ergibt sich daraus entsprechend zu
oben p=0.

1y Finen analogen Sachverhalt fiir eine belastete Integralgleichung mit nichtmonotoner
Verteilungsfunktion und absolut positivem Kern bewies M. G. Kreix in [3].
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Nach (1.6) gilt also (2.6).

Aus dem Beweis dieses Satzes erhdlt man die

Folgerung. Ist P9 (bzw. Q9) von unendlicher Dimension, so gilt p < 0
(bzw. u = 0).

Satz 2.3. Fiir den Operator A € A+ existiere eine natiirliche Zahl p, so daff A?
vollstetig ist. Dann gibt es eine hichstens abzihlbare Menge {x,, x,, ...} von
Elementen x, €9 mit Az, = A%, und [2,,2,]= +6,n (B,m=1,2,...),
so daf3 fiir alle x € 9

Az = 2 endn (2, ,]2,

gult, wobet g, = [x,, x,] (= £1)(n=1,2,...) sei.

Beweis®). Wir beschrinken uns auf den Fall, dall 4 unendlich viele von.
einander verschiedene Eigenwerte besitzt (man sieht leicht, wie sich andern-
falls der nachstehende Beweis vereinfacht).

Sei A== 0 ein Eigenwert von 4 und sei I, der zugehérige Eigenraum. Nach
der Riesz-Schauder-Theorie (s. [8], Ch. 11, § 3, Th. 4) ist die Vielfachheit
1, = dim 3R, von A endlich. Auf Grund der Folgerung 3 zu Lemma 1.3 laBt
sich auf {ibliche Weise in 0, eine J-orthogonale Basis von r; Eigenelementen
finden, die nach der Folgerung aus Lemma 1.4 zu allen iibrigen Eigenelementen
von A J-orthogonal sind. Bezeichnet nun (4,) mit A, = 4, = - - - die Folge
aller von Null verschiedenen Eigenwerte von 4, in der jeder Eigenwert seiner
Vielfachheit entsprechend oft auftritt, so existiert daher eine Folge (x,) mit
Az, = Az, und [2,, 2, ] = +6,, (B, m=1,2,...).

Es seie, = [z, 2,] = +1 (n=1,2,...). Weiter sei H und u definiert wie
in Satz 1.1. Dann gilt wegen (Hzx, ) = 0 (z ¢ ) und auf Grund von {Hz,, z,)
=g, (A, —p) =2 0 (n=1,2,...) fir beliebiges € 9

0= (Hym’ ym) = [(A - /“I)x: x:] - va Mn - :ul |[x’ xn]lz

mit y,, =2 — 3 ¢,[z, x,]x,. Also konvergiert die Reihe 2 |40 — pl | [, 2,12

n=1

AuBerdem existiert infolge lim A, = 0 (s. [8], Ch. 11, §3 Th 5) ein N, so da3
n—>00

fir alle n = N gilt '}. {”_”I =< 1. Daher konvergiert auch die Reihe

Z ];_ A |[x, 2, ]2

1
Wir setzen y,, = -AL"_}'_—"—”— [z, z,)2, (x€9; r,s = N). Bezeichnet H2

n=r 'n

die positive Quadratwurzel aus H (s. [7], S. 250), so gilt

1 1 1 8
|Hy,* < [HZ|? |H? y, 2 = |H2]* (HY, 0 y,0) = |H] Z I[x, z,]/*

(x E 8 ;8= N).
Deshalb konvergiert die Reihe J ( 2 18"_1_”” [z, 2, 1H x,l) = 2 ephn [T, 2, ]2,
hid n=XN

n = N
12) Zum Aufbau des Beweises 5. W. T. Remp [6].
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Somit ist durch

da = 2 8,,}»,,[27, Tp %

n=1

auf 9 ein Operator A4 definiert, der offenbar J-selbstadjungiert, daher ab-
geschlossen (s. [2], 8. 385) und infolgedessen als abgeschlossener auf § defi-
nierter Operator stetig ist.

Sei jetzt P und N erklart wie in Lemma 2.4 und sei 2 €P + R. Nach
Definition gibt es in der Folge (z,) Elemente x,,, z,,, . . ., %,,, so dafl mit einem
z€9 der Eigenschaft Adz=o0 gilt == a, 2, + @, + " + 2, + 2
Dann ergibt sich unter Beachtung der Folgerung zu Lemma 1.4

Az = by, Ty, + O Ry T+ C Dy Ty = A @ EP+R).
Daraus folgt
A=4,

da nach Lemma 2.4 P + R = H gilt.
Der Satz ist damit bewiesen.

3. Operatoren in IT,

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daBl $ im Sinne von {2] ein Raum
vom Typ I, ist, d. h., J besitze wieder die Gestalt J = P — @, wobei dim (P %)
=% < oo gilt1%).

Satz 3.1. Es sei 9 =II, und A € A+, Dann existiert auf $ ein positiv
definites, durch (3.3) definiertes Skalarprodukt, beziiglich dessen 4 symmetrisch
ist und das auf $ die gegebene (Hilbertsche) Topologie erzeugt.

Beweis. In [2] (S. 419) wurde bewiesen, daB ein x»-dimensionaler nicht-
negativer, beziiglich 4 invarianter Teilraum I7, existiert, der dann auf Grund
von Folgerung 1 zu Lemma 1.3 sogar positiv ist. Wieder nach [2] (8. 372) ist
daher IT_ = {x € I1,/[x, y] = O fiir alle y € /T, } negativ und es gilt

(3.1) =1, + 1.
Hieraus erhalten wir, wenn fiir jedes 2z ¢ I1,, die zu (3.1) gehorende Zerlegung
(3.2) 2=z, 2z

mit z, €IT,, z_ ¢II_ betrachtet wird, das offenbar positiv definite Skalar-
produkt
(3'3) (=, ?/)' = [x+, y«}-] - [, ?u] (& ¥ Eﬂx) .
Nun ist wegen A1, CIT, auch AIT_ cII_. Somit gelten fir alle z =z, -+
+ 2z_ €I1, die Beziehungen (42), = Az, (4z)_= Az_. Daraus ergibt sich
(34) (Azy) =[4=z,,y,]- 4z, y )=z, Ay,] - [z, Ay ]= (z, 4y
(@, y €IL) .

13) Der Fall dim (@ 9) = » = co 1aflt sich sofort auf diesen Fall zuriickfithren, wenn in
9 anstelle von [z, y] = (J=, y) {2, ¥ € D) das Skalarprodukt [z, ¥}’ = (—J z, y) eingefithrt
wird.
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Uberdies sind nach [2](S.377) die durch die Normen [af’ = }/(x, z)

(x €I1,) und {xf = }/ (x, z) {x € I1,}) auf II, erzeugten Topologien identisch.

Satz 8.2. Es ses § =11, und A ¢ A*. Dann nimmt das auf F+ definierte
Funktional {‘[ixﬁ} (x € §7) in mindestens einem Element x, € 3+ sein Infimum p

an. Dabei gilt Az, = px, und % eI,

Beweis. Es sei z €3+, sei x=a,_ + x_ die zu (3.1) gehorende Zerlegung
von x und z_== o (d. h. ¢ I1,). Offenbar ist wegen z € 3+ auch 2, = 0. Dann
gilt nach Lemma 1.2 auf Grund von #, €3+ und z_ €§~

[dx_, z.] [dx,, 2]

(3‘5) [w.., 23...] I,x.p 2'3.,.] ’
Daraus folgt
A g Ay
[Az_,z_]> [[mx,,mx]] [_,z_]
und

RN VENER I VRN PR N (P N P
s Lo
Nun gilt wegen der J.Orthogonalitit der Teilrdume I7, und I7_ [z, x]
= [x,,2,]+ [#_,x_] und infolge von AIl cIl,, AIl_cII_ auch [4z,x].
= [Ax,, ]+ [Ax_, x_]. Daher erhalten wir aus (3.6)
[d=, 2] (4=, %.]
[, 2] (4 2,] °

Wir betrachten jetzt die Einschrinkung 4, von 4 auf den endlichdimen-
sionalen positiven invarianten Teilraum I7,. Bekanntlich nimmt dann das
Funktional %ﬁl (v, €II,, x,==0) in mindestens einem Element
z €11, sein Infimum u an und es gilt Ax; = ux;. Daraus ergibt sich unter
Benutzung von Formel (3.7) die Behauptung des Satzes.

Der Satz 3.2 bietet eine Moglichkeit, in » Schritten den Teilraum I7, und
damit das positiv definite Skalarprodukt (3.3) zu bestimmen.

Bildet man némlich zu dem in Satz 3.2 gewonnenen Eigenelement z; das
J-orthogonale Komplement R, so ist &, ein Raum vom Typ I, _; (s. [2]) mit
AR, CR,. In R 148t sich nach Satz 3.2 ein weiteres positives Eigenelement z,
von 4 finden. Nach x solchen Schritten erhalten wir mit z,, =,, ..., 2, eine
J-orthogonale Basis in IT,. Aus I7, und seinem J-orthogonalen Komplement I7_
ergibt sich schlieSlich das positiv definite Skalarprodukt (3.3).

3.7)

4. Spekiraldarstellung

Im vorliegenden Abschnitt setzen wir wieder wie in 2.2 voraus, da8 der das
indefinite Skalarprodukt definierende Operator J die Gestalt J = P — @
besitzt.

Es sei 4 ¢ A+14), Mit den Bezeichnungen von Satz 1.1 gilt nach (1.6)
(4.1) [Az, 2] 2 pulz, 2] (x€9).

14) Wir erinnern daran, daB A4 als abgeschlossener, auf dem (vollstdndigen) Hilbert-
raum §) definierter Operator stetig ist.
Math, Ann, 154 5
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Dabei konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit x4 = 0 annehmen;
andernfalls ist ndmlich nur anstelle von 4 der Operator A’ = — A4 beziiglich des
Skalarproduktes [z, y] = — [z, y] zu betrachten.

Die Bedingung (4.1) sei dahingehend verschérft, daB eine Konstante v > 0
existiert, mit der fiir alle z ¢ §+ U §°
(4.2) Az, 2] = z(x, ) (¢ €3+ 3)
gilt’®). Offenbar ist dann wegen |[z, z]| < |J] (=, 2) = (%, %) (x €H) nach
Definition von u
(4.3) pzt>0.

Wir beweisen unter den oben angegebenen Voraussetzungen das
Lemma 4.1. Es existiert eine Konstante o > 0, so daf fiir alle x € 3~

(4.4) [z, 2] — (p— o) [x, 2] > o(x, ) (x €3")
gilt.

Beweis. Infolge der Definition von u gibt es eine Folge (x,), x, €3+
(n=1,2,...), wobei [z,, 2,] = 1 und [Az, z,] < p+ = (n=1,2,...) gilt.
Es wird nun angenommen, dal (im Gegensatz zu (4.4)) eine Folge (y,) mit

1 1 o
Yn 63_’ (ym yn) =1 und [A Yns yn] - (‘U. - _n—) [ym yn] = n existiere.
Wir definieren
Th = R’e([ym z,])

Tn

Tr 1 (rn =+ O)
Oy = |7l
1 {r, = 0) n=12...).
Gy = —Tyn+ O"nl/r?b = [Yns ¥Yn]
2y = Yy T+ Oy
Da offenbar
(4.5) [2ps 2] = 0 n=1,2,...)
gilt, erhilt man

[A 2y, zn] = [Azn - ."‘zm zn] = [Aym yn] - U [ym yn] +
+ a%([A Zns xn] 1] [xm xfn]) + 2anRe([A Yn — UYns xn]) .
Weiter gilt 0 < ~ [¥n, Ynl = [(JYns Yu)| = |J| (Us ¥u) = 1. AuBerdem ist
deshalb |«,| < 1, wie man unschwer aus der Definition herleitet. Damit ergibt
sich, wenn iiberdies die Definitionen der Folgen (z,), (y,) und (4.1) beachtet
werden,
1 1 1
[A2,,2,] < Y [Yns ¥ul+ Y ap 4 2|ty Re([Ayn — pYn 7)) =

3
= n + 2[[Ayn — UYns xn:” .

Daraus folgt, da wegen (4.1) fiir @ (», y) = [Ax — px, y] (x, y € D) die Schwarz-
15) Vgl. E. PESONEN [5]; wir verweisen auf die Ausfithrungen am Ende der Einleitung.
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sche Ungleichung {@(z, ¥)|* = Q(z, %) @(y, ¥) (», y € 9) gilt,
[Azm 2] = % +2 V[Ayn ~ #Yn, Y} 4z, — Uy, z,] =

3 2 1 7
§?+2V7'—1:<7{.

Dies liefert, da nach (4.5) z, € §° gilt, zusammen mit (4.2) 7(z,, 2,) < —;‘;— , also

lim z, = o.
> 0O
Weiterhin gilt nach Definition von (#,) und infolge (4.2)
1 +1
loal? = @ 2) < — Az 2] s £2= (n=1,2,..).

Damit erhélt man L

48)  2ayRe(lzn 4] < 21720 2] < 2l I < 2 /2L ]

AUS [tfn, Yn] = [Zns 2a] — 20, Re([z,, 2,]) + o (n = 1, 2, .. .) folgt somit wegen

{2, 2,] = O0und Hm |z,| = 0 die Beziehung lim («2 — [¢,, ¥]) = 0 und daraus

auf Grund von Ely—,:,o;/n]<0 (n=1,2,...) die ﬁa:tion lim «, = lim [y,,4,]1=0.
Nun besteht aber die Ungleichung T T

ol = Tl + Lol ol = Yl + 12l )/
also konvergiert die Folge (y,) gegen o. Dies steht jedoch im Widerspruch dazu,
daB nach Definition (y,, ¥,) =1 (r=1,2,...) gilt.

Satz 4.1. Sei A € A* und es gelte (4.2). Werden dann p und g definiert wie
in Satz 1.1 baw. Lemma 4.1, so ist die hermitesche Bilinearform

ein auf $ positiv definites Skalarprodukt, das auf $ die Ausgangstopologie er-
zeugt. Dabei ist A beziiglich dieses Skalarproduktes selbstadjungiert, d. h. es gili
(4.7) {dz,y} = {o, 4y} (v, y € 9) .

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir, wie man

an Formel (4.4) erkennt, ¢ < u voraussetzen. Auf Grund der Beziehungen
(4.1) und (4.2) ergibt sich damit fiir alle z € J+ U §°

(48) {w,a} = [d=z, 2] — (4 — o) [z, 2] = [4z, 2] (1 - ”;") 2 =% (@,2).
Mit K, = —‘E‘ug erhalten wir dann aus (4.8) und wegen (4.3) aus (4.4)

Ky (@ %) < {22} @ €9) .

p+1
T

n=1,2,...),

Weiter gilt
{2} < |[Az, 2] + (g~ o) [ 2] = (|4] + 4~ o) (%, 2) (x €9) .
Mit K, = | 4] + u — o folgt also
(4.9) K (%, 2) < {z,2} < K,y(z, %) (x €9),
d. h., die auf § durch die Normen |a| = l/(-z?,—x‘) (@ € 9) und |z| = [/{=, z} (x € )

erzeugten Topologien sind identisch.
b*
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SchlieBlich ergibt sich die Relation (4.7) wegen der J-Selbstadjungiertheit
von 4 unmittelbar aus der Definition des Skalarproduktes {x, y} (z, y € 9).

Satz 4.2, Der Operator A ¢ At geniige der Bedingung (4.2), und B sei ein
mit A vertauschbarer J-selbstadjungierter Operator (d.h. BA = AB). Dann
existiert genaw eine Schar {E;} (- < A < ) von J-selbstadjungierten Opera-
toren tn 9 mit folgenden Eigenschaften:

}.) EAE”‘ == Ez fuf }- g ﬂ)

2) EA+O = By,

3)E,=0 fir A<—|B], Ey=1 fir 21=|B|,

I8
4) Br= [ MdAEM) (r=0,1,2,...).
—i8j—¢
Daber gilt fir jeden beschrdnkten Operator C von 9 in $ mit BC=CB

B0 = OBy (— o0 < A< +00).

Beweis. Wir setzen mit den gleichen Bezeichnungen wie in Satz 4.1
J =4 — (u— p)I. Offenbar ist B beziglich des positiv definiten Skalar-
produktes {z,y} = [Jz, ¥yl (x, ¥y €H) (s. Satz 4.1) selbstadjungiert. {E;}
(=0 < A < ) sei die zugehorige Spektralschar (s. z. B. [7]). Wegen {Jz, y}
= {z,Jy} (x, y €9) und BJ = J B gilt auf Grund der Eigenschaften von {E,}
die Relation E;J =JE; (—o0 < A < o). Weiter existiert nach (4.9) der
Operator J-1, Damit folgt die J-Selbstadjungiertheit der E, aus

(B2, y] = [BxJ (@), y] = {B1 1, y} = [, Byy] (x, ¥ €9) -
Zum Beweis von 3) geniigt der Hinweis, dall nach [6], S. 44,

P57 | < 1B (@ €9, v+ o)

{z 2}

gilt.
Schliefllich ergeben sich die iibrigen Behauptungen des Satzes aus den
bekannten Eigenschaften der Spektralschar {£;}.

Es soll noch erwihnt werden, daf die in Satz 4.2 betrachteten Operatoren B
genau diejenigen J-selbstadjungierten Operatoren sind, die beziiglich eines
positiv definiten Skalarproduktes, das auf § die Ausgangstopologie erzeugt,
selbstadjungiert sind. Existiert némlich zu B ein positiv definites Skalar-
produkt {z,y) (=(Kx,¥)) (x, y€H) mit (Bz,y) = (z, By) und ¢,(z,z) =
= (7, %) < ¢z, 7), 80 ist K= JK J-selbstadjungiert. K erfiillt wegen
{z, ) = [Kz, 2] = ¢, {z, z) (x € H) die Beziehung (4.2), und es gilt BK = K B.

Literatur

[1] GiNsBURG, J. P., u. L. 8, Iocawipow: Untersuchungen itber die Geometrie unendlich-
dimensionaler Raume mit bilinearer Metrik. Uspechi Matem. Nauk XVII, 4
(108}, 3—56 (1962) [russisch].

[2] Iocawipow, 1. 8., u. M. G. Krzin: Spekiraltheorie von Operatoren in Réumen mit
indefiniter Metrik. I, Trudy Mosk. Matem. obschtach. 8, 413—496 (1959) [russisch].

16) Das Integral ist als Limes entsprechender Stieltjessummen beziiglich der gleich-
m#figen Operatortopologie zu verstehen.



J-selbstadjungierte Operatoren 69

[3] KrErw, M. G.: Uber belastete Integralgleichungen, deren Verteilungsfunktionen nicht
monoton sind. Sammelband zum Gedenken an das Akademiemitglied D. A, GrawWE.
Moskau, 88—103 (1940) [russisch].

[4] Laxeer, H.: Zur Spektraltheorie J-selbstadjungierter Operatoren. Math. Ann. 146,
60-—85 (1962).

{5] PesoxEx, E.: Uber die Spektraldarstellung quadrasischer Formen in linearen Riéumen
mit indefiniter Metrik. Ann. Acad. Sci. Fenn. A I, 227 (1956).

[6] Rem, W. T.: Symmetrizable completely continuous linear transformations in Hil-
bert space. Duke Math. J. 18, 41—56 {1951).

[7] Rizsz, F., u. B, 8z.-Naey: Vorlesungen iiber Funktionalanalysis. Berlin 1956,

[8] ZaaNEN, A, C.: Linear analysis. Amsterdam 1953.

( Eingegangen am 25. Mdrz 1963)



