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Zur Homotopietheorie der Kettenkomplexe
Von

AwsrecHT Dorp in Heidelberg

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden einige (z. T. bekannte) Punkte aus der
Homotopietheorie der Komplexe (== Kettenkomplexe) iiber einem beliebigen
Ring A behandelt. Dabei wollen wir vor allem die weitgehende Analogie heraus-
stellen, die zwischen dieser Theorie und der (stabilen) Homotopietheorie
topologischer Réume besteht. In dieser Analogie entsprechen den beliebigen
topologischen Réumen etwa die positiven Komplexe (wenn der Ring A end-
liche homologische Dimension hat, ist die Einschrankung ,,positiv’® iiber-
flilssig; vgl. die Einleitung zu § 3), den ¢ W-Komplexen entsprechen die pro-
jektiven (positiven) Komplexe und den Homotopiegruppen der Rdume die
Homologiemoduln der Komplexe. Die letzte, vielleicht etwas iiberraschende
Analogie wird besonders in §§ 5—7 deutlich werden.

Die §§ 1—2 bringen technische Vorbereitungen: Die in der Topologie wohl-
bekannten Begriffe Einhingung, Abbildungskegel, Abbildungsfolge werden
iibertragen und ihre wesentlichen Bigenschaften abgeleitet. § 3 bringt u. a. das
Analogon zum Satz von J. H. C. WrHITEHEAD (8. 3.3) und Verallgemeinerungen
davon (3.1, 3.2). Wie in der Topologie geben sie AnlaB zum Begriff der schwachen
Homotopiedquivalenz (s. § 4). ,,Eilenberg-MacLane-Komplexe® treten in § 5
auf; sie stimmen im wesentlichen mit Auflésungen von Moduln iiberein. Den
Eilenberg-MacLaneschen Gruppen H*(4,m; B) entsprechen daher die
Gruppen Ext,(4, B). Sie hingen nicht von m ab, d. h. wir haben es hier mit
einer {bei Einhéngung) stabilen Theorie zu tun. Wie in der Topologie lassen
sich die Cohomologieklassen der FEilenberg-MacLane-Komplexe, d.h. die
Elemente von Ext,(4, B) auch als Cohomologieoperationen interpretieren
{s. 6.2), oder als k-Invarianten von Komplexen mit nur zwei nicht-verschwin-
denden Homologiemoduln (s. 7.8). Die letzte Deutung hingt eng mit der von
YonEpa-BucHsBAUM zusammen (8. 7.9). Sie fibrt unmittelbar zum Begriff
des ,,Postnikovsystems®, auf den wir allerdings nur oberflichlich eingehen
(s. 7.13). Auch einige andere Punkte werden nur angedeutet oder erwahnt
(so z. B. Produkte in 6.7 und ein Klassifikationssatz in 7.8). Gar nicht ein-
gegangen sind wir auf die Spektralfolge von Apams [1], die nach D. PupPE in
jeder ,stabilen Homotopietheorie‘* existiert. Im letzten Paragraphen 8 geben
wir eine Anwendung auf das Kiinnethproblem.

Alle Ergebnisse lassen sich auf beliebige abelsche Kategorien iibertragen —
jedenfalls wenn es darin hinreichend viele projektive Objekte gibt.
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§ 1. Bezeichnungen; Hom (X, Y)

1.1. Es sei A ein fester (nicht notwendig kommutativer) Ring mit Eins.
element. Unter einem Modul verstehen wir stets einen unitiren (Links-) Modul
iiber A (nur in § 8 kommen Rechts- und Linksmoduln gleichzeitig vor). Ein
Komplex (= Kettenkomplex) X iiber A ist eine in beiden Richtungen unend-
liche Folge

d dny
. é_Xn_IFLXneWanH(_. e

von Moduln und Modulhomomorphismen d; mit d,d, ;= 0. Zyklen Z(X),
Rénder B(X) und Homologie H (X) sind wie iiblich definiert.

1.2. Zur Beschreibung von Kettenabbildungen und Homotopien eignet sich
besonders P. CArTIERs Definition von Hom (X, Y): (vgl. [2], 2 oder auch
[81, 3): Es seien X, ¥ Komplexe. Wir setzen

(1.3) Hom (X, ¥),= HHOIII(X", Yn—M*) s
n

d.h. ein Element f¢Hom(X, Y), ist eine Folge von Homomorphismen
fo: X, — Y, .,. Ferner definieren wir

(1.4) d:Hom(X, Y), > Hom(X, Y),_;, d(f) = d¥} + (—=1)r+1fd¥

(die oberen Indizes X bzw. Y geben an, in welchem Komplex der Rand d zu
nehmen ist). Dann ist die Folge

. .e—'l—HOm(X, Y)r(__d—Hom(X! Y)r+1(_d-

ein Komplex (itber dem Ring der ganzen Zahlen Z), den wir mit Hom (X, Y)
bezeichnen.

Hom (X, Y) ist natiirlich ein Funktor, und zwar kontravariant in X und
kovariant in Y.

1.5. Ein r-Zykel in Hom (X, Y) ist eine Folge von Homomorphismen
fn: Xy Y, , mit df = (—1)7fd, d. h. genau das, was man sonst als Kelten-
abbildung f: X - Y vom Grade r bezeichnet. Als r-Zykel von Hom (X, Y) ist f
genau dann nullhomolog, wenn es eine Folge von Homomorphismen
8: X, > Y, r4q gibt mit f = d(s) = ds + (—1)"sd, d. h. genau dann, wenn f
als Kettenabbildung aufgefaft nullhomotop ist, in Zeichen f ~ 0. H, Hom (X, Y)
ist also die Gruppe der Homotopieklassen von Kettenabbildungen X — Y vom
Grade r. Insbesondere ist

(1.6) HyHom(X, Y)=[X, Y]
die Gruppe der Homotopieklassen von Kettenabbildungen vom Grade 0, die
wir auch als Kettenabbildungen schlechthin bezeichnen.

1.7. Kettenabbildungen vom Grade r == 0 kénnen mit Hilfe der Einhdngung
auf gewdhnliche Kettenabbildungen zuriickgefiihrt werden. Unter der Ein-
hingung eines Komplexes X verstehen wir den folgenden Komplex SX

(SX)n= Xn—l » ds¥= —d¥
Der Funktor 8 besitzt einen inversen Funktor §-! (die ,,Aushdngung®),

definiert durch §8-1X = X.
Math, Ann. 140 20
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Eine Kettenabbildung X -~ ¥ vom Grade r ist dasselbe wie eine gew6hn.-
liche Kettenabbildung S*X — Y bzw. X — 8-7Y. Dabei ist 87 die r-mal
iterierte Einhdngung.

Die identische Abbildung ist eine Kettenabbildung X - 8X vom Grade
+ 1, die einen Isomorphismus

(1.8) H, ,(X)=H,(8X)
induziert.

§ 2. Abbildungskegel und Abbildungsfolge

2.1 Definition. Der Abbildungskegel Cf (= f in [6], S. 155) einer Ketten-
abbildung f: X — Y ist der folgende Komplex

(ChHp=X,1+ Y, (direkte Summe)
d(.’l?, y)z(——dxydy'*'fx)s xEXn—pyE Yn

Man iiberzeugt sich sofort, dal dd = 0 ist, also wirklich ein Komplex vorliegt.
Die Summanden Y, bilden offenbar einen Unterkomplex Y C Cf, der Faktor-
komplex Cf/Y stimmt mit der Einhdngung von X tberein, d. h. wir haben eine
exakte Folge

(2.2) 0->7Y “’Cf §X-0.

Abbildungskegel und Einhéngung sind bis auf ein Vorzeichen vertauschbare
Operationen; genauer gilt
(2.3) O8f=8C(/),
oder auch:

2.4. Es gibt etnen Isomorphismus t: CSf= SCf, fiir welchen das Diagramm

sy 2092 2 x

4

S8Y 557> 8Cf g7 8*X
kommutativ ist.

Beweis. (C8f)y= (8X)oy+ (8Y)y= Xps+ Ypy= (8CfHlu= (8C{(—y.
Der Rand von (z, ¥) € X, _,+ Y, _, ist (dx, —dy + fz) in CSf und SC(—f)
und ist (dz, —dy — fz) in SCf. Die gewiinschte Abbildung ¢ ist gegeben durch
tz, y) = (—=z, y)

Auch mit vielen anderen Funktoren ist Cf vertauschbar; wir erwihnen
nur noch
(2.5) CHom (U, f) = Hom (U, Cf),
fir jeden Komplex U.

Bewseis.

(CHom (U, f)),= Hom(U, X),.,+ Hom(U, Y),= IIHom(U,, X, 1, +
n

+ HHOIH(U,,, Yn+r)% HHom(Um Xn+r-—1+ Yn+r) = Hom(U: Cf)r
n n
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Der Rand von {g,}+ {y,} € [IHom(U,, X,,,,_y) + [THom(U,, ¥,.,)
n #
ist in beiden Fallen {—dX g + (—1)7+* @dU} + {d¥ p + (—1) 1 9dU+ f o}, wie
eine leichte Rechnung zeigh.

In dem nun folgenden Teil dieses Paragraphen iibertragen wir die topolo-
gischen Betrachtungen in [10], 1-—2 auf Komplexe.

2.6 Definition. Ist
x-loy
'Pl l‘l/‘
XI __7__’ YI
ein bis auf Homotopie kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen, also
{' ¢ =~ yf, dann heilit (@, y) eine Transformation von f in g. Sind ¢, p beides
Homotopiedquivalenzen, dann heillt (g, p) eine Homotopiedquivalenz zwischen
fund g.
Ist aligemeiner das Diagramm

.._>X1-é—->xz——,~'——> Xa.“,...
2.9 1
(2.7) &

(23 Pa

o Xy Xy Ky v e

kommutativ bis auf Homotopie, dann heiBt die Folge {¢,} eine Transformation
der ersten Zeile von 2.7 in die zweite, bzw. eine Homotopiedquivalenz zwischen
den beiden Zeilen, wenn alle ¢; Homotopiedquivalenzen sind. Man sieht leicht,
dafl Homotopiesiquivalenz zwischen Abbildungen oder Folgen von Abbildungen
eine Aquivalenzrelation ist.

Wir werden diese Begriffe vor allem im Zusammenhang mit der Abbildungs-
folge 2 f einer Kettenabbildung f: X — ¥ benutzen. Darunter versteht man die
in beiden Richtungen unendliche Folge

D ¢ S””—»smf R e
Of L gx gy -
Ist 4;f der i-te Komplex und «,f die 1-te Abbildung dieser Folge (etwa 4,f= X,
%of = f), dann gilt
(2.9) Aiyaf = 8A4if, oy5f = Saf.

Wir beweisen die folgenden Sitze (analog zu [10], Satz 8b und 5).
2.10 Satz. Jede Transformation (Homolopieiquivalenz) @q, @y von f: XY
in f': X' > Y' lipt sich zu einer Transformation (Homotopieiguivalenz) {p}
von Af in UY mit der Bigenschaft p;.3~= S ¢, erginzen.
2.11 Batz. Die Abbildungsfolge Af ist bis auf eine Homotopiedquivalenz und
bis auf eine Indexverschicbung auch Abbildungsfolge fiir jede ihrer Abbildungen.
20%

(2.8)
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Genauer gibt es eine Homotopiedquivalenz {p;} zwischen A(a,f) und der um k
verschobenen Folge Af mit

(2‘12) ‘P0= id k3 ‘}913 id > (Pi+3= (Ml}ksq)i y
also

- A_ (o f) = Aglayf) = Ay (o f) = Agloyf) = Azl f) —
(—LEg-1 %i idl idi %l (—1)k id&
- Apf = A - Apiyf = Ayeof — Apisf -

2,13 Korollar. Jede Homotopiedgquivalenz (@y, @i —y) zwischen o, f und o f’
lift sich zu einer Homotopiedquivalenz {@,} (mit @, 3= S ;) zwischen Af und
A erginzen.

Dies ist 2.10, falls k=0 ist. Der allgemeine Fall wird mit 2.11 darauf
zuriickgefiihrt.

2.14 Satz. Die durch Af induzierte Folge von Homologiemoduln und Homo-
morphismen

= Hy(Aif) = Hy(A;11f) > Hp (A4 of) >

stimmt mit der zu 2.2 gehérigen Homologiefolge iiberein. Insbesondere ist sie exakt.

Beweis. Die Ubereinstimmung mit der Homologiefolge von 2.2 ist nur fiir
die H,, (o3 f) fraglich, d. h. wir haben zu zeigen, dal H, (Sf): H,(SX) - H,(8Y)
mit dem Randhomomorphismus &,:H,(8X)— H,_,(Y) iibereinstimmt.
Dies rechnet man leicht nach (vgl. auch Hilfssatz 2.18a).

2.15 Korollar. Cf ist genaw dann azyklisch, d. h. H(Cf) = 0, wenn f Iso-
morphismen der Homologie induziert,

Das kann man natiirlich auch leicht direkt einsehen (vgl. [6], S. 155).

Dem Beweis von 2.10 und 2.11 schicken wir einige Hilfsbetrachtungen
voraus.

2,16 Hilfssatz. Der Abbildungskegel Cf ist genau dann nullkomotop, Cf=0,
wenn | etne Homolopiedguivalenz ist.

Beweis. Es gei f: X - ¥ eine Homotopiedquivalenz. Dann induziert f fir
jeden Kettenkomplex U einen Isomorphismus H Hom (U, f): HHom (U, X) =~
o HHom(U, Y). Nach 2.15 ist also CHom (U, ) = Hom (U, Cf) (s. 2.5) ein
azyklischer Komplex. Insbesondere ist HyHom(Cf, Cf) = 0, also pach 1.6
die identische Abbildung von Cf nullhomotop, d. h. Cf = 0.

Die Umkehrung kann mit einem #hnlichen Schluf gezeigt werden. Ein
direkter Beweis dafiir findet sich in [6], 8. 155.

Insbesondere ist nach 2.16 der Abbildungskegel der identischen Abbildung
von X nulthomotop. Wir bezeichnen ihn mit € X. Man iiberzeugt sich leicht,
da8 die Abbildung

(2.17) 8:CX—~>0X, s{z,2)=(2',0), z¢X,.,, 2¢X,

eine Nullhomotopie C X =~ 0 ist.
2.18 Hilfssatz. Es ses

(2.19) 0-U>V 2 w0
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eine exakte Folge von Kettenabbildungen, die als Folge von Modulhomomorphismen
zerfillt (= splits). Bs gibt also Modulhomomorphismen W~V £~ U {i.a. kei-
ne Kettenabbildungen ) mit pi'=1id, p'i =id, p’v' =0, pit = 0.

a) @=p'di’: WU ist eine Kettenabbildung vom Grade —1, und
H(O): H{(W)—> H(U) ist der Randhomomorphismus 9, der exakten Homologie-
folge von 2.19.

b) Ist U = 0, dann zerfillt die Folge 2.19. Genauer: Ist s: U — U eine Null-
homotopie, ds -+ sd=1id, dann ist j=1—isp'di: W >V eine Kelten-
abbildung mit pj = id. Insbesondere ist dann p eine Homotopiedquivalenz mit
Homotopieinversem j.

Dual dazu gilt

c) Ist W =0, dann zerfillt die Folge 2.19. Ist s: W— W eine Nullhomotopie
von W, dann ist ¢ =p'— p’'di'sp: V- U eine Kettenabbildung mit qi = id.
Insbesondere ist dann i eine Homotopiedquivalenz mit Homotopieinversem q.

Bewets. Zur Vereinfachung der Schreibweise betrachten wir U und W als
Untermoduln von V (vermoge ¢ bzw. ¢'). Ferner setzen wir dl= p'd, d?= pd.
Dann ist d = d*+ d?, d?d'= 0 (wegen d%|U = 0), d?d®= 0 (wegen pd = dp),
also dd = d'd?+ d'd'= 0.

Nun gilt

a) O = d*, also

A0 = dd'= dd*= —d'd?= — G d2.
b) § = id — sd?, also
dj = d*+ d®— dlsdt = d' + d®— (id — sd¥)d?
= d?+ sdld'= d?*— sdld?=jd2.
¢c) ¢ = p'— d*sp, also
qd = d'— d'sd?p = dl— d' (id — d2s)p
= d'(id — p) + d *d?sp = d*p'— d'disp = d'q .

Also sind @, j und ¢ Kettenabbildungen. Die Gleichung H(0) = 9, ergibt
sich sofort, wenn man © auf einen Zykel z ¢ W anwendet. Die Gleichungen
pj = id und ¢+ = id folgen wegen p¢ = 0.

Beweis fiir 2.10. Wegen der Periodizitit 2.9 von 2% brauchen wir nur eine
Abbildung ¢, : Cf — Cf zu konstruieren, so dafl das Diagramm

vy 2o 2o sx
2.2 Iw, . ’S o
(2.20) | .
Y 55 0f g7 8X'
bis auf Homotopie kommutativ ist. Nach Voraussetzung gibt es eine Homotopie
$: X - Y' mit ds + sd = [ p;— @,f. Wir definieren
(2.21) 2 Cf>Cf . @a(®, ¥) = (go, g1y — 87)
tir (z, y) € X1+ Y, = (Cf),. Dann ist 2.20 sogar streng kommutativ (nicht
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nur bis auf Homotopie), und eine leichte Rechnung zeigt, da ¢, wirklich eine
Kettenabbildung ist.

Nehmen wir nun an, da8l ¢, ¢; Homotopiedquivalenzen sind. Es geniigt
dann zu zeigen, dafl jedes @, das 2.20 zum streng kommutativen Diagramm
macht, ebenfalls eine Homotopiedquivalenz ist. Dies besagt gerade der

2.22 Hillssatz. Ist

00UV W0
2.23 I lx I
(2:23) ' 4
0> U 7V 7>W -0
ein kommutatives Diagramm, in welchem die Zeilen exakt sind und als Folgen
von Modulhomomorphismen zerfallen, und sind f, | Homotopieiquivalenzen,

dann auch f.
Beweis. Das Diagramm 2.23 induziert eine kurze exakte Folge

0> Cf —Cf~Cf" >0
t(u, w') = (Gu, 'u’), 7@, v')=(pv,p'v),
die ebenfalls zerfillt (als Folge von Modulhomomorphismen). Weil f, f’
Homotopiedquivalenzen sind, gilt Cf' =~ 0, Cf"” ~ 0 (s. 2.16), also nach 2.18b)
oder ¢) auch Cf = 0. Also ist f eine Homotopiedquivalenz nach 2.16.
Der Satz 2.11 wird sich im wesentlichen aus dem folgenden Hilfssatz
ergeben.
2.24 Hilfssatz. s ses
0>U-"~V>W=0
etne Folge wie in 2.18. Dann gibt es Homotopiedquivalenzen
pw:Ci>W und y:S8U->Cp,

so daf die Diagramme ' .

v -2 025U
(2.252) ]fd l,, l_ i

V—"W—5>8U
und

W2 0p 22 g7
{2.25b) T{id }a Iid

W—5"8U 758V
bis auf Homotopie kommutativ sind. Dabei ist @ wie in 2.18a definiert, wird
jetzt aber als Kettenabbildung W — SU aufgefaft (s. 1.7).

Beweis. Wir behalten die Vereinbarungen und Bezeichnungen aus dem
Beweis zu 2.18 bei und definieren

p:Ci~>W, plu,v)=pE@),

”:SU—‘)OP, v(u) = (u, 0), uEUn-«lc V,,_l,veV,,.
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Wegen p(u) = 0 folgt, daf p und » Kettenabbildungen sind. y ist epimorph und
ihr Kern besteht aus den Elementen (u, w') ¢ U,_;+ U,, d. h. Kern(u} = CU
{s. 2.17). Entsprechend ist » monomorph und besitzt den Cokern CW. Wir
haben also exakte Folgen

0->0U-"~Cit>W-=o0
0> SU-~Cp > W->0.

Nunist CU == 0, C W =~ 0, also sind ¢ bzw. » nach 2.18 Homotopiedquivalenzen
und besitzen die Homotopieinversen

vy W—-=Ci, yw=(dww, weW,
bzw.
0:Cp— 88U, g(v,w)=1v—p) + d(w).

{Man braucht nur zu verifizieren, dal y und ¢ Kettenabbildungen mit x y = id,
ov = id sind), also yp =id, »g = id. Wir rechnen nun nach, da8
Ou =—(Qi)yu, v = yo(Pp) ist. Daraus folgt, daB das rechte Quadrat von
2.258 und das linke Quadrat von 2.25b bis auf Homotopie kommutativ sind.
Die beiden anderen Quadrate sind iiberhaupt kommutativ, wie man sich sofort
iiberzeugt.

a) (@1) (v, v) = u, O(w) = d'(w) = —(@1) y (w), also O = —(Q1) y;
b) (Pp) (w) = (0, w), O (w) = d'(w) = ¢(Pp) (w), also & = o(Pp), q.e.d.

Beweis fiir 2.11. Wegen der Periodizitit 2.9 der Abbildungsfolge geniigt es,
eine Homotopiedquivalenz @,: Ay(e,f) > Agz+of anzugeben, so daBl das
Diagramm

Ay (0 f) > Ay (0 f) — Ag(of)

id lq;, l(—l)" id

Airf > Apiaf = Ayysf

bis auf Homotopie kommutativ wird.

Fiir & = 3 wahlen wir als ¢, den Isomorphismus f aus 2.4; entsprechend fiir
k= —3. In den Fillen k = 1 bzw. 2 wenden wir den Hilfssatz 2.24 mit ¢ = P},
P = f an: wir nehmen als ¢, die Homotopieiquivalenz u bzw. ein Homotopie-
inverses zu » (etwa g). Der allgemeine Fall £ = 3] + m mit 0 £ m < 3 wird
erledigt, indem wir zunéchst |l|-mal den Fall ¥ = + 3 anwenden und dann den
Fall k= m (¢,= id fir k= 0).

§ 3. Homotopie und Homologie

Fiir alle weiteren Betrachtungen dieser Arbeit machen wir stets eine der
beiden folgenden Annahmen (s. Fall 1 oder 2 in [3], S. 369)

(A} Alle vorkommenden Komplexe sind nach unten beschrinkt, d. h. X,=0
fiir hinreichend kleine n.

(B) Der Ring A hat endliche homologische (Links.) Dimension,
Lgl. dim(A4) < .
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Wir werden diese Voraussetzungen benutzen, ohne jedesmal darauf hin-
zuweisen.

3.1 Satz. Es sei ¢: X~ Y eine Kettenabbildung (vom Grade 0), die Iso-
morphismen der Homologie induziert, H () : H(X)~ H(Y). Dann induziert
auch die Kettenabbildung Hom(P, ¢): Hom(P, X) > Hom (P, ¥) Iso-
morphismen der Homologtegruppen, falls P ein projektiver Komplex ist (und
eine der Voraussetzungen A oder B erfiillt ist).

Dieser Satz ist fast ein Spezialfall von [3], XVII, 4.3, nur wird dort der
Funktor Hom (X, Y) mit direkten Summen statt direkten Produkten definiert.
Der Beweis 148t sich aber ohne weiteres iibertragen. Ehe wir dazu kommen,
ziehen wir einige Folgerungen.

3.2 Korollar. (Analog zu Thm. 16.3 in [12].) Die Zusammensetzung mit ¢
stiftet eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Homotopieklassen von
Kettenabbildungen f: P—> X und g: P~ Y, in Zeichen

[P, XTx [P, Y], [f]—>1[g], wo g= ¢f.

Dies folgt aus 1.6.

3.3 Korollar. Sind die Komplexe X, Y aus 3.1 projektiv, dann ist ¢ eine
Homotopiedquivalenz.

Dieser Satz (Analogon zu Theorem 1 in {14]) wird diblicherweise unter
schirferen Voraussetzungen formuliert (s. [6], V, 13.3).

Beweis. Setzen wir P = Y, dann gibt es nach 3.2 eine Kettenabbildung
p: Y- X mit gy ~id. Daraus folgt H(p) H(yp)=1d. Also ist H{y) ein
Isomorphismus, und es gibt nach dem gleichen Schluf} eine Kettenabbildung
@ X - Y mit po’ ~id. Es folgt ¢’ =~ (py) ¢’ = @(p¢’) >~ ¢, also po ~id,
d. h. g ist eine Homotopiedquivalenz mit Homotopieinversem .

3.4. Wir zeigen an einem Beispiel, dal die Voraussetzung A oder B nicht
iiberfliissig ist. Es sei A = Z,= Z/4Z und X der folgende Komplex

2 2 2 2
. “'"'MZ4<-—Z4(__“Z4‘"'“—' .

Offenbar ist X projektiv und H(X) = 0. Wire X nullhomotop, dann auch
X ® Z,, im Widerspruch zu H(X ® Z,) + 0; also ist X # 0. Unter der Vor-
aussetzung A oder B ist ein solches Vorkommnis nach 3.3 (mit ¥ = 0) nicht
moglich.

3.5. Zum Beweis von 3.1 haben wir nach 2.15 zu zeigen, daB
H(CHom(P, ¢))=0, d.h. (s. 2.5) daB H(Hom(P,Cg))=0 ist. Wegen
H(C @) = 0 und 1.5 ist dies in dem folgenden Hilfssatz enthalten,

3.6 Hilfssatz. Ist P ein projektiver und X ein azyklischer Komplex, H (X)=0,
dann ist jede Kettenabbildung f : P — X (von beliebigem Grad) nullhomotop.

Unter der Voraussetzung A ist das klar: Man konstruiert die Nullhomotopie
s: P, > X, ., durch Induktionnach » {vgl. {3], V, I.1; m. a. W. man kann X
als ,,Auflésung des Moduls 0° betrachten). Allgemein ergibt sich 3.6 aus den
beiden folgenden Hilfssdtzen 3.7 und 3.9, die unter der Voraussetzung A oder B
bewiesen werden.
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3.7 Hilfssatz. Ist {: P> X eine Kettenabbildung und P projekiiv, dann gibt

es ein kommutatives Diagramm
H

P X
AN /!
N T
Pl

mit den folgenden Eigenschaften

(i) P’ st projektiv.

(ii) ¢ bildet P isomorph auf einen direkten Summanden (als Modul, nicht
als Komplex) von P’ ab.

(iii) f° ist epimorph wund induziert Isomorphismen der Homologie,
H(f): H(P') = H(X).

3.8 Korollar. Zu jedem Komplex X gibt es einen projektiven Komplex P’
und eine Kettenabbildung {': P' - X mit H(f'): H(P') == H(X).

(Man nehme P = 0 in 3.7.)

3.9 Hilfssatz. Ist P projektiv und H{P) = 0, dann ist P nullhomotop, P ~ 0.

Bewseis fiir 3.6. Es geniigt den Fall r = 0 zu betrachten (s. 1.7). Wir wenden
3.7 an. Der Komplex P’ ist projektiv und H(P')z H(X) = 0. Nach 3.9 ist
dann P’ ~ 0, also auch ¢ ~ 0 und damit f = f'¢ >0, q. e. d.

Beweis fiir 3.9. Unter der Voraussetzung A kann P als projektive Auf-
losung des Moduls O betrachtet werden (evtl. nach einer Dimensionsver-
schiebung). Da je zwei projektive Auflésungen homotopiedquivalent sind
({3}, V. 1), folgt P =~ 0.

Legen wir nun die Voraussetzung B zugrunde, etwa lLgl dim(4) < k.
Nach {7}, Theorem I, 2.4.1 geniigt es zu zeigen, daB die Zyklen von P einen
direkten Summanden bilden. Wegen der exakten Folge

0->Z(P)> P> B(P)>0

geniigt es zu zeigen, daB B(P) projektiv ist ([3], I, 2.4). Dazu betrachten wir
die wegen H (P) = 0 exakte Folge

d d
0« B, (P)=—Ppy1 == Pryp. .. PryprZpyy i (P)<0.
Da P projektiv und dim(B,) < k ist, folgt ([3], VI, 2.1): Z,, . (P) ist pro-
jektiv. Wegen H (P) = 0 ist aber Z(P) = B(P), q. e. d.
Beweis zu 3.7. Zunichst gibt es zu jedem X eine exakte Folge Q —— X — 0
von Kettenabbildungen, so daB @ projektiv ist und Q,= 0 falls X,=0

(vgl. [3], XVII, 1.2): Wir nehmen z. B. eine exakte Folge F, — X, - 0 mit
projektivem F,,; F, sei 0, falls X, = 0 ist. Ist X, _,~ 0, dann sei @* der Kom-
plex, der Null ist auBler in der Dimension » und der dort mit F,, iibereinstimmt.
o definiert dann eine Kettenabbildung o*: @» > X, die epimorph ist in der
Dimension # und Null sonst. Ist X,_, & 0, dann sei @* Null auBer in den
Dimensionen # und n — 1; die Moduln dieser Dimension seien jeweils F, und
der Rand von n nach n»— 1 sei die identische Abbildung. Wieder haben wir
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eine Kettenabbildung on: @* — X, die in der Dimension n mit « iibereinstimmt
(also epimorph ist) und die Null ist aufler in den Dimensionen » und »— 1.
Die direkte Summe

Q= ¢"x>0
n
liefert dann die gewiinschte Darstellung.
Durch Iteration dieses Verfahrens erhilt man eine exakte Folge von Ketten-
abbildungen

(3.10) 0eX+2H=% f poprpr®opro

Alle P? sind projektiv und sind null in den Dimensionen, in denen X und P
null sind. Unter der Voraussetzung A, also etwa X,= 0, P,= 0 fiir v < 0, ist
dann auch P{=0 fir » <0 und alle i. Unter der Voraussetzung B,
gl. dim(A4) < k, konnen wir Pi= 0 fiir 7+ >k annehmen (man kann P*
= Kern(«,.,) nehmen; s. {3], VI, 2.1).

Die Moduln P}, ¢ = 0, mit den Homomorphismen (—1)?d?’ und «;, ¢ > 0,
bilden jetzt einen Doppelkomplex; P’ sei der zugehdrige einfache Komplex.
Dann haben wir offenbar das gewiinschte Diagramm

P““"L‘“""X ) .
N & TIP=a [IP=0 fir j>0,
i\P’ yd % die Inklusion von P in P°C P’,

und es bleibt nur zu zeigen, dal f* Isomorphismen der Homologie induziert.
Dies folgt nach bekanntem Muster: Wir bezeichnen die Folge 3.10 nun mit

(3.11) D Kl pgotpnc®

und benutzen jetzt die volle Folge zur Bildung eines Doppelkomplexes (analog
wie oben); ist K der zugehérige einfache Komplex, dann haben wir eine exakte
Folge

0> 81X->K->P >0

(§-*X die Aushingung von X). Der verbindende Homomorphismus
Oy H (PY— H, (8 1X)= H,(X) stimmt mit H{f') iiberein; H(f’} ist also
genau dann ein Isomorphlsmus wenn H (K} = 0 ist.

Nun ist K,= 3 Ki_, Wir zeigen durch absteigende Induktion nach r,

daB jeder Zykel in 3’ Kf,_i nullhomolog ist. Diese Gruppe ist null fir
iar
r >n + 1 unter der Voraussetzung A und fir r > & = gl. dim () unter der
Voraussetzung B; wir haben also einen Induktionsanfang.
Sei nun z = 3 2,,2;€ K., ein Zykel aus 3] Ki_,. Da z Zykel ist, folgt
&7 iz
&,-1(z,) = 0, also wegen der Exaktheit von 3.11, z,= «,{¢,) mit ¢.¢ K,,*1

Dann ist aber z homolog zu z—d¥(c,) ¢ 2 Ki_,, also nullhomolog nach
Induktionsvoraussetzung. Fiir 7 = —1 erglbt dleser Schlul H,(K) =0, q.e.d.
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§ 4. Schwaehe Homotopieiiquivalenz

4.1 Definition. Ein Paar von Ketftenabbildungen X LUy heiBt
schwache Homotopiedgquivalenz zwischen X und Y, wenn beide Abbildungen
Isomorphismen der Homologie induzieren, H(f): H(U) H{X), H(g) : H{U) =~
o H(Y). X und Y heillen schwach homotopiedquivalent, in Zeichen X ~ ¥,
wenn es solche {f, g} gibt.

Ist g: X — Y eine Kettenabbildung mit H(g): H(X)= H(Y), dann ist
XX %y eine schwache Homotopiedquivalenz. Man nennt daher (miB-
brauchlich) auch schon g selbst eine schwache Homotopieiquivalenz.

4.2. Eine schwache Homotopiedquivalenz XL ULY induziert einen
Isomorphismus der Homologiemoduln

H{g)H(f): H(X)= H(Y).

4.3. Man kann sich ber der Definition der schwachen Homotopiedquivalenz
auf projektive U beschrinken.

Nach 3.8 gibt es namlich zu jedem U einen projektiven Komplex P und
eine Abbildung %: P — U, die Isomorphismen der Homologie induziert. Ist

) g . P .
nun X <— U——Y eine schwache Homotopieiquivalenz zwischen X und 7,

dann auch X <% p 2y,
44. ~ ist eine Aquivalenzrelation?).

Reflexivitit und Symmetrie sind evident. Es seien xJt-vt- Y,

v<Ly -5 Zschwache Homotopiedquivalenzen. Fiir die Transitivitét haben wir
X ~ Z zu zeigen. Nach 4.3 konnen wir U als projektiv voraussetzen. Nach 3.2
mit P= U und ¢ = ¢’ gibt es eine Kettenabbildung §: U — V mit ¢'§ ~ g¢;
insbesondere induziert § Isomorphismen der Homologie. Dann ist aber

x< vz gie gewiinschte schwache Homotopiedquivalenz,

4.5. Jeder Komplex X ist einem geeigneten projekiiven Komplex P schwach
homotopiedquivalent.

Dies folgt unmittelbar aus 3.8.

4.6. Projektive, schwach homotopiedquivalente Komplexe sind homotopie-
dquivalent.

Ist X ~ Y, dann gibt es nach 4.3 eine schwache Homotopiedquivalenz
X< U ¥ mit projektivem U. Sind X und Y projektiv, dann sind f und ¢
Homotopiedquivalenzen nach 3.3, also X = ¥, q. e. d.

Uber einem hereditdren Ring ist die Homotopietheorie der (projektiven)
Komplexe trivial; dies driickt sich aus in dem folgenden

4.7 Satz. Ist A ein hereditirer Ring, so sind X und ¥ genau dann schwach
homotopiedquivalent, wenn ihre Homologiemoduln isomorph sind.

Beweis. Es sei ¢: H(X)z H(Y). Wir haben zu zeigen X ~ Y. Dabei
konnen wir uns wegen 4.5 und 4.4 auf projektive X, ¥ beschrinken. Dann

1) In einer abelschen Kategorie ohne hinreichend viele projektive Objekte braucht das
nicht zu gelten; man hat es dann mit nur einer Pri-Aquivalenzrelation zu tun,
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stimmt die Behauptung aber gerade mit Theorem 3.4 in {4] tiberein (jedenfalls
wenn /A ein Hauptidealring ist; der Beweis fiir hereditire Ringe ist derselbe).
Der Beweis in [4] zeigt genauer, daB ¢ durch eine schwache Homotopie-
dquivalenz X ~ 7Y realisiert werden kann (im Sinne von 4.2).

Wir schlieen diesen Paragraphen mit einer Bemerkung tber hyper-
homologische Invarianten.

4.8 Satz. EFs sei T ein additiver kovarianter Funktor von A-Moduln zu
A’-Moduln. Ist A ein A-Komplex und P ein zu A schwach homotopieiquivalenter
projektiver A-Komplex, dann stimmen die Hyperhomologie-Moduln 2,T(A4)
(8. [3], XVII) mit H,T(P) iiberein.

Beweis. Ist X eine projektive Auflosung von A4, dann ist die Erginzung
{= Augmentation) ¢: X — 4 eine schwache Homotopiedquivalenz ([3], XVII}),
also X ~ 4. Aus P~ 4 ~ Xfolgt P ~ X also P =~ X (8.4.6),also T (P)=T(X)
und schlieBlich H(T Py~ H(T X) = LT (4).

Zur Bestimmung der Hyperhomologie-Moduln 27 (4) kommt man also
mit etwas weniger als einer projektiven Auflosung von A4 aus. Die iibrigen
hyperhomologischen Invarianten von 7 und A (spektrale Folge usw.) lassen
sich allerdings nicht aus P gewinnen.

§ 5. Komplexe vom Typ (4, n) (,,Eilenberg-MacLane-Komplexe®)

5.1 Definition. Ein Komplex X heiit vom Typ (4, n), wenn H (X) =0
ist fiir ¢ %= n und H,(X) = 43).

Wir werden sehen, daf} diese Komplexe in der Homotopietheorie der Ketten-
komplexe dieselbe Rolle spielen wie die Eilenberg-MacLane-Komplexe K (7, )
bei topologischen Riumen. Dies zeigt, daB wirklich die Homologiemoduln der
Kettenkomplexe den Homotopiegruppen der Riume entsprechen, wie in der
Einleitung behauptet.

Wir zeigen zunédchst, dal der schwache Homotopietyp eines solchen Kom-
plexes durch 4 und n bestimmt ist. Bezeichnen wir mit (4, n) den Komplex,
der Null ist auBler in der Dimension n und der dort mit 4 iibereinstimmt,
so gilt

5.2 Satz. Ist der Komplex X vom Typ (4, n), dann gibt es eine schwache
Homotopiedquivalenz X ~ (A, n), bei der die n-ten Homologiemoduln identisch
abgebildet werden.

5.3 Korollar. Sind X, Y (projektive) Komplexe vom Typ (4, n), dann gibt
es eine schwache Homotopieiguivalenz X ~ Y (eine Homolopieigquivalenz
X = Y ), bei welcher die n-ten Homologiemoduln H,(X) = H,(Y) identisch ab-
gebildet werden,.

Das Korollar folgt aus 5.2 wegen 4.4—4.6.

*) Genguer: Es ist ein Isomorphismus H,(X) 22 4 ausgezeichnet; wir werden daher
i. &, zwischen diesen beiden Moduln nicht unterscheiden.
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Beweis fiir 5.2. Es sei X’ der folgende Unterkomplex von X:

0 fir j<n
X;=1Z,(X) = n-Zyklenvon X fiir j=n
X; fir j>n.

Die Inklusionsabbildung ¢: X’ — X ist offenbar eine schwache Homotopie-
dquivalenz.

Ferner sei p: X' — (4, n) die Kettenabbildung, die in der Dimension n
mit der natiirlichen Projektion Z, (X) -~ H,(X) = A tbereinstimmt. Dann ist

Xt x -t (4, n) die gesuchte schwache Homotopiedquivalenz.
5.4 Korollar. Ist P ein projektiver Komplex und X vom Typ (4, n), dann ist

H,_,(Hom(P, X))~ H*{P, 4)
= r-te Cohomologiegruppe von P mit Koeffizienten in 4). Insbesondere gilt
(5.5) [P, X]e= HM(P, 4) .

Beweis. Nach 3.1 ist H,_,(Hom (P, X))~ H,_,(Hom(P, (4, n))). Diese
Gruppe stimmt aber nach Definition der Cohomologiegruppen mit H"(P, 4)
iiberein.

Ist X projektiv vom Typ (4, »n), dann gibt es eine schwache Homotopie-
dquivalenz ¢: X > (4,n). ¢, X,—~>A4 ist ein Cozykel, dessen Klasse
iy € Ho(X, A) die fundamentale Cohomologieklasse von X heifit. Der Beweis
zu 5.4 zeigt

5.6 Korollar. Ist X en projektiver Komplex vom Typ (4, n) und
iy € H* (X, A) seine fundamentale Klasse, dann ist der Isomorphismus [P, X] ==
=~ H*(P, A) aus 5.5 gegeben durch [f]— [*{ix), wo f: P— X eine Ketten-
abbildung bezeichnet.

Projektive Komplexe vom Typ (4, 0) sind eben im wesentlichen (bis auf
Homotopiedquivalenz) projektive Auflésungen von 4, und 5.6 ist dann nichts
anderes als [3], V, 1.2. Aus dieser Bemerkung ergibt sich

5.7 Satz. Ist X projektiv vom Typ (A, m) und ist Y beliebig vom Typ (B, n),
dann ist

[X, Y]~ H(X, B)=~ Ext"~™(4, B),

denn die Cohomologie einer projektiven Auflosung stimmt ja nach Definition
([3]) mit Ext tberein.

Projektive Komplexe vom Typ (4, m) bezeichnen wir im folgenden mit
K(4, m).

§ 6. Cohomologieoperationen

Die Eilenberg-MacLanesche Theorie der Cohomologieoperationen tibertrigt
sich nun ganz automatisch auf Komplexe.

6.1 Definition. Eine Cokomologicoperation T vom Typ (4, m, B, n) ist
eine natiirliche Transformation T'y: H®(X, 4} > H*(X, B), die definiert ist
fir alle projektiven Komplexe X.
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T ist also mit Kettenabbildungen vertauschbar. Es wird nicht verlangt,
daB Ty ein Homomorphismus ist, aber es wird sich gleich herausstellen, da8
das doch der Fall ist.

Die Cobomologieoperationen beziiglich (A4, m, B, n) bilden eine abelsche
Gruppe ©(4,m, B, n) bexziiglich der tblichen Addition (= Addition der
Funktionswerte).

6.2 Satz. Ist K ein projektiver Komplex vom Typ (4, m) und 1z ¢ H™(K, 4)
seine fundamentale Klasse (5. § 5), dunn stiftet die Zuordnung T — T g(1x) einen
Isomorphismus

O(4,m, B, n)= Ext",~™(4, B) .
Der Beweis verlduft wegen 5.6 und 5.7 ganz genau wie in der Topologie([11],28;
[51, 1; [13], 8. 44). Die Beschrinkung auf projektive X bei der Definition der
Cohomologieoperationen ist wesentlich. Die einzigen fiir alle Komplexe
definierten Cohomologieoperationen ¢ sind die durch Koeffizientenhomo-
morphismen induzierten (fiir diese Operationen ¢ spielt nicht mehr K (4, m),
sondern {4, m) die Rolle des universellen Komplexes).

6.3 Beispiele. (i) Fiir n = m ist Ext"~"(4, B) = Hom,(4, B), d. h. die
einzigen Cohomologieoperationen, die die Dimension erhalten, sind die durch
Koeffizientenhomomorphismen induzierten.

(it) Fir n = m + 1 ist Ext"-™(4, B) = Extl (4, B) die Baersche Gruppe
der kurzen exakten Folgen der Form (s. [3], XIV, 1)

(6.4) 0O>B>E->A-+0.

Die zugehorige Cohomologieoperation ist der mit 6.4 verkniipfte Bockstein-
homomorphismus f: H*(X, 4) - H»+1(X, B). Die einzigen Cohomologie-
operationen, die die Dimension um eins erhéhen, sind also die Bockstein-
homomorphismen.

Ist A ein hereditirer Ring, also Ext? = 0 fiir 4 > 1, dann sind damit alle
nicht-trivialen Fille erschopft. Bei beliebigem A 146t sich zeigen, daBl man alle
Cohomologieoperationen mit n > m aus Bocksteinhomorphismen zusammen-
setzen kann.

Die Tatsache, daBl © (4, m, B, n) bei festem 4, B nur von n — m abhingt,
driickt aus, daB es in dieser Theorie nur ,stabile Cohomologieoperationen
gibt. Daran liegt es auch, daB der folgende Satz gilt

6.5 Satz. Es ses Uy H*(X, A)yx H"' (X, A") -~ H"(X, B) eine Cohomologie-
operation in zwei Variablen (analoge Definition wie bei einer Variablen). Dann ist

Ug(z, 2’y = Uxg(z,0)+ Uxg(0,2'), z¢H™(X, 4),2’c H" (X, 4"),
d. h. jede Cohomologieoperation in zwei Variablen ist Summe von Cohomologie-
operationen in einer Variablen.

6.6 Korollar. Jede Cohomologieoperation T ist additiv, d. k.

TX{x + 33’) = TX(x) + TX(x') P x’EH”‘(X, A) .

Zunéchst ist ndmlich T4 (0) = 0, weil die Cohomologie des Nullkomplexes
null ist. Setzen wir man Ug{x, 2') = Tx(x + #') — Ty (2) — T x ('), so folgt
Ux(z,0) =0, Ug(0, 2') = 0, also Uy= 0 nach 6.5, q. e. d.
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Beweis fiir 6.5. Der Satz folgt daraus, daB man als universellen Komplex
fiir Cohomologieoperationen in zwei Variablen die direkte Summe von Kom-
plexen vom Typ (4, n) verwenden kann. Etwas genauer seien K = K {4, m),
K'=K{A',m') und }: X - K, {: X - K’ Kettenabbildungen mit f*{iz) = =,
*¥(tg) = ' (8. 5.6). Wir fassen K und K’ als Unterkomplexe der direkten
Summe K 4 K’ auf und konnen f, f dann als Abbildungen in K + K’ be-
trachten. Dann ist f*{1x) = o, f*(tg) = 0, f*(1g) = 0, {'* (1) = 2/, also

Ux(z,0) = Ug(f*(tg), *(tx)) = FUgs g ti> tr7)
Ux©0,2) = Ux(f'*(tg), [ *Cr)) = F*Ugs g (tgs tx) -
Damit folgt

Ug(x, @) = Ug((f + [)*(r)s (f + F)*(ex)
=(f+ [ *Ugs+x (g tg) = * Uk g (g tr) +
+ P *Ugs gt tr) = Ug(z, 0) + Ux(0, 2), g. e. d.
6.7 Bemerkung. Die Charakterisierung 6.2 der Gruppen Ext kann dazu
dienen, in besonders einfacher Weise Produkte
Ext,(4, B) x BExt?,(B, C) - Ext’; (4, C)

zu definieren (Yoneda-Produkte s. [15]), ndmlich durch Hintereinander-
ausfihren der Cohomologieoperationen.

§ 7. Komplexe mit zwei Homologiemoduln, k-Invariante und Postnikov-System

7.1 Definition. Ein Komplex heiBt vom Typ (4, m, B, n), wenn H,(X) = 0
ist fir ¢ = m, n, H,(X) = 4, H,(X) = B?%, m < n.

Wie in der Topologie ist der schwache Homotopietyp eines solchen Kom-
plexes i. a. nicht durch (4, m, B, n) bestimmt ; als weitere Invariante tritt ein
Element k(X) ¢ Ext®,—m+1(4, B) hinzu, zu dessen Definition wir nun kommen.

Es sei zundchst X ein beliebiger Komplex und X* der folgende Faktor-
komplex

Xi ié 7
(7.2) X=X 41/Z, 1 (X) i=71+1
0 i>r+1;

p": X — X~ bezeichne die natiirliche Projektion. Offenbar gilt H (p") : H(X) =~
= H (XN tiwi < r, H{X?)=0fiir ¢ >r.

Ist X projektiv, dann sind auch die Moduln X7 fiir 4<% r + 1 projektiv.
Gilt auBerdem H, (X) = H,(X") =0 fir + < r, dann folgt wie beim Beweis
zu 3.9, daB auch X}, , projektiv ist, also X* = 0 (s. 3.9), also X ~ Kern{p"),
insbesondere HT+1(X, C) = Hr+2(Kern(p"), C). Die letztere Gruppe stimmt
aber mit Hom (H,,,(X), C) tiberein, wie sich aus (Kern(p"));=0 fir s < r
ergibt, also
(73) Hr+1(X, 0) = Hom(H, 1, (X), 0) .

3) Wie in 5.1 soll das heiflen, daBl Isomorphismen H,(X) =~ 4, H,(X) = B aus-
gezeiclinet sind.
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Es sei nun X ein projektiver Komplex vom Typ (4, m, B, n). Nach 7.3
und 5.6 ¢gibl es eine bis auf Homolopie eindeutig bestimmie Keltenabbildung
am: X - K(A4, m), die den m-ten Homologiemodul identisch abbildet. Betrachten
wir die Abbildungsfolge Aa™ (s. 2.8)

> 8107 X 2> K (4, m) 2 O ~L> § X 27> SK (A, m)

=Kdm+1)—>---

(7.4)

Aus der zugehorigen exakten Homologiefolge (s. 2.14) folgt H;(Cn) = 0 fir
t+n+lund H, ,(Qr): H, ., (Cn)= H, . ,(8X) = B. Der projektive Kom-
plex Cmist also vom Typ (B, n + 1); sei i, € H*+1(C'w, B) seine fundamentale
Klasse (s. 5.6).

7.5 Definition. Unter der k-Invarianten von X verstehen wir das Element

E(X) = (Pr)*(10,) € HA (K (A, m)) = Ext"""+1(4, B) .

Ist X nicht projektiv, dann definiert man k(X) als k-Invariante eines zu X
schwach homotopiedquivalenten projektiven Komplexes.

7.6 Satz. Sind X, X' Komplexe vom Typ (A, m, B, n), dann gibt es genau
dann eine schwache Homotopiedquivalenz X ~ X', die die Homologiegruppen
identisch abbildet, wenn E{X) = k(X') ist.

Jedes Element aus Ext~™*1(4, B) ist k-Invariante eines geeigneten Kom-
plexes vom Typ (4, m, B, n).

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir uns auf
projektive Komplexe beschrinken.

Ist g: X —» X’ eine Homotopiediquivalenz (s. 4.6), die die Homologie-
moduln identisch abbildet, dann ist das Diagramm

X-">K(4,m)
ai Iid
i i

X' K (4, m)

kommutativ bis auf Homotopie, d.h. (g, id) ist eine Homotopiedquivalenz
zwischen sz und #’ (s. 2.6). Nach 2.10 148t sie sich zu einer Homotopiedquivalenz
zwischen Uz und An’ erginzen, die dann offenbar alle Homologiemoduln
identisch abbildet; insbesondere ist k(X) = k(X").

Ist umgekehrt k(X) = k(X’), dann sind die beiden Abbildungen

Prn:K(4,m)>Cn=K(B,n+ 1) und Pa': K(4,m)— K(B,n + 1)

homotop (s. 5.6), d. h. (id, id) ist eine Homotopiedquivalenz zwischen diesen
beiden Abbildungen (s. 2.6), die sich nach 2.13 zu einer Homotopiedquivalenz
zwischen An und Ax' erginzen 1aBt. Insbesondere ergibt sich dabei eine
Homotopiedquivalenz X — X’, die die Homologiemoduln identisch abbildet.

Es sei schlieBlich a ¢ Ext”~"+1(4, B) beliebig und {: K(4,m) > K(B,n+1)
die bis auf Homotopie bestimmte Kettenabbildung mit f*(tz g, n 1)) = @
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Die exakte Homologiefolge der Abbildungsfolge (s. 2. 14}

(1.7) > 8100 g4, m) > KB, n+ 1) T 0 2
zeigt, daB X = §-1Cf vom Typ (4, m, B, n) ist. Da 7.7 bis auf ein Vorzeichen
auch Abbildungsfolge von n = S-1Qf ist (s. 2.11), folgt k(X) = —a, q.e.d.

7.8 Bemerkung. Analog zu [5], 14 ergibt sich nun auch die Homotopie-
klassifikation von Abbildungen eines projektiven Komplexes P in einen
beliebigen Komplex vom Typ (4, m, B, n). Wir gehen jedoch nicht darauf ein.

7.9 Bemerkung. Die Charakterisierung 7.6 von Ext hingt eng mit der von
YoxeEpa-Buorassaum ([15]) zusammen (wie diese benutzt sie in der Formu-
lierung keine injektiven oder projektiven Objekte). Um dies deutlicher heraus-
zustellen, betrachten wir das Diagramm

X

(7.10) -

o

0> X orX-"sXm-150, n>m.

Dabei ist X vom Typ (4, m, B, n), X™~1 ist wie in 7.2 definiert, »X, entsteht
aus X durch Naullsetzen von X, > n, und B, (X), p*, »p™ sind die natiirlichen
Projektionen und X' ist der Kern von #p™. Dann ist H ("p): H(X) 2= H (*X),
weil H,(X) = 0 fiir ¢ > »n, und es ist H{X™1) = 0, weil H,;(X) = 0 fiir ¢*< m.
Daher folgt H (j) : H(X') = H("X), d. h. (j, »p) ist eine schwache Homotopie-
aquivalenz zwischen X und X'. Beachten wir nun dafl X;=0 ist fir¢ <m
oder ¢ > n, dann kénnen wir die Folge
(T11) 0w d =H,(X')«Xp<" Xy vrr v X, < Hy(X') = B0
bilden, und diese Folge ist exakt, weil X’ vom Typ (4, m, B, n) ist. Die
Definition von YoNEDA-BucusBauM fuBt aber gerade auf solchen Folgen,
mit anderen Worten: In 7.6 (und der Definition der schwachen Homotopie-
dquivalenz) werden beliebige Komplexe vom Typ (4, m, B, n) zugelassen, bei
YoxnepaA-BucHSBAUM nur solche, die null sind unterhalb der Dimension m und
oberhalb der Dimension n. Man kann leicht direkt einsehen (iiber die Konstruk-
tion 7.10—7.11), daB die beiden Methoden zum gleichen Ergebnis fithren.

7.12 Bemerkung. Wie in der Topologie ist 7.6 nur ein Spezialfall eines
allgemeineren Satzes iiber die Klassifikation von ,Faserbiindeln*; wir be-
schranken uns auf einige Andeutungen zu diesem Punkt.

C und F seien fest gewiahlte Komplexe. Ein Komplex X heiit vom Typ
(C, F), wenn es eine exakte Folge 0 - F’ —» X' —» 0’ - 0 gibt, so dal F' ~ F
C'~ 0, X'~ X (fir C = (4, m), F = (B, n) ergibt das die Definition 7.1). Die
Klassen schwach homotopiedquivalentert) Komplexe vom Typ (C, F) ent-
sprechen dann umkehrbar eindeutig den Elementen der Gruppe [C, SF], falls
C projektiv ist.

Dies gestattet es, Postnikov-Systeme von Komplexen mit analogen Eigen-
schaften wie in der Topologie zu definieren. Wir erwihnen in diesem Zu-

*) mit einer Nebenbedingung analog zu der in 7.6, daB die Homologie identisch
abgebildet wird.
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sammenhang nur das natiirliche Postnikov-System (s. 7.13) eines Komplexes,
sowie den Fall des trivialen Postnikov-Systems {s. 7.15).

7.13 Definition. (vgl. [9], 2.8). Es sei X ein Komplex, X der in 7.2
definierte Faktorkomplex und p™: X" -> Xm~1 die natiirliche Projektion. Der
Kern K™ von p™ ist vom Typ (H,,(X), m). Das System von kurzen exakten
Folgen
(7.14) 0> Km—> Xm—» Xm-1_(
heiBt das natiirliche Postnikovsystem von X.

Der schwache Homotopietyp von X™ ist bestimmt durch den von Xm-1
und durch eine Cohomologicklasse km+1¢ Hm+1(X'm-1 H (X)), die (m—1)-te
k-Invariante des Systems; dabei ist X'™-1 ein zu X™-1 schwach homotopie-
dquivalenter projektiver Komplex.

7.156 Delinition. Wir sagen, der schwache Homotopietyp des Komplexes X
zerfalle, wenn X schwach homotopiedquivalent ist zur direkten Summe
3 K(H,(X),m) (das ist genau dann der Fall, wenn alle k-Invarianten des
m

Postnikovsystems von X null sind).

Aus 3.2 und 5.5 folgt

7.16 Satz. Ist P ein projektiver Komplex und X ein Komplex mit zer-
fallendem schawachem Homotopietyp, dann gibt es einen Isomorphismus

[P,X]=~ ITH™(P,H,(X)).

Es ist jedoch zu beachten, daB dieser Isomorphismus im Gegensatz zu 5.5
nicht kanonisch ist; er hangt von der Auswahl der schwachen Homotopie-
dquivalenz X ~ 3}’ K(H, (X), m) ab.

Aus 4.7 folgt

7.17 Satz. Uber einem hereditiren Ring A zerfillt der schwache Homotopietyp
jedes Komplexes X.

Als weitere Anwendung der Definition 7.15 wird sich im folgenden Para-
graphen ein Zusammenhang mit den Kiinnethformeln ergeben.

§ 8. Kiinneth-Relationen
In diesem Paragraphen treten Rechts- und Linksmoduln gleichzeitig auf.

Entsprechend ist die Voraussetzung B aus § 3 wie folgt zu modifizieren
(B’) Der Ring A hat endliche Rechts- und Linksdimension,

Lgl.dim(A4) <o, r.gl dim(A4)<oo.
Unter dieser Voraussetzung oder unter der Voraussetzung A aus §3

existieren fiir die Homologie des Tensorprodukts X ® 4 ¥ zweier Komplexe
(von Links- bzw. Rechtsmoduln) zwei (funktorielle) Kiinneth-Spektralfolgen

8.1 H,(Tor (X, Y))5> 8, (X ®,4 Y)
(8.2) S Torf(H,(X), H{(Y))=7> 2. (X ®, T)
itj=p
(s. 3a und 4a in [3], XVII, 3). Wir zeigen nun, daB die Folge 8.2 trivial wird
und die zugehorige Filterung von £,(X ® 4 Y) zerfillt (= splits), wenn X, ¥
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Komplexe mit zerfallendem schwachen Homotopietyp sind. Daraus ergeben
sich dann die folgenden Kiinnethformeln.

8.3 Satz. Es seien X, Y Komplexe mit zerfallendem schwachem Homotopie-
typ, und es gelte H (Tor{ (X, Y) = O fiir ¢ > 0. Dann gibt es eine Filterung F von
H(X®,Y), sodaf

f;l F.H,=0, %} F.H, = H,
und

(84) F H,(X®,Y)[F, H,(X®,7Y)= Z;c Torj (H;(X), H;(Y)).
i+t k=n
Uberdies zerfillt die Filterung F, also

H (X @) ) F H, (X ®,Y)/F, H,(X®,7)
P
®2 — X Torf (H.X), HyY)).
ititk=n
Dabei ist allerdings zu beachten, daB der Isomorphismus 8.5 im Gegensatz
zu 8.4 und der Filterung F nicht natiirlich (= mit Kettenabbildungen ver-
tauschbar) ist.

Die Beschrankung auf den Funktor ® , ist unwesentlich und geschieht nur
aus Bequemlichkeitsgriinden; es diirfte ziemlich klar sein und aus dem Beweis
hervorgehen, wie die Verallgemeinerung auf beliebige Funktoren aussieht.

Beweis. Die Voraussetzung HTor (X, ¥) = 0 fiir ¢ > 0 bewirkt, daB die
erste Kiinneth-Spektralfolge 8.1 entartet und zum Isomorphismus £,(X ® , ¥)
= H, (X ® 4 Y) wird. Der Satz ist also bewiesen, wenn wir wie angekiindigt
zeigen, dafl 8.2 trivial wird und die zugehorige Filterung F von £,(X ® 4 Y)
zerfillt, falls X und Y zerfallenden schwachen Homotopietyp haben.

Dazu betrachten wir Kettenabbildungen f: P> X, g: @ —> Y mit pro-
jektiven Komplexen P, ¢ und H{f): H(P)x H(X), H(g): H{(Q) =~ H(Y)
(s. 3.8). Sie induzieren eine Abbildung der Spektralfolge 8.2 fiir (P, Q) in die fir
(X, Y}, und weil die Terme E, dabei isomorph abgebildet werden, gilt dasselbe
fiir die ganze spektrale Folge, einschlieBlich der gefilterten Gruppe £,(X ® 4, Y).
Wir brauchen die Behauptung also nur fir P, ¢ zu beweisen, mit anderen
Worten, wir konnen X, Y als projektiv voraussetzen. Dann ist aber X bis auf
Homotopiedquivalenz eine direkte Summe von Komplexen K (4, m) (s. 4.6),
ebenso Y. Weil 8.2 mit direkten Summen vertauschbar ist®), brauchen wir
also nur den Fall X = K{4,1), Y = K(B, m) zu betrachten. Dann kommt
aber in 8.2 nur der Komplementérgrad p =l + m vor; diese Folge entartet
also, und der Satz ist bewiesen.

Wir schlieBen mit einer leichten Verschirfung von [3], XVII, 5.2a,

8.6 Satz, Ist A ein hereditirer Ring und sind X, Y Komplexe mit
H,(Tor{(X, Y))=0 fir k=n—1,n, dann haben wir eine (funktorielle)

%) Wegen der Voraussetzung 4 oder B’ kann man sogar annehmen, daB jedes X,
und Y, eine endliche direkte Summe ist. Dieser SchluB ist also nicht auf den Funktor ® 4
beschrinkt.
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exakte Folge
0~ Y H,(X)®,H,(Y)>H,(X®,7)
(8.7) pre=n
- X Tor{(H,(X), H(Y))~>0,
ptg=n-—1

und diese Folge zerfdllt.

Beweis. Setzen wir H,(Tori! (X, ¥)) = 0 fiir alle k voraus, dann wird 8.6
ein Korollar zu 8.3, weil itber einem hereditiren Ring alle Komplexe zer-
fallenden schwachen Homotopietyp haben und weil dann Torf = 0 ist fiir
7 > 1. Auf alle Falle folgt aber wie oben, daBl die Spektralfolge 8.2 trivial wird
und die zugehorige Filterung in €,(X ® , Y) zerfillt. Letzteres zeigt, dall die
erste Zeile im Diagramm (2) aus [3], XVII, 5 eine zerfallende exakte Folge ist
{man hat R durch L zu ersetzen und die Pfeile umzukehren). Sie stimmt aber
mit 8.7 iiberein (so verlauft gerade der Beweis in [3]).
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