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Einleitung 

In der vorfiegenden Arbeit werden einige (z. T. bekannte) Punkte aus der 
Homotopietheorie der Komplexe (= Kettenkomplexe) fiber eincm beliebigen 
Ring A behandclt. Dabei wollen wit vor allem die weitgehendc Analogie hcraus- 
stellen, die zwischen dieser Theorie und der (stabilen) Homotopietheorie 
topologiseher R/~ume besteht. In dieser Analogie entsprechen den beliebigen 
topologischen R/~umen etwa die positiven Komplexe (wenn der Ring A end- 
fiche homologische Dimension hat, ist die Einschr£nkung ,,positiv" fiber- 
flfissig; vgl, die Einleitung zu § 3), den C W-Komplexen entsprechen die pro- 
jektiven (positiven) Komplcxe und den Homotopiegruppen der R/~ume die 
Homologiemoduln der Komplexe. Die letzte, vielleicht etwas fiberraschende 
Analogie wird bcsonders in § § 5--7 deutfich werden. 

Die § § 1--2 bringen technische Vorbercitungen: Die in dcr Topologie wohl- 
bekannten Begriffc Einh/ingung, Abbildungskege1, Abbildungsfolge werdcn 
fibertragen und ihre wesentlichen Eigenschaften abgeleitet. § 3 bringt u. a. das 
Analogon zum Satz yon J. H. C. WHITEHEAD (S. 3.3) und Verallgemeinerungen 
davon (3.1, 3.2). Wie in der Topologie geben sic Anlal~ zum Begriff der sehwachen 
Homotopie/~quivalenz (s. § 4). ,,Eilenberg-MacLane-Komplexe" treten in § 5 
auf; sic stimmen im wesentfiehen mit AuflSsungen yon Moduln iiberein. Den 
Eilenberg-MacLaneschen Gruppen H*(A, rn,; B) entsprechen daher die 
Gruppen Ext~ (A, B). Sic hKngen nicht yon m ab, d. h. wit haben es hier mit 
einer (bei EinhKngung) stabilen Theorie zu tun. Wie in der Topologie lassen 
sieh die Cohomologieklassen der Eilenberg-MacLane-Komptexe, d.h. die 
Elemente yon ExtA(A, B) auch als Cohomologieoperationen interpretieren 
(s. 6.2), oder als k-Invarianten von Komplexen mit nur zwei nicht-verschwin- 
denden Homotogiemoduln (s. 7.6). Die letzte Deutung h/~ngt eng mit tier yon 
YO~rDA-Buc~SBAUM zusammen (s. 7.9). Sic ffihrt unmittelbar zum Begriff 
des ,,Postnikovsystems", auf den wit atlerdings nut oberfl/~chhch eingehen 
(s. 7.13). Auch einige andere Punkte werden nur angedeutet oder erw~hnt 
(so z.B. Produkte in 6.7 und ein Klassifikationssatz in 7.8). Gar nicht ein- 
gegangen sind wir auf die Spektralfolge yon ADAr~s [1], die nach D. PurrE in 
jeder ,,stabilen Homotopietheorie" existiert. Im letzten Paragraphen 8 geben 
wit eine Anwendung auf das Kfinnethproblem. 

Alle Ergebnisse lassen sich auf beliebige abelsche Kategorien fibertragen - -  
jedenfalls wenn es darin hinreichend viele projektive Objekte gibt. 
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§ 1. Bezeichnungen; Horn (X, IT) 

1.1. Es sei A ein fester (nicht notwendig kommutativer) Ring mit Eins- 
element. Unter einem Modul verstehen wir stets einen unit~ren (Links-) Modul 
fiber A (nur in § 8 kommen Rechts- und Linksmoduln gleichzeitig vor). Ein 
Komplex  (= Kettenkomplex) X fiber A ist eine in beiden Richtungen unend- 
liche Folge 

• "" ~ X ~ - l ~ X ~  ~ ' + '  X~+I ~ " "  

yon Moduln und Modulhomomorphismen d i mit d,~d~+l= O. Zyklen Z ( X ) ,  
Rander B (X) und Homologie H (X) sind wie iiblich definiert. 

1.2. Zur Beschreibung von Kettenabbildungen und Homotopien eignet sich 
besonders P. CARTIERs Definition yon Horn(X, Y): (vgl. [2], 2 oder auch 
[8], 3): Es seien X, Y Komplexe. Wir setzen 

(1.3) Horn(X, Y)r=  / / H o m ( X ~ ,  Y,+r) ,  
n 

d.h .  ein Element )~ ~ Hom(X, Y)r ist eine Folge yon Homomorphismen 
/n : X~ --> Y~ + ~. Ferner definieren wir 

(1.4) d:  Horn(X, Y)~ -> Horn(X, Y)~-I, d(/) = d f ]  + (--1)~+l/d x 

(die oberen Indizes X bzw. Y geben an, in welehem Komplex der Rand d zu 
nehmen ist). Dann ist die Folge 

d 
. . . . .  Hom(X,  Y)~-~-Hom(X,  Y ) r + l  ~-d- '  "" 

ein Komplex (fiber dem Ring der ganzen Zahlen Z), den wir mit Hom(X,  Y) 
bezeichnen. 

Hom (X, Y) ist natfirlich ein Funktor,  und zwar kontravariant in X und 
kovariant in Y. 

1.5. Ein r-Zykel in Horn(X, Y) ist eine Folge yon Homomorphismen 
] n : X n - ~  Y,~+~ mit d] = (--1)r/d, d. h. genau das, was man sonst als Ketten'- 
abbildung / : X ~ Y vom Grade r bezeichnet. Als r-Zykel yon Hom (X, Y) ist / 
genau dann nullhomolog, wenn es eine Folge yon Homomorphismen 
s : X~ -~ Y~+r+l gibt mit / = d(s) = ds + (--1)rsd, d. h. genau dann, wenn / 
als Kettenabbildung au/gefaflt nullhomotop ist, in Zeichen / --~ 0. HrHom(X,  Y) 
ist also die Gruppe der Ho~notopieklassen von Kettenabbildungen X ~ Y vom 
Grade r. Insbesondere ist 

(1.6) HoHom(X,  Y ) =  [X, Y] 

die Gruppe der Itomotopieklassen yon Kettenabbildungen vom Grade 0, die 
wir auch als Kettenabbildungen schlechthin bezeichnen. 

1.7. Kettenabbildungen vom Grade r ~= 0 kSnnen mit tIilfe der Einhi~ngung 
auf gewShnliche Kettenabbildungen zuriickgefiihrt werden. Unter  der Ein- 
h~ingung eines Komplexes X verstehen wir den folgenden Komplex S X  

(SX),~= X n - : ,  d s x = - d  x 

Der Funktor  S besitzt einen inversen Funktor  S -1 (die ,,Aush/~ngung"), 
definiert durch S S - 1 X  = X .  

Math. Ann. 140 20  
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Eine Kettenabbildung X-* Y veto Grade r ist dasselbe wie eine gewShn- 
liche Kettenabbildung SrX--> Y bzw. X---> S - r Y .  Dabei ist S r die r-mal 
iterierte Einh/~ngung. 

Die identisehe Abbildung ist eine Kettenabbildung X--> S X  veto Grade 
+ 1, die einen Isomorphismus 

(1.S) H,~_I (X) = H n (SX) 
induziert. 

§ 2. Abbildungskegel und Abbildungsfolge 

2.1 Definition. Der Abbildungskeqel C/ (= f in [6], S. 155) einer Ketten- 
abbildung / : X ~ Y ist der folgende Komplex 

(C/)n= Xn-1 + Yn (direkte Summe) 

d ( x , y ) :  (--dx, d y + / x ) ,  x ~ X , _  1,yC Y~. 

Man iiberzeugt sich sofort, dab dd = 0 ist, also wirklieh ein Komplex vorliegt. 
Die Summanden Yn bilden offenbar einen Unterkomplex Y C C/, der Faktor- 
komplex C//Y  stimmt mit der Einh/~ngung von X iiberein, d. h. wir haben eine 
exakte Folge 

(2.2) 0--> Y Pl C/ Q1~ S X  ~ O. 

Abbildungskegel und Einh/tngung sind bis auf ein Vorzeichen vertauschbare 
Operationen; genauer gilt 

(2.3) CSI = SC(-- /) ,  
oder auch : 

2.4. Es gibt einen Isomorphismus t : C S[ _~ S C /, ]i~r welchen das Diagramm 

S Y  P s ~ c s /  Qst , S~X 

S Y ~ S f f / ~ - ~  S 2 x  

kommutativ ist. 
Bewels. (CS/)~= (SX),~_I+ (SY)n--- Xn-2+ Yn- l=  (SC/)n= (SC(--/))~. 

Der Rand yon (x, y) E X~_~+ Yn-1 ist (dx , - -dy  + / x )  in CS] und SC(--/)  
und ist ( d x , - - d y -  Ix) in SC]. Die gewfinschte Abbildung tist  gegeben durch 
t(x,  y) : ( - -x ,  y). 

Aueh mit vielen anderen Funktoren ist C] vertauschbar; wir erw/~hnen 
nur noeh 

(2.5) CHom(U, 1)--~- Hem(U, C/) ,  
fiir jeden Komplex U. 

Beweis. 

(CHore(U,/))r-- Hem(U, X)~_I+ Hem(U, Y ) r = / / H o m ( U , ,  X~+r_l) + 
n 

+ / / H e m  (U~, Y~+r)=~//Hom(U,,  X , + r - l +  Y,+,) = Hem(U, C/)~ . 
n n 
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Der Rand yon {~}  + {~}  ~/ /Hom(Un,  Xn+r_~) + / / H o m ( U n ,  Y~+r) 
n n 

ist in beiden F~llen {--gxcf + (--1) r+~ ~d U} + {dry) + ( - -1) r+~d~+ l~), wie 
eine leichte Rechnung zeig~. 

In dem nun folgenden Teil dieses Paragraphen fibertragen wir die topolo- 
gisehen Betrachtungen in [10], 1--2 auf Komplexe. 

2.6 Definition. Ist 
/ 

X ~Y 

X ' - ? - ,  Y' 

ein bis auf Homotopie kommutatives Diagramm yon Kettenabbildungen, also 
/ '~  --~ yJ/, dann heiBt (~, y~) eine Translormation von [ in g. Sind ~, yJ beides 
Homotopie~quivatenzen, dann heii~t (~, v2) eine Homotopiedquivalenz zurischen 
] und g. 

Ist allgemeiner das Diagramm 

-+ ' ~ X ' ~ - - ~  X "  ~ " " " "'" X l  /i z I'2 "~ 

kommutativ bis auf Homotopie, dann heiBt die Folge {~i} eine Translormation 
der ersten Zeile yon 2.7 in die zweite, bzw. eine Homotopieiiquivalenz zwischen 
den beiden Zeilen, wenn alle 90i ttomotopieiiquivalenzen sind. Man sieht leicht, 
dab Homotopie/~quivalenz zwischen Abbildungen oder Folgen yon Abbildungen 
eine Aquivalenzrelation ist. 

Wir werden diese Begriffe vor allem im Zusammenhang mit der Abbildungs- 
~otge ~{t ether Kettenabbildung I : X -~ Y benutzen. Darunter versteht man die 
in beiden Richtungen unendliche Folge 

. . ._~ S - i y  s - ' P ~ s - i C /  s-'~C~X j ~  Y P__/~ 
(2.s) 

C l q f '~SX sl_.Sy_~.... 
Ist Atl  der/.re Komplex und at/die i-re Abbildung dieser Folge (etwa Ao[= X, 
sol = l), dann gilt 

(2.9) At+8/-- S A i l ,  o~t+3/= S a i l .  

Wir beweisen die folgenden S~tze (analog zu [10], Satz 8b und 5). 
2.10 Satz. Jede Transformation (Hamotopiedquivalenz) ~o, ~1 yon/ :X-~  Y 

in ]': X ' ~  Y' l~flt ,ich zu elner Transtormation (Homotopiedquivalenz) {~i} 
von oil in PAy mit der Eiflenscha/t ~i+a-- S q~t ergdnzen. 

2.11 Satz. Die Abbildungs/olge Oil is$ bis au] eine Homo$opie~uivalenz und 
bis au] eine Indexverschiebung auch Abbildung,/o~e /iSr ~ede ihrer Abbilduzcjeu. 

20* 
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(2.12) 
also 

Genauer gibt es elne HomotoTiedquivalenz (qPi} zwischen 9.I(acJ) und der um k 
verschobenen Folge ~I ] mit 

~ 0 = i d ,  ~1= id ,  ¢fi+3= (--1)~S~vt, 

-~ A - I  (~ t )  -~ Ao(~ t )  -~ A~ (~d) -~ A~ (~ I )  -~ A~ (~ I )  -~ 
(- 

2.13 Korollar. Jede Homotopie~quivalenz (9~k, 9~_1) zwischen ~k] und ~k/' 
l~pt sich zu einer Homotopie~quivalenz {~ }  (mit cf~ +3= S q~) zwischen 9-{1 und 
O.ll' erg~nzen. 

Dies ist 2.10, falls k =  0 ist. Der allgemeine Fall wird mit 2.11 darauf 
zuriiekgeffihrt. 

2.14 Satz. D/e durch PAl induzierte Folge yon Homologiemoduln und Homo- 
morphismen 

-+ Hn(AJ)  ~ H,(A~+ll) ~ H,~(At+J) -+ 

stimmt mit der zu 2.2 geh~rigen Homologie/olge iiberein. Insbesondere ist sie exakt. 
Beweis. Die Ubereinstimmung mit der Itomologiefolge yon 2.2 ist nut  ffir 

die H.  (~a d) fraglieh, d. h. wir haben zu zeigen, dal3 H n (S/) : H~ (SX)  ~ Hn (S Y) 
mit dem Randhomomorphismus ~. : Hn(•X  ) --> H n _ I ( Y  ) fibereinstimmt. 
Dies rechnet man leieht nach (vgl. auch Hilfssatz 2.18a). 

2.15 Korollar. C/ ist genau dann azyklisch, d.h. H (C[) = O, wenn / Iso- 
morphismen der Homoloyie induziert. 

Das kann man natfirlieh aueh leieht direkt einsehen (vgl. [6], S. 155). 
Dem Beweis yon 2.10 und 2.11 schicken wir einige Hilfsbetrachtungen 

voraus. 
2.16 Hlltssatz. Der Abbildungskegel C / i s t  genau dann n,uUhomotop, C [ ~0,  

wenn ] eine Homotopie2iquivalenz ist. 
Beweis. Es sei / : X -+ Y eine Itomotopie/~quivalenz. Dann induziert [ fiir 

j eden Kettenkomplex U einen Isomorphismus H t tom (U,/) :  H Horn (U, X) 
~- HHom(U,  Y). Naeh 2.15 ist also Ct tom(U, / )  := Horn(U, C/) (s. 2.5) ein 
azyklischer Komplex. Insbesondere ist HoHom(C/, C / ) =  O, also nach 1.6 
die identische Abbildung yon C/nullhomotop, d. h. C / ~  0. 

Die Umkehrung kann mit einem /ihnliehen SchluB gezeigt werden. Ein 
direkter Beweis dafiir finder, sich in [6], S. 155. 

Insbesondere ist naeh 2.16 der Abbitdungskegel der identischen Abbildung 
yon X nullhomotop. Wir bezeiehnen ihn mit CX. Man fiberzeugt sich leicht, 
dab die Abbildung 

(2.17) s : C X ~ C X ,  s(x,x')=(x',O), xEX,~_I, x'~Xn 

eine Nullhomotopie CX - 0 ist. 
2.18 Hil|ssatz. Es sei 

(2.19) 0-~ U ~ V 2_~ W-~ 0 
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eine exakte Folge von Kettenabbildungen, die als Folge yon Modulhomomorphismen 

zer/dllt (=  splits).  Es  gibt also Modulhomomorphismen W ~ V v ~  U (i. a. kei- 
ne Kettenabbildungen) mit  p i ' =  id, p' i = id, p' i ' =  O, p i  = O. 

a) O =  p ' d i '  : W ~ U ist eine Kettenabbildung vom Grade - -1 ,  und 
H (0)  : H (W) ~ H (U) ist der Randhomomorphismus a .  der exakten Homologie- 
/olge von 2.19. 

b) Ist  U ~ O, dann zerfiillt die Folge 2.19. Genauer: Ist  s : U -+ U eine Null-  
homotopie, ds  + sd  = id, dann ist j = i ' - - i s p ' d i ' :  W-+ V eine Ketten- 
abbildung mit pj  = id. Insbesondere ist dann p eine Homotopieiiquivalenz mit 
Homotopieinversem ~. 

Dual dazu gilt 
c) Ist  W ~ O, dann zerfiiUt die Folge 2.19. Ist  s : W ~ W eine Nutlhomotopie 

yon W, dann ist q = p ' - -  p ' d i ' s p  : V -~ U eine Kettenabbildung mit qi  = id. 
Insbesondere ist dann i eine Homotopiedquivalenz mit  Homotopieinversem q. 

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise betrachten wir U und W als 
Untermoduln yon V (vermSge i bzw. i'). Ferner setzen wir d l =  p'd,  d 2= pd.  
Dann ist d = did - d 2, d2d 1= 0 (wegen d 2] U = 0), d2d 2= 0 (wegen pd  = dp), 
also dd = did2+ did 1= O. 

Nun gilt 
a) O = d  1,also 

d O  = d d l =  d id  I= - -d idO= - - O d  2. 

b) ~ = id - - - sd  1, also 

dj  = dl + d ~ -  d l sd  1= dt + d 2 -  ( i d - -  sd l )d  1 

= d2+ s d l d l =  d 2 _ s d l d 2 - j d  2. 

c) q = p ' - -  d l sp ,  also 

qd = d 1 -  d lsd2p = d 1 -  d l ( i d - -  d2s)p 

= dl(id - p) + d ld2sp  = d i p  ' -  d l d l s p  - d l q .  

Also sind O, j und q Kettenabbildungen. Die Gleichung H (0) = 3 .  ergibt 
sich sofort, wenn man  O auf einen Zykel z C W anwendet. Die Gleichungen 
pj  = id und qi = id folgen wegen p i  = O. 

Beweis ]iir 2.10. Wegen der Periodizit/~t 2.9 yon 9A/brauchen wir nut  eine 
Abbildung ~2 : C / -+  C/ '  zu konstruieren, so dab das Diagramm 

Y P! ~ C /  Q--]~-~ S X  

i Is~° 
(2.20) q,~ , , 

Y'  -p?-~ C ]' - ~  S X '  

bis auf Homotopie kommuta t iv  ist. Nach Voraussetzung gibt es eine Homotopie  
s:  X - ~  Y' mi t  ds  + sd  -~/'q~o-- ~lf .  Wir definieren 

(2.21) ~ :  C / - ~  C / ' ,  q~(x, y) = (q~ox, ~ l y - - s x )  

ffir (x, y) E X~- I  + Y~ = (C/)~. Dann  ist 2.20 sogar streng kommuta t iv  (nicht 
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nur bis auf Homotopie), und eine leiehte Rechnung zeigt, da~ ~2 wirklich eine 
Kettenabbildung ist. 

Nehmen wir nun an, dab Co, ~1 Homotopie~quivalenzen sind. Es geniigt 
dann zu zeigen, dab jedes ¢~, das 2.20 zum streng kommutativen I)iagramm 
maeht, ebenfalls eine Homotopie~quivalenz ist. Dies besagt gerade der 

2.22 Hilfssatz. Ist 

0-~ U ~ V ~-* W-->0 

(2.23) * 

ein kommutatives Diagramm, in welchem die Zeilen exakt sind und als Folgen 
yon Modulhomomorphismen zerfaUen, und sind ]', /" Homotoplegquivalenzen, 
dann auch 1. 

Beweis. Das Diagramm 2.23 induziert eine kurze exakte Folge 

o ~ c l , : - - ~ c f - ' ~ c l , , ~ o  

~(u, u ' )  = ( iu,  ~' u ' )  , ~ (v ,  v') = (pv,  p '  v') , 

die ebenfalls zerf~llt (als Folge yon Modulhoraomorphismen). Weil f', 1" 
Homotopie~quivalenzen sind, gilt C/' ~ O, C/" ~ 0 (s. 2.16), also naeh 2.18b) 
oder e) aueh C / ~  0. Also ist f eine Homotopie~quivalenz nach 2.16. 

Der Satz 2.11 wird sieh im wesentlichen aus dem folgenden Hilfssatz 
ergeben. 

2.24 Hilfssatz. Es sei 

0---> U-~-~ V ~ W ~ O 

eine Folye wie in 2.18. Dann gibt es Homotopiedquivalenzen 

# : C i - ~  W und u : S U ~ C p ,  

so daft die Diagramme 

V P i ~ c i  Qi-~SU 

lid i~ t-id (2.25a) 

V - ~  W - ~  S U 
und 

W Pr-~Cp Q~-~SV 

(2.25b) ~,d l" I 'd 
W-~-~ S U -~-~ S V 

bis au/ Homotopie kommutativ sind. Dabei ist 0 wie in 2.18a de/iniert, wird 
~etz2 aber als Kettenabbildung W ~ S U au/ge/aflt (s. 1.7). 

Beweis. Wir behalten die Vereinbarungen und Bezeichnungen aus dem 
Beweis zu 2.18 bei und definieren 

[~ : C i  ~ W , /~(u, v) = p(v)  , 
u E U ~ - ~ C  V ~ _ I , v ~  V~. ~,:~U-~Gp, ~(u)= (u,O), 
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Wegen p (u) = 0 folgt, dag # und ~ Kettenabbildungen sind. # ist epimorph und 
ihr Kern  besteht aus den Elementen (u, u') E 5 ~ - i +  Us, d. h. Kern{#) = C U  
(s. 2.17). Entspreehend ist v monomorph und besitzt den Cokern C W .  Wir 
haben also exakte Folgen 

O ~ C U - - * C , - ~  W ~ O  

0-+ S U -~" C p - ~  W ~ O . 

Nun ist C U ~ 0, C W ~-- 0, also sind # bzw. v nach 2.18 Homotopie~quivalenzen 
und besitzen die Homotopieinversen 

y : W ~ Ci  , y (w)  = ( - -d lw,  w) , w E W , 
bZW. 

~ : C p ~  S U  , ~ ( v , w ) = v - - p ( v )  + d l ( w ) .  

(Man braucht  nut  zu verifizieren, dab ~ und ~ Kettenabbildungen mit  p $ = id, 
~v = id sind), also ~ u  ~ id, v~ ~ id. Wir rechnen nun nach, dab 
O #  = ~ ( Q i )  y p ,  vO = vQ{Pp) ist. Daraus folgt, dab das rechte Quadrat  yon 
2.25a und das linke Quadrat  von 2.25b bis auf Homotopie kommuta t iv  sind. 
Die beiden anderen Quadrate sind iiberhaupt kommuta t iv ,  wie man sich sofort 
iiberzeugt. 

a) (Qi) (u, v) = u, O(w)  = dl(w) = - - ( Q i )  y(w), also 0 = - - ( Q i )  y; 

b) ( P p )  (w) = (0, w), O(w)  --= dl(w) = ~ ( P p )  (w), also 0 = Q(Pp) ,  q.e.d.  

Beweis/ i ir  2.11. Wegen der Periodizit~t 2.9 der Abbildungsfolge genfigt es, 
eine tIomotopie/iquivalenz ~2:Ag.(~cJ)-~A~+2] anzugeben, so daft das 
Diagramm 

A1 (~k/) ~ A~(ak/)  - ~  A3(~k/) 

A ~ + I / - ,  Ak+ J ~ Ak+3/ 

bis auf Homotopie kommuta t iv  wird. 
k = 3 w~hlen wir als ~0~ den Isomorphismus t aus 2.4; entsprechend fiir 

k = - -3 .  In  den F/~lten k = I bzw. 2 wenden wit den ttilfssatz 2.24 mi t  i --- P[ ,  
p = Q / a n :  wir nehmen als ~ die Homotopie/~quivalenz p bzw. ein Homotopie- 
inverses zu v (etwa Q). Der allgemeine Fall k = 31 + m mit  0 ~ m < 3 wird 
erledigt, indem wir zun/~chst I/l-real den Fall k = ± 3 anwenden und dann den 
Fall k = m (~2= id fiir k = 0). 

§ 3. Homotopie und Homologie 

Fiir aUe weiteren Betraehtungen dieser Arbeit machen wir stets eine der 
beiden folgenden Annahmen (s. Fall 1 oder 2 in [3], S. 369) 

(A) Alle vorkommenden Komplexe sind nach unten beschr~nkt, d. h.Xn=0 
fiir hinreichend kleine n. 

(B) Der Ring A hat  endliche homologische (Links-) Dimension, 
1.gl. dim(A) < oc. 
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Wir werden diese VorausseSzungen benutzen, ohne jedesmal darauf hin- 
zuweisen. 

3.1 Satz. Es sei cf : X ~ Y eine Kettenabbildung (vom Grade 0), die Iso- 
morphismen der Homologie induziert, H (~v) : H (X) ~ H ( Y). Dann induziert 
auch die Kettenabbildung Hom(P,  ~) : Horn(P,  X) ~ Horn(P,  Y) Iso- 
morphismen der Homologiegruppen, falls P ein pro]ektiver Komplex ist (und 
eine der Voraussetzungen A oder B er/iillt ist). 

Dieser Satz ist fast ein Spezialfall yon [3], XVII,  4.3, nur wird dort der 
Funktor  Horn (X, Y) mit direkten Summen start  direkten Produkten definiert. 
Der Beweis 1/~Bt sich aber ohne weiteres iibertragen. Ehe wir dazu kommen, 
ziehen wir einige Folgerungen. 

3.2 Korollar. (Analog zu Thm. 16.3 in [12].) Die Zusammensetzung mit qD 
sti]tet eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Homotopieklassen yon 
Kettenabbildungen / : P -+ X und g : P ---> Y, in Zeiehen 

[ P , X ] ~ - [ P , Y ] ,  [ ] ] -+ [g ] ,  wo g = c  H .  

Dies folgt aus 1.6. 
3.3 Korollar. Sind die Komplexe X,  Y aus 3.1 projektiv, dann ist q: eine 

Homotopie~iquivalenz. 
Dieser Satz (Analogon zu Theorem 1 in [14]) wird fiblicherweise unter 

seh/~rferen Voraussetzungen formuliert (s. [6], V, 13.3). 
Beweis. Setzen wir P = Y, dann gibt es nach 3.2 eine Kettenabbildung 

y~: Y ~ X  mit ~ i d .  Daraus folgt H(~)H{~v) = i d .  Also ist H(~v) ein 
Isomorphismus, und es gibt nach dem gleichen Schlul~ eine Kettenabbildung 
~' : X -+ Y mit ~ '  ~ id. Es folgt ~' ~ ( ~ ) ~ '  = ~(y3~') ~ q, also ~v~v ~ id, 
d. h. ~ ist eine Homotopie/£quivalenz mi$ Homotopieinversem yJ. 

3.4. Wir zeigen an einem Beispiel, dab die Voraussetzung A oder B nicht 
fiberflfissig ist. Es sei A = Z 4 = Z/4 Z und X der folgende Komplex 

. . . .  ~ Z4 ~ - ~  Z4 + -~  Z4 ~-~" • • 

Offenbar ist X projektiv und H ( X ) =  0. W/~re X nullhomotop, dann auch 
X ® Z~, im Widersprueh zu H (X ® Z~) # 0; also ist X ~ 0. Unter der Vor- 
aussetzung A oder B ist ein solches Vorkommnis naeh 3.3 (mit Y : 0) nicht 
m6glieh. 

3.5. Zum Beweis von 3.1 haben wir naeh 2.15 zu zeigen, dab 
H(CI tom(P ,  ~ ) ) =  0, d .h .  (s. 2.5) datl H(Hom(P,  Cq~))=O ist. Wegen 
H(C~)  = 0 und 1.5 ist dies in dem folgenden Hilfssatz enthalten. 

3.6 Hilfssatz. Ist P ein trrojektiver und X ein azyklischer Komplex, H (X) = O, 
dann ist ~ede Kettenabbildung ] : P ---> X (yon beliebigem Grad) nullhomoto,p. 

Unter  der Voraussetzung A ist das klar: Man konstruiert die Nullhomotopie 
s : P~ -+ X~+~+ 1 durch Induktion naeh n (vgl. [3], V, 1.1 ; m. a. W. man kann X 
als ,,AuflSsung des Moduls 0"  betrachSen). Allgemein ergibt sieh 3.6 aus den 
beiden folgenden Hilfss/~tzen 3.7 und 3.9, die unter der Voraussetzung A oder B 
bewiesen werden. 
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3.7 tIilfssatz. Ist / : P -~ X eine Kettenabbildung und P pro]ektiv, dann 9ibt 
es ein kommutatives Diagramm 

t 
P -~X 

p, 

mit den/olgenden Eigenschalten 

(i) P' ist pro]ektiv. 

(ii) i bildet P isomorph au/ einen direkten Summanden (als Modul, nicht 
als Komplex) yon P' ab. 

(iii) ]' ist epimorph und induziert Isomorphismen der Homologie, 
H (]') : H (P')_~ H (X). 

3.8 I(orollar. Zu ]edem Komplex X gibt es einen pro]ektiven Komplex P' 
und eine Kettenabbildung / ' :  P'---> X mit H (]') : H ( P ' ) _ ~  H (X). 

(Man nehme P = 0 in 3.7.) 

3.9 Itflfssatz. Ist P pro]ektiv und H (P) = 0, dann ist P nullhomotop, P ~ O. 

Beweis liar 3.6. Es geniigt den Fall r = 0 zu betrachten (s. 1.7). Wir wenden 
3.7 an. Der Komplex P '  ist projektiv und H(P')~_ H ( X ) =  0. Nach 3.9 ist 
dann P '  -~ 0, also auch i ~ 0 und damit  ] = ]'i ~- O, q. e. d. 

Beweis/iir 3.9. Unter  der Voraussetzung A kann P als projektive Auf- 
16sung des Moduls 0 betrachtet  werden (evtl. nach einer Dimensionsver- 
schiebung). Da je zwei projektive Aufl6sungen homotopie/~quivalent sind 
([3], V. 1), folgt P ~ 0. 

Legen wir nun die Voraussetzung B zugrunde, etwa 1.gl. d i m ( A . ) <  k. 
Naeh [7], Theorem I,  2.4.1 gen/igt es zu zeigen, dab die Zyklen yon P einen 
direkten Summanden bilden. ~Vegen der exakten Folge 

O-+ Z(P) -+  P--a~ B(P) -+  O 

genfigt es zu zeigen, dab B(P)  projektiv ist ([3], I, 2.4). Dazu betraehten wir 
die wegen H ( P ) =  0 exakte Folge 

d d 
0 ~ Bn(P) ~--- Pn+I ~ - -  Pn+~" • • P,+k ~-Zn+k(P) +-0. 

Da P projektiv und dim(Bn) g k ist, folgt ([3], VI, 2.1): Z~+k(P ) ist pro- 
jektiv. Wegen H (P) = 0 ist aber Z(P)  = B(P) ,  q. e. d. 

Beweis zu 3.7. Zun/iehst gibt es zu jedem X eine exakte Folge Q ~ X -+ 0 
yon Kettenabbildungen,  so dab Q projektiv ist und Q,~= 0 falls X n =  0 

(vgl. [3], XVII ,  1.2) : Wir nehmen z. B. eine exakte  Folge Fn - - ~  X,, -+ 0 mit  
projektivem Fn; Fn sei 0, falls X n = 0 ist. ]s t  X , _  I = 0, dann sei Qn der Kom-  
plex, der Null ist auger in der Dimension n und der dort  mit  Fn fibereinstimmt. 
a¢' definiert dann eine Kettenabbildung :t n : Qn _> X, die epimorph ist in der 
Dimension n und Null sonst. I s t  X , _  1 4= 0, dann sei Qn Null auger  in den 
Dimensionen n und n - -  1 ; die Moduln dieser Dimension seien jeweils Fn und 
der Rand von n nach n - -  1 sei die identisehe Abbildung. Wieder haben wir 
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eine Kettenabbildung a~: Qn ~ X, die in der Dimension n m i t a '  iibereinstimmt 
(also epimorph ist) und die Null ist auger in den Dimensionen n und n -  1. 
Die direkte Summe 

Q = Z Q , - - - , X - + O  
n 

tiefert dann die gewfinsehte Darstellung. 
Dutch Iteration dieses Verfahren, s erh~lt man eine exakte Folge yon Ketten- 

abbildungen 

(3.10) 0<--X*~+t=~" Q+ p = p o  ~,~ p~_~,, p~, .~ , , . . .  

Allo p i  sind projektiv und sind null in den Dimensionen, in denen X und P 
null sind. Unger der Voraussetzung A, also etwa X , =  0, P~= 0 ffir v < 0, ist 
dann auch P ~ =  0 ffir v < 0 und alle i. Unter der Voraussetzung B, 
gl. dim(A) g k, kSnnen wir P i =  0 ffir i > k annehmen (man kann pk 
= Kern(ak-1) nehmen; s. [3], VI, 2.1). 

Die Moduln P~, i ->__ 0, mit den Homomorphismen (--1)fd P' und ~i, i > 0, 
bilden jetzt  einen Doppelkomplex; P '  sei der zugeh6rige einfache Komplex. 
Dann haben wir offenbar das gewfinschte Diagramm 

p __.L._~ X 
( / '[P°=o~o,/ ' lP~=O fiir ? ' > 0 ,  

/ i die Inklusion von P in P~C P '  , p ,  

und es bleibt nur zu zeigen, d a b / '  Isomorphismen der Homologie induziert. 
Dies folgt nach bekanntem Muster: Wir bezeichnen die Folge 3.10 nun mit 

(3.11) 0 .,,-K-I~O~O K°~C'I K 1"-~-' . . . .  

und benutzen jetzt  die volle Folge zur Bildung eines Doppelkomplexes (analog 
wie oben) ; ist K der zugehSrige einfache Komplex, dann haben wir eine exakte 
Folge 

0---> S-x X-+ K--> P ' ~  0 

( S - I X  die Aush~ngung yon X). Der verbindende Homomorphismus 
O.:H,~(P')---> H,~_I(S-1X) = H,(X)  stimmt mit H( / ' )  iiberein; H(/') ist also 
genau dann ein Isomorphismus, wenn H (K) = 0 ist. 

Nun ist K.= ~ '  Kn_ i. Wir zeigen dureh absteigende Induktion nach r, 
i 

dab jeder Zykel in ~ K/~_i nuUhomolog ist. Diese Gruppe ist null ffir 
i > r  

r > n + 1 unter der Vorausse$zung A und fiir r > k = gl. dim(A) unter der 
Voraussetztmg B; wir haben also einen Induktionsanfang. 

Sei nun z = ~Y~ z~, z:E K/n_~, ein Zykel aus ~ .  K~_~. Da z Zykel ist, folgt 
i ~ r  i:>~ 

ar_l(Zr) = 0, also wegen der Exakthei t  yon 3.11, Zr= ar(Cr) mit Cr~ Krn+~. 
Dann ist aber z homolog zu z -  dl~(Cr) ~ ~ KS-i,  also nullhomolog nach 

i > r  

Induktionsvoraussetzung. Fiir r = - -1  ergibt dieser SehluB Hn (K) = O, q.e.d. 
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§ 4. Schwaehe Homotopie~quivalenz 

4.1 Definition. Ein Paar  yon Kettenabbildungen X ~-I- U g--~ Y heiBt 
schwache HomotopieSquivalenz zwischen X und Y, wenn beide Abbildungen 
Isomorphismen der Homologie induzieren, H (]) : H (U) ~-- H (X), H (g) : H (U) ~ 
~_ H(Y).  X und Y heiBen schwach homotopiedquivalent, in Zeiehen X ~ Y, 
wenn es solche (f, g) gibt. 

Ist  g:  X-~  Y eine Kettenabbildung mit  H(g) : H ( X ) ~  H(Y),  darm ist 

X ~_ia X L y eine sehwache Homotopiei~quivalenz. Man nennt  daher (mifl- 
br~uchlich) auch schon g selbst eine schwache Homotopie~quivalenz. 

4.2. Eine schwache Homotopiegquivalenz X ~-~ U g~-~ Y induziert einen 
Isomorphismus der Homologiemoduln 

H (g) H (/) -1 : H ( X )  =~ H ( Y) . 

4.3. Man kann sich bei der De/inition der schwachen HomotoTiedquivaIenz 
au/ projektive U beschr~nken. 

Nach 3.8 gibt es n~mlieh zu jedem U einen projektiven Komplex P und 
eine Abbildung h:  P - ~  U, die Isomorphismen der Homologie induziert. Ist  

nun X +_1 U-~-~ Y eine schwache Homotopie~quivalenz zwischen X und Y, 

dann aueh X +j-~ P o a  y.  
4.4. ~ ist eine Xquivalenzrelationl). 

Reflexivitat und Symmetrie sind evident. Es seien X ~ U q-~ Y, 

y~_O" V ~ Z schwache Homotopie~quivalenzen. Ffir die Transitivit~t haben wir 
X ~ Z zu zeigen. Nach 4.3 kSnnen wir U als projektiv voraussetzen, l~aeh 3.2 
mit  P = U und ~ = 9' gibt es eine Kettenabbildung 0 : U -+ V mit g' 0 ~ g; 
insbesondere induziert 0 Isomorphismen der Itomologie. Dann ist abet 

X ~ U h~'-~Z die gewiinschte schwache Homotopie~quivalenz. 
4.5. Jeder Komplex X ist einem geeigneten projektiven Komplex P schwach 

homotopiedquivalent. 
Dies folg~ unmittelbar aus 3.8. 
4.6. Pro]ektive, schwaeh homotopie~qulvalente Komplexe sind homotopie- 

dquivalent. 
Ist  X ~ Y, dann gibt es nach 4.3 eine sehwache Homotopie~quivalenz 

X t U ~ Y mit  projektivem U. Sind X und Y pro]ektiv, dann sind / und y 
Homotopie£quivalenzen nach 3.3, also X ~ Y, q. e. d. 

Uber einem heredit~ren Ring ist die Homotopietheorie der (projektiven) 
Komplexe trivial; dies driiekt sieh aus in dem folgenden 

4.7 Satz. Ist A ein hereditlirer Ring, so sind X und Y genau dann schwach 
homotopieiiquivalent, wenn ihre Homologiemoduln isomorph sind. 

Beweis. Es sei ~ : H ( X ) ~  H(Y).  Wir haben zu zeigen X ~ Y. Dabei 
kSnnen wir uns wegen 4.5 und 4.4 auf projektive X, Y besehr~nken. Dann 

~) In einer abelschen Kategorie ohne hinreichend viele projektive Objekte braucht das 
nicht zu gelten; man hat es dann mit nut einer Pr~-~quivalenzrelation zu tun. 
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st immt die Behauptung aber gerade mit Theorem 3.4 in [4] fiberein (jedenfalLs 
wenn A ein Hauptidealring ist; der Beweis fiir heredit~re Ringe ist derselbe). 
Der Beweis in [4] zeigt genauer, dab ~ dureh eine schwache Homotopie- 
/iquivalenz X ~ Y realisiert werden kann (im Sinne yon 4.2). 

Wir sehlieBen diesen Paragraphen mit einer Bemerkung fiber hyper- 
homologische Invarianten. 

4.8 Satz. Es sei T ein additiver kovarianter Funktor von A-Moduln zu 
A'-Moduln. Ist A ein A-Komplex und P ein zu A schwach homotopi~quivalenter 
projektiver A-Komplex, dann stimmen die Hyperhomologie-Moduln P.nT(A) 
(s. [3], XVII) mit Hn T (P)  iiberein. 

Beweis. Ist X eine projektive AuflSsung yon A, dann ist die Ergi~nzung 
(= Augmentation) e:  X -+ A eine sehwaehe Homotopie~quivalenz ([3], XVII),  
also X ~ A. Aus P ~ A ~ X folgt P ~ X, also P ~ X (s. 4.6), also T ( P )  ~ T ( X )  
und schlielMieh H ( T P) ~ H ( T X)  = £ T (A ). 

Zur Bestimmung der Hyperhomologie-Moduln ~ T ( A )  kommt man also 
mit  etwas weniger als einer projektiven AuflSsung yon A aus. Die iibrigen 
hyperhomologisehen Invarianten yon T und A (spektrale Folge usw.) lassen 
sieh allerdings nicht aus P gewinnen. 

§ 5. Komplexe vom Typ (A, n) (,,Eilenberg-MacLane-Komplexe") 

5.1 Definition. Ein Komplex X heiBt vom Typ (A, n), wenn H~(X) = 0 
ist ffir i # n und H~ (X) = A 3). 

Wir werden sehen, dab diese Komplexe in der ttomotopietheorie der Ketten- 
komplexe dieselbe Rolle spielen wie die Eilenberg-MacLane-Komplexe K (~r, n) 
bei topologischen R~tumen. Dies zeigt, dab wirklich die Homologiemoduln der 
Kettenkomplexe den Homotopiegruppen der R~ume entsprechen, wie in der 
Einleitung behauptet. 

Wit  zeigen zun~chst, dab der sehwache Homotopietyp eines solchen Kom- 
plexes durch A und n bestimmt ist. Bezeichnen wlr mit (A, n) den Komplex, 
der Null ist auBer in der Dimension n und der dort mit A fibereinstimmt, 
so gil t  

5.2 Satz. Ist der Komplex X vom Typ (A, n), dann gibt es eine schwache 
Homotopie2iquivalenz X ~ (A, n), bei der die n-ten Homologiemoduln identisch 
abgebildet werden. 

5.3 Korollar. Sind X,  Y (projektive) Komplexe vom T y p  (A, n), dann gibt 
es eine schwache Homotopi~quivalenz X ~ Y (eine Homotopiedquivalenz 
X ~ Y ) ,  bei welcher die n-ten Homologiemoduln H n ( X  ) = H n ( Y )  iclentisch ab- 
gebildet werden. 

Das Korollar folgt aus 5.2 wegen 4.4 4.6. 

~) Genauer: Es ist ein Isomorphismus H~(X) ~ A ausgezeichnet; wir werden daher 
i. a. zwlsehen diesen beiden Moduln nicht unterscheiden. 
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Beweis//~r 5.2. Es sei X' der folgende Unterkomplex yon X : 

[0 fiir j < n  
X~ = ~Z~ (X) = n-Zyklen yon X fiir j = n 

[Xj fiir j > n .  

Die Inklusionsabbildung i:X'--> X ist offenbar eine schwache Homotopie- 
gquivalenz. 

Ferner sei p:X'--> (A, n) die Kettenabbildung, die in der Dimension n 
mit der natiirlichen Projektion Z n (X) ~ Hn (X) = A iibereinstimmt. Dann ist 

i 
X .. . . .  X -~P-~ (A, n) die gesuehte sehwache Homotopiegquivalenz. 

5.4 Korollar. Ist P ein pro]ektiver Komplex und X yore Typ (A, n), dann ist 

Hn_~(Hom(P, X))~--_ Hr(P, A) 

(= r-te Cohomologiegruppe yon P mit Koeffizienten in A). Insbesondere gilt 

(5.5) [P, X] ~ H'~(P, A) . 

Beweis. Nach 3.1 ist H~_r(Hom(P,  X ) ) ~  H~_,(Hom(P,  (A, n))). Diese 
Gruppe stimmt aber nach Definition der Cohomologiegruppen mit H'(P,  A) 
fiberein. 

Ist  X projektiv vom Typ (A, n), dann gibt es eine schwache ttomotopie- 
~quivalenz ~ : X -~ (A, n). Tn : Xn -~ A ist ein Cozykel, dessen Klasse 
tx~ Hn(X, A) die /undamentale Cohomologieklasse yon X heiBt. Der Beweis 
zu 5.4 zeigt 

5.6 Korollar. Ist X ein projektiver Komplex yore Typ (A, n) und 
tx C H n (X, A) seine ]undamentale Klnsse, dann ist der Isomorphismus [ P, X] ~-- 
~-- Hn(p, A) aus 5.5 gegeben dutch [/] -+ [*(tx), wo / : P ~ X eine Ketten- 
abbildung bezeichnet. 

Projektive Komplexe vom Typ (A, 0) sind eben im wesentliehen (bis auf 
Homotopiegquivalenz) projektive Aufl6sungen yon A, und 5.6 ist dann nichts 
anderes als [3], V, 1.2. Aus dieser Bemerkung ergibt sich 

5.7 Satz. Ist X projektiv vom Typ (A, m) und ist Y beliebig yore Typ (B, n), 
dann ist 

[X, Y]~___ H'~(X, B ) ~  Ext~-m(A, B) ,  

denn die Cohomologie einer projektiven Aufl6sung stimmt ja nach Definition 
([3]) mit  Ext  iiberein. 

Projektive Komplexe yore Typ (A, m) bezeichnen wir im folgenden mit  
K(A, m). 

§ 6. Cohomologieoperationon 
Die Eilenberg-MaeLanesehe Theorie der Cohomologieoperationen fibertrggt 

sieh nun ganz automatiseh auf Komplexe. 
6.1 Definition. Eine Cohomologieoperation T yore Typ (A, m, B, n) ist 

eine natiirliche Transformation T x : H~(X,  A) ~ H'*(X, B), die definiert ist 
ffir alle pro]ektiven Komptexe X. 
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T ist also mit Kettenabbildungen vertausehbar. Es wird nicht verlangt, 
dab T x ein Homomorphismus ist, aber es wird sich gleich herausstellen, dab 
das doch der Fall ist. 

Die Cohomologieoperationen beziiglieh (A, m, B, n) bilden eine abelsehe 
Gruppe O(A, m, B, n) beziiglich der iiblichen Addition (= Addition der 
Funktionswerte). 

6.2 Satz. Ist K ein projektiver Komplex vom Typ (A, m) und tKE Hm(K, A) 
seine/undamentale Klasse (s. § 5), dann sti/tet die Zuordnung T ~ T K (~K) einen 
Isomorphismus 

O(A, m, B, n ) ~  Ext~-m(A, B) .  

Der Beweis verl~uft wegen 5.6 und 5.7 ganz genau wie in der Topologie ([11 ],28; 
[5], 1 ; [13], S. 44). Die Besehr~nkung auf projektive X bei der Definition der 
Cohomologieoperationen ist wesentlieh. Die einzigen ffir alle Komplexe 
definierten Cohomologieoperationen t sind die durch Koeffizientenhomo- 
morphismen induzierten (fiir diese Operationen t spielt nieht mehr K (A, m), 
sondern (A, m) die Rolle des universellen Komplexes). 

6.3 Beispiele. (i) Fiir n = ra ist Ext~-m(A, B) = HomA(A, B), d .h .  die 
einzigen Cohomologieoperationen, die die Dimension erhalten, sind die dureh 
Koeffizientenhomomorphismen induzierten. 

(ii) Fiir n = m + 1 ist Ext~-~(A,  B) = Ex t , (A ,  B) die Baersche Gruppe 
der kurzen exakten Folgen der Form (s. [3], XIV, 1) 

{6.4) 0-~ B ~ E-~ A -~ O . 

Die zugehSrige Cohomologieoperation ist der mit 6.4 verkniipfte Boekstein- 
homomorphismus fl : H~n(X, A) -~ Hm+I(X, B). Die einzigen Cohomologie- 
operationen, die die Dimension um eins erhShen, sind also die Bockstein- 
homomorphismen. 

Ist  A ein heredit~rer Ring, also Ext~ = 0 fiir i > 1, dann sind damit alle 
nicht-trivialen F/file erschSpft. Bei beliebigem A laflt sich zeigen, daft man alle 
Cohomologieoperationen mit n :> ra aus Bocksteinhomorphismen zusammen- 
setzen kann. 

Die Tatsache, dab O(A, m, B, n) bei festem A, B nur yon n --  m abh~ngt, 
drtickt aus, daI3 es in dieser Theorie nur ,,stabile Cohomologieoperationen" 
gibt. Daran liegt es auch, dab der folgende Satz gilt 

6.5 Satz. Es sei Ux :H~(X, A)×H'n'(X, A') -~ Hn(X, B) eine Cohomoloyie- 
operation in zwei Variablen (analoge Definition wie bei einer Variablen). Dann ist 

U x ( x , x ' ) =  Ux(x ,O)+ Ux(O,x') ,  x ~ H m ( X , A ) , x ' ~ H ' ~ ' ( X , A ' ) ,  

d. h. jede Cohomolo~ieoperation in zwei Variablen ist Summe yon Cohomologie- 
operationen in einer Variablen. 

6.6 Korollar. Jede Cohomologieoperation T ist additiv, d. h. 

T~(x + x') = Tx(z)  + Tx(z ' ) ,  x, x'~ H"(X, A ) .  

Zunaehst ist nan~eh  Tx(0) = 0, weil die Cohomologie des Nullkomplexes 
null ist. Setzen wit nun Ux(x, x ' )=  Tx (x  ÷ x ' ) - -  Tx{x  ) -  Tx(x '  ), so folgt 
Ux(x, O) ~ O, Ux(O, x') -- O, also U x =  0 nach 6.5, q. e. d. 
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Beweis/i2r 6.5. Der Satz folgt daraus, dal3 man als universellen Komptex 
fiir Cohomologieoperationen in zwei Variablen die direkte Summe yon Kom- 
plexen yore Typ  (A, n) verwenden kann. Etwas genauer seien K = K (A, m), 
K'----- K(A ' ,  m') und / : X - ~  K, / ' : X - ~  K'  Kettenabbildungen mit  f*(~K) = x, 
]* (LK,)= X' (S. 5.6). Wir fassen K und K'  als Unterkomplexe der direkten 
Summe K + K'  auf und kSnnen /, f' dann als Abbildungen in K + K '  be- 
trachten. Dann ist ]* (tK) = x, /* ($K') "~ 0, ] '  * ($K) ~'~ 0,  ] '  * (eK") = X', a l so  

Ux(x, o) = Vx(/* (Lx), /* (t~,)) =/* UK+ ~,(~, ~,) 
U X ( 0  , Z')  ~--- UX(/'*(gK), f*(~K')) = ]'*UK+K'(~K, gK')- 

Damit folgt 

Ux(X, x') = Ux((I + f)*(~K), (1 + f )*  (¢K') 

: (/ -~ f ) *  UK+K'(tK, ~K') = l $ UK+K'(~K, tg') ÷ 

÷ / '* UK+K'($K, tK') = V x ( x ,  O) ÷ Vx(O , x'), q. e. d. 

6.7 Bemerkung. Die Charakterisierung 6.2 der Gruppen Ex t  kann dazu 
dienen, in besonders einfaeher Weise Produkte 

E x t , ( A ,  B) × E x t , ( B ,  C) -~ Ext~ + ' (A,  C) 

zu definieren (Yoneda-Produkte s. [15]), n~mlich durch Hintereinander- 
ausfiihren der Cohomologieoperationen. 

§ 7. Komplexe mit zwei Homologiemoduln, k-Invariante und Postnikov-System 

7.1 Definition. Ein Komplex heiflt vom Typ  (A, m, B, n), wenn H t (X) ---- 0 
ist fiir i =4= m, n, Hm(X) = A,  H~(X) = Ba), m < n. 

Wie in der Topologie ist der schwache Homotopietyp eines solchen Kom- 
plexes i. a. nicht durch (A, m, B, n) besLimmt; als weitere Invariante t r i t t  ein 
Element k (X) ( Ext~  -~" +1 (A, B) hinzu, zu dessen Definition wir nun kommen. 

Es sei zun~chst X ein beliebiger Komplex und X r der folgende Faktor- 
komplex 

(7.2) r { ! '  i ~ r  
X i - -  ~ + I / Z r T I ( X )  i = r + 1 

i > r +  1; 

p~: X -~ X f bezeichne die natiirliehe Projektion. Offenbar gilt H (p  r) : Hi(X)~--- 
Hi(X"  ) ffir i ~ r, H~(X r) = 0 ffir i > r. 
Is t  X projektiv, dann sind aueh die Moduln X~ ftir i:~ r + 1 projektiv. 

Gilt auBerdem Ht (X) = Hi (X r) = 0 ffrr i ~ r, dann folgt wie beim Beweis 
zu 3.9, dab aueh X~+ 1 projektiv ist, also X r ~ 0 (s. 3.9), also X ~ Kern(p~), 
insbesondere H r + 1 (X, C) = H r + 1 (Kern (pT), C). Die letztere Gruppe stimmt 
aber mit Hom(Hr+~(X), C) fiberein, wie sieh aus (Kern(p~))~= 0 fiir i <: r 
ergibt, also 

(7.3) H r + 1 (X, C) -- Horn (Hr + 1 (X), C).  

s) Wie in 5.1 soll das heil]en, dal] Isomorphismen Hm(X)-~ A, H~(X)~--B aus- 
gezeichnet sind. 
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Es sei nun X ein projektiver Komplex vom Typ (A, m, B, n). Nach 7.3 
und 5.6 yibt es eine bis au[ Homofvpie eindeutig bestimmte Kettenabbildung 
n ~ : X -~ K ( A ,  m), die den m-ten Homologiemodul identisch abbildet. Betraehten 
wir die Abbildungsfolge ~1~ ~ (s. 2.8) 

-~ S - 1 C z - ~  X - - ~  K ( A , m )  P'~-~Cxe Q'-~ S X  s~-~ S K ( A , m )  
(7.4) 

= K ( A , m  + 1 ) - > . - .  

Aus der zugeh6rigen exakten Itomologiefolge (s. 2.14) folgt Hi(C7~ ) = 0 fiir 
i :~ n + 1 und Hn+I(Qz)  : H~+x(Cz) ~ Hn+I(SX)  = B. Der projektive Kom- 
plex C~ ist also yore Typ (B, n + 1); sei tc.E H"+I(Cz ,  B) seine fundamentale 
Klasse (s. 5.6). 

7.5 Definition. Unter der k.Invarianten yon X verstehen wir das Element 

k (X) = (P~)* (be,) E H" + 1 ( K  (A, m)) = Ext~-m + 1 (A, B ) .  

Is• X nieht projektiv, dann definiert man k (X)  als k-Invariante eines zu X 
sehwach homotopie£quivalenten projektiven Komplexes. 

7.6 Satz. Sind X ,  X '  Komplexe vom T y p  (A, m, B, n), dann gibt es genau 
dann eine schwache Homotopiedquivalenz X ~ X' ,  die die Homologiegruppen 
identisch abbildet, wenn k ( X ) = k ( X ' ) ist. 

Jedes Element aus Ext~ -m+ 1 (A, B) ist k-Invariante eines geeigneten Kom- 
plexes vom T y p  (A, m, B, n). 

Beweis. Ohne Einschr~nkung der Allgemeinheit kSnnen wir uns auf 
projektive Komplexe beschr~nken. 

Ist  g : X - ~  X '  eine ttomotopie~quivalenz (s. 4,6), die die Itomologie- 
moduln identisch abbildet, dann ist das Diagramm 

X - - - ~ K ( A ,  m) 

4 
X '  - ~ - ~  K (A, m) 

kommutativ bis auf Homotopie, d .h .  (g, id) ist eine Homotopieaquivalenz 
zwischen ~ und g' (s. 2.6). Nach 2.10 lal~t sie sich zu einer Homotopie~quivalenz 
zwischen 0A~ und 9Ag' ergRnzen, die dann offenbar atle Homologiemoduln 
identisch abbildet; insbesondere ist k ( X ) = k ( X '). 

Ist  umgekehrt k (X)  = k(X ' ) ,  dann sind die beiden Abbildungen 

P g  : K ( A ,  m) -~ C z  = K ( B ,  n + 1) und P g '  : K ( A ,  m) ~ K ( B ,  n + 1) 

homotop (s. 5.6), d. h. (id, id) ist eine Homotopieaquivalenz zwisehen diesen 
beiden Abbildungen (s. 2.6), die sich naeh 2.13 zu einer Homotopie~quivalenz 
z~Ssehen 0Ag und ~[g' erg~nzen t~Bt. Insbesondere ergibt sich dabei eine 
Homotopie~quivalenz X-~  X', die die Homologiemoduln identiseh abbildet. 

Es sei sehliei~lieh a ~ E x t , -  ~ + 1 (A, B) beliebig und ]: K (A, m) -~ K (B, n + 1) 
die bis auf Homotopie bestimmte Kettenabbfldung mit /* (tK(z.n+ 1)) = a. 
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Die exakte Homotogiefolge der Abbildungsfolge (s. 2.14) 

(7.7) ~S-1C] s - ~ q 1 ~ K ( A , m ) A ~ K ( B , n +  1) e1~C/ f l J~  

zeigt, dab X --- S -1 C /yo re  Typ (A, m, B, n) ist. Da 7.7 bis auf ein Vorzeiehen 
auch Abbildungsfolge yon r~ = S - 1 Q / i s t  (s. 2.11), folgt k ( X ) = - - a ,  q. e. d. 

7.8 Bemerkung. Analog zu [5], 14 ergibt sieh nun aueh die Homotopie- 
klassifikation yon Abbildungen eines projektiven Komplexes P in einen 
beliebigen Komplex yore Typ (A, m, B, n). Wit gehen jedoeh nieht darauf ein. 

7.9 Bemerkung. Die Charakterisierung 7.6 yon Ext  h~ngt eng mit  der yon 
YONEDA-BucHSBAUM ([15]) zusammen (wie diese benutzt sie in der Formu- 
lierung keine injektiven oder projektiven Objekte). Um dies deutlicher heraus- 
zustellen, betrachten wir das Diagramm 

X 

(7.10) -p] 
4 

O-~ X '~J~nX  ~Pm-~Xm-1-~0, n > m .  

Dabei ist X yore Typ (A, m, B, n), X ~-1 ist wie in 7.2 definiert, nX, entsteht 
aus X durch •allsetzen yon Xt,  i > n, und Bn(X);  p'~, '~pm sind die natfirlichen 
Projektionen und X'  ist der Kern yon np~ Dann ist H(np) : H ( X ) ~  H(nX), 
weil Hi (X  ) = 0 fiir i > n, undes  is~ H ( X  ~-x) = 0, weil Hi(X)  = 0 fiir i ' <  m. 
Daher folgt H(~) : H(X ' )  ~ H(~'X), d.h .  (~, "p) ist eine schwaehe Homotopie- 
~quivalenz zwischen X und X'. Beachten wir nun dal3 X~ = 0 ist ffir i < m 
oder i > n, dann kSnnen wit die Folge 

, d , d d 
(7.11) O ~ A = H , ~ ( X ' ) ~ - X m ~ - X m + ~  . . . . . . .  X n ~ H , ( X ' ) = B ~ O  

bilden, und diese Folge ist exakt, well X'  vom Typ (A, m, B, n) ist. Die 
Definition yon YO~DA-BucHsBAUM fuBt aber gerade auf solehen Folgen, 
mit anderen Worten: In 7.6 (und der Definition der schwachen Homotopie- 
£quivalenz) werden beliebige Komplexe yore Typ (A, m, B, n) zugelassen, bei 
YO~DA-BuCHSBAVM nut  solehe, die null sind unterhalb der Dimension m u n d  
oberhMb der Dimension n. Man kann leieht direkt einsehen (fiber die Konstruk- 
tion 7.10--7.11), dab die beiden Methoden zum gleiehen Ergebnis ftihren. 

7.12 Bemerkung. Wie in der Topologie ist 7.6 nut  ein Spezialfall eines 
allgemeineren Satzes fiber die Klassifikation yon ,,Faserbiinde]n"; wit be. 
schr~nken uns auf einige Andeutungen zu diesem Punkt.  

C und F seien lest gew~hlte Komplexe. Ein Komplex X heiBt yore Typ  
(C, _~), wenn es eine exakte Folge 0 --> F'  --..> X '  -.~ C' --). 0 gibt, so dab F '  ~ F,  
C' ~ C, X'  ~ X (fiir C = (A, m), F = (B, n) ergibt das die Definition 7.1). Die 
Klassen schwach homotopie~qnivalenter 4) Komplexe vom Typ (C, F) ent- 
spreehen dann umkehrbar eindeutig den Elementen der Gruppe [C, SF],  faUs 
C projektiv ist. 

Dies gestattet  es, Postnilmv-Systeme yon Komplexen mit  analogen Eigen- 
sehaften wie in der Topologie zu definieren. Wir erw$ihnen in diesem Zu- 

4) mit einer Nebenbedingung analog zu der in 7.6, dab die Homologie identiseh 
abgebfldet wird. 

l~ath.  Ann. 140 21 
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sammenhang nur das natiirliehe Postnikov-System (s. 7.13) eines Komplexes, 
sowie den Fall des trivialen Postnikov-Systems (s. 7.15). 

7.13 Definition. (vgl. [9], 2.8). Es sei X ein Komplex, X m d e r  in 7.2 
definierte Faktorkomplex und p~ : X ~ -~ X "~-1 die natiirliehe Projektion. Der 
Kern K m yon p~ ist vom Typ (H~ (X), m). Das System yon kurzen exakten 
Folgen 

(7.14) 0 -~ K ~ -~ X TM -~ X m-1 -~ 0 

heiBt das nat~rliche Postnikovsystem von X. 
Der sehwache Homotopietyp yon X ~ ist bestimmt durch den yon X m-1 

und dutch eine Cohomologieklasse b~ +1 E H ~ + 1 (X,~-1  Hm (X)), die (m-- 1)-ge 
k-Invariante des Systems; dabei ist X '~-1  ein zu X ~-1 sehwach homotopie- 
gquivalenter projektiver Komplex. 

7.15 Definition. VV~ir sagen, der schwache Homotopietyp des Komplexes X 
zer/aUe, wenn X schwaeh homotopie~quivalent ist zur direkten Summe 

K(H,n(X), m) (das ist genau dann der Fall, wenn alle k-Invarianten des 
m 

Postnikovsystems yon X null sind). 
Aus 3.2 und 5.5 folgt 
7.16 Satz. Ist P ein projektiver Komplex und X ein Komplex mit zer- 

/allendem schwaehem Homotopietyp, dann gibt es einen Isomorphism, us 

[P, X] ~ I IHm(P,  Hm(X)). 
m 

Es ist jedoch zu beachten, dal~ dieser Isomorphismus im Gegensatz zu 5.5 
nicht kanonisch ist; er h~ngt yon der Auswahl der schwachen Homotopie- 
gquivalenz X ~ ~ K(Hm(X), m) ab. 

Aus 4.7 folgt 
7.] 7 Satz. ~Jber einem hereditSren Ring A zerl~llt der sehwache Homotopietyp 

]edes Komplexes X. 
Als weitere Anwendung der Definition 7.15 wird sieh im folgenden Para- 

graphen ein Zusammenhang mit den Kiinnethformeln ergeben. 

§ 8. Kiinneth-Relationen 
In diesem Paragraphen treten Rechts- und Linksmodula gleichzeitig auf. 

Entspreehend ist die Voraussetzung B aus § 3 wie folgt zu modifizieren 
(B') Der Ring A hat endliche Reehts- und Linksdimension, 

1.gl. dim(A) < ~ ,  r.gl. dim(A) < 00. 

Unter dieser Voraussetzung oder unter der Voraussetzung A aus § 3 
existieren fiir die Homologie des Tensorprodukts X ®A Y zweier Komplexe 
(yon Links- bzw. Reehtsmoduln) zwei (funktorielle) Kiinneth-Spektralfolgen 

(8.1) H / T o r ~ ( X ,  r ) )  ~p-~ ~ , ( X  ®~ r )  

(8.2) Z T°rqA(H~(X), H~(Y))~q ~.,(X @A Y) 
i + / = ~  

(s. 3a  und 4a in [3], XVII,  3). Wir zeigen nun, daI3 die Folge 8.2 trivial wird 
und die zugeh6rige Filterung yon ~ , ( X  @A Y) zerfgllt (= splits), wenn X, Y 
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Komplexe mit zerfallendem schwachen Homotopietyp sind. Daraus ergeben 
sich dann die folgenden Kiinnethformeln. 

8.3 Satz. Es seien X, Y Komplexe mit zer/aUendem schwachem Homotopie. 
typ, und es gelte H(TorA(X, Y) = 0/ / / r  i > 0. Dann gibt es eine Filterung F von 
Hn(X @A Y), so daft 

k k 
und 

(8.4) FkHn(X®AY)/Fk-IH,~(X@A Y) = 2" Tor~ (Hi (X), Hi(Y) ) .  
i+ i+k=n  

Uberdies zer/gillt die Filterung F, also 

H , ( X  @AY)~  ~.,~FkH,(X ®AY)/Fk_IH,~(X ®A Y) 
(8.5) k 

= ~.,~ Tor~ (H i (X), Us(Y)) .  
i + j + k = n  

Dabei ist allerdings zu beachten, dab der Isomorphismus 8.5 im Gegensatz 
zu 8.4 und der Filterung F nicht natiirlich (= mit Kettenabbildungen ver- 
tauschbar) ist. 

Die Beschrankung auf den Funktor  ® A ist unwesentlich und geschieht nur 
aus Bequemlichkeitsgrfinden; es dfirfte ziemlich klar sein und aus dem Beweis 
hervorgehen, wie die Verallgemeinerung auf beliebige Funktoren aussieht. 

Beweis. Die Voraussetzung HTor~ 4 (X, Y) = 0 fiir i > 0 bewirkt, dal3 die 
erste Kfinneth-Spektralfolge 8.1 entar~et und zum Isomorphismus ~ (X ®A Y) 
= H~(X ®A Y) wird. Der Satz ist also bewiesen, wenn wir wie angekfindigt 
zeigen, dab 8.2 trivial wird und die zugehSrige Filterung F yon ~ ( X  ®A Y) 
zerf/~llt, falls X und Y zerfallenden schwachen Homotopietyp haben. 

Dazu betrachten wit Kettenabbildungen ] : P -+ X, g : Q -+ Y mit  pro- 
jektiven Komplexen P,  Q und H(]) : H ( P ) ~  H(X),  H(g) : H(Q) ~_ H(Y)  
(s. 3.8). Sie induzieren eine Abbitdung der Spektralfolge 8.2 ffir (P, Q) in die ffir 
(X, YI, und weil die Terme E~ dabei isomorph abgebildet werden, gilt dasselbe 
ffir die ganze spek~rale Folge, einschhel31ich der gefilterten Gruppe £ ,  (X ®A Y). 
Wir brauchen die Behauptung also nur ftir P, Q zu beweisen, mit anderen 
Worten, wir kSnnen X, Y als projektiv voraussetzen. Dann ist abet X bis auf 
Homotopie/iquivalenz eine direkte Summe yon Komplexen K(A,  m) (s. 4.6), 
ebenso Y. Weil 8.2 mit direkten Summen vertauschbar istS), brauchen wir 
also nur den Fall X = K(A,  l), Y = K(B,  m) zu betraehten. Dann kommt 
aber in 8.2 nur der KomplementKrgrad p = 1 + m vor; diese Folge entartet  
also, und der Satz ist bewiesen. 

Wit schlieBen mit einer leichten Versch/~rfung yon [3], XVII,  5.2a. 

8.6 Satz. 1st A ein hereditiirer Ring und sind X, Y Komplexe mit 
H~(Tor~(X, Y) )=  0 /iir k =  n - - 1 ,  n, dann haben wir eine (]unktorielle) 

s) Wegen der Voraussetzung A oder B" kann man sogar annehmen, dab jedes Xm 
und Y~ eine endliche direkte Summe ist. Dieser SchluIt ist also nicht auf den Yunktor ® A 
beschri~nkt. 

21" 
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exakte Folqe 
0---> S H ~ ( X ) @ A H q ( Y ) + H n ( X  ®A Y) 

( 8 . 7 )  ~ + q : "  
Z" Tor  A (H~ (X), Hq ( r ) )  -> 0 ,  

p÷q=n--1 
und diese Folge zer/~llt. 

Beweis. Setzen wi t  H~(TorA(X,  Y ) ) =  0 ffir a l le  k voraus ,  d a n n  wird 8.6 
ein KoroUar  zu 8.3, weil  f iber e inem heredi t~ren  Ring  al le  K o m p l e x e  zer- 
faUenden schwachen H o m o t o p i e t y p  h a b e n  und  weil  d a n n  Tor~ = 0 is t  ffir 
i > 1. Auf  alle F~tlle folgt  abe r  wie oben, dal3 die Spekt ra l fo lge  8.2 t r iv ia l  wird  
u n d  die zugehSrige F i l t e rung  in ~n (X @ A Y) zerfi~llt. Le tz te res  zeigt ,  d a b  die 
ers te  Zeile im D i a g r a m m  (2) aus [3], X V I I ,  5 eine zerfallende exak t e  Fo lge  is t  
(man  h a t  9l dureh  £ zu ersetzen und  die Pfei le  umzukehren) .  Sie s t i m m t  aber  
m i t  8.7 i iberein (so ver l~uf t  gerade  der  Beweis in  [3]). 
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