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Zur Theorie der Siegelschen Modulgruppe
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J. MENNIOKE in Braunschweig

1. Die Siegelsche Modulgruppe Sp(2n, Z) (» > 1) ist in neuerer Zeit Gegen-
stand mehrerer Untersuchungen gewesen. E. GorrscHLING [2] hat fiir 7 = 2
einen Fundamentalbereich explizit aufgestellt. H. KiovgeN [4] hat sodann fiir
n 2 2 definierende Relationen angegeben.

In der vorliegenden Arbeit mochten wir einen weiteren Beitrag liefern, der
sich ebenfalls auf die Struktur der Siegelschen Modulgruppe als abstrakte
Gruppe bezieht. Wir werden versuchen, die homomorphen Bilder von Sp(2n, Z)
zu bestimmen. Es wird sich zeigen, dall abgesehen von der Faktorgruppe nach
dem Zentrum alie echten Faktorgruppen von Sp(2n,Z) endliche Ordnung
haben und Faktorgruppen von Kongruenzfaktorgruppen sind. Daraus folgt
dann die Aussage: Jede Untergruppe von endlichem Index in Sp(2n, Z)
enthilt eine volle Kongruenzuntergruppe.

Der Beweis dieser Aussagen ist verhiltnismifiig einfach, wenngleich ins-
besondere im Hinblick auf andere Koeffizientenbereiche noch keineswegs
befriedigend. Unser Beweis besteht im wesentlichen darin, die Methoden der
beiden Arbeiten [1] und [6] iber die volle lineare Gruppe SL(n, Z) auf die
Gruppe Sp(2n,Z) zu ibertragen. Die Verhiltnisse sind komplizierter: die
Gruppe Sp(2n, Z) ist nicht so ,,homogen‘* wie die Gruppe S L(n, Z).

Beziiglich des Koeffizientenbereichs ist folgendes zu bemerken. Der Beweis
beruht in seinem Kern auf zwei Aussagen. Die eine geht auf J. BRENNER [1]
zuriick und hat zum Inhalt, da8 jeder Normalteiler in einer hinreichend
,,homogenen‘ Matrizengruppe eine gewisse Normalmatrix enthélt. Der Beweis
benutzt die Existenz eines Euklidischen Algorithmus und tbertrigt sich
unmittelbar nur auf Hauptidealringe mit Euklidischem Algorithmus. Die
zweite Aussage kennzeichnet Normalteiler, die eine gewisse Normalmatrix
enthalten. Der Beweis setzt einige Kenntnisse iiber die Arithmetik in dem
Koeffizientenbereich voraus, etwa iiber die Primideale und die Faktorringe
des Koeffizientenrings. Er 148t sich z. B. leicht fithren, wenn man im Ring Z
der ganzrationalen Zahlen den Dirichletschen Satz iiber Primzahlen in arith-
metischen Progressionen verwendet. Es ist sehr wahrscheinlich, da man die
zweite Aussage auf Maximalordnungen in algebraischen Zahlkdrpern iiber-
tragen kann.

Wenn man also zu allgemeineren Koeffizientenbereichen iibergehen will,
80 wird man zuerst versuchen, Brenners Ergebnis zu verallgemeinern.
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Indessen werden wir in der vorliegenden Arbeit keinen Schritt in Richtung
aunf eine Verallgemeinerung unternehmen. Die Siegelsche Modulgruppe spielt
in vielen Gebieten der Mathematik eine wichtige Rolle. Sie beschreibt u. a. die
Periodentransformationen der Abelschen Integrale 1. Gattung auf einer
Riemannschen Fliche vom Geschlecht n. In der Theorie der topologischen
Abbildungen von geschlossenen orientierbaren Flichen vom Geschlecht
liefert sie die Wirkung der Abbildungen auf der 1. Homologiegruppe, was
manchmal fiir die Theorie der Heegaard-Diagramme von Interesse ist. Das
sind nur einige Beispiele von unimodularen Transformationen, bei denen eine
gewisse schiefsymmetrische Bilinearform invariant bleibt. SchlieBlich hat die
Gruppe Sp(2n,Z) auch, trotz ihres speziellen Koeffizientenbereichs, einen
Platz in der Theorie der algebraischen Gruppen.

Aus all diesen Griinden schien es ratsam, sich zunichst auf den einfachsten
Koeffizientenbereich zu beschrinken.

2. In den folgenden drei Abschnitten werden wir die Ergebnisse der Arbeit
{1} auf die symplektische Gruppe tibertragen.

Der Bequemlichkeit halber formulieren wir die Definition der Siegelschen
Modulgruppe Sp(2n, Z). Diese Gruppe besteht aus allen 2x-reihigen quadra-
tischen Matrizen A mit Koeffizienten aus dem Ring Z der ganzen rationalen
Zahlen und Det 4 = + 1, welche die schiefsymmetrische Bilinearform invariant

lassen:
n

(2.1) Ha, y) =_Z; (%25 -1Y2s — %20¥a1-1) -
i=
Ist also B die Matrix der Form (2.1), so gilt
(2.2) A'BA=RB.
Manchmal normiert man die Form etwas anders, doch ist dieser Unterschied
ohne Bedeutung.

Wir bezeichnen im folgenden mit I die Einheitsmatrix und mit e;,; die
Matrix, welche an der Stelle (z,§) einen Koeffizienten + 1 und sonst Koeffi-
zienten 0 besitzt.

Hilfssatz 2,1: Die Gruppe Sp (2=, Z) wird erzeugt von den Matrizen

A;=1+ eg;_1,9:>
(2.3) B;=1+ ey;,9i-1,

Cir=1+ e 1,01+ €35-1,21

(2.4) Dix=1+ e35,30-1+ €2m.2i-1>

Bipy=1— e300+ €3-1,2i-1>
ki k=1...,2).
Der Beweis beruht darauf, daB man mittels der Erzeugenden (2.3), (2.4) auf die
Koeffizienten einer Zeile einen Euklidischen Algorithmus ausiiben kann,
ebenso fiir Spalten. Da. es sich um eine bekannte Aussage handelt, so kénnen
wir die Einzelheiten iibergehen.
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Hilfssatz 2.2: Fiir die zu 4 = (a,;) € Sp(2n, Z) inverse Matrix 4~ = (a;;)

gilt
’
Q24,28 = Api-1,2k~1>
’
Q2i—1,2k—1 = P24,2%>
(2.5) o
Qi,28—1 = —Qgi-1,2k>
’
A2i—1,2k = — Pgi,25-1-

Der Beweis beruht auf der Gleichung (2.2): A-1 = B-1A4’B.

Hilfssatz 2.3: Wir betrachten Transformationen mit Matrizen, die in jeder
Zeile und Spalte genau einen von { verschiedenen Koeffizienten -1 haben.
Bei solchen Transformationen werden die Koeffizienten einer Matrix permutiert
und mit Faktoren 4-1 multipliziert. Die nicht in der Diagonale stehenden
Koetfizienten fallen in héchstens drei Transitivititsgebiete:

(2.6) A= {azz‘—1,2i, —@5,9i-13t =1, ..., n} >
(2.7) B = {azi,ai—l, —@g;_pses3t=1,..., n} s
(2.8) €= {91,261 B2i,200 %ai,2%—~1> F2i—1,200 — P2i—1,2k—1>

—Bai00 — Gai 26— —daion,er HE=1...,n ik}
Die Differenzen von Diagonalkoeffizienten fallen, bis auf Vorzeichen, in
hochstens zwei Transitivitdtsgebiete:
(2.9) © ={a34,2¢ — Fas-1,26-15 1 =1,...,0},
(2.10) € ={a5:,2i— Bar, 20 F2i—1,2i-1— Tk, 20 Bas, 20— C2k—1,26-1>

@yi—1,2i-1— Bek—1,2k—1} L E=1,...,n, T+ k}.

Der Beweis des Hilfssatzes ist sehr einfach und beruht im wesentlichen auf
folgender Aussage:

Hilfssatz 2.4: Essei A € Sp(2n, Z). Wir bezeichnen mit A4, die vierreihige
Teilmatrix von A, in der nur die Indices 2¢ — 1, 24, 2k — 1, 2k auftreten. Sei
etwa ¢ < k.

Es gibt ein Element X ¢ Sp(2n, Z) derart, daB in der Matrix A’ = X4 X1
die Teilmatrizen A4, und 4,, vertauscht sind, und zwar so, da die Indices 1
und ¢ sowie 2 und % vertauscht sind.

Beweis: Der Beweis besteht in einer leichten Rechnung. Wir geben die
transformierenden Matrizen X an.

Sei i + 1. Dann leistet X = B, E;2E,, - B, E{ B, die in dem Hilfssatz
verlangte Permutation.

Fiir 2 = 1, k > 2 transformiere man mit X = E;,E; 1 B, ,.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Der Hilfssatz 2.4 gestattet, die Aussage des Hilfssatzes 2.3 auf die Koeffi-
zienten der Teilmatrix A,, zuriickzufiihren. Fiir die Koeffizienten dieser Teil-
matrix besteht der Beweis des Hilfssatzes aber in einer trivialen Rechnung.

Aus Hilfssatz 2.3 flieBt sofort folgende Aussage:

Hilfssatz 2.6: Die Erzeugenden (2.4) und ihre Inversen sind sémtlich
konjugiert.
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Die Erzeugenden 4,, By (i =1, ..., n) sind alle konjugiert.

3. In diesem Abschnitt werden wir das Hauptergebnis der Arbeit [1] auf
die Gruppe Sp(2n, Z) iibertragen. Wir werden das Analogon zu Theorem 1 und
Theorem 2 [1, p. 213] beweisen.

Hilfssatz 3.1: Es sei

N < 8p(2n, Z)

ein Normalteiler, der von der Identitdt und vom Zentrum verschieden ist.
N enthilt folgende Matrizen:

3.1) I+4de,,
(3.2) I+ 2d(e5— €gq) -

d ist der g. g. T. der nicht in der Diagonale stehenden Koeffizienten und der
Differenzen von Diagonalkoeffizienten fiir alle Elemente von V.

Bewets: Der Beweis besteht in einer Rechnung, die sich eng an die Beweise
im Abschnitt 2. der Arbeit [1] anlehnt.

a) Sei 4 = (a;;) € N. Wir zeigen, dal} es eine zu 4 konjugierte Matrix gibt,
in der a,, unverindert ist und in der die Koeffizienten der ersten Spalte alle
Null sind bis auf hochstens die ersten drei, und in der auBerdem gilt (a,,, ay,)
= 1, falls diese beiden Koeffizienten von Null verschieden sind.

Transformation mit 4,, B; fiir ¢ > 1 bewirkt auf den Koeffizienten der
ersten Spalte nur einen Euklidischen Algorithmus fiir a,;_,,, und ay;,,. Also
darf man annehmen ay; , = 0 fir ¢ > 1.

Transformation mit E;;! und E;} fiir ¢, k > 1 bewirkt in der ersten Spalte
nur einen Euklidischen Algorithmus fiir die Koeffizienten a,;_;,; und az;_,;.
Also kann man alle Koeffizienten der ersten Spalte zum Verschwinden bringen
bis auf hochstens die ersten drei.

Transformation mit 5} liefert fiir die ersten vier Koeffizienten der ersten
Spalte: a,; + tagy, agq, g3, — tay;. Setzt man ¢ = 1 und transformiert anschlie-
Bend mit A4,, B,, so erreicht man, daB der dritte und vierte Koeffizient durch
(@gy, @g;) und O ersetzt werden. Also darf man ag,|a,, annehmen. Dann folgt
(@41, @3;) = 1, und ¢ 148t sich so wahlen, daB (a,; + tay,, a,,) = 1 ist.

b) Wir diirfen also annehmen a,; = * * * = a4,,; = 0. Der Kommutator

(3.3) 0, = A, AAT141

stimmt von der fiinften Zeile an mit der Einheitsmatrix iiberein. Aus den
Relationen (2.2) folgt dann, daB C, auch von der fiinften Spalte an mit der
Einheitsmatrix iibereinstimmt. Wir notieren die Teilmatrix mit den Indices
1,...,4:

1+apan+af 1—ah —a18s; 0 —a;a5 — 6y05,
01 - af, 1 —ay,ay, 0 3103y
G310 0103, 1 —a}
0 0 0 1
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Wir bilden einen weiteren Kommutator:

(34) Cy= 0120101510;1 s
1 0 0 G183 -+ 63
0 1 0 — gy
02 = 2 2 2
a3 Guay +agy 1 —ad ~ 2050,
0 0 0 1

Auf die Koeffizienten an den Stellen (3, 1), (3,2) kann man durch Trans-
formation mit 4,, B, einen Euklidischen Algorithmus ausiiben, ohne dafl sonst
auller an den Stellen (1, 4), (2, 4) etwas gedndert wird. Wegen (a,q, 25,) = 1
folgt also

(3.5) C =1+ ay(e51 — e4) — (081 + 2091 03;) €34 € N .
SchlieSlich folgt durch nochmalige Kommutatorbildung

(3.6) Oy = C{30C,C1= I + 2ay,6,,€ N .

Mit Hilfe von (3.6) folgt aus (3.5)

3.7) I+ agy (e — €15) — adre5 € N .

¢) Vermittels des Hilfssatzes 2.3 gelten (3.6), (3.7) auch fiir alle Koeffi-
zienten (2.6).

Transformiert man 4 mit D, ,, so wird a,, ersetzt durch @y, — ag, + @5, —
— @g4. Also gelten (3.6), (3.7) auch fiir ay, — a,,. Die gleiche SchluBweise mit
By, und a,, liefert (3.6), (3.7) auch fiir a;, + a4,

Wendet man diese Bemerkung statt auf 4 auf die Matrix C, an, so folgen
{3.6), (3.7) fur die Groflen 2a,,a,, und 2a,;a4, + 5,44, Daraus schlieBen wir

(3.8) I+ dage,€ N,
3.9) I+ 2ag (€33~ ) €N .

Diese Formeln gelten sodann auch fiir alle Koeffizienten (2.8).

Schlieflich kann man durch Transformation erreichen, daB auch Dif-
ferenzen von Diagonalkoeffizienten (2.9) und (2.10) an Stellen auBerhalb der
Diagonale erscheinen. So sieht man ein, dafl (3.8) und (3.9} auch fiir alle
Differenzen a,,; — a,; gelten.

Damit ist der Beweis des Hilfssatzes beendet.

Unser Resultat ist nicht so scharf wie das von BrRENNER fiur die Gruppe
8 L{n, Z) bewiesene [1, theorem 1)]. Man iiberlegt sich, daB fiir manche d das
genaue Analogon zu theorem 1 auch gar nicht gilt. Fir unsere Zwecke reicht
die Aussage des Hilfssatzes; um miihsame Fallunterscheidungen zu vermeiden,
verzichten wir auf eine moglichst weitgehende Verschirfung,.

4. Wir bezeichnen mit @,,,,, den kleinsten Normalteiler von Sp(2n, Z),
der die Matrizen I + mey, und I + m{e,q — e;9) enthilt. Wegen DIy
= B BP'Ey, - B{™ - B;™ kann man @,,,,, auch als den kleinsten Normal-
teiler von Sp(2n, Z) erkliren, der I + me,, enthilt,
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Ny, m 861 der Normalteiler aller Matrizen 4 € Sp(2x, Z), firdie 4 = Imodm
gilt. Trivialerweise gilt
(41) an,chan,m M

Unser Ziel wird sein, zu zeigen, daB} in (4.1) statt der Inklusion sogar Gleichheit
gilt.

In diesem Abschnitt werden wir das Analogon zu Brenners Reduktions-
lemma [1, lemma 6] beweisen.

Hilfssatz 4.1: Falls @y, = Nyp,p und @y, = Ny, s0 gilb

an-)*z.mz N2n+2,m .

Beweis: BEs sei A€ Nyy g, Unter der Voraussetzung des Hilfssatzes
werden wir zeigen A € @y, 19, ;e

a) Wenn A4 einen Diagonalkoeffizienten 1 hat, so kann man 4 so trans-
formieren, dafi dieser Koeffizient an die Stelle (1, 1) riickt; man darf also
annehmen a,, = 1. Durch Multiplikation mit Konjugierten von I + me,,,
I + m(e,3 — e45) kann man alle iibrigen Koeffizienten der ersten Zeile und der
ersten Spalte zu Null machen. Aus den symplektischen Relationen (2.2) folgt
dann @y, =1 und a,, ;= 0, a;,, =0 fiir ¢ > 2. Nun konnen wir die Voraus-
setzung Qap,;n = Nap,r anwenden und der Beweis ist beendet.

Wir haben also zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen es eine
Matrix A4’ gibt, die aus 4 durch Transformation und durch Multiplikation
mit Konjugierten von I + me,,, I + m(e,3— €,,) hervorgeht und die einen
Diagonalkoeffizienten 1 hat.

b) Unter Bezugnahme auf den Schritt a) im Beweise des Hilfssatzes 3.1
diirfen wir annehmen, dafl héchstens die ersten drei Koeffizienten in der ersten
Spalte von A von Null verschieden sind und daB (a4, a3;) = 1, (@44, @5;) = 1,
falls a,,, ag3; von Null verschieden sind. Sind diese Voraussetzungen némlich
nicht erfiillt, so kénnen wir 4 durch eine zu 4 konjugierte Matrix ersetzen,
in der sie erfillt sind. Wir bilden

4.2) A = E;F AY - E§RA - A7ES, .
In A’ steht an der Stelle (3, 3) der Koeffizient
4.3) Gy + cm Gy g + A{Agy + cmay,) + dayg .

Falls die Koeffizienten ayy, a,4 beide von Null verschieden sind, so kann man
wegen (a,;, d3;) = 1 durch passende Wahl von ¢ erreichen (a;, + cm a,5,045)
= m. Sodann lassen sich d,d’ so wihlen, daBl der Koeffizient an der Stelle
(3, 3) gleich 1 wird.

Falls a5, = 0, so transformiere man vorher mit C,,. Dadurch wird in der
ersten Spalte nur a3, durch a,, + a,, ersetzt und a,; bleibt unverdndert. Also
darf man annehmen a,q4 = 0.

Indem man in (4.2) A durch C%;, bzw. E¢, ersetzt, wird in (4.3) nur a,;
durch ay;,5 bzw. durch a,;_,,, ersetzt (k> 2). Also kénnen wir wie oben
schlieBen, daB alle Koeffizienten der dritten Spalte Null sind bis auf hochstens
die ersten drei.
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Falls nun a,, = 0, so folgt aus den Relationen (2.2):
A1l — Gy = 1
(4.4) @183 — Qg3 =0
Uy alag — Ogpthis= 0.

Daraus schlieflen wir a,5 = a5 = 0. Weil hochstens die ersten drei Koeffi-
zienten in der dritten Spalte von Null verschieden sind, so folgt az, = 1 1.
Falls m > 2, so folgt sogar a;; = 1. Falls m = 2, und a3 = — 1, so multipliziere
man 4 mit I — 2e53— 2¢;,. Die letztere Matrix liegt offenbar in @y, ., »,
und in der Produktmatrix steht an der Stelle (3, 3) der Koeffizient + 1. Also
diirfen wir annehmen a,, += 0.

Den oben durchgefithrten Schiufl konnen wir fur die Koeffizienten a,;, a4,
statt agy, @, wiederholen. Falls a,, == 0, so konnen wir an der Stelle (2, 2) den
Koeffizienten 1 erreichen. Also diirfen wir annehmen a,, = 0.

¢) Nun koénnen wir aber wie folgt schlieBen. Nach der Voraussetzung
unseres Hilfssatzes gibt es eine Matrix A’, die in den ersten vier Indices iiber-
einstimmt mit der Matrix

d 0 —-—c¢ O

0 a 0 a
1 “ yda;; —cagyy=1,d=1,c=0modm,
~g 0 a0

0 ¢ 0 d

und die an allen anderen Stellen mit der Einheitsmatrix iibereinstimmst, derart
daBB A" € 8p(@2n + 2,Z) ein Produkt von Konjugierten von 1+ me;,, I+
+ mie 3 — e49) in der Untergruppe von Sp(2n + 2, Z) ist, deren Elemente
samtlich in den letzten zwei Spalten und Zeilen mit der Einheitsmatrix iiber-
einstimmen. Das Produkt 4’ A hat aber an der Stelle (1, 1) den Koeffizienten 1.
Damit ist der Beweis des Hilfssatzes beendet.

Wir bendtigen spéter folgende Aussage.

Hilfssatz 4.2: Es sei 4 € N, ,,,. Durch Transformation und durch Multipli-
kation mit Konjugierten von I + me 5, I + m(e;3 — €,5) kann man aus 4 eine
der beiden Matrizen ableiten:

a b 0 0
¢c d 0 0
(4.5) A = ,
0 0 1 o
g 0 0 1
a 0 b 0
(4.6 A" 0 d 0 —¢
-6) “le 04 o

0 —b O a

Beweis: Falls man durch die obigen Operationen erreichen kann, daf ein
Diagonalkoeffizient 1 auftritt, so folgt aus dem Teil a) des Beweises von Hilfs-
satz 4.1, daB man aus 4 die Matrix (4.5) ableiten kann,
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‘Wenn man nicht zu (4.5) gelangt, so kann man der Argumentation unter b)
zufolge ag, = ay, = a,4 = 0, a,4 == 0 erreichen. Aus den Relationen (2.2) folgt
dann a,5 = 0. Weiter folgt aus (2.2): @y, = 35, G444 = @5, Ggq = —a3;, Gy
= — @, 3. Wir erhalten also

a G b Gy

0 d 0 —c¢
A =

¢ ass d 34

0 -5 O a

Das Produkt 4'’-'A4 ist ein Produkt aus Konjugierten von I + me,,, I+
+ m(e 3 — egq). Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Wir fiigen noch eine einfache Bemerkung an, die im Verlaufe des Ab-
schnitts 4. benutzt wurde. Fiir die Koeffizienten der Matrix (4.6) gilt

ad — bec=1.

Aus Det A" = 41 folgt némlich zunichst ad — bc = + 1, und das negative
Zeichen ist nicht moglich, wie man sofort durch Zuriickgehen auf die Erzeu-
genden E,, und E,, einsieht.

5. In den folgenden Abschnitten werden wir die Schliisse der Arbeit [6]
auf die Gruppe Sp(2n, Z) ibertragen. Unser Ziel wird sein, zu zeigen, daB in
(4.1) Gleichheit statt hat. Auf Grund des Hilfssatzes 4.1 brauchen wir diese
Aussage nur noch fiir vierreihige Matrizen za beweisen. Im folgenden werden
wir also nur noch mit der Gruppe Sp(4, Z) arbeiten.

Hilfssatz 5.1: Es sei X € N,,,,. Das Bild von X in der Faktorgruppe
Sp(4, 2)/Q,, , liegt im Zentrum.

Beweis: Wir nehmen den wesentlichen Schlul vorweg. Statt den Hilfs-
satz fiir X zu beweisen, geniigt es, den Beweis fiir eine Matrix X' zu fiihren,
die aus X durch Transformation und durch Multiplikation mit Konjugierten
von I + me g, I + m(e 3 — e4,) hervorgeht. Fiir Multiplikation ist das evident,
auf Grund der Definition von @, ,, und fiir Transformation folgt es daraus, daf3
die Bilder zweier konjugierter Matrizen X, X' beide zugleich entweder im
Zentrum liegen oder nicht.

Nach Hilfssatz 4.2 geniigt es also, die Aussage fiir die Matrizen (4.5) und
(4.6) zu beweisen.

Fihren wir den Beweis zuerst fiir (4.5). 4,, B, sind sogar in Sp(4, Z) mit A’
vertauschbar. Fiir C;, erhalten wir A'C,,4’'~! = A4°E7£C%,. In der Faktor-
gruppe gilt also 4'C,, 4’1 = C},.

Der gleiche SchluB ergibt, daB auch die Bilder der anderen Erzeugenden
(2.4) mit dem Bild von 4’ in der Faktorgruppe kommutieren.

WegenH, , ByE;} By D, = B,, B,C,, B3 1 O3 B, ;= A, kommutiert das Bild
von A’ auch mit den Bildern von 4,, B;. Damit ist der Beweis fiir (4.5) beendet.

Fiir (4.6) verlduft der Beweis dhnlich. Man erschlieft wie oben, daf3 das
Bild von 4" vertauschbar ist mit den Bildern von A,, B, 4,, By, Ci4, Dy,
Die Erzeugenden E,,, E,; kann man aber durch diese Elemente ausdriicken:

Eyp= 01:-3101—21 BflAs, Ey = 012320;2132_1441 .
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Damit ist das Bild von A” mit den Bildern aller Erzeugender (2.3), (2.4) ver-
tauschbar. Der Hilfssatz ist bewiesen.

6. In diesem Abschnitt werden wir Analoga zu den Hilfsséitzen 3.2 und 3.3
der Arbeit [6] aufstellen. Gegeniiber der Beweisfithrung in [6] treten groBere
Unterschiede auf.

Hilissatz 6.1: Essei X' € N, ,, und

@ 0 b 0
0 d 0 —¢
¢ 0 d 0
0 —b 0 a
@ : X' - X sei der natiirliche Homomorphismus von Sp(4, Z) auf die Faktor-

gruppe Sp(4, Z)/Qy, -
Es gibt eine Matrix X5, . 1 € Ny,

X =

a 0 pinsi @

0 dansy O JPTTES |
6.1 X; =
(6.1) 2n+ 1 il g dynsy O

0 —pintl a

derart, dafl @: X5, , , > X2r+1,
Beweis: Zun#chst liegt X im Zentrum der Faktorgruppe. Deshalb hat

01 0 0 0 -1 0 0 d 0 0 —c¢
-1 0 0 0 1 0 0 0 0 a —b 0
(6.2) X" = X’ =
010 0 01 0 0 —¢ d 1]
0 0 01 0 0 01 —b 0 0 a
dasselbe Bild X.

Wir berechnen ein Urbild fiir X?. Dazu bilden wir
ad ~—be bd -—ac
be ad -—-bd —ac
cd —cd a2 et

—ab —ab b a®

XI XII —

Man verifiziert ohne Miihe
By DR E st - AT' X' X" 4, - B3 fre At
i 0 0 0
0 1 0 0
0 0 d¥— 2bcd? —¢*
0 0 b4 2abid a®
Aus dieser Matrix erhdlt man durch Transformation
a* —~b¥-—2abtd O
cd ds — 2bed* O
0 0 1
0 0 0

(6.3) X, =

-0 QO
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und es gilt
{6.4) D X; > X2,
Wir beweisen nun den Hilfssatz durch Induktion nach n. Fir #n = 0 ist die
Aussage des Hilfssatzes richtig. Nehmen wir an, daBl der Hilfssatz bewiesen
sei bis n.

‘Wir transformieren (6.1) wie in (6.2) und schreiben

0100 0 -1 0 0
-1 0 0 O 1 0 0 0
Xé’n+3=Xé' 001 0 X,"ln+1 0 1 0
0 0 01 0 0 01
azd“hH —gb? — 2a2b2d ban+s+2ab2n+3d — qReintl
| daasy  adi—Zabed® —bInEidR o4 2BEnelcdr —cinis
B 0 —ehntt dynsr 0
—pan+1 0 0 a

Eine leichte Rechnung liefert
114 o oqetntE gttt oy, b2 -+ 2abid 2820 t+2d
g=4dy C 4y Eyy

2n + 12 2n+3
a 0 bEn+3 0
Ay, d—-bed+bierdy, .y BRI 20%c*dd,, q — AP+ 2bcd?) —cPnd
Tl oens o d — bed + Bc3dy, 1y 0
— pen+1 oy A1 22 apant+egd a

Die Matrix X}, , 3 X313 ist ein Produkt aus Konjugierten von I + me,,,
I+ m(e,3— €44). Andererseits gilt auf Grund der Induktionsannahme und
wegen (6.4) @ : X5, . g — X273, Damit ist der Beweis des Hilfssatzes beendet.

Hilfssatz 6.2: Die Voraussetzungen seien wie in Hilfssatz 6.1. Es gibt
eine Matrix

at ¥* 0 0
, ¢ d 00

(6.5) Xon = 1 o ENsm
0 0 01

derart, dafl @: X, —~ X2n
Beweis: Wir beweisen den Hilfssatz zuerst fiir n > 1. Wir stiitzen uns auf
Hilfssatz 6.1 und bilden

0 1 06 0O g —1 o0 0
-1 0 0 0 1 0 0 0
Xll [ XI _ . X‘/
zn 0o o 1 of“* o o 1 o
0O 0 o0 1 0 0 o0 1
adgy_y bedr-1  bd,,_, —ac*n?
—bn-1¢ ad —bn-1d —ac

cd’”._l —c2n-1g ddﬂn—l il

—ab?*-1 —ab —bin a?
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Man verifiziert
Bg‘"“+ab'"“d El—zcd,,._1+b’”-’c"‘“1d - XU Bv™* Ci‘g’“ CATIOH L i) Eé—lbd.,._,
1 0 0 0
01 0 0
= 0 0 4 ¢
0 0 —-b2r gt

Aus dieser Matrix gewinnen wir durch Transformation (6.5). Damit ist der
Hilfssatz fiir » > 1 bewiesen.

Der Beweis fiir n = 1 besteht in einer leichten Modifikation des ersten
Schrittes im Beweis von Hilfssatz 6.1.

Hilfssatz 6.3: Essei X ¢ N, ,, und

a 0 b 0

0 d 0 —c¢
_X::

¢ 0 d 0

0 —~b 0 a

Sei b +1 = g moda, ¢ = +1. Dann gilt X2+ € @, ..
Beweis: Zufolge des Hilfssatzes 6.1 brauchen wir nur zu zeigen X5, . 1€Qy, 1.
Wir bilden

@ 0 bAn+l 4 axm 0
X! Erm — 0 dynsy + xmetnt? 0 —cantl
2n+1 12 c2ntl 0 dg“+1 + wmean 0
0 — b2+l gam 0 a
Sei @ = 1 + km. Die Gleichung
(6.6) b+l 4 qam = ~ gkm

ist 16sbar fir 427+ = s moda, ¢ = 4 1. Sei Xy, . ,die obige Matrix mit der
Losung von (6.6). Wir schreiben
1 0 —~gkm O

O d’l O —_ c”
E7s X3 By =
12 2n 4112 o’ 0 d” 0
0 gkm 0 1

Die Matrix rechts liegt in @,, ,,. Damit ist der Beweis des Hilfssatzes beendet.
Hilfssatz 6.4: Die Voraussetzungen seien wie in Hilfssatz 6.3. An Stelle der
dort angegebenen Kongruenz moge aber gelten %" = ¢ moda?, ¢ = +1. Dann
gilt X ¢ Q...
Beweis: Wir benutzen Hilfssatz 6.2 und notieren

at bt tatzm O O
4 d!l 0 O
Az .
Zn S 0 0 1 0
0 0 0 1

Math, Ann. 159 9
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Man setze a? = 1 + km. Die Gleichung
(6.7) b 4 g?zm = —gkm

ist losbar fiir 2% = ¢ moda?, ¢ = 4 1.

Fiir den weiteren Verlauf des Beweises kénnen wir auf den Beweis von
Hilfssatz 6.3 verweisen.

7. Wir werden nun folgendes zeigen:

Hilfssatz 7.1: Sei X ¢ ¥, und

e 0 b 0
0 d 0 -
X= c 0 d
0O —-b 0 a
Dann gilt X € @, ,,,.
Beweis: Die Matrix
a-tb 0 b 0
0 L
—t X
(71) EIZXElz & 0 a 0
0 —b 0 a+itd
hat dasselbe Bild in der Faktorgruppe Sp(4, Z)/Q,,,, wie X.
p-1
Wir wahlen eine Primzahl a + tb=p. Dann gilt b6 2 = +1(p). Falls

= — 1 mod4, so ist der Exponent £ 5 ! ungerade. Dann ist Hilfssatz 6.3

anwendbar und liefert
it
(7.2) X 2 €CQum-
Falls a =1, b = 0 mod 4, so wihle man eine Primzahl ¢ + 'b = — p,. Dann ist
7= — 1 mod4, und (7.2} folgt mit p, an Stelle von p. Es liegt also in jedem
Falle eine ungerade Potenz von X in @, ,,.
Da b2 ~1) = 1 mod p?, so liefert Hilfssatz 6.4:

(7.3) XP@=D € Qg -

Sei nun p— 1 = 2443 . . . ¢f die Zerlegung nach Primpotenzen.
Wir wihlen zwei Primzahlen r, #* mit folgenden Eigenschaften:

(74) » ; :Qlomodb und modg,, ..., modg;,
7.5 =2 mod
( « ) 7,1 =9 p.

Da p nicht in b und ¢,, . . ., ¢, aufgeht, so gibt es solche Primzahlen.

Wir setzen a’ = rr’. Wegen (7.4) gilt o’ = a modb, also liegt &’ in der
arithmetischen Progression @ -+ tb.

Fiir den Exponenten moda’? gilt

(7.6) Y@@' =frir— 1), —1)].
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In der eckigen Klammer steht das k. g. V. Wegen (7.4), (7.5) hat p(a’?) mit
p{(p — 1) keinen ungeraden Primfaktor gemeinsam. Andererseits liefert Hilfs-
satz 6.4 wegen b?@V = 1(a’?):

(7.7) XY € Qpm -

Aus (7.2), (7.3), (7.7) und der an (7.2) anschlieBenden Bemerkung folgt X ¢ @, ,».
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

8. In diesem Abschnitt werden wir ein zu Hilfssatz 7.1 analoges Resultat
fir die Matrizen (4.5) beweisen.

Hilfssatz 8.1: Essei X' ¢ N, ,, und

a & 0 0
c d 0 0
X =
0 ¢ 1 0
0 0 0 1
Es gibt eine Matrix X5, 1 € Ny
a bﬂn+1 O O
20 +1
1) Kpya= |0 G 00
0 0 01

derart, daB & : X;, ., -~ X.

Diese Aussage gilt fiir jede natiirliche Zahl ».

Beweis: Wir fithren einen Induktionsbeweis nach n. Fir n = 0 ist der
Hilfssatz richtig. Nehmen wir an, daf} er bis » bewiesen sei.

Wir betrachten

d 0 ¢ 0 a bintt O O
' 0 a 0 —5b eantt g 000
®2) Xnes=ly o4 oflo o o1
0 —¢ O d 0 0 1 0
ad bintid ¢ 0
actn+l dgpyy 0 —0
e Bt g 0
—c2nt2 —edgyyy O d
Der linke Faktor in (8.2) liegt nach Hilfssatz 7.1 in @, ,,. Also gilt
(8.3) $:X5,, s+ X.

Aus (8.2) erhalten wir

— g eI papined ’” —bB p—c y—bitd 4 —gbIHL
B1 Dy, - X2n+3 - By Eay Oie Al

1 0 0 0
01 0 0

= 0 0 a pan+3
0 0 At dy,.,

9*
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Aus dieser Matrix folgt durch Transformation X;,, . 3. Damit ist der Hilfssatz
bewiesen.
Hilfssatz 8.2: Sei X € N, und

a b 0 0
¢c d 0 0
X 3
0 0 1 ©
0O 0 o0 1
Dann gilt X € @, ...
Beweis: Die Matrix
a+tb b 0 O
¢ d 0 0
BitX B =

] 0 1 ¢
0 0o 0 1

hat dasselbe Bild beziiglich @ wie X.
Man wihle eine Primzahl @ + tb = poder g + tb = — p und p = — 1 mod 4.
p—1
Dann gilt b 2 = 41 modp und der Exponent ist ungerade. Der im Beweis
von Hilfssatz 6.3 bzw. 6.4 verwendete Schiuf liefert X3, , ; € @, , fiir die Matrix

(81) mit 2n + 1 = 21 Aus Hilfssatz 8.1 folgt X € Q,,». Damit st der

Hilfssatz bewiesen.

9. Aus den Hilfssdtzen 4.2, 5.1, 7.1 und 8.2 fliellt nun das Ergebnis

Hilfssatz 9.1: Es sei X € N, ,,. Dann gilt X € @, ,,.

Wegen (4.1) folgt daraus

Hilfssatz 9.2: Es gilt @, ,, = Ny,

10. Wir fassen das Ergebnis der vorliegenden Arbeit zusammen.

Satz: Betrachtet wird die Siegelsche Modulgruppe Sp(2n, Z) (n > 1).

Es sei Qqy, ., der kleinste Normalteiler von Sp(2n, Z), der die Matriz 1 + me, ,
enthilt. N,, .. sei die volle Kongruenzuntergruppe aller Elemente A ¢ Sp(2n, Z),
fiir die A =1 modm gilt.

Beide Normalteiler stimmen diberein:

ansm = N 2n,m ¢
Fiir » = 2 stimmt der Satz mit dem Hilfssatz 9.2 iiberein. Fir » > 2 ist er
sodann eine unmittelbare Folge aus den Hilfsséitzen 4.1 und 9.2.

Corollar 1: Es set N <1 8p(2n,Z) ein Normalteiler, der vom Zentrum
(I, —I) und von der Identitit verschieden ist. N enthilt eine volle Kongruenz-
untergruppe N, .. fir eine gewisse natirliche Zahl m.

Das Corollar folgt aus dem Satz und aus Hilfssatz 3.1.

Corollar 2: Alle echten Faklorgruppen von Sp(2n,Z), mit Ausnahme der
Faktorgruppe nach dem Zentrum, sind Faktorgruppen von Kongruenzfaktor-
gruppen 8p(2n, m) = Sp(2n, Z)|Ny,, . Insbesondere sind sie also endlich.

Corollar 3: Es sei U Sp(2n, Z) eine Untergruppe von endlichem Index in
8p(2n,Z). U enthilt eine volle Kongruenzuntergruppe N,, .. fir eine gewisse
natiirliche Zahl m.
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Da U nimlich endlichen Index hat, so ist der Durchschnitt von U mit seinen
Konjugierten ein Normalteiler von endlichem Index.

Literatur

[1] BRENNER, J. L.: The linear homogeneous group, III. Ann. Math, 71, 210—223
(1960).

[2] GorrscHLING, E.: Explizite Bestimmung der Randflichen des Fundamentalbereichs
der Modulgruppe zweiten Grades. Math. Ann. 138, 103—124 (1959).

[3] Hua, L. K., and I. REINER: On the generators of the symplectic modular group.
Trans. Am. Math. Soc. 65, 415—426 (1949},

{4] Krixeex, H.: Charakterisierung der Siegelschen Modulgruppe durch ein endliches
System definierender Relationen. Math. Ann. 144, 6472 (1961).

{51 Maevus, W.: Uber n-dimensionale Gittertransformationen. Acta Math. 64, 353—367
(1934).

[6] MENNICKE, J.: Finite factor groups of the unimodular group. Ann. Math. 81, 31—37
(1965).

[7]1 ZassExuAUs, H.: Theory of groups. New York: Chelsea Publ. Comp. 1958.

(Eingegangen am 24, April 1964)

Zusatz bei der Korrektur (3.2.1965). Nach der Einreichung des Manuskripts sind
einige Arbeiten erschienen, die mit dem Gegenstand der vorliegenden Arbeit in engem
Zusammenhang stehen.

{I] H. Bass, M. Lazarp, J.P.Serre: Sous-groupes d’indice fini dans SL{(n, Z).
Bull. Am. Math. Soc. 70, No. 3, 385—392; (May 1964).

[I1] H. Bass: K-theory and stable algebra. Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. 22,
489544 (1964).

In der Arbeit [I] findet sich das Ergebnis der vorliegenden Arbeit als théoréme 3
(p. 392), allerdings ohne Beweis. Der Beweis beruht, ebenso wie der des entsprechenden
Satzes fiir SL(n, Z), auf bisher unvertffentlichten Untersuchungen von M. Lazarp und
auf Ergebnissen von H. Bass, die in [II] dargestellt sind. Man vergleiche dazu auch das
Referat iiber [I] von J. Dizvpony% in Math. Rev. (Dec. 1964).

Beziiglich des Koeffizientenbereichs ist folgendes zu bemerken. Es hat sich inzwischen
herausgestellt, dafl die Methoden der Arbeiten [II] und [6] ausreichen, um folgendes zu
zeigen: Sei k ein endlich-algebraischer Zahlkorper, » die Maximalordnung aller ganzen
Zahlen aus k, S L(n, v) die spezielle lineare Gruppe iiber 0. Sei n > 3. Jeder Normalteiler
in SL(n, 0) ist entweder endlich und liegt im Zentrum, oder er hat endlichen Index und
enthilt eine volle Kongruenzuntergruppe. Auf Grund dieser Bemerkung diirfte es nicht
schwer sein, die Schliisse der vorliegenden Arbeit so abzuéindern, da8 sich das Analogon
des obigen Satzes fiir die Gruppe Sp(2n, o) ergibt.

Eine zweite Bemerkung bezieht sich auf die Ubertragung des Satzes der vorliegenden
Arbeit auf andere Typen von linearen Gruppen mit ganzrationalen Koeffizienten. A. BOREL
verdanke ich den freundlichen Hinweis, dafl man die bisherigen Methoden wohl ausbauen
kann zum Beweis eines allgemeineren Satzes iiber die Restriktion G einer iiber dem
rationalen Zahlkorper definierten halbeinfachen, einfach-zusammenhéngenden linearen
algebraischen Gruppe ¢ vom ,,Chevalley-Typus‘’. Diese Verallgemeinerung werden wir
in einer weiteren Arbeit behandeln.



