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Zur Theorie der Siegelschen Modulgruppe 
Von 

J. MENNICKE in Braunschweig 

1. Die Siegelsehe Modulgruppe Sp(2n, Z) (n > 1) ist in neuerer Zeit Gegen- 
stand mehrerer Untersuehungen gewesen. E. GOTTSCm~I~G [2] hat ffir n ----- 2 
einen Fundamentalbereieh explizit aufgestellt. H. KL~Gv.N [4] hat sodann ffir 
n ~ 2 definierende Relationen angegeben. 

In der vorliegenden Arbeit mSehten wir einen weiteren Beitrag liefern, der 
sieh ebenfalls auf die Struktur der Siegelsehen Modulgruppe als abstrakte 
Gruppe bezieht. Wir werden versuehen, die homomorphen Bilder yon Sp (2 n, Z) 
zu bestimmen. Es wird sich zeigen, dal] abgesehen yon der Faktorgruppe nagh 
dem Zentrum alle eehten Faktorgruppen yon Sp(2n, Z) endliehe Ordnung 
haben und Faktorgruppen yon Kongruenzfaktorgruppen sind. Daraus folgt 
dann die Aussage: Jede Untergruppe yon endliehem Index in Sp(2n, Z) 
enth~lt eine voile Kongruenzuntergruppe. 

Der Beweis dieser Aussagen ist verh~ltnism~Big einfaeh, wenngleieh ins- 
besondere im Hinblick auf andere Koeffizientenbereiche noch keineswegs 
befriedigend. Unser Beweis besteht im wesentliehen darin, die Methoden der 
beiden Arbeiten [1] und [6] fiber die volle lineare Gruppe SL(n, Z) auf die 
Gruppe Sp(2n, Z) zu fibertragen. Die Verhgltnisse sind komplizierter: die 
Gruppe S'p(2n, Z) ist nicht so ,,homogen" wie die Gruppe SL(n, Z). 

Bezfiglich des Koeffizientenbereiehs ist folgendes zu bemerken. Der Beweis 
beruht in seinem Kern auf zwei Aussagen. Die eine geht auf J. BREI~NER [1] 
zurfick und hat zum Inhalt, daft jeder Normaltefler in einer hinreichend 
,,homogenen" Matrizengruppe eine gewisse Normalmatrix enth~lt. Der Beweis 
benutzt die Existenz eines Euklidischen Algorithmus und fibertr~gt sich 
unmittelbar nur auf Hauptidealringe mit Euklidischem Algorithmus. Die 
zweite Aussage kennzeiehnet Normaltefler, die eine gewisse Normalmatrix 
enthalten. Der Beweis setzt einige Kenntnisse fiber die Arithmetik in dem 
Koeffizientenbereieh voraus, etwa fiber die Primideale und die Faktorringe 
des Koeffizientenrings. Er l~Bt sieh z. B. leieht ffihren, wenn man im Ring Z 
der ganzrationalen Zahlen den Diriehletschen Satz fiber Prim~.ahlen in arith- 
metischen Progressionen verwendet. Es ist sehr wahrseheinlich, dab man die 
zweite Aussage auf Ma~imalordnungen in algebraischen ZahlkSrpern fiber- 
tragen kann. 

Wenn man also zu ailgemeineren Koeffizientenbereichen iibergehen will, 
so wird man zuerst versuehen, Brenners Ergebnis zu verallgemeinern. 
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Indessen werden wir in der vorliegenden Arbeit keinen Sehritt in Riehtung 
auf eine Verallgemeinertmg unternehmen. Die Siegelsche Modulgruppe spielt 
in vielen Gebieten der Mathematik eine wichtige Rolle. Sie beschreibt u. a. die 
Periodentransformationen der Abelschen Integrale 1. Gattung auf einer 
Riemannschen Fl~ehe veto Gesehlecht n. In  der Theorie der topologischen 
Abbfldungen von gesehlossenen orientierbaren Fl~chen vom Geschlecht n 
liefert sie die Wirkung der Abbfldungen auf der 1. Homologiegruppe, was 
manchmal ffir die Theorie der Heegaard-Diagramme von Interesse ist. Das 
sind nut  einige Beispiele yon unimodularen Transformationen, bei denen eine 
gewisse schiefsymmetrische Bilinearform invariant bleibt. SchlieBlich hat die 
Gruppe Sp(2n,  Z) aueh, trotz ihres speziellen Koeffizientenbereiehs, einen 
Platz in der Theorie der algebraischen Gruppen. 

Aus all diesen Griinden schien es ratsam, sich zungchst auf den einfachsten 
Koeffizientenbereich zu besehrgnken. 

2. In  den folgenden drei Absehnitten werden wir die Ergebnisse der Arbeit 
[1] auf die symplektische Gruppe iibertragen. 

Der Bequemliehkeit halber formulieren wir die Definition der Siegelsehen 
Modulgruppe Sp(2n,  Z). Diese Gruppe besteht aus allen 2n-reihigen quadra- 
tisehen Matrizen A mit  Koeffizienten aus dem Ring Z der ganzen rationalen 
Zahlen und DetA = + 1, welche die schiefsymmetrische Bilineafform invariant 
lassen: 

(2.1) / ( x ,  y) : ~ (x2i_iY2i  -- x2 iY2i_ l )  . 
i=1 

Ist  also B die Matrix der Form (2.1), so grit 

(2.2) A ' B A  = B .  

Manehmat normiert man die Form etwas anders, doeh ist dieser Untersehied 
ohne Bedeutung. 

Wir bezeiehnen im folgenden mit I die Einheitsmatrix und mit ei, ~ die 
Matrix, welehe an der Stelle (i, j) einen Koeffizienten + 1 und sonst Koeffi- 
zienten 0 besitzt. 

Hi l f s sa tz  2.1: Die Gruppe Sp(2n,  Z) wird erzeugt yon den Matrizen 

At  = I ÷ e2i_l ,2i  , 

(2.3) B~ = I + e2i,~i_l , 
( i =  1 , . . . , n ) ;  

C~  = I + e2t_l,2k÷ e2k_l,2t, 

(2.4) D i k  ----- I + e2 t ,=~_1+  e=~,=t_ 1 , 

E ~  = I -  e= i ,=~÷  e 2 ~ _ i , ~ _  ~ , 
(i:~ k , i , k =  1 . . . . .  n ) .  

Der Beweis beruht darauf, da~ man mittels der Erzeugenden (2.3), (2.4) auf die 
Koeffizienten einer Zeile einen Euklidischen Algorithmus ausiiben kann, 
ebenso fiir Spalten. Da es sieh um eine bekannte Aussage handelt, so k6nnen 
wir die Einzelheiten fibergehen. 
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Hil~ssatz 2.2: 
g~t 

Ffir die zu A = (aik) E S p ( 2 n ,  Z)  inverse Matrix A -1 : (a~k)  

a2i,2 k : a2i_1,27¢_1, 

a 2 i _ l , 2 k _  1 ~ a2 i ,2k ,  
(2.5) t 

a2i,2k--1 = - -  a2 i -1 ,  2k,  
t 

a2i - - l ,2k  = - -  a2i, 2 k - 1 "  

Der Beweis beruht auf der Gleichung (2.2): A -1 = B - 1 A  ' B .  
Hilfssatz 2.3: Wit betraehten Transformationen mit Matrizen, die in jeder 

Zeile und Spalte genau einen yon 0 versehiedenen Koeffizienten ± 1 haben. 
Bei solchen Transformationen werden die Koeffizienten einer Matrix permutiert 
und mit Faktoren ± 1 multipliziert. Die nicht in der Diagonale stehenden 
Koeffizienten fallen in hSchstens drei Transitivit~tsgebiete : 

(2.6) 9A : {a2i_1 ,2 i  , - - a 2 i , ~ i _ l ;  i : 1 . . . . .  n }  , 

(2.7) ~ = (a2i ,~i-1,  - - a 2 i - l , 2 i ;  i = 1 . . . . .  n}  , 

( 2 , 8 )  ~ :  { a i i _ l , 2 k _ l ,  a2i ,2k,  a 2 i , 2 k _ i ,  a 2 i _ l , 2 k  , -  a 2 i _ 1 , 2 k _ l ,  

- - a 2 i , 2 k , - - a 2 i , 2 k _ l , - - a 2 i _ l , 2 k ;  i , ] ~ =  1 . . . . .  n, i : ~  I t} .  

Die Differenzen yon Diagonalkoeffizienten fallen, bis auf Vorzeichen, in 
hSchstens zwei Transitivit~tsgebiete : 

(2.9) ~9 = {a2t,2 i - a2 i_ l ,~ i_ l ;  i = 1 . . . . .  n}  , 

(2.10) ~ : {a2i ,2 i -  a 2 k , 2 / :  , a 2 i _ 1 , 2 i _  1 -  a2k,2k,  a2t,2 i -  a 2 k _ l , 2 k _ l ,  

a 2 i _ 1 , 2 i _  1 -  a 2 k _ l , 2 k _ 1 ;  i ,  ~¢ : 1 . . . . .  n ,  i :~= ]~} • 

Der Beweis des Hilfssatzes ist sehr einfach und beruht im wesentliehen auf 
folgender Aussage : 

Hilfssatz 2.4: Es sei A E S p ( 2 n ,  Z). Wir bezeichnen mit At~ die vierreihige 
Teilmatrix yon A, in d e r n u r  die Indices 2i - 1, 2i, 2k - 1, 2k auftreten. Sei 
etwa i ~ k. 

Es gibt ein Element X E S p ( 2 n ,  Z)  derart, dab in der Matrix A'  : X A X  -1 
die Teilmatrizen Aik und A12 vertauscht sind, und zwar so, dab die Indices 1 
und i sowie 2 und k vertauscht sind. 

Beweis:  Der Beweis besteht in einer leichten Reehnung. Wir geben die 
transformierenden Matrizen X an. 

Sei i # 1. Dann leistet X = E k ~ E ~ E k ~  • E i l E ~ I E i l  die in  dem Hilfssatz 
verlangte Permutation. 

Fiir i = 1, k > 2 transformiere man mit X = Ek~E2~-I Ek2. 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Der Hilfssatz 2.4 gestattet, die Aussage des Hilfssatzes 2.3 auf die Koeffi- 

zienten der Teilmatrix A 12 zuriickzufiihren. Fiir die Koeffizienten dieser Tefl- 
matrix besteht der Beweis des Hilfssatzes aber in einer trivialen Rechnung. 

Aus Hilfssatz 2.3 flieBt sofort folgende Aussage: 
Hiltssatz 2.5: Die Erzeugenden (2.4) und ihre Inversen sind s~mtlieh 

konjugiert. 
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Die Erzeugenden A~, B~ -1 (i = 1 . . . . .  n) sind alle konjugiert. 
3. In  diesem Abschnitt  werden wit das Hauptergebnis der Arbeit [1 ] auf 

die Gruppe Sp (2n, Z) fibertragen. Wit  werden das Analogon zu Theorem i und 
Theorem 2 [1, p. 213] beweisen. 

HilTssatz 3.1: Es  sei 
N <~ Sp(2n,  Z) 

ein Normalteiler, der yon der Identit/i$ und yore Zentrum versehieden ist. 
/V enth/~l$ folgende Matrizen: 

(3.1) I + 4d e~2, 

(3.2) I + 2 d ( e l a -  e4z ) . 

d ist der g. g. T. der nieht in der Diagonale stehenden Koeffizienten und der 
Differenzen yon Diagonalkoeffizienten ffir alle Elemente yon N. 

Beweis: Der Beweis besteht  in einer Reehnung, die sieh eng an die Beweise 
im Absehnitt  2. der Arbeit [1] anlehnt. 

a) Sei A = (a~) E N. Wit  zeigen, dab es eine zu A konjugierte Matrix gibt, 
in der a21 unver/~ndert ist und in der die Koeffizienten der ersten Spalte alle 
Null sind bis auf h5ehstens die ersten drei, und in der aul3erdem gilt (all, a21 ) 
= 1, falls diese beiden Koeffizienten yon Null versehieden sind. 

Transformation mi t  A~, B~ ffir i > 1 bewirkt auf den Koeffizienten der 
ersten Spalte nur einen Euklidischen Algorithmus ffir a~_ l ,  1 und ag.~,x. Also 
daft  man  annehmen a~ ~.1 = 0 fiir i > 1. 

Transformation mit  E ~  1 und E~-~ fiir i, k > 1 bewirkt  in der ersten Spalte 
nut  einen Euklidisehen Algorif, hmus fiir die Koeffizienten a2i_l, 1 und  a2~_1, ~. 
Also kann man  alle Koeffizienten der ersten Spalte zum Verschwinden bringen 
bis auf h5ehstens die ersten drei. 

Transformation mi t  E~ -t liefert fiir die ersten vier Koeffizienten der ersten 
Spalte: thl + taal, a~x, aal, - t a ~ l .  Setzt man  t = 1 und transformiert  ansehlie- 
fiend rnit As, B~, so erreieht man,  daft der dritte und vierte Koeffizient durch 
(a~l , aal ) und 0 ersetzt werden. Also daft  man  aal [ a~l annehmen. Darm folgt 
(ahl, a31 ) = 1, und t laltt sieh so w/ihlen, dab (all + taal, a~l ) = 1 ist. 

b) Wir diirfen also armehmen a41 . . . . .  a2n,1 = 0. Der Kommuta to r  

(3.3) C 1 = A ~ A A ~ I A  -~ 

s t immt  yon der fiinften Zeile an mi t  der Einheitsmatrix fiberein. Aus den 
Relationen (2.2) folgt dann, dab Cx auch yon der fiinften Spalte an mi t  der 
Einheitsmatrix fibereinstimmt. Wit  notieren die Teilmatrix mit  den Indices 
1, . . . , 4 :  

1 -f-auam,-4-a~ 1 1 --a~x--aala,1 0 --axlaal--a,  t a , l \  

C1___ - a~l 1 --alia,1 0 --a,laal | • 

amlatl --chlaal 1 --a~l I 
0 0 0 1 / 
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Wit  bilden einen weiteren Kommuta tor :  

(3 .4 )  C 2 = C 1 ~ C I OG I O i  -1 , 

I0 1 0 --a~1 

CZ = a.]1 a,,a~l + a~1 1 --a~l -- 2a,,%x " 

\ 0  0 0 1 

Auf die Koeffizienten an den Stellen (3, 1), (3, 2) kann man durch Trans- 
formation mit A1, B 1 einen Euklidischen Aigorithmus ausfiben, ohne dab sonst 
aul3er an den Stellen (1, 4), (2, 4) etwas ge£ndert wird. Wegen (all, asl ) - 1 
folgt also 

(3.5) C --- I + a21(esl - e14 ) - (a~1 + 2a~lasl)es4 E N .  

Sehliel31ieh folgt dureh noehmalige Kommutatorbi ldung 

(3.6) C a -- C~'~CCI~C -1 --~ I ÷ 2a~1e34 E N .  

Mit Hflfe yon (3.6) folgt aus (3.5) 

(3.7) I + a31(e~1- e14)- a~,e3, E N .  

c) Vermittels des Hilfssatzes 2.3 gelten (3.6), (3.7) aueh for alle Koeffi- 
zienten (2.6). 

Transformiert man A mit DI~ , so wird a2~ ersetzt dureh azl -- aa4 + aal -- 
-- a24. Also gelten (3.6), (3.7) aueh for as1 -- a~a. Die gleiche Sehlul3weise mit 
E21 und a1~ liefert (3.6), (3.7) auch fOr aa2 + ah4. 

Wendet man diese Bemerkung start  auf A auf die Matrix C 1 an, so folgen 
(3.6), (3.7) for  die GrSl3en 2azlaal und 2alla31 + azlaal.  Daraus sehlieBen wir 

(3.8) I + 4aa, ea4 E N ,  

(3.9) I + 2aal(eal -- e14 ) E N .  

Diese Formeln gelten sodann aueh fOr alle Koeffizienten (2.8). 
Sehliel]lieh karm man dutch Transformation erreichen, da6 aueh ])if. 

ferenzen yon Diagonalkoeffizienten (2.9) trod (2.10) an Stellen auBerhalb der 
Diagonale erscheinen. So sieht man ein, dab (3.8) und (3.9) aueh fiir alle 
Differenzen a~,~-- ak, ~ gelten. 

Damit  ist der Bowels des Hilfssatzes beendet. 
Unser Resultat ist nicht so seharf wie das yon BR~.~N~.~ fOr die Gruppe 

S L ( n ,  Z )  bewiesene [1, theorem 1]. Man iiberlegt sich, dal] fOr manche d das 
genaue Analogon zu theorem 1 auch gar nieht grit. FOr unsere Zwecke reicht 
die Aussage des Hilfssatzes; um miihsame FaUunterscheidungen zu vermeiden, 
verziehten wir auf eine m6glichst weitgehende Versch~rfung. 

4. Wit bezeichnen mit  Q,n,m den kleinsten Normaltefler yon S p ( 2 n ,  Z),  
der die Matrizen I + me~2 und I + m ( e l s -  e,z ) enth~lt. Wegen D ~  
= E ~ B ~ E , ~  • B~ "~.  B ~  m kann man Q,,,m auch als den kleinsten Normal- 
tefler yon S p ( 2 n ,  Z) erkl~ren, der I + me~ ~ enth~lt. 
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N , , , ~  sei der Normaltefler  aller Matrizen A E ST (2n, Z), ffir die A ~ I m o d  m 
gilt. Trivialerweise gilt 

(4.1) Q~,m C N2~,~ • 

Unser  Ziel wird sein, zu zeigon, dab  in (4.1) s t a t t  der Inklusion sogar Gteichheit 
gilt. 

I n  diesem Abschni t t  werden wir das Analogon zu Brenners  Redukt ions-  
lemma [1, lemma 6] beweisen. 

Hilfssatz 4.1: Falls Q2n,,n -~ N2n, m u n d  Q4,m = N4,m, so gilt 

Q2n+2,m = N2n+2,m • 

Beweis: Es sei A E N~n+~,m. Unte r  der Voraussetzung des Hilfssatzes 
werden wit  zeigen A E Q,n+~,~. 

a) W e n n  A einen Diagonalkoeffizienten 1 hat ,  so kann  man  A so t rans-  
formieren, daI3 dieser Koeffizient an die Stelle (1, 1) r i ickt ;  m a n  daf t  also 
annehmen a l l  = 1. Durch  Multiplikation mi t  Konjugier ten  yon  I + me12 , 
I + ra (e 1 a - e4 ~) kann  m a n  alle iibrigen Koeffizienten der ersten Zeile und  der 
ersten Spalte zu Null machen.  Aus den symplekt ischen Relat ionen (2.2) folgt 
dann  a~.~ = 1 und  a,,~ = 0, a~,~ = 0 fiir i > 2. N u n  kSnnen wir die Voraus- 
setzung Qg.n,~, = N,n,,n anwenden und  der Beweis ist beendet.  

Wir  haben  also zu untersuchen,  un ter  welchen Voraussetzungen es eine 
Matr ix A '  gibt, die aus A durch  Transformat ion  und  durch  Multiplikation 
mi t  Konjugier ten  von I + me l t ,  I + m ( e l a -  e4~ ) hervorgeht  und  die einen 
Diagonalkoeffizienten 1 hat.  

b) U n t e r  Bezugnahme auf  den Schri t t  a) im Beweise des Hilfssatzes 3.1 
diirfen wir annehmen,  dal] h6chstens die ersten drei Koeffizienten in der ersten 
Spalte yon  A yon  Null verschieden sind und  dab  (a11, a21 ) = 1, (a11, a31 ) = 1, 
falls a~1, aal  yon  Null  verschieden sind. Sind diese Voraussetzungen n£mlich 
nicht  erfiillt, so kSnnen wir A durch  eine zu  A konjugiel~e Matr ix  ersetzen, 
in der  sie erfiillt sind. Wi t  bilden 

(4.2) A ' -  - x  ~" c~ -- E21 A2 • E 1 2 A  • A ~ a E ~ I .  

I n  A '  s teht  an  der  Stelle (3, 3) der  Koeffizient 

(4.3) aaa + cm ala + d ( a a l  + cm ~1) + d' a4a. 

Falls die Koeffizienten aax , aaa beide yon  Null  verschieden sind, so kann  m a n  
wegen (a11, aal ) = 1 du tch  passende Wah l  yon  c erreichen (as1 + cm ehl,a4a ) 
= m. Sodann lassen sich d, d '  so wKhlen, dab  der Koeffizient an  der Stelle 
(3, 3) gleich 1 wird. 

Falls aal = 0, so t ransformiere m a n  vorher  mi t  C 1 z. Dadu rch  wird in der 
ersten Spalte nu t  a31 du tch  a~l + aal ersetzt  und  a4a bleibt unver/~ndert. Also 
daf t  m a n  annehmen a a a = 0. 

I n d e m  m a n  in (4.2) A~' du tch  C~'k bzw. E~2 ersetzt,  wird in (4.3) nur  aaa 
du tch  aak, a bzw. durch  a2~_~, a ersetzt  (k > 2). Also k6nnen wit  wie oben 
schlieBen, dab alle Koeffizienten der dr i t ten  Spalte Null sind bis auf  h6chstens 
die ersten drei. 
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Fa l l s  nun  a42 = 0, so folgt  aus  den  Re la t ionen  (2.2) : 

a l l a 2 ~ -  vh2a2i = 1 

(4.4) a 1 1 a 2 3 -  a21ala = 0 

a i ~ a 2 3 -  a22ala = 0 . 

D a r a u s  schlieBen ~ a13 = a~3 = 0. Wei l  h6chs tens  die  e rs ten  dre i  Koeffi-  
z ien ten  in  de r  d r i t t e n  Spa l t e  yon  Nul l  versch ieden  sind,  so folgt  a33 = :E 1. 
Fa l l s  m > 2, so folgt  sogar  %3 = 1. Fa l l s  m = 2, u n d  %3 = --  1, so mul t ip l iz ie re  
m a n  A m i t  I -  2eaa - -2e44 .  Die le tz te re  M a t r i x  l iegt  offenbar  in  Q~n+2,,, 
m i d  in  de r  P r o d u k t m a t r i x  s t eh t  an  de r  S$elle (3, 3) de r  Koeff iz ient  + 1. Also 
dfirfen wir  annehmen  a 42 # 0. 

Den  oben  durchgeff ihr ten  Schlul3 k6nnen  wi t  ffir die Koeff iz ienten  a~l , a a ,  
s t a r t  aal , a42 wiederholen.  Fa l l s  % i  # 0, so k6nnen  wi t  an  der  Stelle (2, 2) den  
Koeff iz ienten  1 erreichen.  Also dfirfen wi t  annehmen  a2i = 0. 

c) N u n  k6nnen  ~ r  abe r  wie folgt  schliel~en. Nach  der  Vorausse tzung  
unseres  Hi l fssa tzes  g ib t  es eine Ma t r i x  A ' ,  die in  den  e rs ten  vier  Ind ices  fiber- 
e i n s t immt  m i t  der  Mat r ix  

rill 0 a i  

- - a a l  0 aii 

\ 0 c 0 d / 

, d a 1 1  - -  ca31 = 1, d - -  1, c ~ 0 m o d m ,  

u n d  d ie  an  a l ien  ande ren  Ste l len  m i t  de r  E i n h e i t s m a t r i x  f ibere ins t immt ,  d e r a r t  
d a b  A '  E S p ( 2 n  + 2, Z)  ein Produk~ y o n  K o n j u g i e r t e n  yon  I + me12, I + 
+ m ( e l a - - e 4 ~  ) in  de r  U n t e r g r u p p e  y o n  S p ( 2 n +  2, Z)  ist ,  deren  E l e m e n t e  
s/~mtlieh in den  l e tz ten  zwei Spa l t en  u n d  Zeilen m i t  t ier E i n h e i t s m a t r i x  fiber- 
e ins t immen.  Das  P r o d u k t  A ' A  h a t  abe r  an  der  Stel le  (1, 1) den  Koeff iz ien ten  1. 
D a m i t  is t  de r  Beweis des  Hi l fssa tzes  beende t .  

W i r  benSt igen  sp/~ter folgende Aussage.  
Hi l issatz  4.2: Es  sei A E N4,m. D u r e h  T rans fo rma t ion  u n d  dureh  Mult ipl i -  

ka t ion  m i t  K o n j u g i e r t e n  yon  I + reel2, I + m(el3 - e4, ) ka rm m a n  aus  A eine 
der  be iden  Mat r izeu  ab le i t en :  

(4.5) A ' =  

(4.6) A " =  

( bOo i) 
0 1 

0 0 0 1 

d 0 - -  
. 

o d 

0 - - b  0 a 

Beweis:  Fa l l s  m a n  dureh  die obigen Opera t ionen  er re iehen kann ,  da~  e in  
Diagonalkoeff iz ient  1 au f t r i t t ,  so folgt  aus  d e m  Tefl a) des  Beweises y o n  Hi l l s .  
sa tz  4.1, da~ m a n  aus  A die  Mat r ix  (4.5) ab le i t en  kann .  



122 J. M~.~uo~: 

Wenn man  nieht zu (4.5) gelangt, so kann man  der Argumentat ion unter  b) 
zufolge ass = a41 = a4s = 0, a4s # 0 erreichen. Aus den Relationen (2.2) folgt 
dann ass = 0. Weiter folgt aus (2.2): a~s = ass, a44 = thl , as4 = - a 3 1  , a4s 

A = 

= -- al s. Wir erhalten also 

t! als b 141 d 0 --~ 

ass d as4 / 
0 --b 0 a i  

Das Produkt  A " - I A  ist ein Produkt  aus Konjugierten yon I + melt ,  I + 
+ m ( e t s -  e4~ ). Damit  ist der Hilfssatz bewiesen. 

Wit  ffigen noch eine einfaehe Bemerkung an, die im Verlaufe des Ab- 
schnitts 4. benutzt  wurde. Fiir die Koeffizienten der Matrix (4.6) gilt 

a d -  bo = 1.  

Aus D e t A "  = + 1 folgt n/imlieh zun/~chst a d -  bc = ~-1, und das negative 
Zeichen ist nicht mSglieh, wie man sofort durch Zuriickgehen auf die Erzeu- 
genden Esl und Es~ einsieht. 

5. In  den folgenden Abschnitten werden wir die Schliisse der Arbeit [6] 
auf die Gruppe Sp(2n,  Z) fibertragen. Unser Ziel wird sein, zu zeigen, dab in 
(4.1) Gleiehheit s tar t  hat. Auf Grund des Hilfssatzes 4.1 brauchen wir diese 
Aussage nu t  noch fiir vierreihige Matrizen zu beweisen. I m  folgenden werden 
wir also nur noch mit  der Gruppe Sp (4, Z) arbeiten. 

Hilfssatz 5.1: Es sei X E N4,m- Das Bild yon X in der Faktorgruppe 
Sp (4, Z)/Q4 ' m liegt im Zentrmn. 

Beweis: Wit nehmen den wesentlichen Schlul~ vorweg. Start  den Hilfs- 
satz ffir X zu beweisen, geniigt es, den Beweis fiir eine Matrix X '  zu fiihren, 
die aus X dutch Transformation und dureh Multiplikation mit  Konjugierten 
yon I + me~s, I + m(els -- e42 ) hervorgeht. Ffir Multiplikation ist das evident, 
auf Grund der Definition yon Qa, m, und fiir Transformation folgt es daraus, dab 
die Bflder zweier konjugierter Matrizen X ,  X '  beide zugleieh entweder im 
Zentrum liegen oder nicht. 

Naeh Hilfssatz 4.2 genfigt es also, die Aussage fiir die Matrizen (4.5) und 
(4.6) zu beweisen. 

Ffihren wit den Beweis zuerst fiir (4.5). Az, B z sind sogar in Sp(4, Z) mi t  A '  
vertausehbar.  Fiir ClS erhalten wir A ' C s s A  '-1 = A ~ E ~ C ~ 2 .  I n  der Faktor-  
gruppe gilt also A ' C l s A  ' - s  = Css. 

Der gleiehe SehluI3 ergibt, dab aueh die Bilder der anderen Erzeugenden 
(2.4) mit  dem Bild yon A '  in der Faktorgruppe kommutieren. 

Wegen E s s BsEi-~ B~ 1 D1 s = Bs, Bs C1 s B~ -1 C~-21E 1 s = A 1 kommutier t  das Bfld 
yon A '  auch mi t  den Bildern yon A1, B s. Damit  ist der Beweis ffir (4.5) beendet. 

Fiir (4.6) verl/iuft der Bewels ~hnlieh. Man erschlieBt wie oben, dab das 
Bfld yon A "  vertauschbar ist mi t  den Bfldern yon A 1, B s, As, B 2, Cs~, Dis. 
Die Erzeugenden Ess, EB1 ][ann man  aber dureh diese Elemente ausdrfieken: 

E l 2  = Cs~,B~C~ B ~ I A s ,  Ess = C ~ s B s C ~  B~IA1 . 
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Damit ist das Bfld yon A" mit den Bildern aller Erzeugender (2.3), (2.4) ver- 
tauschbar. Der Hilfssatz ist bewiesen. 

6. In  diesem Abschnitt werden wir Analoga zu den Hilfss/itzen 3.2 mid 3.3 
der Arbeit [6] aufstellen. Gegeniiber der Beweisffihrung in [6] t reten grSBere 
Unterschiede auf. 

Hilfssatz 6.1: Es sei X'  E N4,,~ und 

d 0 -- 
X '  ~-~ 

0 d 

0 - -b  0 a 

: X'  -+ X sei der natiirliche Homomorphismus yon Sp (4, Z) auf die Faktor-  
gruppe Sp(4, Z)[Qa,,n. 

Es gibt eine Matrix X~n + i ~ N~,m, 

d~.+l 0 __c ~ +i 
(6.1) X 2 n + i =  c ~"+' 0 d2~+l 

\ 0  - - b " + '  0 : / 
s derart, dab ~b: X2n + 1 ~ X~n+i 

Beweis : 

t 0 1 --I 0 
(6.2) X " =  

0 0 

0 0 

dasselbe Bild X. 

Zun~chst liegt X im Zentrum der Faktorgruppe. Deshalb hat  

oo t (i 1 (!oo  t 0 ~ X '  0 0 = a --b 
1 0 1 --c d 

0 1 0 0 0 1 --b 0 0 a 

Wit berechnen ein Urbfld fiir X ~. Dazu bflden wir 

X ' X "  

Man verifiziert ohne Mfihe 

ad bc bd 1 
- -  --ac 

bc ad --bd --ac 
cd -- cd d ~ -- c 2 

- - a b  - - a b  b s a ~ 

l~bScS l ~ a b  l ~ - - c d  . A - - ~ Y  J • l ~ - - 2 b d A 2 b ¢  ~il ~'~"~i ~2i ~i o ) 
_ 1 0 ~ 

0 d s -- 2 b e d  I --c ~ 

0 0 b z + 2aMd a 2 

Aus dieser Matrix erh/ilt man dutch Transformation 

, d ~ - -  2 b e d  z 0 

(6.3)  X z  = cl 0 I ' 

0 0 1 
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mad es gilt 

(6.4) ¢ : X~ ~ X ~ . 

Wir  beweisen nun  den Hilfssatz durch  Induk t ion  nach n. Fiir n = 0 ist  die 
Aussage des Hilfssatzes richtig. Nehmen  wit  an, da$ der Hilfssatz bewiesen 
sei bis n. 

Wir  t ransformieren (6.1) wie in (6.2) und  schreiben 

--1 0 0 0 0 0 
tP t , X r 

X 2 n + 8  = X2 0 0 1 0 1  2n+ l  0 1 

0 0 0 1 /  0 0 0 1 
a~d~,~+l --aba--2a~b~d b ~'+a+2ab~"+3d --a~c~"+~\ 

| 

c~d2.,+x ad ~ -- 2abcd ~ --b~,,+Xd ~ + 2b~"+2cd z _cZ.+a | 
| 

--b ~'+~ 0 0 

Eine leichte Rechnung  liefert 
X H  t d e  ~n+t ae 2~+1 t,~ Abl + 2ab~d --2b2a+*d 

2n+3 -~- ~2  C12 X 2 n + 3 ~ l  "~21 

t a 0 b un+a 0 

c * , , + , O  d - b c d + b % 2 d 2 , ~ + l  : /  

_ bZ,,+l _ b~,,+8 2b4,,+4d 

Die Matr ix X~'~+ aX~n+ 1 a ist ein P r o d u k t  aus Konjugier ten  yon  I + m e l t ,  
I + m ( e l a - - e a ~ ) .  Andererseits grit auf  Grund der  Induk t ionsannahme  und  

t , r  -~ X2n+8. wogen (6.4) • : X2n  + 8 Dami t  ist der Beweis des Hflfssatzes beendet.  
Die Voraussetzungen seien wie in Hilfssatz 6.1. Es gibt  Hi l f s sa tz  6.2:  

eine Matr ix (i b2n°) , c' E N4, 
d" 0 

(6.5) X2 n  = 0 1 

0 0 
derart ,  dab  • : X'2n -+ X 2•. 

Beweis:  Wit  beweisen den Hflfssatz zuerst  flit n > 1. Wi t  stiitzon uns auf  
Hilfssatz 6.1 mad bilden 

--1 0 0 0 0 
x ~ ; =  o o 1 X ~ _ ~  o 1 ' 

0 0 0 1 0 0 0 1 
[ ad,~_t bc ""-1 bd,,_~ - - a c ' " - t ~  

= . | - -ba"-xc  ad --b '"-Xd - -ac  ) .  

cd:,,_l --c~"-Xd dd~,~_l c ~'* 

\ - - a b  s~-I - -ab --b nÈ a 2 / 

X, 



Zur Theorie der Siegelschen Modulgruppe 125 

Man ver i i lz ier t  

,, ~ - - b  . . . .  c a c  . . . .  • A l b C  . . . .  ( l+ad, ,- , )  E 2 ? d  .. . .  B 1  bm-lA-ab*"-*d J ~ l ~  dt"-l+b"t-lc'n-ld " X 2 n "  ~'1 12 

__ 1 0 

0 d" - -  ' 

0 0 - - b  2" a ~ /  

Aus  dieser  Mat r ix  gewinnen  wir  d u t c h  T rans fo rma t ion  (6.5). D a m i t  i s t  de r  
Hi l fssa tz  f i ir  n > 1 bewiesen.  

Der  Beweis  f i ir  n = 1 be s t eh t  in  e iner  le ichten Modi f i ca t ion  des  ers~en 
Sehr i t tes  im Beweis  yon  Hi l f ssa tz  6.1. 

Hilfssatz  6.3: E s  sei X E N~,m u n d  

d 0 -- 
X =  0 d " 

0 - -b  0 a 

Sei b ~"+1 ~ e m o d a ,  e = 5:1. D a n n  gi l t  X ~"+1 E Q4,m. 
B e w e l s :  Zufolge des  Hi l fssa tzes  6.1 b rauehen  wi t  n u t  zu zeigen X~ n + 1E Q~, ~. 
W i r  b i lden  

, ~ d~.+l  q- x m c  *"+1 0 --  "+~ 

X 2 n  + 1 E ~  = c*-+~ 0 d , , + ,  + z i n c  ~+~ " 

\ 0 - b  ~ " + ~ - a x m  0 a / 

Sei a = 1 + kin. Die Gleichung 

(6.6) b 2n+l  + a x m  = - e k m  

is t  15sbar fiir  b~"+l-~ s m o d a ,  e = =k 1. Sei X 2 n  + ' '  ~ die obige Mat r ix  m i t  de r  
LSsung yon  (6.6). W i r  sehreiben 

(o o d "  0 -- c'" 
- - $  t l  

E12 X2n+ 1E~2 = " 0 d" 

Die Ma t r i x  rech t s  l iegt  in  Q4,,n. D a m i t  i s t  de r  Beweis  des  Hi l fssa tzes  beende t ,  
Hi l l ssa tz  6.4: Die  Vorausse tzungen  seien wie in  Hi l f ssa tz  6.3. A n  Stel le  de r  

do r t  angegebenen  K o n g r u e n z  mSge abe r  ge l ten  b 2" -~ e m o d a  ~, s = ± 1. D a n n  
grit X 2" ~ Q4,m- 

B e w e i s :  W i r  benu tzen  Ri l f s sa tz  6.2 u n d  no t ie ren  

, c" d"  0 
X 2 ,  A ~ =  

0 0 1 
9 ~ t h .  Ann. 159 
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Man setze  a ~ --  1 + kin. Die  Gle ichung 

(6.7) b ~" + aaxm = - e k m  

i s t  16sbar f i~  b ~ ~ e m o d a  ~, e = J= 1. 
F i i r  den  wei te ren  Ver lauf  des  Beweises  kSnnen  wir  auf  den  Beweis  y o n  

Hi l f ssa tz  6.3 verweisen.  
7. W i r  werden  nun  folgendes zeigen:  
Hilfssatz  7.1: Sei X E N4,m u n d  

d 0 -- 
X =  0 d " 

0 --b 0 a 
Dann  grit  X E Q4, ~. 

Beweis: Die Mat r ix  

(7.1) t 
a + tb 

- t  t 0 
Ex2 X E i 2 =  c" 

0 

°hi) d' 0 -- 

0 d' 

--b 0 a + t b /  

h a t  dasselbe Bi ld  in der  F a k t o r g r u p p e  S p  (4, Z)/Qa, m wie X .  
p--1 

W i r  w~hlen eine P r i m z a h l  a + tb = p. D a n n  gi l t  b 2 ----- ~-1 (p). Fa l l s  

p ~ -  1 rood4,  so is~ de r  E x p o n e n t  ungerade .  D a n n  i s t  Hi l fssa tz  6.3 

a n w e n d b a r  und  l iefert  
p--1 

(7.2) X ~ CQ4,m. 

Fa l l s  a ~ 1, b ~ 0 rood4,  so wimble m a n  eine P r i m z a h l  a + t'b = - - P r  D a n n  is t  
Pl  ~ - -  1 rood4,  u n d  (7.2) folgt  m i t  Pl a n  Stel le  yon  p.  Es  l iegt  also in j e d e m  
Fa l l e  eine unge rade  Po~enz yon  X in Q4,~- 

D a  b~(~-1) ~ 1 m o d p  2, so l iefert  Hi l fssa tz  6.4: 

(7.3) X~(~-I)  E Q4,~.  

Sei nun  p -  1 : 2eq~ ~ . . . q~ die Zer legung nach  P r impo tenzen .  
W i t  w£hlen zwei P r imzah len  r, r' m i t  fo lgenden E igenscha f t en :  

r - ~ - P m o d b  und  modq l  . . . . .  m o d q i ,  (7.4) r '  --= --  1 

r - ~ 2  
(7.5) r '  ~ 2 m o d p .  

D a  p n ich t  in b und  ql . . . . .  q~ aufgeht ,  so g ib t  es solche Pr imzah len .  
W i t  se tzen  a'-= rr'. W e g e n  (7.4) gi l t  a ' -~  a modb,  also l iegt  a' in  de r  

a r i t hme t i schen  Progress ion a + tb. 

Fi i r  den  E x p o n e n t e n  m o d a '  ~' gi l t  

(7.6) ~ ( a  '~) = [r(r--  1), r ' ( r ' - -  1)] .  
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In  der eckigen Klammer  steht das k. g .V.  Wegen (7.4), (7.5) hat  ~ (a  '2) mi t  
l a ( p -  1) keinen ungeraden Primfaktor  gemeinsam. Andererseits liefert Hilfs- 
satz 6.4 wegen b ~(a'') ~ l (a '2) :  

(7.7) X ~(a'') E Q4,,n . 

Aus (7.2), (7.3), (7.7) und der an (7.2) anschlieBenden Bemerkung folg~ XE Q4,,n. 
Damit  ist der Hilfssatz bewiesen. 

8. In  diesem Abschnit t  werden wir ein zu Hilfssatz 7.1 analoges Resul tat  
fi~ die Matrizen (4.5) beweisen. 

Hilfssatz 8.1: Es sei X '  E N4,~ und 

0 I 

0 0 0 1 

Es gibt eine Matrix X ~ n + l  E N4,~: =0i) ~+1 ds~+l 0 
(8.1) X 2 n  + l = 0 1 

\ 0  0 0 I 
derar~, dab ~ : X~n + 1 -~ X. 

Diese Aussage gilt fiir jede natfirliche Zahl n. 
Beweis :  Wir fiihren einen Induktionsbeweis nach n. Fiir n = 0 ist der 

Hilfssatz richtig. Nehmen wir an, da~ er bis n bewiesen sei. 
Wir  betrachten 

(8.2) X~" + 3 = 0 a 0 0 

0 - - c  0 d \ 0  0 1 0 

t ad b2n+ld o i l  
a c  ~ n + l  a d l , ,  + 1 0 - -  

ab b 8'~+t a 

--c z"+2 --cdz,~+l 0 d 

Der linke Fak tor  in (8.2) liegt nach Hilfssatz 7.1 in Q4,~. Also gilt 

( 8 . 3 )  ~ : ~ 2 ~  + 8 • 

Aus (8.2) erhalten wir 

B~a~+'DI~+" . X ~ .  + s "  E ~ b E ~ C ~ ' ~ + ' d a r  ab'~+'d' 

1 _~- 1 0 : 
0 a b :n+8 

0 0 c j ' + °  dl.+B/ 
9* 
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Aus dieser Matrix folg¢ durch Transformation X~n + 3. Dami t  ist der Hilfssatz 
bewiesen. 

Hilfssatz 8.2: Sei X E N4, mund  

X =  0 1 " 

0 0 0 1 
Dann gilt X E Q4,~. 

Beweis : Die Matrix 

" d" 0 
B l t  X B~ = 0 1 

\ o o o 1 
hat  dasselbe Bild beziiglich ~ wie X. 

Man w/~hle eine Primzahl a + tb = p oder a + tb = -- p und p ~ -- 1 mod4. 
p--1 

Dann gilt b 2 ~ + 1 m o d p  und der Exponent  ist ungerade. Der im Beweis 
yon Hilfssatz 6.3 bzw. 6.4 verwendete Schlul3 liefert X~n + 1 E Qa, m fiir die Matrix 

(8.1) mit  2n + 1 p - - 1  = - - ~ - - .  Aus Hilfssatz 8.1 folgt X C Qa, m- Damit  ist der 

Hilfssatz bewiesen. 
9. Aus den Hilfss/itzen 4.2, 5.1, 7.1 und 8.2 itieBt nun das Ergebnis 
Hilfssatz 9.1: Es sei X E N 4 ,  m. Dann gilt XEQ4,m. 
Wegen (4.1) folgt daraus 
Hilfssatz 9.2: Es gilt Q4, m = N4,m" 

10. Wit  fassen das Ergebnis der vorliegenden Arbeit zusammen. 
Satz: Betrachtet wird die Siegelsche Modulgruppe Sp(2n,  Z) (n > 1). 
Es sei Q2n,,, der kleinste Normalteiler yon Sp (2 n, Z), der die Matrix I + mel 2 

enthdlt. N2n,~ sei die volle Kongruenzuntergruppe aller Elemente A E Sp (2 n, Z), 
fiir die A ~ I modm gilt. 

Beide Normalteiler stimmen iiberein: 

Q~n,m -=- N 2 n ,  m " 

~iir n • 2 stlmrat der Satz mit  dem Hilfssatz 9.2 iiberein. Fiir n > 2 ist er 
sodann eine unmittelbare Folge aus den ttilfss/itzen 4.1 und 9.2. 

Corollarl:  Es sei N<~Sp(2n ,  Z) eln Normalteiler, der vom Zentrum 
( I , -  I )  und yon der Identitiit verschieden ist. N entMilt eine votle Kongruenz- 
untergrulrpe N2n,~ ]iir eine gewisse natiirliche Zahl m. 

Das Corollar folgt aus dem Satz und aus Hilfssalbz 3.1. 
CoroHar 2: Alle echten Faktorgruppen yon Sp(2n,  Z), mit Ausnahme der 

Faktorgruppe nach dem Zentrum, sind Faktorgruppen yon Kongruenz/aktor. 
gruppen Sp  (2n, m) = Sp (2n, Z)/N~n,,n. Insbesondere sind sie also endlich. 

Corollar 3: Es sei U C Sp(2n,  Z) eine Untergruppe yon endlichem Index in 
Sp(2n,  Z). U enthSlt eine volle Kongruenzuntergruppe 1V2n,~ ]iir eine geurisse 
natiirliche Zahl m. 
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Da U n~imlich endl ichen I n d e x  hat ,  so ist  der  Durchschn i t t  yon  U mi t  seinen 
Kon]ugie r ten  ein Normaltef ler  yon  endl ichem Index .  
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Zusatz bei der KorrJdur (3. 2. 1965). Nach der Einreiehung des Manuskripts sind 
e~nige Arbeiten ersehienen, die mit dem Gegenstand der vorliegenden Arbeit in engem 
Zusammenhang stehen. 
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In der Arbeit [I] finder sieh das Ergebnis der vorliegenden Arbeit als th~or~me 3 
(p. 392), allerdings ohne Beweis. Der Beweis beruht, ebenso wie der des entspreehenden 
Satzes ffir SL(n, Z), auf bisher unverSffentlichten Untersuehungen yon M. LAZARD und 
auf Ergebnissen yon H. BAss, die in [II] dargestellt sind. Man vergleiehe dazu aueh das 
Referat fiber [I] yon J. Div.unoN~ in Math. Rev. (Dee. 1964). 

Bezfiglieh des Koeffizientenbereiehs ist folgendes zu bemerken. Es hat sieh inzwisehen 
herausgestellt, da~ die Methoden der Arbeiten [II] und [6] ausreiehen, um folgendes zu 
zeigen: Sei k ein endlieh-algebraiseher ZahlkSrper, v die Maximalordnung aller ganzen 
Zahlen aus k, SL(n, v) die spezielle lineare Gruppe fiber o. Sei n ~ 3. Jeder Normalteiler 
in SL(n, v) ist entweder endlieh und liegt im Zentrum, oder er hat endliehen Index und 
enthalt eine volle Kongruenzuntergruppe. Auf Grund dieser Bemerkung diirfte es nieht 
sehwer sein, die Sehliisso der vorliegenden Arbeit so abzu~ndern, dab sieh das Analogon 
des obigen Satzes fiir die Gruppe Sp(2n, v) ergibt. 

Eine zweite Bemerkung bezieht sich auf die ~bertragung des Satzes der vorliegenden 
Arbeit auf andere Typen yon linearen Gruppen mit ganzrationalen Koeffizienten. A. BOREL 
verdanke ich den freundliehan Hinweis, dal~ man die bisherigen Methoden wohl ausbauen 
kann zum Beweis eines allgemeineren Satzes fiber die Restriktion Gz einer fiber dem 
rationalen ZahlkSrper definierten halbeinfachen, einfaeh-zusammenhfingenden linearen 
algebraischen Gruppe G yore ,,Chevalley-Typus". Diese Verallgemeinerung werden wit 
in einer weiteren Arbeit behandeln. 


