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§ 1. E i n l e i t u n g ,  ¥ o r a u s s e t z u n g e n  

1.1. Das Verhalten harmonischer Funktionen ist in der Regel typisch fiir 
das der LSsungen allgemeiner linearer elliptischer Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. Diese Vormundschaft der harmonisehen Funktionen hSrt 
aber auf, wenn man nicht-lineare Differentialgleichungen his Auge faBt. Eine 
der iiberraschendsten Aussagen, welche den gewaltigen Unterschied beleuchtet, 
der zwisehen den Eigenschaften harmonischer Funktionen und denen yon 
LSsungen hinreiehend nicht-linearer elliptischer Differentialgleichungen besteht, 
ist in dem beriihmten Satze von L. BERS [2] enthalten, demzufolge eine im 
Inneren des Definitionsbereiches gelegene isolierte Singularitgtt einer LSsung 
der Minimalfl~chengleiehung eo ipso hebbar sein mul3. insbesondere bleibt also 
ehm LSsung der Minimalfl~chengleichm}g in der Umgebung einer solchen 
Singularit~t beschr~nkt, eine Tatsache, welche als ein veraUgemeinertes 
Maximumprinzip zu interpretieren ist. Obwohl man sich leicht Beispiele yon 
L6sungen der Minimalfl~chengleichung ausdenken kann, fiir die eine isolierte 
Singularit~t auf dem Rande des Definitionsbereiches nicht hebbar ist, so gilt, 
wie in [18] gezeigt worden ist, doeh immerhin aueh in diesem Falle das verall- 
gemeinerte Maximumprinzip. 

Gestiitzt auf dieses Maximumprinzip in der Umgebung einer Randsingu- 
larit~t hatte ich in einer Vorlesung [16] die LSsbarkeit des Dirichletschen 
Problems der Minimalii~chengleiehung fiir ein konvexes Gebiet bei ste~igen, 
beschr~nkten abet in endlich vielen Punkten nicht definierten Randwerten 

* Diese Arbe i t  ist un t e r  Cont rac t  Nonr  710 (54) zwischen der  Universi t&t yon  Minne- 
sota und  dem Office of Naval Research vorbere i te t  worden.  
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bewiesen. Dieses Problem hat fiir harmonische Funktionen ohne die Aufer- 
legung zusatzlicher Wachstumsbeschr~nkungen tiberhaupt keinen Shun. 
Zum Beispiel ist neben der Funktion z (~, y) ~ 0 auch die harmonische Funktion 
z(x, y) = [ 1 -  x ~ -  y~]/[(1 - x) ~ + y~] eine LSsung der Potentialgleichung im 
Einheitskreis x ~ + y2 <: 1, welche bei Ann~herung an alle Randpunkte mit 
Ausnahme des Punktes (1, 0) nach Null geht. Es handeR sich also nicht um die 
Frage der RegularR~t oder irregularit~t eines Randpunktes, sondern um die 
Existenz und eindeutige Bestimmtheit der LSstmg dutch liickenhaft vor- 
gegebene Randwerte. 

Hier wird nun das Dirichletsche Problem derart verallgemeinert, dab die 
stetigen beschr/~nkten Randwerte auf einer abgeschlossenen Menge ver- 
schwindenden linearen (hinsichtlich der Bogenl~nge des Randes gemessenen) 
Lebesgueschen MaBes nicht vorgegeben sind. Der Eindeutigkeitsbeweis beruht 
auf einem allgemeinen Maximumprinzip, welches Mle bisher bewiesenen als 
SpezialfMle enth~lt. 

Fiir harmonische Funktionen beschrt~nkt man sich bei der Betrachtung 
hebbarer Uns~etigkeiten nicht auf isolierte Ausnahmepunkte. Es existiert 
vielmehr eine Reihe tiefliegender Untersuchungen fiber die Hebbarkeit yon 
Unstetigkeiten fiir gewisse Klassen -- beschr~nkter, gleiehm~Big stetiger, 
Lipschitz-stetiger, mit beschr~nkter Integralnorm oder mit beschrt~nktem 
Dirichlet-Integral versehener .......... harmonischer Funktionen auf hinreichend 
diinnen, ganz im Inneren des Definitionsbereiches befindlichen abgeschlossenen 
Mengen. Man sehe dazu etwa die grundlegenden Darstellungen in L. CARLWSON 
[5] und M. TsuJI [23], wo sich auch ausgiebige Literaturangaben vorfinden. 

In einer interessanten Arbeit [22] hat j .  S~.RRrS kiirzlich die Frage yon 
Unstetigkeiten in den LSsungen einer die Potentialgleichung als Sonderfall 
enthaltenden Klasse nicht-linearer Differentiatgleichungen behandeR. Obwohl 
die Minimalfl~chengleichung sich den Serrinschen Voraussetzungen entzieht 
und eben gerade ein ganz andersartiges Verhalten zeigt, so lal3t sich, wie ich 
seiner freundlichen Mitteflung verdanke, seine Methode in Verbindung mit 
einer auf R. F~I¢ [8] zuriickgehenden SchluBweise zu einem gewissen Grade 
auf die Minimalfl£chengleichung ausdehnen, vorausgesetzt allerdings, dab die 
Ausnahmemenge der betrachteten LSsung ganz im inneren ihres Definitions- 
bereiches liegt; und wieder ist es, im Gegensatz zur Situation bei harmonischen 
Funktionen, so, daB die bloBe Existenz der LSsung der Minimalfl~ehen- 
gleiehung die MSglichkeR yon Unstetigkeiten auf hinreichend diinn gest~ten 
Mengen (Mengen verschwindender verallgemeinerter (1, 1)-Kapazitat) aus- 
schlieBt. Der hier behandelte allgemeine Fall einer sich bis zum Rande des 
Definitionsgebietes erstreckenden Ausnahmemenge liegt jedoch betr~chtlich 
verwickelter und bedarf weitergehender Ausfiihrungen. 

Wie man sich erinnert, beruht der Nachweis fiir die HebbarkeR einer 
isolierten SingulaHt~t im Inneren des DefinRionsbereiches letz~lich auf der 
M Sg[ichkeit der Uberdeckbarkeit dieser Singularit~ durch eine offene Kreis- 
scheibe beliebig ldeinen Umfanges; und er lt~13t sich im Grunde auf den Fall 
einer ganzen Ausnahmemenge iibertragen, solange diese yon offenen Kreis- 
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scheiben beliebig kleinen Gesamtumfanges iiberdeckt werden kann. Als Krite- 
rium fiir diese MSglichkeit bietet sieh alas yon C. CXRATH~ODORY [4] eingeffihrte 
und nach ihm und F. HAUSDORFF [12] genannte lineare Mail an. Es ist daher 
natiirlich, mit diesem Begriffe zu arbeiten. 

Der Rest dieses Paragraphen bringt die Zusammenstellung versehiedener 
in den folgenden Ausfiihrungen benutzten Tatsachen. In § 2 sind einige Eigen- 
schaften ebener Punktmengen verschwindenden linearen Carath6odoryschen 
MaI3es diskutiert. § 3 entMlt den auf der Verallgemeinerung einer Schlul3weise 
yon J. S E R ~  [22] beruhenden Beweis des allgemeinen Maximumprinzipes. 
§ 4 befaBt sich mit der Formulierung und LSsung des verallgemeinerten 
Dirichletschen Problems. In § 5 schlieBlich wird der angekfindigte Satz fiber 
hebbare Unstetigkeiten bewiesen. 

Es sei bemerkt, dab sich die folgenden Untersuchungen ohne weiteres auf 
eine ganze Klasse yon elliptischen Differentialgleichungen erstrecken, ffir welche 
die Minimalfl/~chengleichung typisch ist, und welche man nach R. F n ~  [9], 
[10] Gleichungen vom Typ der Minimalfliichengleichung nennt. 

1.2. Im folgenden sind einige wohlbekannte Tatsachen fiber die LSsungen 
der Minimalfl/~chengleichung zusammengestellt. 

a: Der Ausdruck 

in dem Wj = ~/1 

(P2-- Pl) W~ 
,1) 
W~ + (q~-ql )  W~ W~ ' 

+ P~ + q~ (i = 1, 2) gesetzt ist, ist nicht-negativ und ka~m dureh 

+ [Max(Wi, 

nach unten abgesch/~tzt werden. 
Wenn man n/~mlich den Mittelwertsatz 

Funktion 
(, l ( t )=(p~-p~)  w 

der Differentialrechnung auf die 

w~ + (q" -  qi) w 
ql 
W1 ) 

anwendet, wo p -  Pl + t ( p ~ - P l ) ,  q =q l  + t(q~: : qa) und W = Vi + p ~ +  q~ 
gesetzt sind, so sieht man, dab der fragliche Ausdruck gleich I ( 1 ) - / ( 1 ) -  
- ] (0) = ]' (~), 0 < T < 1 ist. Durch Ausffihrung der Differentiation und Ab- 
sch~tzung des kleineren Eigenwertes der resultierenden positiv definiten 
quadratischen Form fiberzeugt man sich yon der Richtigkei~ der Behauptung. 

b: In einem Gebiete P der (x, y)-Ebene sei eine Folge yon L6sungen 
zn (x, y) ~ C'(P)  (n = 1, 2 , . . . )  der Minimalfl~chengleichung vorgegeben. Die 
Funktionen zn (x, y) seien gleichmi~Big beschr~nkt: [z n (x, Y)I -< M. Dann 
existiert eine Teilfolge {zm(x , y)}, deren Funktionen mitsamt ihrer ersten und 
zweiten Ableitungen gegen eine L6sung z(x, y )~  C~(P) der Minimalfl~chen- 
gleichung in P konvergieren. Die Konvergenz ist dabei in jedem kompakten 
Teilbereich yon P gleichmgBig. 

Der Beweis ergibt sich als einfache Folgerung wohlbekannter Apriori- 
Abschiitzungen. (Man sehe etwa R. F n ~  [10]; E. H ~ z  [13]; E. HoPF [14]; 
J. C. C. NrrsctiE [17]; T. RAP6 [20], Kap. IV; J. SERRIN [21].) 
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c: Das Dirichletsche Problem der Minimalflgehengleiehung fiir ein (lficht 
notwendigerweise streng) konvexes Gebiet P mit stetigen Randwerten besitzt 
eine eindeutig bestimmte LSsung z(x, y) E C2(P) ~ C°(P). 

Das folgt am einfachsten aus der LSsung des parametrisehen Plateauschen 
Problems (siehe z. B. R. Cou~-~T [6], Kap. 3; J. DOUOLAS [7]; T. RAp6 [19], 
[20], Kap. V) unter Anwendung eines Hilfssatzes von T. RAD0 ([20], S. 35). 

. 1.3, in  .§ 3 benStigen wit die folgenden Tatsachen hinsichtlich der Ab- 
leitungen emer Funktion. Beweise und weiteres Material finder man z. B. in 
den Abhandlungen yon J. W. CALXIN [3] und C. B. MORREY [15]. 

In einem besehrgnkten Gebiet P der (x, y)-Ebene seien drei stetig differen- 
zierbare Funktionen z(x, y), u(x, y) und v(x, y) gegeben, und es gelte u(x, y) <: 
.< v(x, y). Die Abschnitts/unktion 

l~(X.U.} Z (x,y) - [z = 

"u (x, y) in allen Punkten (x, y), wo z (x, y) < u (x, y) 
z (x, y) in allen Punkten (x, y), wo u (x, y) < z (x, y) < v (x, y) 
v(x, y) in allen Punkten (x, y), wo z(x, y) :> v(x, y) 

ist dann in jedem kompakten Teilbereieh yon P eine Lipschitz-Funktion. 
Die partiellen Ableitungen Z~ und Z~ existieren fast iiberall in P und sind 
lokal, d. h. in jedem kompakten Teilbereich yon P, summierbar. In fast allen 
Punkten der Menge E 1 = {x, y; z(x, y) < u(x, y)} gilt Z~ - u~, Z~ = %, und 
in fast allen Punkten der Menge E3= {x, y; z(x, y) :> v(x, y)} gilt Z~=  vx, 
Z~ = v v. Wenn die Ableitungen Z~ und Z~ fast iiberall in P versehwinden, so 
gilt Z (x, y) = eonst. 

§ 2. Mengen yon verschwindendem 
linearen (Caratheodoryschen oder Hausdorffschen) MaB 

2.1. Es sei A eine beliebige Punktmenge in der (x, y)-Ebene. Fiir eine Zahl 
> 0 betrachten wir eine Uberdeckung yon A durch endlich oder abzghlbar 

unendlich viele offene Kreise K / v o m  Durchmesser d~ ~ Q. Die untere Grenze 
der Summen ~ dt ffir alle solehen Uberdeckungen, die auch unendlich aus- 
fallen kann, bezeichnen wir mit 2(1Q)(A). Wenn ~) abnimmt, so werden die 
Bedingungen, welehen die Kreise K~ geniigen mfissen, sehgrfer. Die Zahl 
2(1 ~ (A) kann sich daher nicht verkleinern und konvergiert fiir ~ -~ 0 gegen einen 
endlichen oder unendlichen Grenzwert. Dieser Grenzwert ~ (A) = lim 2 (Q) (A) 

0--~0 
heiBt das lineare Carath6odorysche (oder das lineare Hausdorffsche) MaB 
der Menge A. 

Es ist klar, dab eine kompakte Punktmenge dann und nur dann verschwin- 
dendes lineares MaB besitzt, wenn es zu jeder positiven Zahl e eine {J~ber- 
deckung dieser Menge dutch endlich viele offene Kreise K~ yore Durchmesser 
dt gibt, so dal] _~ d~ < e gilt. 

Eine Menge A endlichen linearen Mal3es ist eine Nullmenge, d .h .  ihr 
guBeres zweidimensionales Lebesguesches MaB ms* (A) verschwindet. Fiir jedes 0 
lgl]t sich ngmlich eine Uberdeckung yon A durch abz~hlbar viele Kreise Kt 
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veto Durehmesser d~ g ~ so finden, da$ ~ d~ _~ 2~(A)+ 1 ist. Es gilt aber 
gewi$ 

7g Yg 

<= yeZd,-<-- + O. 

Die Behauptung ergibt sich im Grenzfibergang ff -+ 0. 
CARATH~ODORY und HAUSDORFF haben bewiesen, dab das lineare Mall 

21(~) einer Kurve ~, d. h. des stetigen Bildes eines abgeschlossenen linearen 
Intervalles, mR ihrer Jordanschen L/inge L(~) fibereinstimmt und daI3 fiir 
lineare Punktmengen A das lineare Carath6odorysche MaB )~(A) mit dem 
/iuBeren linearen Lebesgueschen Malle ml* (A) identiseh ist. 

Es sei jetzt A eine auf einer rektifizierbaren Kurve ~ gelegene Punktmenge 
und m~ (A) ihr bezfiglich der Bogenl/~nge 8 yon ~ genommenes ~uSeres lineares 
Lebesguesches Ma13. Dann gilt LI(A ) < m~,(A). Auf Grund des Vitali-Lebes- 
gueschen Uberdeckungssatzes t/il]t sich A n/~mlich durch abz/~hlbar viele offene 
BSgen ~i beliebig klehmr Liinge L(~i) so iiberdecken, dab die Summe ~ L(~i) 
den Wert m~,(A) beliebig wenig fibertrifft. Um den (beziiglich der Bogenl/~nge 
genommenen und auf ~ gelegenen) Mittelpunkt jedes Bogens ~ besehreiben 
wir den offenen Kreis K i veto Durchmesser d~-- L(~) .  Die Gesamtheit dieser 
Kreise Kt liefert offensichtlich eine ~berdeckung der Menge A. Fiir ]edes 
9 > 0 gilt also ~(~)(A) ~ m~ (A), und daher aueh ~ (A) < m* (A). 

Unter zusatzlichen Voraussetzungen 1/~gt sieh aueh die umgekehrte Un. 
gleichung beweisen. Die Menge A sei z. B. auf einer glatten Kurve ~ gelegen. 
Ffir hinreiehend kleine Q > 0 bezeiehnen wit mR A (Q) das Maximum des 
Quotienten aus L~nge L.(qo)< ~ eines Teflbogens ~o yon ~ und Abstand 
seiner Endpunkte. Es grit A(O)> 1 und eli~ A(O)= 1. Der Durehsehnitt 

eines hinreiehend kleinen Kreises m iS ~ ist en~weder leer oder ein zusammen- 
h/~ngender Teflbogen yon ~. Ffir hinreiehend kleine O betraehten wir nun eine 
Uberdeckung yon A mit abz~hlbar vielen Kreisen Ki veto Durchmesser 
di < ~. Dann gilt ~ d~ > m$;(A)/A (O) und somit X(~)(A) > m~(A)/A (~). Ffir 
Q-7 0 ergibt sich daher in der Tat )t 1 (A) = m~ (A). 

Die Menge A sei auf einer konvexen Kurve ~ gelegen. Da der Durchschnitt 
einer konvexen Kurve und einer offenen Kreisseheibe veto Durehmesser d aus 
offenen Teflb6gen dieser Kurve besteht, deren Gesamtl~nge den Wert ~td 
gewiB nieht fibersteigt, so folgt in diesem Falle gewiB ,~1 (A) ~ m~. (A)/~. 

2.2. Gegeben sei eine kompakte Menge A versehwindenden linearen MaBes. 
Ffir jede Zahl e > 0 w/~hlen wir, was nach§ 2.1 mSglich ist, endlieh viele die 
Menge A tiberdeekende offene Kreise K~ (i = 1, 2 , . . . ,  n = n(e)) veto Durch- 
messer di, so dab d l + d~ + . - .  + d. < e gilt. Es ist klar, dab wir nut solehe 
Kreise verwenden, die tats~chlich mindestens einen Punkt yon A enthalten. 
Mit ~, bezeichnen wir den kleinsten der Durchmesser d~. K~ und ._,h" seien die 
mit K~ konzentrisehen Kreise veto Durehmesser d~ + W~o~ bzw. d~ + 2 V~Os. 
Mit A (~), A' (~) und A" (e) bezeiehnen wit die Vereinigungsmengen ~JK~ bzw. 

K~ bzw. ~K~'. 
Bei den n/ichsten Betraehtungen stfitzen wir uns auf eine fiir alle Werte 

einer Ver/inderlichen t erk!/~rte, stetig differenzierbare nicht.negative Funktion 
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~(t), welche auBerhalb des Intervalles ftl =_G- 1 verschwindet und im iibrigen so 
normiert fist, dal~ + ~ f _ ~  ~0(t) dt = 1 gilt. Wir kSnnen z. B. die (sogar unendlich oft 
differenzierbare) Funktion q~(t)--aexp{(t 2 -  1) -1} fiir It t -~ 1 und ~ ( t ) - - 0  
fiir It I ~ 1 w/ihlen, wobei die Konstante a geeignet bestimmt ist. 

Nunmehr setzen wir 

y~(')(x, y ) -  ~ (x (¼ (y )) an 
A'(8) 

Die Funktion ~(O(x, y) ist in der ganzen (x, y)-Ebene definiert und stetig 
differenzierbar. Es gilt iiberall 0 ~ ~(O(x, y)== 1; und es gilt ~o(O(x, y ) =  0 
auBerhalb A"(e), ~(~)(x,y)= 1 in A(~)und ]~?)(x, y)l ~ 4m/~,, ivd~*)(x, Y)I 
"< 4m/r}, in allen anderen Punkten yon A"(e). Dabei ist m =  Maxlq~'(t)[ 
gesetzt. Da der Fl~cheninhalt yon A" ( e ) -  A (e) wegen 8~ K di und ~ d, < e 
gewiB nicht gr6Ber als 

X 4- [(d, + 2 y ~ ~}~), d~] - n 

ist, ergibt sich 

f/(l~,¢d)(x, y)] + lW?)(x, y)[) dx dy ~ 8m(2 + V2)ze .  
;E 2 

Das Integral ist dabei fiber die ganze Ebene erstreckt. Es gilt also 

/ y)l + y)I) ax ay = 0 

2.3. Es ist wohlbekannt, da~ die Begriffe des Hausdorffschen MaiZes und 
der Kapazitat  yon Punktmengen eng verwandt sind. Mit J. SE~a~ [22] 
(siehe z. B. auch N. A~O~SZ~JN, F. M~YLL~, P. SZEP~YCK~ [1] und B. FUOLV~D~ 
[11]) wollen wir die unCere Grenze der Werte des Integrales 

f f [~o~(x, y) + ~(x,  y)] ~ dx dy (p > ~) 
E ~ 

ffir alle in der ganzen Ebene stetig differenzierbaren Funktionen ~(x, y), 
welche in einer (yon Funktion zu Funktion verschiedenen) Umgebung der 
Ausnahmemenge A den Wert Eins, auBerhalb eines (ira Falle p ~ 2 festen) 
Krefises den Wert Null annehmen und im iibrigen den Ungleichungen 0 g 
___ y(x, y)_<_ 1 genfigen, als die verallgemeinerte (1, p)-Kapazit~t der kom- 
pakten Menge A bezeichnen. (Der erste Index deutet an, dal~ wir bier mi~ den 
ersten Ableitungen arbeiten.) Insbesondere sind die Begriffe verallgemeinerte 
(1, 2)-KapazR~t und logarRhmische Kapazitiit gleichbedeutend. 

Die vorangehende Konstruktion kann dann auch als Beweis der Tatsache 
angesehen werden, dab eine kompakte Menge verschwindenden linearen i~Ial~es 
auch verschwindende veraUgemeinerte (1, 1)-Kapazit~t besitzt~). 

~) Zusatz bei der Korrektur: Dasselbe Ergebnis (auch fiir h6herdimensionales Haus- 
dorffsches MaB und im m-dimensionalen Raum) ist mit im wesentlichen derselben Kon- 
struktion auch yon L. C~a~L~so~ bewiesen worden. Man sehe dazu S. 335ff. der seither 
erschienenen Arbeit yon H. W~LL~: 'A connectmn between ~-capacity and L classes 
of differentiable functions." Arkiv f6r Mat. ~, mr 24 (1964), pp. 331--341. 
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2.4. Eine in der A bschlieflung F eines beschrgnkten Gebietes P gelegene 
kompakte Menge A verschwindenden linearen Mafles separiert das Gebiet nicht. 
Mit anderen Worten: Mit P ist auch die o~ene Menge P - - A  zusammen. 
h~ingend. 

Da Punk~mengen verschwindenden linearen Mal]es i. a. etwas grSBer als 
Punktmengen verschwindender logarithmiseher Kapazit~t sind (siehe z .B.  
L. CARLWSO~ [5], S. 32), schlie~t diese Aussage einen grundlegenden Satz der 
Funktionentheorie ein. 

Die nachfolgenden Zeilen enthalten einen Beweis 1 a) der Behauptung in der 
folgenden spezieUen quantitativen Fassung: 

Vorgelegt sei eine in der Abschlieflung F des Kreisringes P -- (x, y; 0 < r~ < 
< x ~ ÷ y~ < r~ < ~)~ gelegene kompakte Punktmenge A verschwindenden 
linearen Mafles. Es gibt eine den Nullpunkt in ihrem Inneren enthaltende Jordan- 
lcurve in P, welche die Punlcte der Menge A vermeidet und dereu LSnge den Wert 
2 x~ r 1 beliebig wenig i~bersteigt. 

Beweis: Es sei B die aus A dureh ,,Projektion" l~ngs konzentrischer Kreise 
auf die positive x-Achse gewonnene lineare Menge, d. h. B -  (~; r 1 ~ ~ g r e, 
x ~ ÷ y2 = ~2, (x, y) - A }. Es ist klar, dab das lineare MaB yon B Null sein mul3. 
In jedem Intervall ~1 --< ~ --< ~ (rl _-__ ~1 < ~2 -~ r2) gibt es also Punkte, welche 
night zu B gehSren. Man wi~hle einen solehen Punkt  ~0 ha lntervalle r 1 ~ ~ __< 

rl + e, woe eine hinreichend kleine positive Zahl ist. Der Kreis x ~ + y~ = ~2 o 
enth~lt dann keine Punkte yon A und befriedigt alle Behauptungen des Satzes. 

§ 3. Das allgemeine Maximumprinzip 

3.1. Es seien P ein beschrSnktes Gebiet in der (x, y)-Ebene und A eine in 
der A bschlie[3ung P von P enthaltene kompakte Punktmenge verschwindenden 
linearen Ma[3es. In  P -  A seien zwei zweimal stetig di~erenzierbare L6sungen 
z 1 (x, y) und zz(x, y) der MinimalflSchengleichung vorgegeben. Bei Anngherung an 
]eden nicht in A liegenden Ra~lpunkt yon P geite lira sup [z e (x, y) - z 1 (x, y)] ~ M 
(lim inf[z2(x , y ) -  z 1 (x, y)] ~ m). Dann trier in allen Punkten yon P - A  die 
Ungleichung ze(x, y) - zl(x, y) <= M(ze(x , y) - zl(x , y) ~ m) zu. 

Wir bemerken, dab sich A bis zum Rande yon P erstrecken und ins- 
besondere aueh ganz aus Randpunkten von P bestehen kann. 

Beweis: im Falle M -  c~ ist nights zu beweisen. Es sei also M < oo. Wir 
wiihlen zwei Zahlen M 1 und Me(M < M 1 < M e < or). Q sei eine beliebige, 
keinen Punkt  der Menge A enthaltende kompakte Teflmenge von P. Die 
positive Zahl e sei so klein gew~hlt, dab das Gebiet A"(e) aus § 2.2 keinen 
Punkt  von Q enth~lt. Wir k6nnen aueh eine yon achsenparaUelen Segmenten 
berandete kompakte Teilmenge R(s) yon P so finden, dab Q in R (e) enthalten 
ist und daft auf allen nieht hi A (s) gelegenen Randpunkten yon R(e) die 

1 
Ungleichungen z2(x ,y ) -  Zl(X,y ) < ~-(M + M1) bzw. z~(x ,y) -  zl(x,y ) < M 1 -  1 

gelten, je nachdem ob M > -  c¢ oder M = - c ~  ist. 

1 a) Diesen Beweis, der kiirzer ist als mein eigener, verdanke ich Herrn W. L r r ~ ~ .  
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Wit be~raehten nun die Abschnittsfunktion 

,Y l.lz:~(x,y) + Ma 

in allen Punkten yon R ( , ) -  A (~) (siehe § 1.3). Mi~ Hiffe der ~ n k t i o n  U(x, y) 
-- 1 -- ~o(*)(x, y), wo ~p(O (x, y) die in § 2.2 konstraiei4e Funk~ion ist, bilden wit 
das integral 

(1) ~(.)--a(,) 

(qz q~)]dxdy .  + (,~ ( z ,  - h - M~)),~ w-N - w--; 

PaxtieUe Integration und Berficksichtigung der Tatsache, daft auf dem stiick- 
weise glatten Rand des Integrationsbereiches entweder die Funktion ~(x, y) 
oder die Funktion Z2(x, y ) -  zl(x , y ) -  M~ verschwindet, lehrt, dais dieses 
Integral den Wer~ Null hat. Da in fast allen Punkten yon R ( e ) -  A (s) ent- 
weder aZg/Ox = aza]Ox, OZ~./Oy = 3za/Oy oder 3Z2/3x = Ozz/Ox, OZs/Oy- Oz2/Oy 
gilt, 'da, wie wir aus § 1.2. a wissen, der Ausdruck 

(P*- P~) - ~  + (q*- q~) w, 
ql 
W1 ) 

nich$-negativ ist and da die Ungleichungen lpj/Wj] < 
und 0 _<. Z ~ -  z a - M 1 =< M s ...... M 1 gelten, ]iiBt sich der 
fast allen Punkten yon R (e) - A (e) durch 

[ ( p ~ _  pl) ( P , pl 
w~ ) + ( Q2- qO ( ' Q' 

1, Icd w~! < 1 (i = 1, 2) 
Integrand in (1) in 

W1 ~ -  2(Mz - i ~ ) ( [ v ~ l  + I~1)  

P~ 

~(O--A (O 

2(m=- f f (t'7 i + i,,t) *dV 2(M,- ii) f f (i,,i + i,7,t)g*dV. 
ii(8)--A (,) E" 

Fiir s-~ 0 folg¢ daraus nach § 2.2 und § 1.2.a, dab fast iiberall in Q die Glei- 
chungen (Z z -  zl) x - (Z l - zx) v = 0 gelten, so daiS dole Zz(x , y ) - z a ( x , y  ) 
= c = con~t ist. Zufolge § 2.4 kSnnen wit ires den Bereich Q Ms TeL1 eines 
grSBeron Bereiches Q' C P -  A denken, wobei Q' einen Randpunkt  (xo, Yo) in 
solcher N•he eines nicht zu A geh6rigen Randpunktos yon P besitzt, daiS in 
diesem Punkte zt(xo, Yo)- zx(xo, Yo)< Mx gilt. Demnach finden wit, dab die 
Differenz Zl(x, y ) -  za(x , y) in ganz Q' den konstan~en Were c haben muI3. 
Da nun die Diiterenz Zz(x, y) .- zx (x, y) in Q' stets gleich einer dor drei Zahlen 
Ma, z s (x, y) - z a (x, y) oder M t ist und da gewiis Z l (x o, Yo) = zx (x0, Yo) + Mx ist, 
sckLieflt man, dab e = M1 sein muB. Aus der Willkiir in der Wahl des 

Q 

nach unten abseh/~tzen. Dabei is~ P~ = OZ~/Ox, Q, = oZday, ~t[)~ = V1 + P~ + Q-~ 
gesetzt. Indem wit nun beachten, dais iiberM1 0 < ~(x, y ) <  1 gilt und 

(x, y) -- 1 in Q ist, finden wir daher 

ff[ 0 G ( P l  --  t°t) ~ - -  ~ + (Q~ - q  1) . . . . .  w ,  -- 
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Bereiches Q folgt die Giiltigkei~ der Ungleichung z~ (x, y) - z i (x, y) _~ M1 und, 
da M 1 beliebig war, auch der Ungleichung z~(x, y ) - - z i (x  , y)~_ M, in allen 
Punkten yon P -  A. 

Die Behauptung hinsichtlich des infimums wird genauso bewiesen. 
3.2. Die Frage, ob das Verschwinden des linearen MaBes der Ausnahme- 

menge A fiir die Gfiltigkei$ des allgemeinen Maximumprinzipes notwendig ist, 
oder vielleicht allgemeiner die Frage, ob sich vollstgndige metrische Bedin- 
gungen fiir die Menge A angeben lassen, unter denen das allgemeine Maximum- 
prinzip gilt bzw. nicht gilt, besitzt zurZeit noch keine zufriedenstellende Antwort. 

Fiir den Fall, dab die Ausnahmemenge ein im Inneren oder auf dem Rande 
yon P gelegenes gera41iniges Segment ist, also positives lineares Carath6odory- 
sches Mal~ besitzt, gibt es Beispiete, welche zeigen, dab das allgemeine 
Maximumprinzip nicht zutrifft. Solche Beispiele lassen sich leicht mit Hilfe 
bekannter Existenzsgtze (siehe z. B. R. F~]~ [10]) konstruieren. In der Tat 
das einfachste, obschon grobe, Beispiel wird yon der altbekannten Scherkschen 
Minimalflgche z(x, y) = log c o s y -  log cosx geliefert, welche wir uns fiber dem 

gleichschenklig.rechtwinkligen Dreieck P = {x, y; 0 < x  < !y[ < 2 /  
% 

definiert 

denken, und bei der die Hypotenuse x, y; x -  ~ ,  [y[ N die Rolle der 

Ausnahmemenge spielt. Bei Ann/iherung an nile inneren Punkte der Katheten 
mit EinschluB des Punktes (0, 0) geht z(x, y) (genauso wie die andere L6sung 
z' (x, y) ----- 0 der Minimalfl/ichengleichtmg) nach Null; aber bei Anngherung an 
jeden inneren Punkt der Hypotenuse konvergiert z(x, y) (anders als z' (x, y)) 
gegen Unendlich. 

§ 4. Das verallgemeinerte Dirichletsche Problem 

4.1. Vorgelegt sei ein (nicht notwendigerweise streng) konvexes Gebiet P 
in der (x, y)-Ebene. Auf seinem Rande 0 P mit der Bogenlgnge s sei eine ab- 
geschlossene Menge A verschwindenden (hinsichtlich s genommenen) Lebesgue- 
schen MaBes oder, was nach § 2.1 auf dasselbe hinauslguft, verschwindenden 
linearen MaBes, gegeben. Das Komplement der Menge A beziiglich a P heiBe B. 
Auf B sei eine stetige beschrgnkte Funktion ~ vorgegeben: [~l ~ M < oo. 

Das Problem besteht im A u/finden einer L6sung z (x, y) ~ C~(P) ~ Co(P ~ B) 
der Minimalfldchengleichung in P, deren Werte au] B mit denen yon ~ iiberein- 
stimmen. 

Indem wir die Variable a -=- 2xts/L (L--  I~nge yon a P) einfiihren, kSnnen 
wix uns den Rand O P mit Hilfe zweier periodischer Furtktionen p(a), q(a) 
dutch Gleichungen {x = p(a), y = q(a); 0 _  a _~ 2~r} als topologisches Bild 
des Einheitskreises K o = {u 
denken. A erscheint dann 
Kreislinie verschwindenden 
offenen Teilmenge B 0 yon 
eine in allen Punkten yon 
erklgrt werden. 

= cosa, v = sina; 0 _~ a _~ 2~r} einer (u, v)-Ebene 
als Bitd einer abgeschlossenen Menge A o dieser 
Lebesgueschen Mal3es, und B ist das Bfld einer 

K 0. Die vorgeschriebenen Randwerte kSnnen durch 
B 0 erklgrte stetige und beschrgnkte Funktion ~(a) 
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4.2. Nach dem allgemeinen Maximumprinzip kann es hSchstens eine 
LSsung unseres Problems geben. Die Eindeutigkeit ist also sichergestellt. Wir 
wenden uns dem Existenzbeweis zu. 

l~iir eine kleine positive Zahl e denken wir uns die Menge A o durch endlich 
viele offene Intervalle der Gesamtl/~nge kleiner als e iiberdeekt. Wir kSnnen es 
dabei so einrichten, dab auch noeh die AbschlieBungen dieser Intervalle gegen- 
seitig punktfremd sind. Die Vereinigungsmenge der Intervalle heiBe Ao(e ), 
und ihr Bfld auf dem Rande yon P heiBe A (e). Die Komplement/~rmenge yon 
Ao(e) beziiglich K o sei B0(e) und ihr Bfld B(~). 

Wir w/~hlen nun eine Funktion q(a; e), welehe auf ganz K o stetig und 
beschrankt ist: I (a; - M, und welche in allen Punkten von Bo(~) mit q(a) 
iibereinstimmt. Wenn ~ < a < a, eines der Intervalle yon A o (~) ist, brauchen 
wir dazu in diesem Intervalle nur die lineare Interpolation 

= 

1 (  ) 
, ,  + q(a , ) ]a  

_~ ~+ (a). Mit z-(x, y) und z + (x, y) bezeiehnen wir die LSsungen des Dirichlet- 
sehen Problems mit den stetigen Randwer~en ~-(~) bzw. ~+(a). Zufolge des 
Maximumprinzipes gelten dann ffir alle n > 2/~ in P die Ungleichungen 
z-(x, y) ~ z,,(x, y) ~ z+(x, y) und somit aueh z-(x, y) ~ z(x, y) -< z+(x, y). 
Da nun beide Funktionen z-(x, y) und z+(x, y) bei Ann~herung an den Punkt 
(4, ~) gegen den Wert~ W(~) konvergieren, mul3 dasselbe fiir z(x, y) gelten. Das 
war zu zeigen. 

Uber das Verhalten der LSsung z(x, y) bei Ann/~herung an die Randpunkte 
in A ist damit keine Aussage gemaeht. Naeh § 3.1 steht aber fest, dal3 z(x, y) 
dabei besehr/~nkt bleibt. 

zu nohmen. 
F i i rn  = 1, 2, . . .  bezeiehnen wir mit z,~(x, y) ~ C~(P) A C°(P) die LSsungen 

der Minimalfl~chengleiehung in P mit den Randwerten q~(a;-~). Auf Grund 

des gewShnliehen Maximumprinzipes sind die Funktionen z n (x, y) in P gleich- 
m/~13ig besehr/~nkt: izn (x, Y)! -< M. Nach § 1.2. b folgt aus dieser Tatsaehe die 
Existenz einer Teilfolge {zm(x, y)}, deren Funktionen mitsamt ihrer ersten und 
zweiten Ableitungen gegen eine LSsung z(x, y)~ C~(P) der Minimalfl/~ehen- 
gleiehung in P konvergieren. Die Konvergenz ist dabei in jedem kompakten 
Teflbereich yon P gleichm/iBig. 

4.3. Wir mfissen jetzt zeigen, dai3 die gefundene LSsung z(x, y) das ge- 
forderte Randverhalten besitzt. Zu diesem Zwecke werden wir sie mit zwei 
geeigneten Hilfsfunktionen vergleiehen. Es sei (4, ~) = (p(~), q (~)) ein beliebiger 
Punkt yon B. Wir w/ihlen eine positive Zahl e so klein, da$ das Intervall I~ der 
L/inge 2e um den Punkt  ~ auf K o noch zu B o gehSrt. Es ist dann ein leiehtes, 
zwei auf ganz K o stetige Funktionen ~-(a) und ~0+(a) zu konstruieren, welehe 
in I~/2 mit ~(a) iibereinstimmen, in I~ den Ungleiehungen ~ - ( a ) <  ~ ( a ) <  

~+(cr) genfigen und in K o - I~ die Werte ~ - ( a ) -  M bzw. ~+(a)=  M 

Oleichm/~llig fiir n > 2/~ und al lea  gilt dann q - ( a ) <  q(a ;  ~)-<:- j ,  "11 "~ 

annehmen. 
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§ 5. Hebbare Unstetigkeiten 
5.1. Es seien P ein beschrgnktes Gebiet in der (x, y)-Ebene und A 

der A bschlieflung P yon P enthaltene kompakte Punktmenge. In P -  A 
eine in 
sei eine 

zweimal stetig di~erenzierbare L6sung z(x, y) der Minimalfl~hengleichung vor- 
gegeben. Wenn die Ausnahmemenge A verschwindendes lineares Marl hat, so ist 
sie /iir die LiJsung z (x, y) hebbar, d. h. der Funktion z (x, y) lassen sich, und zwar 
in eindeutiger Weise, in den in P gelegenen Punkten yon A solche Werte zu- 
schreiben, daft die erweiterte Eunktion eine in ganz P zweinml stetig di~erenzier- 
bare L6sun 9 der Mirdmalfl~hengleichun 9 ist. 

Wir bemerken, da$ sich A bis zum Rande von P erstrecken kann. 
Beweis: Wir betrachten einen beliebigen Punkt  (xo, Yo) irn Durchschnitt 

A r~ P. Es seien K 1 und K S (mit K~ 1 ( Ks, K s C P) zwei den Punkt (x0, Yo) ent- 
haltende offene konzentrische Kreisscheiben. Nach § 2.4 kSnnen wir im Kreis- 
ring K 2 --/71 eine den Punkt  (xo, Y0) in ihrem Inneren enthaltende Jordankurve 
finden, welche keinen Punkt  der Menge A enth/~lt ~). Die LSsung z (x, y) ist in 
einer Umgebung dieser Kurve definiert und daher auf der Kurve besehr/~nk~. 
Zufolge des allgemeinen Maximumprinzipes ist z(x, y) dann in ganz /~1-  A 
beschr/~nkt. Die Funktion Z(x, y) C C~(K1) sei nun die naeh § 4 existierende und 
eindeutig bestimmte L5sung des verallgemeinerten Diriehletsehen Problems 
der Minimalfl/£chengleichung fiir den Kreis K1, deren Werte in allen Punkten 
von OK 1 - A  mit denen der Funktion z(x, y) iibereinstimmen. Naeh dem 
allgemeinen Maximumprinzip sind die beiden LSsungen z(x, y) und Z(x, y) 
in allen Punkten yon K 1 - A identisch. Im Punkte (x0, Y0) und in der Tat in 
allen zu A gehSrigen Punkten von K 1 legen wit der Funktion z(x, y) nunmehr 
die Werte der Funktion Z (x, y) bei. Die so erweiterte Funktion ist eine zweimal 
stetig differenzierbare LSsung der Mhnimalfl/~ehengleiehung in K1. 

Die angegebene Konstruktion ffihrt zu einer eindeutigen Erweiterung der 
L6sung z (x, y) auf ganz P. Das folgt wiederum aus dem allgemeinen Maximum- 
prinzip. 

5.2. Es stellt sich wiederum die Frage, ob das Versehwinden des linearen 
Mal3es der Ausnahmemenge A fiir die IIebbarkeit der Unstetigkeit der in 
P -  A definierten LSsung z(x, y) notwendig ist, oder vielleieht allgemeiner, 
ob man vollst/~ndige metrisehe Bedingungen fiir die Menge A formulieren 
kann, unter denen sie f/Jr die L6sung z (x, y) hebbar bzw. nieht hebbar ist. 

Es lassen sich leieht Beispiele konstruieren, bei denen die Ausnahme- 
menge A ein ins Innere des Gebietes P reiehendes geradliniges Segment ist, 
also positives lineares Ma$ besitzt, und wo die LSsung z(x, y) bei Ann/~herung 
an jeden inneren Punkt  yon A gegen Unendlieh konvergiert. Man sehe dazu 
das in § 3.2 Gesagte. 

Literatur 
[1] ARO~SZAJ~, N., F. MULr~t, and P. SZEPTYC~: On spaces of potentials connected 

with L~-classes. Techn. Rep. No. 28, 110 pp., Dept. of Math. , Univ. of Kansas, 1963. 

~) Urn die Verallgemeinerungsfiihigkeit der Methode nicht yon vornherein zu be- 
schr~nken, machen wir hier yon der Tatsache, dall diese Jordankurve konvex gewalfl~ 
werden kann, keinen Gebraueh. 

Math. Ann. 158 16 



214 JOHANNES C. C. NITSCHE: Das Dirichletsche Problem fiir die Minimalfl~chengleichung 

[2] B ~ ,  L.: isolated singularities of minimal surfaces. Ann. Math. 53, 364--386 (1951). 
[3] C~a-N, J. W. :Functions of several variables and absolute continuity, I. Duke Math. 

J. 6, 170--186 (1940). 
[4] C~THIO~aORY, C.: t~ber das lineare Mail yon P u n k t m e n g e n -  eine Verallgemeine- 

rung des I~ngenbegriffs. Nachr. K6nigl. Gas. Wissenach. GSttingen, Math.- 
Phys. Kl., 4(}4--426 (1914). 

[5] C~LESON, L. : Selected problems on exceptional sets. 103 pp., Uppsala 1961. 
[6] COURA_~vr, R.: Diriehlet's principle, conformal mapping, and minimal surfaces. 

New York: Intersci. Publ. 1950. 
[7] DOVGLAS, J. : Solution of the problem of Plateau. Trans. Am. Math. Soc. 35, 263 321 

(1931). 
[8] FrsN, R.: Isolated singularities of solutions of non.linear partial differential equations. 

Transact. Amerie. Math. See. 76, 385-404 (1953). 
[9] On equations of minimal surface type. Ann. Math. 60, 397--416 (1954). 

[10] - -  New estimates for equations of minimal surface type. Arch. Rat. Mech. Anal. 
14, 337--375 (1963). 

[11] FUGL~DE, B.: Extremal length and functional completion. Acta Math. 98, 171 219 
(1957). 

[12] 'HAuSDORFF, 1~.: Dimension und ~uileres Mail. Math. Ann. 79, 157 179 (1919). 
[13] H~rNz, E.: t?ber die LSsungen der Minimalfl~chengleichung. Nachr. Akad. Wiss. 

GSttingen, Math.-Phys. KI., 51 56 (1952). 
[14] HOPF, E.: On an inequality for minimal surfaces z ~ z(x, y). J. Rat. Mech. Anal. 2, 

519-522 (1953). 
[15] MORREY, C.B.: Functions of several variables and absolute continuity II. Duke 

Math. J. 6, 187 215 (1940). 
[16] NrrSCHE, J. C. C.: Minimal surfaces. VervielfMtigte Vorlesungsnotizen, Univ. of 

Minnesota, 19 pp., 1957/58. 
[ 1 7 ] -  ~ )e r  eine mit der Minimalfl~tcheng]eichung zusammenh~ngende analytische 

Funktion und den Bernsteinschen Satz. Arch. Math. 7, 417--419 (1956). 
[18] Nrrsc]rs, Jell., u. JOACHIM NITSCH~: ~ber reguliixe Variationsprobleme. Rend. Circ. 

Mat. Palermo, (2) 8, 346 353 (1959). 
[19] RAI)6, T.: The problem of the least area and the problem of Plateau. Math. Z. 

82, 763--796 (1930). 
[20] On the problem of Plateau. Ergebn. d. Math. u. ihrer Grenzgebiete, Bd. 2. Berlin: 

Springer 1933. 
[21 ] SERRIN, J. : A priori estimates for solution of the minimal surface equation. Arch. Rat. 

Mech. Anal. 14, 376--383 (1963). 
[22J m Local behavior of solutions of quasi-linear equations. Acta Math. U l ,  247--302 

(1964). 
Function Theory. Tokyo: Maruzen Co. [23] TsuJi, M.: Potential Theory in Modem 

1959. 

(Received March 2, 1964) 


