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§ 1. Einleitung, Voraussetzungen

1.1. Das Verhalten harmonischer Funktionen ist in der Regel typisch fiir
das der Losungen allgemeiner linearer elliptischer Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Diese Vormundschaft der harmonischen Funktionen hort
aber auf, wenn man nicht-lineare Differentialgleichungen ins Auge falit. Eine
der itberraschendsten Aussagen, welche den gewaltigen Unterschied beleuchtet,
der zwischen den KEigenschaften harmonischer Funktionen und denen von
Losungen hinreichend nicht-linearer elliptischer Differentialgleichungen besteht,
ist in dem beriihmten Satze von L. BErS [2] enthalten, demzufolge eine im
Inneren des Definitionsbereiches gelegene isolierte Singularitdt einer Losung
der Minimalflichengleichung eo ipso hebbar sein muf3. Insbesondere bleibt also
eine Losung der Minimalflichengleichung in der Umgebung einer solchen
Singularitdt beschrinkt, eine Tatsache, welche als ein verallgemeinertes
Maximumprinzip zu interpretieren ist. Obwohl man sich leicht Beispiele von
Losungen der Minimalflichengleichung ausdenken kann, fiir die eine isolierte
Singularitdt auf dem Rande des Definitionsbereiches nicht hebbar ist, so gilt,
wie in [18] gezeigt worden ist, doch immerhin auch in diesem Falle das verall-
gemeinerte Maximumprinzip.

Gestiitzt auf dieses Maximumprinzip in der Umgebung einer Randsingu-
laritdt hatte ich in einer Vorlesung [16] die Losbarkeit des Dirichletschen
Problems der Minimalflichengleichung fiir ein konvexes Gebiet bei stetigen,
beschrinkten aber in endlich vielen Punkten nicht definierten Randwerten

* Diese Arbeit ist unter Contract Nonr 710 (54) zwischen der Universitit von Minne-
sota und dem Office of Naval Research vorbereitet worden.
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bewiesen. Dieses Problem hat fiir harmonische Funktionen ohne die Aufer-
legung zusétzlicher Wachstumsbeschrinkungen iiberhaupt keinen Sinn.
Zum Beispiel ist neben der Funktion z (%, y) = 0 auch die harmonische Funktion
z(x, y) = [1 — 22 — ®)/[(1 — 2)® + y*] eine Losung der Potentialgleichung im
Einheitskreis #? + 92 < 1, welche bei Annédherung an alle Randpunkte mit
Ausnahme des Punktes (1, 0) nach Null gebt. Es handelt sich also nicht um die
Frage der Regularitdt oder Irregularitidt eines Randpunktes, sondern um die
Existenz und eindeutige Bestimmtheit der Losung durch lickenhaft vor-
gegebene Randwerte.

Hier wird nun das Dirichletsche Problem derart verallgemeinert, daf die
stetigen beschriankten Randwerte auf einer abgeschlossenen Menge ver-
schwindenden linearen (hinsichtlich der Bogenlinge des Randes gemessenen)
Lebesgueschen Mafles nicht vorgegeben sind. Der Eindeutigkeitsbeweis beruht
auf einem allgemeinen Maximumprinzip, welches alle bisher bewiesenen als
Spezialfille enthélt.

Fiir harmonische Funktionen beschrinkt man sich bei der Betrachtung
hebbarer Unstetigkeiten nicht auf isolierte Ausnahmepunkte. Es existiert
vielmehr eine Reihe tiefliegender Untersuchungen iiber die Hebbarkeit von
Unstetigkeiten fiir gewisse Klassen — beschrinkter, gleichméBig stetiger,
Lipschitz-stetiger, mit beschriankter Integralnorm oder mit beschrinktem
Dirichlet-Integral versehener — harmonischer Funktionen auf hinreichend
diinnen, ganz im Inneren des Definitionsbereiches befindlichen abgeschlossenen
Mengen. Man sehe dazu etwa die grundlegenden Darstellungen in L. CARLESON
[5] und M. Tsos1 [23], wo sich auch ausgiebige Literaturangaben vorfinden.

In einer interessanten Arbeit [22] hat J. SerriN kiirzlich die Frage von
Unstetigkeiten in den Loésungen einer die Potentialgleichung als Sonderfall
enthaltenden Klasse nicht-linearer Differentialgleichungen behandelt. Obwohl
die Minimalflichengleichung sich den Serrinschen Voraussetzungen entzieht
und eben gerade ein ganz andersartiges Verhalten zeigt, so 1463t sich, wie ich
seiner freundlichen Mitteilung verdanke, seine Methode in Verbindung mit
einer auf R. FInN [8] zuriickgehenden SchluBlweise zu einem gewissen Grade
auf die Minimalflichengleichung ausdehnen, vorausgesetzt allerdings, daf} die
Ausnahmemenge der betrachteten LoOsung ganz im Inneren ihres Definitions-
bereiches liegh ; und wieder ist es, im Gegensatz zur Situation bei harmonischen
Funktionen, so, daB die blofe Existenz der Ldsung der Minimalflichen-
gleichung die Moglichkeit von Unstetigkeiten auf hinreichend diinn gesédten
Mengen (Mengen verschwindender verallgemeinerter (1, 1)-Kapazitdt) aus-
schliefit. Der hier behandelte allgemeine Fall einer sich bis zum Rande des
Definitionsgebietes erstreckenden Ausnahmemenge liegt jedoch betrdchtlich
verwickelter und bedarf weitergehender Ausfithrungen.

Wie man sich erinnert, beruht der Nachweis fiir die Hebbarkeit einer
isolierten Singularitdt im Inneren des Definitionsbereiches letztlich auf der
Moglichkeit der Uberdeckbarkeit dieser Singularitit durch eine offene Kreis-
scheibe beliebig kleinen Umfanges; und er 1aft sich im Grunde auf den Fall
einer ganzen Ausnahmemenge iibertragen, solange diese von offenen Kreis-
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scheiben beliebig kleinen Gesamtumfanges iiberdeckt werden kann. Als Krite-
rium fiir diese Moglichkeit bietet sich das von C. CARATHEODORY [4] eingefiihrte
und nach ihm und F. HAUuSDORFF [12] genannte lineare Mafl an. Es ist daher
natiirlich, mit diesem Begriffe zu arbeiten.

Der Rest dieses Paragraphen bringt die Zusammenstellung verschiedener
in den folgenden Ausfithrungen benutzten Tatsachen. In § 2 sind einige Eigen-
schaften ebener Punktmengen verschwindenden linearen Carathéodoryschen
Mafles diskutiert. § 3 enthilt den auf der Verallgemeinerung einer Schlulweise
von J. SERRIN [22] beruhenden Beweis des allgemeinen Maximumprinzipes.
§4 befallt sich mit der Formulierung und Loésung des verallgemeinerten
Dirichletschen Problems. In § 5 schliefllich wird der angekiindigte Satz iiber
hebbare Unstetigkeiten bewiesen.

Es sei bemerkt, daf} sich die folgenden Untersuchungen ohne weiteres auf
eine ganze Klasse von elliptischen Differentialgleichungen erstrecken, fiir welche
die Minimalflichengleichung typisch ist, und welche man nach R. Finn [9],
[10] Gleichungen vom Typ der Minimalflichengleichung nennt.

1.2. Im folgenden sind einige wohlbekannte Tatsachen iiber die Lésungen
der Minimalflichengleichung zusammengestellt.

a: Der Ausdruck

Pa Py 9s 71
(P2 — P1) (],V2 _" Wl) + (g5 — fll)(],y=1j T W1) ’
indem W; = ]/1 + p? + g7 (7 = 1, 2) gesetzt ist, ist nicht-negativ und kann durch

(P2 — P1)? + (g2 — ¢1)*] [Max (W, W,)]-3

nach unten abgeschétzt werden.
Wenn man nidmlich den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die
Funktion

1) = (pa— y) (47 — ;ﬁ’f‘l)+ @~ 2 (3 — %)

anwendet, wo p = p, + {(Py— P)), ¢ =@ + t(gs —¢,) und W = J/1 + p* + ¢?
gesetzt sind, so sieht man, dafl der fragliche Ausdruck gleich f(1) = f(1) —
— f(0)=f(f), 0 < <1 ist. Durch Ausfithrung der Differentiation und Ab-
schitzung des kleineren Kigenwertes der resultierenden positiv definiten
quadratischen Form iiberzeugt man sich von der Richtigkeit der Behauptung.

b: In einem Gebiete P der (z, y)-Ebene sei eine Folge von Lésungen
zp(z,y) €C*(P) (n=1,2,...) der Minimalflichengleichung vorgegeben. Die
Funktionen z,(x,y) seien gleichmifBig beschrinkt: |z, (z,y) < M. Dann
existiert eine Teilfolge {z,, (x, %)}, deren Funktionen mitsamt ihrer ersten und
zweiten Ableitungen gegen eine LoOsung z(x, y) € C?(P) der Minimalflichen-
gleichung in P konvergieren. Die Konvergenz ist dabei in jedem kompakten
Teilbereich von P gleichmaBig.

Der Beweis ergibt sich als einfache Folgerung wohlbekannter Apriori-
Abschitzungen. (Man sehe etwa R. Finx [10]; E. Hewz [13]; E. Horr [14];
J. C. C. NrrscuE [17]; T. Rap6 [20], Kap. IV; J. SERRIN [21].)
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¢: Das Dirichletsche Problem der Minimalflichengleichung fiir ein (nicht
notwendigerweise streng) konvexes Gebiet P mit stetigen Randwerten besitzt
eine eindeutig bestimmte Losung z(z, y) € C?(P) N C°(P).

Das folgt am einfachsten aus der Losung des parametrischen Plateauschen
Problems (siehe z. B. R. CouranTt [6], Kap. 3; J. Dovaras [7]; T. Rap6 [19],
[20], Kap. V) unter Anwendung eines Hilfssatzes von T. Rap6 ([20], S. 35).

1.3. In §3 benotigen wir die folgenden Tatsachen hinsichtlich der Ab-
leitungen einer Funktion. Beweise und weiteres Material findet man z. B. in
den Abhandlungen von J. W. CaLkiN [3] und C. B. MorrEY [15].

In einem beschriankten Gebiet P der (z, y)-Ebene seien drei stetig differen-
zierbare Funktionen z(z, ¥), u(x, y¥) und v (z, y) gegeben, und es gelte u(x, y) <
< v(z, y). Die Abschnittsfunktion

(u (2, y) in allen Punkten (z, ), wo z(x, ) < u(z, y)
Z(z,y)=1|z (x,y)]ﬁ{ﬁ;gg = 1z (%,y)inallen Punkten (x,y) ,wou (x,y) <z (z,y) <v(z,¥%)
v(z, ¥) in allen Punkten (z, y), wo z(x,y) = v(x, y)

ist dann in jedem kompakten Teilbereich von P eine Lipschitz-Funktion.
Die partiellen Ableitungen Z, und Z, existieren fast iiberall in P und sind
lokal, d. h. in jedem kompakten Teilbereich von P, summierbar. In fast allen
Punkten der Menge E, = {x, y; 2 (x, ¥) < u(x, )} gilt Z, = u,, Z, = u,, und
in fast allen Punkten der Menge E, = {z,y;z(x, y) = v(x, y)} gilt Z, = v,,
Z, = v,. Wenn die Ableitungen Z, und Z, fast tberall in P verschwinden, so
gilt Z (x, y) = const.

§ 2. Mengen von verschwindendem
linearen (Carathéodorysehen oder Hausdorfischen) MaB

2.1. Es sei 4 eine beliebige Punktmenge in der (z, y)-Ebene. Fiir eine Zahl
o > 0 betrachten wir eine Uberdeckung von 4 durch endlich oder abzéhlbar
unendlich viele offene Kreise K; vom Durchmesser d; < p. Die untfere Grenze
der Summen } d; fiir alle solchen Uberdeckungen, die auch unendlich aus-
fallen kann, bezeichnen wir mit A%’(4). Wenn p abnimmt, so werden die
Bedingungen, welchen die Kreise K, geniigen miissen, schirfer. Die Zahl
M@ (4) kann sich daher nicht verkleinern und konvergiert fiir p — 0 gegen einen
endlichen oder unendlichen Grenzwert. Dieser Grenzwert A,(4) = 3‘;’3% A0 (4)

heiflt das lineare Carathéodorysche (oder das lineare Hausdorffsche) MaB
der Menge 4.

Es ist klar, daB eine kompakte Punktmenge dann und nur dann verschwin-
dendes lineares MaB besitzt, wenn es zu jeder positiven Zahl ¢ eine Uber-
deckung dieser Menge durch endlich viele offene Kreise K; vom Durchmesser
d; gibt, so daB } d; < ¢ gilt.

Eine Menge A endlichen linearen MaBles ist eine Nullmenge, d. h. ihr
duBeres zweidimensionales Lebesguesches Maf3 m¥ (A4) verschwindet. Fiir jedes o
laBt sich namlich eine Uberdeckung von 4 durch abzéhlbar viele Kreise K|
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vom Durchmesser d; < g so finden, dafl }'d; < 1,(4) + 1 ist. Es gilt aber

gewil}
YA = Y Td=sToXd s Tol(d)+1).

Die Behauptung ergibt sich im Grenziibergang p - 0.

CaraTrEODORY und HAUSDORFF haben bewiesen, daBl das lineare MaB
2, (€) einer Kurve €, d. h. des stetigen Bildes eines abgeschlossenen linearen
Intervalles, mit ihrer Jordanschen Léange L(C€) iibereinstimmt und da8 fir
lineare Punktmengen A das lineare Carathéodorysche MalBl 4,(4) mit dem
dulleren linearen Lebesgueschen MaBe m¥ (4) identisch ist.

Es sei jetzt 4 eine auf einer rektifizierbaren Kurve € gelegene Punktmenge
und m$(4) ihr beziiglich der Bogenlinge s von € genommenes duBeres lineares
Lebesguesches Mafl. Dann gilt 4,{4) < m¥(4). Auf Grund des Vitali-Lebes-
gueschen Uberdeckungssatzes 148t sich A namlich durch abzéhlbar viele offene
Bogen €; beliebig kleiner Lange L(€,) so iiberdecken, dafl die Summe ) L(€
den Wert m§(A) beliebig wenig tibertrifft. Um den (beziiglich der Bogenlidnge
genommenen und auf € gelegenen) Mittelpunkt jedes Bogens €, beschreiben
wir den offenen Kreis K, vom Durchmesser d, = L(§,). Die Gesamtheit dieser
Kreise K, liefert offensichtlich eine Uberdeckung der Menge A. Fiir jedes
0 > 0 gilt also 1@ (4) < m*(4), und daher auch 4, (4) < m¥(4).

Unter zusétzlichen Voraussetzungen lafit sich auch die umgekehrte Un-
gleichung beweisen. Die Menge A sei z. B. auf einer glatten Kurve € gelegen.
Fiir hinreichend kleine g > 0 bezeichnen wir mit 4(g) das Maximum des
Quotienten aus Linge L(€,) < p eines Teilbogens €, von € und Abstand
seiner Endpunkte. Es gilt A(g) = 1 und ;i_% A{p) = 1. Der Durchschnitt

eines hinreichend kleinen Kreises mit € ist entweder leer oder ein zusammen-
hingender Teilbogen von €. Fiir hinreichend kleine p betrachten wir nun eine
Uberdeckung von A4 mit abzahlbar vielen Kreisen K, vom Durchmesser
d; < o. Dann gilt X' d, = m¥(A4)/A (o) und somit AQ(4) = m¥(4)/A(p). Fir
o — 0 ergibt sich daher in der Tat 1,(4) = mE(4).

Die Menge A sei auf einer konvexen Kurve € gelegen. Da der Durchschnitt
einer konvexen Kurve und einer offenen Kreisscheibe vom Durchmesser d aus
offenen Teilbdgen dieser Kurve besteht, deren Gesamtlinge den Wert nd
gewil} nicht iibersteigt, so folgt in diesem Falle gewill A,(4) = m§(4)/x.

2.2. Gegeben sei eine kompakte Menge A verschwindenden linearen Males.
Fir jede Zahl ¢ > 0 wihlen wir, was nach § 2.1 moglich ist, endlich viele die
Menge A4 iiberdeckende offene Kreise K, (i = 1,2, ..., n = n(e)) vom Durch-
messer d;, so dafl d, + dy + - - - + d, < g gilt. Es ist klar, dafl wir nur solche
Kreise verwenden, die tatsichlich mindestens einen Punkt von 4 enthalten.
Mit 4, bezeichnen wir den kleinsten der Durchmesser d,. K; und K seien die
mit K, konzentrischen Kreise vom Durchmesser d; + V2—68 bzw. d; + 2}/2'6,.
Mit A (e), A’ (¢) und A" (e) bezeichnen wir die Vereinigungsmengen \JK; bzw.
VK; baw. UK}

Bei den néchsten Betrachtungen stiitzen wir uns auf eine fiir alle Werte
einer Verdnderlichen ¢ erklirte, stetig differenzierbare nicht-negative Funktion
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@(t), welche auBerhalb des Intervalles |f| < 1 verschwindet und im {ibrigen so
normiert ist, daB [T 3 @(f) dt = 1 gilt. Wir konnen z. B. die (sogar unendlich oft
differenzierbare) Funktion @(t) = aexp{(t?— 1)1} fir |{{ <1 und @(t)=0
fiir || = 1 wahlen, wobei die Konstante a geeignet bestimmt ist.

Nunmehr setzen wir

o= [ ol e ) o(Z0-n)asan

A (€)
Die Funktion 9®(x,y) ist in der ganzen (w, y)-Ebene definiert und stetig
differenzierbar. Es gilt iiberall 0 < @ (x,y) < 1; und es gilt p©(z,y) =0
auBerhalb A" (g), »© (z,y) = 1 in 4 (¢) und |y (z, y)| = 4m/8,, |1p(8) z, Y)| =
< 4m/d, in allen anderen Punkten von A’ (g). Dabei ist m = Max|¢’(f)]
gesetzt. Da der Flacheninhalt von 4" (¢) — 4 (e) wegen 6, < d, und }/ d, <¢
gewill nicht grofer als

L@+ 22002 — dfl = T X (4)/2d0, + 867) <

< (2+)V2)7n8, X d; = (2+ )/2)7ed,
ist, ergibt sich

[ (9@ 9l + (@ y))) dedy = 8m(2 +}/2)7e

Das Integral ist dabel iiber die ganze Ebene erstreckt. Es gilt also
lim [ f (19 (=, )] + [9§ (@, y)]) dwdy = 0.

e-—+0E,

2.3. Es ist wohlbekannt, da3 die Begriffe des Hausdorffschen Mafles und
der Kapazitdt von Punktmengen eng verwandt sind. Mit J. SErrIN [22]
(siehe z. B. auch N. AronszaiN, F. MuLra, P. SzertYcki [1] und B. FueLEDE
[11]) wollen wir die untere Grenze der Werte des Integrales

P
) Wiz 9) + yyl@,y)] 2 dzdy p=1)

fir alle in der ganzen Ebene stetig differenzierbaren Funktionen w(z, y),
welche in einer (von Funktion zu Funktion verschiedenen) Umgebung der
Ausnahmemenge A den Wert Eins, aulerhalb eines (im Falle p = 2 festen)
Kreises den Wert Null annehmen und im ibrigen den Ungleichungen 0 <
< yw(x,y) < 1 geniigen, als die verallgemeinerte (1, p)-Kapazitét der kom-
pakten Menge A4 bezeichnen. (Der erste Index deutet an, daf3 wir hier mit den
ersten Ableitungen arbeiten.) Insbesondere sind die Begriffe verallgemeinerte
(1, 2)-Kapazitit und logarithmische Kapazitdt gleichbedeutend.

Die vorangehende Konstruktion kann dann auch als Beweis der Tatsache
angesehen werden, daf} eine kompakte Menge verschwindenden linearen MaBles
auch verschwindende verallgemeinerte (1, 1)-Kapazitat besitzt?l).

1) Zusatz bei der Korrektur: Dasselbe Ergebnis (auch fiir hoherdimensionales Haus-
dorffsches MaB und im m-dimensionalen Raum) ist mit im wesentlichen derselben Kon-
struktion auch von L. CARLESON bewiesen worden. Man sehe dazu S. 335ff. der seither
erschienenen Arbeit von H. WaALLIN: ‘A connection between a-capacity and L?-classes
of differentiable functions.” Arkiv for Mat. 5, nr 24 (1964), pp. 331—341.
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2.4. Eine in der Abschliefung P eines beschrinkten Gebictes P gelegene
kompakte Menge A verschwindenden linearen Mafes separiert das Gebiet nicht.
Mit anderen Worten: Mit P ist auch die offene Menge P — A zusammen-
héiingend.

Da Punktmengen verschwindenden linearen Mafles i. a. etwas grofler als
Punktmengen verschwindender logarithmischer Kapazitit sind (siehe z. B.
L. CarLEsoN [5], S. 32), schlie3t diese Aussage einen grundlegenden Satz der
Funktionentheorie ein.

Die nachfolgenden Zeilen enthalten einen Beweis'?) der Behauptung in der
folgenden speziellen quantitativen Fassung:

Vorgelegt sei eine in der Abschliefung P des Kreisringes P = {z,y; 0 < 1% <
< a® + y? <r§ <oo} gelegene kompakte Punktmenge A verschwindenden
linearen Mafes. Es gibt eine den Nullpunkt in threm Inneren enthaltende Jordan-
kurve in P, welche die Punkte der Menge A vermeidet und deren Linge den Wert
271y belvebig wenig tibersteigt.

Beweis: Essei B die aus 4 durch ,,Projektion ldngs konzentrischer Kreise
auf die positive x-Achse gewonnene lineare Menge, d. h. B={&;r, < § < r,,
x? + y? = &2, (2, y) = A}. Esist klar, daBl das lineare MaB} von B Null sein muB.
In jedem Intervall §, < & < &, (r, £ & < & < 1,) gibt es also Punkte, welche
nicht zu B gehoren. Man wihle einen solchen Punkt &, iin Intervaller, < & <
< r, + & wo ¢ eine hinreichend kleine positive Zahl ist. Der Kreis 2% + y? = £2
enthélt dann keine Punkte von 4 und befriedigt alle Behauptungen des Satzes.

§ 3. Das allgemeine Maximumprinzip

3.1. s seien P ein beschrinktes Gebiet in der (z, y)-Ebene und A eine in
der Abschliefung P wvon P enthaltene kompakte Punktmenge verschwindenden
linearen Mafes. In P — A seien zwer zweimal stetig differenzierbare Losungen
21 (2, ) und z,(x, y) der Mininwalflichengleichung vorgegeben. Bei Anndherung an
reden nicht in A liegenden Randpunkt von P gelte lim sup [2,(x, y) — 2 (x, Y)]= M
(im inf {2z, (x, ¥) — % (%, ¥)] = m). Dann trifft in allen Punkten von P— A die
Ungleichung z,(x, y) — 2,(x, y) < M (25(x, y) — 2, (%, y) = m) zu.

Wir bemerken, dafl sich 4 bis zum Rande von P erstrecken und ins-
besondere auch ganz aus Randpunkten von P bestehen kann.

Beweis: Im Falle M = oo ist nichts zu beweisen. Es sei also M < oo. Wir
wihlen zwei Zahlen M, und M,(M < M, < M, < ). @ sei eine beliebige,
keinen Punkt der Menge A4 enthaltende kompakte Teilmenge von P. Die
positive Zahl ¢ sei so klein gewdhlt, dal das Gebiet A’'(¢) aus § 2.2 keinen
Punkt von @ enthilt. Wir konnen auch eine von achsenparallelen Segmenten
berandete kompakte Teilmenge R (¢) von P so finden, dal @ in R (¢) enthalten
ist und daB auf allen nicht in A (c) gelegenen Randpunkten von R(¢) die

Ungleichungen z, (2, y) — 2z {x,y) < -é— (M + M,) bzw. z,(x,y) — 2 (x,y) < M; — 1
gelten, je nachdem ob M > — oo oder M = — o ist.

1a) Diesen Beweis, der kiirzer ist als mein eigener, verdanke ich Herrn W. LITTMAN.
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Wir betrachten nun die Abschnittsfunktion

2.y + M,
Zo(x,y) = [2,5(x, y)]ﬁ;ﬁ(@zi}) + M,

in allen Punkten von R (e} — A (¢) (siehe § 1.3). Mit Hilfe der Funktion %(z, ¥)
=1 — p@(z, ¥), wo p®(x, y) die in § 2.2 konstruierte Funktion ist, bilden wir
das Integral

[[ @@z~ 1), (B~ ) +

(1) R(e)—A(e)
+ (02— 7 — M), (- — )| dway.

Partielle Integration und Beriicksichtigung der Tatsache, dafi auf dem stiick-
weise glatten Rand des Integrationsbereiches entweder die Funktion #(z, y)
oder die Funktion Z,(z, ¥) — z,(x, y) — M, verschwindet, lehrt, dafl dieses
Integral den Wert Null hat. Da in fast allen Punkten von R(c) — A(e) ent-
weder 0Z,/0x = 02,/0x, 0Z,/0y = 02 /0y oder 0Z,/0x = 02,/0x, 0Z,[0y = 02,0y
gilt, da, wie wir aus § 1.2.a wissen, der Ausdruck

P 2 q
(P3 — P1) ( g}: - fo) + (92 — %) ( I?Va - W::I)

nicht-negativ ist und da die Ungleichungen |p;/W,| <1, |g;/W;| <1 (=1, 2)
und 0 £ Z, — 2, — My = My~ M, gelten, 1iBt sich der Integrand in (1) in
fast allen Punkten von R(g) — 4 (g) durch

[(P— ) (G —5) + @ o) (g — )| 1 — 2000 — 23) (1md + )

nach unten abschiitzen. Dabei ist P, = 0Z,/0x, Qy == 0Z,/0y, W, = }/1 + P} + Q3
gesetzt. Indem wir nun beachten, dafl dberall 0 < n{z,y) £ 1 gilt und
n{z, y) = 1 in @ ist, finden wir daher

Géff {(Pa‘“?z)(g};Z“ ;1;;;1)‘1“ (Qz“““’%)(g%z — %J]dxdyg
¢

.ff [ ~ P1) ( s, %z) + (@ — @) (ggz — - )} n{z,y)dxdy =

R(s)}—4(e)

<2y~ 3) [ [ (Ind+Imhdzdy < 2, 1,) [ [l + 1)) dady.
Bsy—A(e) Es
Fiir ¢ » 0 folgt daraus nach § 2.2 und § 1.2.a, daB fast {iberall in @ die Glei-
chungen (Zy— 7). = (Z,— 2;), = O gelten, so daBl dort Z,(x, y)— %z, y)
= ¢ = const ist. Zufolge § 2.4 koénnen wir uns den Bereich @ als Teil eines
grofleren Bereiches @' C P — A denken, wobei @’ einen Randpunkt (x,, y,) in
solcher Néhe eines nicht zu 4 gehérigen Randpunktes von P besitzt, da} in
diesem Punkte z3(xg, ¥o) — % (%g, ¥o) < M, gilt. Demnach finden wir, daf} die
Differenz Zg(x, y) — 2 (2, y) in ganz ¢ den konstanten Wert ¢ haben muf.
Da nun die Differenz Z,(x, y) — 2, (x, y) in ¢’ stets gleich einer der drei Zahlen
M,, z4(x, y) — 2, (c, y) oder M, ist und da gewiB Zy(x,, y,) = 2, (2, ¥o) + M, ist,
schlieBt man, daBl ¢ = M, sein mufl. Aus der Willkiir in der Wahl des
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Bereiches ¢ folgt die Giiltigkeit der Ungleichung 2, (2, ) — # (2, ¥) < M, und,
da M, beliebig war, auch der Ungleichung 2,(z, ) — 2,(x, ) = M, in allen
Punkten von P — 4.

Die Behauptung hinsichtlich des Infimums wird genauso bewiesen.

3.2. Die Frage, ob das Verschwinden des linearen Mafles der Ausnahme-
menge A fiir die Giltigkeit des allgemeinen Maximumprinzipes notwendig ist,
oder vielleicht allgemeiner die Frage, ob sich vollstdndige metrische Bedin-
gungen fiir die Menge 4 angeben lassen, unter denen das allgemeine Maximum-
prinzip gilt bzw. nicht gilt, hesitzt zurZeit noch keine zufriedenstellende Antwort.

Fiir den Fall, dal die Ausnahmemenge ein im Inneren oder auf dem Rande
von P gelegenes geradliniges Segment ist, also positives lineares Carathéodory-
sches MalB besitzt, gibt es Beispiele, welche zeigen, dall das allgemeine
Maximumprinzip nicht zutrifft. Solche Beispiele lassen sich leicht mit Hilfe
bekannter Existenzsitze (siche z. B. R. FInN [10]) konstruieren. In der Tat
das einfachste, obschon grobe, Beispiel wird von der altbekannten Scherkschen
Minimalfliche 2 (z, y) = log cosy — log cosx geliefert, welche wir uns iiber dem

gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck P = {x, y; 0 <<yl < g—} definiert
denken, und bei der die Hypotenuse {x, Y; &= -g—, ly| = gm} die Rolle der

Ausnahmemenge spielt. Bei Anndherung an alle inneren Punkte der Katheten
mit Einschlufl des Punktes (0, 0) geht z(x, y) {(genauso wie die andere Losung
2’ (x, y) = 0 der Minimalflachengleichung) nach Null; aber bei Anndherung an
jeden inneren Punkt der Hypotenuse konvergiert z(z, y) (anders als 2'(z, y))
gegen Unendlich.

§ 4. Das verallgemeinerte Dirichletsche Problem

4.1. Vorgelegt sei ein (nicht notwendigerweise streng) konvexes Gebiet P
in der (z, y)-Ebene. Auf seinem Rande d P mit der Bogenlinge s sei eine ab-
geschlossene Menge 4 verschwindenden (hinsichtlich s genommenen) Lebesgue-
schen MaBes oder, was nach § 2.1 auf dasselbe hinauslduft, verschwindenden
linearen Malles, gegeben. Das Komplement der Menge A beziiglich 9 P heille B.
Auf B sei eine stetige beschrinkte Funktion ¢ vorgegeben: |[¢p| = M < .

Das Problem besteht im Auffinden einer Losung z(x, y) € C3(P) N C*{P N B)
der Minimalfliichengleichung in P, deren Werte auf B mit denen von ¢ iiberein-
stimmen.

Indem wir die Variable ¢ = 2xs/L (L = Lénge von d P) einfiihren, konnen
wir uns den Rand ¢ P mit Hilfe zweier periodischer Fuunktionen p(s), ¢(o)
durch Gleichungen {z = p(0), ¥ = ¢(0); 0 < 0 < 2a} als topologisches Bild
des Einheitskreises K = {u = cosg, v = sing; 0 £ ¢ < 27} einer (u, v)-Ebene
denken. 4 erscheint dann als Bild einer abgeschlossenen Menge 4, dieser
Kreislinie verschwindenden Lebesgueschen MaBes, und B ist das Bild einer
offenen Teilmenge B, von K. Die vorgeschriebenen Randwerte kénnen durch
eine in allen Punkten von B, erklirte stetige und beschrinkte Funktion ¢(0)
erklirt werden.
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4.2, Nach dem allgemeinen Maximumprinzip kann es hochstens eine
Losung unseres Problems geben. Die Eindeutigkeit ist also sichergestellt. Wir
wenden uns dem Existenzbeweis zu.

Fiir eine kleine positive Zahl ¢ denken wir uns die Menge 4, durch endlich
viele offene Intervalle der Gesamtlinge kleiner als ¢ tiberdeckt. Wir konnen es
dabei so einrichten, dafl auch noch die AbschlieBungen dieser Intervalle gegen-
seitig punktfremd sind. Die Vereinigungsmenge der Intervalle heile A4,(¢),
und ihr Bild auf dem Rande von P heifle 4 (¢). Die Komplementirmenge von
A, (e) beziiglich K, sei By(e) und ihr Bild B(e).

Wir wihlen nun eine Funktion ¢(o;¢), welche auf ganz K, stetig und
beschriinkt ist: |@(o; &)| < M, und welche in allen Punkten von B, () mit ¢ (o)
iibereinstimmt. Wenn ¢; < ¢ < 0, eines der Intervalle von 4,(g) ist, brauchen
wir dazu in diesem Intervalle nur die lineare Interpolation

1
9(036) = 5= ([50(01) — 01 0(0)] + [9(03) — p(1)]0)
zu nehmen. B
Firn =1, 2, ... bezeichnen wir mit z, (x, y) € C?*(P) n C°(P) die Losungen

der Minimalflichengleichung in P mit den Randwerten ¢ (o‘ ; %) Auf Grund
des gewdhnlichen Maximumprinzipes sind die Funktionen z,(x, y) in P gleich-
mafig beschrinkt: |2,(x, )] =< M. Nach § 1.2.b folgt aus dieser Tatsache die
Existenz einer Teilfolge {z,, (#, y)}, deren Funktionen mitsamt ihrer ersten und
zweiten Ableitungen gegen eine Losung z(x, y) € C2(P) der Minimalflichen-
gleichung in P konvergieren. Die Konvergenz ist dabei in jedem kompakten
Teilbereich von P gleichmiflig.

4.3. Wir miissen jetzt zeigen, daB die gefundene Losung z(x, y) das ge-
forderte Randverhalten besitzt. Zu diesem Zwecke werden wir sie mit zwei
geeigneten Hilfsfunktionen vergleichen. Es sei (£, §) = (p(8), ¢ (8)) ein beliebiger
Punkt von B. Wir wéhlen eine positive Zahl ¢ so klein, dafl das Intervall I, der
Liange 2¢ um den Punkt & auf K, noch zu B, gehort. Es ist dann ein leichtes,
zwel auf ganz K, stetige Funktionen ¢~(¢) und ¢+*(0) zu konstruieren, welche
in I, mit @(o) libereinstimmen, in I, den Ungleichungen ¢ (0) £ ¢(0) =
< ¢t(0) geniigen und in K, — I, die Werte ¢~ (0) = — M bzw. ¢pt(o) =M

annehmen. GleichméBig fiir » > 2/¢ und alle ¢ gilt dann ¢—(0) < 99(0‘; —?1-;) <

< @t(o). Mit z (, y) und 2*(z, y) bezeichnen wir die Losungen des Dirichlet-
schen Problems mit den stetigen Randwerten ¢~(o) bzw. ¢t (o). Zufolge des
Maximumprinzipes gelten dann fiir alle » > 2/¢ in P die Ungleichungen
272, Y) = z,(x,y) = 2t (x,y) und somit auch z=(x,y) < z(x, y) = zt(z, y).
Da nun beide Funktionen z~(z, ) und z*(x, y) bei Anndherung an den Punkt
(£, 7) gegen den Wert. ¢ (4) konvergieren, mul} dasselbe fiir z(z, y) gelten. Das
war zu zeigen.

Uber das Verhalten der Losung z(x, y) bei Anniherung an die Randpunkte
in A4 ist damit keine Aussage gemacht. Nach § 3.1 steht aber fest, daB z(x, y)
dabei beschrankt bleibt.
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§ 6. Hebbare Unstetigheiten

b.1. Es seien P ein beschrinktes Qebiet in der (x, y)-Ebene und A eine in
der Abschliefung P von P enthaltene kompakte Punkimenge. In P — A sei eine
zwermal stetig differenzierbare Lisung z(x, y) der Minvmalflichengleichung vor-
gegeben. Wenn die Ausnakmemenge A verschwindendes lineares Maf hat, so ist
sie fiir die Lésung z(x, y) hebbar, d. h. der Funktion z(x, y) lassen sich, und zwar
tn eindeutiger Weise, in den in P gelegenen Punkien von A solche Werte zu-
schresben, daf} die erweiterte Funktion eine in ganz P zweimal stetig differenzier-
bare Losung der Minimalfldchengleichung ist.

Wir bemerken, daf} sich 4 bis zum Rande von P erstrecken kann.

Beweis: Wir betrachten einen beliebigen Punkt (z,, y,) im Durchschnitt
A N P. Es seien K, und K, (mit K, ¢ K,, K, P) zwei den Punkt (z,, ,) ent-
haltende offene konzentrische Kreisscheiben. Nach § 2.4 kénnen wir im Kreis-
ring K, — K, eine den Punkt (z,, %,) in ihrem Inneren enthaltende Jordankurve
finden, welche keinen Punkt der Menge 4 enthilt?). Die Losung z(z, y) ist in
einer Umgebung dieser Kurve definiert und daher auf der Kurve beschrinks.
Zufolge des allgemeinen Maximumprinzipes ist z{x, y) dann in ganz K, — 4
beschriankt. Die Funktion Z (z, y) € C?(K,) sei nun die nach § 4 existierende und
eindeutig bestimmte Losung des verallgemeinerten Dirichletschen Problems
der Minimalflichengleichung fiir den Kreis K,, deren Werte in allen Punkten
von 0K, — A mit denen der Funktion z(x,y) libereinstimmen. Nach dem
allgemeinen Maximumprinzip sind die beiden Loésungen z(z, y) und Z(z, y)
in allen Punkten von K, — A identisch. Im Punkte (x,, ¥,) und in der Tat in
allen zu 4 gehorigen Punkten von K, legen wir der Funktion z(z, y) nunmehr
die Werte der Funktion Z (x, y) bei. Die so erweiterte Funktion ist eine zweimal
stetig differenzierbare Losung der Minimalflichengleichung in K.

Die angegebene Konstruktion fithrt zu einer eindeutigen Erweiterung der
Losung z (x, y) auf ganz P. Das folgt wiederum aus dem allgemeinen Maximum-
prinzip.

5.2. Es stellt sich wiederum die Frage, ob das Verschwinden des linearen
MaBes der Ausnahmemenge A4 fiir die Hebbarkeit der Unstetigkeit der in
P — A definierten Losung z(x, ¥) notwendig ist, oder vielleicht allgemeiner,
ob man vollstdndige metrische Bedingungen fiir die Menge A formulieren
kann, unter denen sie fiir die Losung z (x, y) hebbar bzw. nicht hebbar ist.

Es lassen sich leicht Beispiele konstruieren, bei denen die Ausnahme-
menge A ein ins Innere des Gebietes P reichendes geradliniges Segment ist,
also positives lineares Mal} besitzt, und wo die Losung z(z, ) bei Anndherung
an jeden inneren Punkt von 4 gegen Unendlich konvergiert. Man sehe dazu
das in § 3.2 Gesagte.
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