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Introduction 

Soit (X, G) un syst~me dynamique topologique, C*(G,X) la C*-alg~bre ~<produit 
crois6 ~>. On supposera X et G localement compacts ~t base drnombrable. A un point 
x de X est associ6 son stabilisateur S~={sEG/sx=x} et, h partir d'une 
reprrsentation irrrductible du groupe Sx, on construit par induction une 
reprrsentation irrrductible de C*(G,X): le noyau d'une telle reprrsentation sera 
appel6 un ideal primitiJ induit de C*(G,X). 

L'rtude des idraux primitifs induits a et6 entreprise d'abord par Guichardet [9], 
puis par Effros et Hahn [4], ces travaux supposant que G agit librement dansX (i.e. 
S~ = {e}, VxeX); elle a 6t6 continure par Gootman [6] qui suppose encore tous les 
stabilisateurs inclus dans le centre du groupe G. En simplifiant 16g~rement, les 
rrsultats obtenus sont les suivants: 

a) si G est moyennable, tout idral primitif de C*(G,X) contient un idral primitif 
induit ; 

b) si G est discret, tout idral primitif de C*(G,X) est contenu dans un idral 
primitif induit; 

c) si G est discret et moyennable, tout idral primitif de C*(G,X) est un idral 
primitif induit. 

Le but de cette 6tude est de drmontrer les Propositions a), b), et c) sans aucune 
hypoth~se sur les stabilisateurs (Throrrme 6.6). 

Les deux outils fondamentaux seront: d'une part, la ~C*-alg~bre des sous 
groupes de G>~ introduite par Fell [5], dont  le spectre et le quasi-spectre s'identifient 
/~ la rrunion respectivement des spectres et des quasi-spectres de tous les  sous 
groupes fennrs de G; d'autre part, une 1-cohomologie introduite par [1 t] ,  associre 

l'action de G sur l'espace de ses sous groupes fermrs et qui permet de contrrler  le 
processus d'induction en construisant de manirre suffisamment rrgulirre des 
mesures quasi-invariantes sur l'ensemble des espaces homogrnes G/S (S parcourant 
l'espace des sous groupes fermrs de G). 

La drmarche sera la suivante: on construit d 'abord [§2] une C*-algrbre 
C*(Z,X) dont l'ensemble des reprrsentations contient la rrunion ensembliste des 
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repr6sentations des stabilisateurs S~(xeX), ce qui permet de doter les espaces LI s~ 
x e X  

et LI Prim(S=) d'une structure topologique en les identifiant fl un sous espace de 
X~X 

C*(Z,X)"et PrimC*(Z,X) respectivement. De m~me, l'espace.~ = L[ S~est identifi6 
x E X  

fl un sous ensemble bor61ien de C*(Z,X)'. 
Au paragraphe 4, on montre que le processus d'induction de LI s~ fl C*(G,X) ~ 

x~X 

et de H Prim(S=) h PrimC*(G,X) est continu (Lemme 4.2 et Corollaire 4.3); que le 

processus d'induction de LI s~fi C*(G,X)'est bor61ien, ce qui permet de l'6tendre'fl 
x e X  

des repr6sentations plus g6n6rales de C*(Z,X), en particulier celles dont la mesure 
centrale est port6e par )(. 

Au paragraphe 5, on d6finit un processus inverse de restriction fi C*(Z,X) des 
representations de C*(G,X) et un argument d'ergodicit6 (Lemme 5.4) permet de 
montrer que, si Rest une repr6sentation factorielle de C*(G,X), sir est sa restriction 
h C*(Z,X) et Indr  la repr6sentation de C*(G,X) induite par r (qui est bien d6finie), 
alors le noyau de Ind rest un id6al primiti f induit dont on prouvera, au paragraphe 
6, qu'il est contenu dans le noyau de R lorsque le groupe G est moyennable, et qu'il 
contient le noyau de R si G est discret. 

1. Pr~liminaires et notations 

Si X est un espace localement compact, on note K(X) l'espace des fonctions 
complexes surX continues h support compact, M(X) l'espace des mesures de Radon 
complexes sur X, muni de la topologie vague (r(_M(X), _K(X)), Co(X) l'espace des 
fonctions continues sur X tendant vers 0 ~t l'infini. 

Un systdme dynamique topologique (X, G) est la donn6e d'un espace localement 
compact X, d'un groupe localement compact Get d'une action continue de G sur X, 
c'est h dire une application continue 

G xX~(t, x )~ txEX 

telle que (x~tx) soit un hom6omorphisme de X pour tout t de Ge t  que l'on ait 

t(t'x) = (tt')x, Vt, t' ~ G, Vx~X. 

Un syst~me dynamique topologique (X, G) est dit s~parable si les topologies deX 
et G sont/t base d6nombrable, c'est/t dire siX et G sont m~trisables, d6nombrables fi 
l'infini. 

On fixe sur G une mesure de Haar ~t gauche (not6e dt). 
LI(G, Co(X)) est l'espace des classes d'applications sommables de G dans l'espace 

norm6 Co(X). Un +l~ment de LI(G, Co(X)) peut &re repr6sent6 par une fonction 
bor~lienne q~ de G xX dans ¢ telle que, Vs~G, q)(s,.)~Co(X) et 

IIq~lll = j" IIq~(s, .)lids < ~ .  
a 
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Les formules 
tp * ~p( s, x) = ~ qg( t, x )lp( t - 1 s, t - 1 x )d t 

G 

~o*(s, x) = A (s)- l~o(s- l, s-  ix) (A = fonction modulaire de G) 

munissent L 1 (G, Co(X)) d'une structure d'alg6bre de Banach involutive. L'image de 
K_(G×X) dans LI(G, Co(X)) est une sous alg6bre involutive dense. Toute 
repr6sentafion continue de K(G ×X) dans un espace de Hilbert H se prolonge h 
L~(G, Co(X)), doric au produit crois6 C*(G,X), qui est la C*-alg6bre enveloppante de 
LI(G, Co(X)) (cf. [4], Theorem 4.8). 

On notera R = (p, u) la correspondance canonique entre les repr6sentations R de 
C*(G,X) et les repr6sentations covariantes (p, u) du syst6me dynamique (X, G). 
(Toutes les repr6sentations seront suppos6es non d6g6n6r6es.) 

S~= {seG/sx=x}  d6signe le stabilisateur d'un point x de X. 

2. La C*-alg~bre des sous-groupes de G 

La construction de cette C*-alg~bre est due/l  Fell [5]. 
Soit G u n  groupe localement compact, S l'espace de ses sous groupes ferm6s 

muni de la topologie de Fell (cf. [2], Chapitre VIII, §5); 27 est compact, et 
m6trisable si G est s6parable. 

On fixe une fois pour toutes un choJx continu de mesures de Haar ~ gauche, c'est 
~t dire une application continue 27~S~ots~M_(G ) telle que, pour tout S, a s soit une 
mesure positive de support S et invariante & gauche par les 616ments de S (l'existence 
d'un tel choix r6sulte de [2], Chapitre VIII, § 5 no. 3). 

Y= {(S, s)e2; x G/sE S} est un ferm6 de 27 x G; pour les op6rations 

~ **t(S,s) = ~ ~(s, t)~(s, t -  's)a~s(t) 
G 

¢*(S, s) = As(s )-  i ~(S, s -  l) (A s = fonction modulaire de S), 

K(Y) est une alg~bre involutive; si on complete N(Y) pour la norme II¢lll 

= sup S I~(S,s)ldas(S), on obtient une alg6bre de Banach involutive dont la C*- 
S e ~  S 

alg6bre enveloppante [notre C*(G) par Fell et que nous pr~ f6rons noter C*(27)] a les 
propri~t6s suivantes: 
- -  / t u n  couple (S,w), SeX, w representation unitaire de S, est associ6e une 
representation n=(S,  w) de C*(27) en posant, si ~EK(Y), 

~(~) = ~ ~(S, s)w(s)d~s(s) ; 
S 

- -  toute repr6sentation irr6ductible de C*(,~) est de la forme (S, w) ([5], Lemme 2.8). 
Comme la d~monstration du Lemme 2.8 ne fait intervenir que le  noyau d'une 
repr+sentation irr+ductible, on obtient te lemme suivant: 

Lemme 2.1. a) Soit i un iddal primitij de C*(X) ; il existe un unique sous-oroupe S(O de 
G tel que route representation de C*(27) de noyau i soit de lajorme (S(i), w), oi~ w est une 
representation de S(i), 

b) L' application Prim(C*(Z))~i~S(i)e,?, est continue. 
(b) d6coule im m &liatement du Lemme 2.5 de [5].) 
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En conclusion, les espaces C*(X), C*(2;)'et Prim(C*(S)) s'identifient respective- 

m e n t a  H S ,  H S - e t  HPrim(S). 

Pour faire intervenir C*(E) darts l'6tude des syst6mes dynamiques, on remarque 
que G agit continument dans 2; par t- S = tSt- 1, et qu'il existe un 1-cocycle continu o9 
sur.G x 2; (dont la classe est ind6pendante du choix continu des %) tel que, Vg ~ _K(G), 
VS~ 2~, Vt~G, 

g(tst- 1)d%(s) = re(t, S) ~ 9(s)da,.s(S) (cf. [11], § 1). 
G G 

G agit dans l'alg~bre involutive K(Y) par t~(S, s) = o(t, S)- ~ ~(tS, tst- 1); cette action 
se prolonge en une action continue de G sur C*(S), d'o~ une action continue de G sur 
Prim(C*(2~)), C*(2:F, et une action bor~lienne sur C*(,~) ~ On v6rifie facilement que si 
H=(S,w), alors tlI=(t.S, tw), Vt~G [olh on a pos~ tw(s)=w(t-lst), Vs~t.S]. 

On forme la C*-atg6bre produit tensoriel Co(X)®C*(S ) (produit tensoriel ~v~) 
de Guichardet [8]). Une repr6sentation factorielle de Co(X)®C*(Z) est de la forme 
(p~, z0, oTh 7r est une representation factorielle de C*(2;) et off, si J e Co(X), p~(j) est 
t'op6rateur de multiplication par j(x) dans l'espace de ~r. Le spectre (resp. le quasi 
spectre) du produit tensoriel s'identifie donc comme espace topologique (resp. 
bor61ien)/~X x C*(2) ~ [resp.X x C*(X) ~]. De m~me, l'espace des id6aux primitifs du 
produit tensoriel s'identifie/l X x Prim(C*(27)) (cf. [8], § 7, Theorem 6). 

Ddfinition 2.2. On appellera C*-alydbre des stabilisateurs et on notera C*(X,X) le 
quotient de Co(X)®C*(S) dont l'espace des id6aux primitifs correspond au ferm6 
{(x,/) EX x Prim(C*(Z))/S(i) C S~} de l'espace Prim (Co(X)® C*(Z)). 

Une repr6sentation factorielle de C*(S,X) est de la forme (p~, re), o~a xeX  et ~t est 
une repr6sentation factorielle de C*(S) telle que S(ker(r0)CS~. C*(Z,,X)" est 
l'ensemble des (x, ;')eX x C*(E) ~ tels que S(~)CSx [avec S(()=S(ker(n)), r~e~]. 

DOjinition 2.3. On appelera espace des quasi-spectres des stabitisateurs et on notera J~ 
le sous ensemble bor61ien {(x, ~)/S(~)=S:,} de C*(~;,X)'. (D'apr6s [1], Chapter 2, 
Proposition 2, 3, l'application x ~ S  x est bor61ienne.) 

G agit (par passage au quotient) darts C*(~,,X), et J~ est un sous ensemble G- 
invariant de C*(Z,X)'. 

Remarque. Dans le cas particulier de [73 of~ l'application ~stabilisateur, est 
continue, {(x, i)/S(i) = S=} est 6galement un ferm6 de X x Prim(C*(I;)) et )? apparait 
comme le quasi-spectre d'un quotient de Co(X)®C*(S ), not6 R. 

3. Dualit~ des stabilisateurs et des orbites 

On suppose d6sormais le syst6me dynamique (X, G) s6parable. 
On note Gx l'orbite d'un point x de X. L'application G~t~ tx~X  d6finit par 

passage au quotient un isomorphisme d'espaces bor61iens de l'espace homog6ne 
G/S x sur le sous espace bor61ien Gx de X. 

Soit xEX, ~ une mesure surX ¢oncentr6e sur Gx et 0 une fonction bor61ienne sur 
G telle que O(ts)=O(t), VteG, VseS x. On 6crira par abus de notations 

I O(t)dl3(tx) 
GIS~ 
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vge_/%(6), 

ou encore par 

pour d~signer l'int~grate ~ O(y)dfl(y), oil on a pos60(tx)=O(t), toG. 
Gx 

D'apr~s [111, § i, si on pose 

O(t, x) = A (t)- leo(t, S~), te G, x e X  

(o/1 o) est le 1-cocycle introduit au paragraphe pr~c6dent), la fonction bor61ienne Q 
sur G ×X a les  propriet6s suivantes: 

(i) Vg~ _K(G), VteG, VxeX ,  

y g(tst- l)do~s~(s)=A(t)¢(t, x) j g(s)das~,(s ) ; 
0 G 

(ii) Vx~X,  l'application G~t~e( t ,x)  est continue ; 
(iii) O(ts, x)=e(s,x)e(t, sx), VxeX ,  Vt, seG ; 
(iv) e(ts, x) = as~(s)A(s- 1)e(t, x), VxeX ,  Vte G, Vse S~. 

Notation. On designe par fl~ la mesure sur X (concentr~e sur Gx et dont l'existence 
d6coule du Th6orbme 2 de [2], Chapitre VII, par. 2, no. 5) caract6ris6e par: 

G fs= \ o ) 

Yg e _K(G), I (I Q(ts, x ) - '  g(ts)d~s~(S) ) dfl~(tx) = ~ g(t)dt. 
G/SxkO O 

(Cf. ~galement, dans un cas particulier, [7], (2.2) p. 903.) 
Toujours d'apr6s [ t l ] ,  § 1 et Proposition 2, on aura: 

(j) VxeX, VteG, flx=~,x ; 
dtfl~ 

(jj) VxeX, fix est quasi-invariante par l'action de G et, VteG, ~ est la 

fonction X ~ y ~ e ( t -  1, y) ; 
(jjj) S i ,  est une mesure a-finie sur X quasi-invariante par l'action de G, la 

mesure v sur X ×X definie par 

v(?) = ~ y(x,y)dfl~(y)d#(x) (y bor61ienne positive) 
X × X  

est a-finie et quasi-invariante par la sym6trie (x, y)~-*(y, x) ; 
dr(x, y) 

(jjjj) Si on pose D(x, y)= d r ( y , '  alors 

D(x, tx)=o(t,x) -1 (x), ¥(t,x)eG x X  dg®dp p.s. 

4. Id~aux primitifs induits. Continuit~ de l'induction 

Soit H une repr6sentation factorielle de C*(Z,X). D'apr~s le paragraphe 2, H s'6crit 
(p~,S,w) oil xeX,  S est un sous groupe ferm6 de Sx, w une representation factorielle 
de Set, si j e Co(X), p:,(j) est l'op6rateur de multiplication par j (x)  dans l'espace de w 
(qui est l'espace de H). 
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(p~, w) est une representation covariante du syst6me dynamique topologique 
(X, S) et on peut former la repr6sentation de C*(G,X) 

Ind/7 = Ind (p~, w). 
StG 

Si S = S~, c'est h dire si la classe de quasi-6quivalence de/7  est dans X, Ind/I  est 
factorielle et son noyau est un id6al primitif de C*(G,X); si en outre H est 
irr6ductible, IndH est irr6ductible. 

D~finition 4.1. On dira qu'un id6al primitif I de C*(G,X) est un ideal primitiJ induitsi 
il existe une repr6sentation irr6ductible/7 de C*(Z,X) de la forme/7 = (p~, S~, w) 
(x~X, w representation irr6ductible de Sx), telle que 

l=ker ( Ind /7) .  

Lemme 4.2. Soit (Hi = (Pxj, S j, w j))j~j un ensemble de representations de C*(Z,X). Soit 
Ho = (Pxo, So, w o) une representation de C*(S,,X) Jaiblement contenue dans rensemble 
des (/]j)jEJ" Alors la representation IndH o de C*(G,X) est ]aibtement contenue dans 
r ensemble des (IndHj)j~j. 

Dgmonstration. Soit j  un indice appartenant h d ou 6gal ~ 0. On note Hj l'espace de 
w j, flj la mesure quasi-invariante sur l'espace homog6ne G/Sj caract¢ris6e par 

roe _K(G), ~ d~jO') J" ~(ts),i%(s) = ~ ~(t)- %(t, Sj)g(t)dt. 
G/Sj O O 

Elle v~rifie 

dzflj (t') = A(r)o~(z- 1,tS)), Vz, t~G (cf. [11], § 1). 
d#j 

On notera/~i l'ensemble des classes d'applications bor61iennes/~i de G dans Hj 
v6rifiant 

Vs Si, et j' II ;i t)ll d,6j(b<oo. 
OlSj 

On r6alise IndH~ dans l'espace de Hilbert Hi" Si gE_K(G) et hjeH j, on pose 

g.  hi(t) = ~ g(ts)w(s)hflo~sj(S): 
O 

g* hj d6finit un 616ment de/Tj et l'ensemble des g,  hi(g E K(G), hie Hi) est total dans 
Hi. 

( Ind Hi(~0 ) g.hj, g,hi) 

= ~ ¢p(r, txj) d (z) 1/2 o ( z -  1, tSj)l/2 g(z- 1 ts)~(ts') 
G × G x G x G / S j  

• (wj(s) hi, wj(s') hi) dzdotsj(S ) do:sj(S' ) dfli(t ) 

= ~ qg(z, txi)A(z)l/2co(z-~,tSi)~/2A(t)-~o(t, Sj)g(z -~ ts)~(t) 
G x G x G  

• (wi(s) hi, hi) dz dtdots~(S ) 

= ~ ~(x2, Si, s) (wj(s) hi, hi) do~s~(S ) 
O 
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en posant 

(x, S, s) = ~ tp (z, tx) A (~)1/2 o (z-  1, tS) l/2 A (t)- l co (t, S) g (z-  ~ ts) .~(t)dz dt. 
G x G  

La fonction • est continue en l'ensemble de ses trois variables et / t  support 
compact; elle d6finit donc un 616ment de Co(X)®C*(S),  d'o~ un 6t6ment du 
quotient C* (Z,X) not6 encore ~. Le calcul pr6c6dent s'interpr~te ainsi: la valeur en 
~0E K(G ×X) de la forme lin6aire positive associ6e ~ IndH i et g,h~ est 6gale ~ ta 
valeur en ~ de la forme Iin6aire positive associ6e ~t H~ et hi. On en d6duit que, si la 
forme lin6aire associbe h H 0 et h 0 est limite faible de formes lin6aires positives 
associ6es ~ Hi. et hi. (n~ X j . e  J) quand n tend vers l'infini, alors la forme lin6aire 
positive associ~e ~t IndH o et g,h  o [gE K(G) arbitraire] est limite faible des formes 
associ6es h Ind Hi. et g,hi .  sur _K(G xX), donc sur C*(G,X) si on suppose que tlhj: 
reste born6 avec n car ators, par compacit6 de 2; et continuit6 des ~s, fl0*hj.t[ reste 
born6 avec n pour g fix& Le lemme est d6montr6. 

Corollaire 4.3. a) Soit x un point de Xet  w une representation factorielle de S x. Alors le 
noyau de Ind(p~, S~, w) est un idkal primitiJ induit de C*(G,X). 

b) Soit x un point de X et iun  ideal primit~ de C*(S~). Il existe un idOal primitiJ 
induit I~, i de C*(G,X) tel que, si west  une reprdsentation quelconque de S~ de noyau i, 
on ait 

I~, i = ker(Ind(p~, S~, w)). 

c) L' application 

PrimC*(Z,X)3 LI Prim(S~)~(x, i)~l~,i~PrimC*(G,X) 
xqX 

est continue et G-invariante. 

D~monstration. a) et b): si wet w' sont deux repr6sentations faiblement 6quivalentes 
de S~, les repr6sentations Ind(px, Sx, w) et Ind(p~, S~, w') sont faiblement 6quivalen- 
tes, et ont donc m~me noyau. 

c) La continuit6 d6coule imm6diatement du lemme pr6c6dent. L'invariance sous 
l'action de G est un cas particulier d'un th6or6me de M. Takesaki ([12], Theorem 
7.1); on pourrait aussi reprendre mot pour mot ta d6monstration de la pattie A du 
Th6or6me 2.1 de [7] o/~ l'hypoth6se de continuit6 des stabilisateurs n'intervient 
pas. 

Remarque. Glimm ([7], Theorem 2.1) d6montre que, dans le cas particulier o/1 
l'application <<stabilisateur>> (X~ x~-~ S~ ~ 2;) est continue, l'induction est une applica- 

tion non seulement continue, mats ouverte de H Prim(Sx) sur son image. 
xeX 

Soit maintenant H une repr6sentation quelconque de C*(S,X)  dans un espace 

hilbertien sbparable H. Soit/7 = S I I ,  dm(a) sa d6sint6gration centrale (el. [3], 
C*($,X)" 

paragraphe 8.4): pour ne pas surcharger les notations, on supposera que la mesure 
rn est concentr6e sur le sous ensemble borNien X de C*(X,X)'(cf. D6finition 2.3), 
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comme ce sera la cas au paragraphe suivant. Le point g+n+rique de Jr sera not6 (x, z0, 
xeX,  7te~'~. La d6sint~gration de H correspondant ~ ceUe de /7  sera not6e 

@ 

H =  S H~,~dm(x, Tt) ; 

pour tout (x, rt)~Jf, on a Ilc~,~=(p~,S~,wx,~), ola w~,~ex. 
On notera /t~,~ l'espace de Hilbert des classes d'applications bor~tiennes 

h~,~(G~tv--~h~,~(t)enx,~) de G dans H~,~ qui v6rifient 

g~.~(ts) = w~, ~ (s)- t ~ ,  ~(t), Vte G, gse S~ 
et 

.[ ll/i~,dt)ll = dfl~(tx)< oo. 

On r~alise Ind//~,~ dans/~ ,~  en posant Ind//~,~ = (/3~, ,~,~), avec, s i /~.~e/ t  .... 
YeCo(X), reG, 

~,M) hx.,,(t) =J (tx)~,.,,(t) 
~,,,(~) ~ . . . ( t ) = 0 ( <  ', t~) '~  h. , .  (~ - 't) .  

On munit le champ des (/~,~; (x, rt)e~) d'une structure de champ mesurable 
s6parable en prenant pour champ fondamental les champs g..h,.(m, neN), of a 
(g.).~ est une suite dense de K(G), o/1 les h,. =(h.,,~ ~, (x, n)eJ:), me N, forment un 
champ mesurable de bases orthonormales du chami~ des (H~,~ ; (x, re)e J?) et 0/2 on a 
pos~ 

(g~ • h~)~, ~(t) = ~ g~ (ts) w~, ~ (s) hm,~, ~ d %  (s). 
G 

Lemme 4.4. Avec les notations ci-dessus, le champ de reprksentations (Ind//(~,~); 
(x, rc)e)~) est mesurable. 

DOmonstration. Soit ~oe_K(G xX), o~_K(G); si h=(h~,~; (x, rt)eX) est un champ 
rnesurable de vecteurs darts (H~,~; (x, zr)eJf), on d6finit g,h comme ci-dessus. Soit 
h' =(h'~,~ ; (x, roe)?) un autre champ mesurable et soit g'eg(G). On calcule 

(Ind11~.. (~o) (g*h)~,~, (g" .h')~, ~)~, 
= IQ(T- l, tx)l/2~o(z, tx)g(~-i ts)-~(ts') 

. (w~,,~(s) hx,,o w~,,,~(s') h',,~) d~s,~(s ) d~xs~,(s' ) dfl~(tx) d'c 

= j" ~o(~, tx)e(t, x)o(r- ~, tx)~/~o(~- ~ts)o'(t) 
G x G x G  

• (wx,~(s)h .... h',~}do~s~(s)dtdz. 

Comme l'application xv-~S~ est bor~lienne (cf. [1], Chapter II, Proposition 2.3), 
l'application xv-*eseM_(G) est bor61ienne, born6e; l'application de J~ dans M(G) 
qui, ~ (x, re), associe la mesure de densit~ (w~,~(s)h~.~, h'~,,) par rapport/ t  es~ est 
mesurable, d'of~ te risultat. 

D~Jinition 4.5, La repr6sentation ~ Ind//~,~ din(x, n) sera appel~e reprOsentation de 
x 

C*(G,X) induite par 11 et notre Ind// .  
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5. Restriction des repr6sentations de C*(G, X) 

Lemme 5.1. Soit # une mesure sur X quasi-invariante par Paction de G; soit (H~, x ~ X )  
un champ tz-mesurabte sdparable d'espaces de Hitbert ; soit, pour tout t~ G, un champ 
(ux(t), x e X )  crisomorphismes de H t_ 1~ sur H~, de sorte que, si (h~, x e X )  et (h'~, x e X )  
sont deux champs de vecteurs mesurables quelconques, l'application 

G x X~(t ,  x)~-~(ux(t) h t_ 1~, h'~)nx 

soit mesurable, et que t'on air 

Vt, t' e G, V x e X ~ -  p. s., u~(tt') = u~(t) u~_ ,x(t'). 

Alors, it existe un sous-ensemble bordlien X o de X de compldmentaire ndgliyeable 
et, pour tout t ~ G, un champ (v~( t), x 6 X )  d'isomorphismes de H t_ ,~ sur H~ vdrifiant les 
propridtds suivantes : 

(i) Vt~ G, V x e X u -  p. s., ux(t ) = vx(t) ; 
(ii) Vt, e' ~ G, VxeXoC~tXoc~tt'X o, v~(tt') = V x ( t )  v t -  lx(t ' )  ; 

(iii) si (hx, x ~ X )  et (h'~, x ~ X )  sont deux champs de vecteurs mesurables, pour p- 
presque tout x de X,  l'application G~t~-,(v~(t)h t_,~, h'x)n~ est bordlienne. 

D~monstration. On se ram6ne sans difficult+s au cas o6 le champ des H~ est un 
champ constant 6gal ~ K et, par une modification sur un sous ensemble n6gligeable 
de G xX, on peut supposer que l'application ( t ,x )~ux( t )~  U(K) est bor61ienne et 
v6rifie 

Ux(tt' ) = u~ ( t) u~- ~(t'), V(t, t', x)~ G x G x X,  dt®dt '  ®d#-p. s. 

On applique alors le Th6orBme 5.1 de [10] fi l'espace mesur6 (G x X, dt®dl~), muni de 
la loi de groupoide caract6ris6e par (t, x)-  1 = ( t -  1, t -  1 x), r(t, x) = x, d(t, x) = t -  1 x et 
(t, x) (t', t -  ~ x) = (tt', x): il existe un so us ensemble borblien X o de X et une application 
bor61ienne G xX~(t ,x)~+v:,( t )eU(K) v6rifiant la conclusion (ii) et telle que 
ux(t) = v~(t), V(t, x )~G xX,  dt®dp-p.s.  (iii) est alors v6rifi6 et, pour d~montrer (i), on 

¢ 

remarque que si, pour te  G, on note u(t) [resp. v(t)] l'unitaire de H = ~ H~d#(x) qui, 
X 

h = ~ h~d(x), associe t'int6grale du champ de vecteurs 
X 

u et v sont deux representations unitaires mesurables, donc continues de G ~gales 
presque surement, donc partout. 

D~finition. Un champ (v~(t), x e X ) ~  v6rifiant les conclusions du lemme pr6c~dent 
sera appel6 une version r~gulidre du champ (ux(t), xeX),~a. 

Remarques. 1. Avec Its notations du Lemme 5.1, si (v'~(t), x~X)~a est une autre 
version <~r6guli~re)> des (Ux(t), x~X)t~G, il existe un sous-ensemble bor61ien X~ de X 
de compl6mentaire n6gligeable tel que 

VteG, VxeXa~tX~,v~(t)=v'~(t)  (cf. [10], Lemme 5.2). 
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2. Si (v~(t), xeX)t~ est une version r+guli~re des (u~(t), xeX)t~a, pour presque 
tout x de X, l'applieation 

Sx~s~v~(s)e U CHx) 

est une repr6sentation bor61ienne, done continue, de S. dans H.. 
En outre, le champ de repr6sentations (S.~s~.v~(s)e U(H.))~x est essentielle- 

ment d~termin6 par la donn~e du champ initial des (u.(t), xeX)t.~, en ce sens que, si 
(v'~(t), x~X),~ est une autre version r6guli6re, on aura 

VxeX#-p. s., v~(s) = v'~(s), VseS~. 

Soit R=(p,u) une repr6sentation de C*(G,X) dans un espace de Hitbert 
q9 

shparable H, soit p= ~ pxd#(x) la d6sinthgration centrale de p, H = f H~d#(x) la 
x x 

d6sint4gration de H correspondante:/t est quasi-invariante par l'action de Ge t  il 
existe un champ d'isomorphismes (u~(t),xeX)t~G de H t- ,~ sur H~ v6rifiant les 
hypoth4ses du Lemme 5.1 et tel que, pour tout h de H, on ait 

Vte G, u(t) h = 
dtp eo 

x -d~ (x)~/2u~(t)h'-~d#(x) si h= x ~ h~d#(x). 

On fixe une version "riguli6re" des (Ux(t),xEX),~G (c'est ~ dire une version 
v6rifiant les conclusion du Lemme 5.1). Pour presque tout x de X, l'application 
S~s~u~(s) est une repr6sentation unitaire bor61ienne, donc continue de S~ dans 
H~, not6e w~, d'ofa une representation r~ = (p~, S~, wx) de C* (2J,X) dans H~. Le champ 
de reprisentations (r~, xeX) est manifestement mesurable. 

DOfinition 5.2. On appellera restriction ~ C*(~,X) de la repr6sentation R de C*(G,X) 

la repr6sentation r =  ~ r~dl~(X) de C*(F,,X). 
x 

Remarque 5.3. Soit r = ~ ~ dm(~) ta d~sint~gration centrale de r (cf. [3], 8.4.3); 
C*(Ig, X)" 

soit m=  I #t~d/~'(x) une d~sint6gration de m relative h la projection naturelle de 
x 

C* (~;,X)'surX: pour presque tout x, la repr6sentation r'~ = f ~.d#z~(cr) est bien 
C*(JLX)" 

d~finie, le champ des (r'~,xeX) est #'-mesurable et on a r =  ~ r'~dff(x). D'apr+s la 
x 

Proposition 8.2.4 de [3], pour presque tout x, les repr6sentations r~ et r;, sont 

6quivalentes, et on a done r~ = ~ ?~ dr~(~) comme d+sint6gration centrale de r~. 
c*(~,x)- 

Par unicit6 de la d6sint6gration centrale, comme la d6sint+gration centrale de w~ 
sur S~ fournit une d6sint6gration centrale de r~ = (p~, Sx, w~) dont la classe de mesure 
est port~e par {(x, rQe C*(2~, X))S(ker(g)) = S~}, pour presque tout x, la mesure m~ 
est concentr6e sur X, et il en est alors de mSme pour m. 

On est done bien dans le cas particulier envisag6 h la fin du paragraphe 
pr6c6dent, et on peut construire la repr6sentation Indr  (D¢finition 4.5). La 
correspondance entre r et Indr ne d6pend pas des interm6diaires de calcul [choix 
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d'une d6sint6gration centrale de p, et d'une version r6guli~re de la d6sint6gration des 
(u(t), t e G) correspondante], qui sont essentiellement uniques. Le lemme suivant est 
en quelque sorte l'aboutissement des cinq premiers paragraphes: g toute 
representation factorielle R de C*(G,X)est associ6 naturellement un id6al primitif 
induit, dont on montrera au paragraphe 6 que, sous des hypoth6ses assez g6n6rales, 
il est contenu darts le noyau de R ou il le contient. 

Lemme 5.4. Soit R u n e  representation factorielle de C*(G,X), r sa restriction d 
C*(Z,X) et Indr la representation de C*(G,X) induite par r (cJ. Ddfinition 4.5 et 
Remarque 5.3). Alors le noyau de Indr est un ideal primitif induit de C*(G,X) 
(D~finition 4.1). 

D~monstration. On conserve toutes les notations ci-dessus. La classe de la mesure m 
intervenant dans la d6sint6gration centrale de rest invariante par Faction de G car, 
si teG, les repr6sentations r et tr sont 6quivalentes [eUes sont 6chang6es par 
l'unitaire u(t) de H]. m est ergodique si R est factorielle: en effet, on a par 
construction r(C* (Z,X))" C R(C* (G,X))", et ~ un sous ensemble bor61ien G invariant 
deX correspond un projecteur du centre de r(C*(E,X))" commutant h u(G), donc un 
projecteur du centre de R(C*(G,X))". 

L'application .(~(x,n)~ker(Indr(~,~)ePrim(C*(G,X)) est mesurable (Lemme 
4.4), G-invariante (Lemme 4.3, c), donc m-essentiellement constante car la mesure rn 
est standard et, d'apr& [3], 3.3.1, l'espace borelien Prim C*(G, X) est d6nombrable- 
ment s6par6 (cf. aussi [3], 3.9.3): il existe (xo, no)eX tel que ker(Indr(~.~) 
=ker(Indr~xo..o)), V(x, Tt)eX m-p.s. On aura alors ker(Indr)=ker(Indr(~o,~o)) 
et, d'apr6s le Corollaire 4.3, le noyau de Indr(xo,~o ~ est un id6al primitif induit: 
le lemme est d6montr6. 

6. Abondance des id6aux primitifs induits 

a) Cas oi~ G est moyennable 

Les notations sont celles des paragraphes 4 et 5: on se fixe une repr6sentation 
R--(p, u) de C*(G,X) dans un espace hilbertien H s6parable, une d6sint6gration 

factorielle p = ~ pxdtl(x) de p, correspondant ~ la d6sint6gration H = ~ Hxd#(x). On 
x x 

fixe une version ttr6guli6re)~ des (u~(t), xeX) t~  qui d6sint6grent chaque u(t) en un 
champ d'isomorphismes de H t_ ~ sur H~, et une version, ~tr6guli6re)~ 6galement, de 

la d6riv6e de mesure (dr# (x)] . On note w~ la restriction des u~(.) ~ S~, et on r6alise 
N 

Ind r x = @x, f'vx) clans l'espace de Hi lber t /~  des classes d'applications bor+liennes de 
G dans H x telles que 

h~(ts) = wx(s)- i/~ (t), Vt~ G, Vs~ S~ 

I II/~x(t)ll 2 dfl~(tx)< ~ .  
G/Sx 

Le champ d'espaces de Hilbert (fflx, X~X ) est muni de la structure de champ 
rnesurable s6parable engendr6e par les champs 9*h [O e K (G), h = (h~, xeX)  champ 
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mesurable] d6finis comme dans la construction qui pr6c~de l'6nonc6 du Lemme 4.4. 
Si h: ,¢I~ , jeCo(X ) et zeG, on a pos6 

Le champ (Indr~, x~X) est mesurable et on a I n d r =  ~ Indrxd#(x)=(~ , ~,). 
x 

Lemme 6.1. Soit h ° un vecteur unitaire de H et Y une jonction bordlienne sur X x X  

telle que S lY(x,Y)t2 d[3x(Y) = 1, Vx¢X. La forme Iindaire ¢o~,ho sur K(G xX) qui, d 
X 

~oCK(G ×X) associe le nombre 

q>(z, x) T(x, Y) ?(r- l x, y) ~ (x)l/2 ( ux(z) h°- ~, h°) dfl~(Y) d#(x) dz 
X × X x G  

se prolonge en un dtat de C*(G,X) associ~ ~ Ia representation Indr. 

DOmonstration. On munit le champ d'espaces de Hilbert (L 2 (Gx, H~, fix); x eX) de la 
structure de champ mesurable s6parable engendr6e par les champs de vecteurs 

oi~ 9~ K(G) et (h~, xe  X) est un champ mesurable dans le champ des (H~, xs  X). 
On note h=(h~:y~h~(y) ;xeX)  le vecteur g6n6rique de l'espace hilbertien 

H'= I Z2(Gx, H,,, /L)d~(x). 
X 

Si J~Co(X),zeG, on pose 

= ~ (x) ~: 2 u~ (0/~- ,x (y). Ca (~) (y) 

R ' =  ~,  a) est une representation de C* (G,X) dans H ~. Si on pose ~O(y) = ~,(x, y) h °, h ° 
est un vecteur unitaire de H ' e t  un calcul simple permet de v6rifier que, si 
~oe_K(G ×X), alors ¢or, no(q~)=<R"(q~)/~°,~°>; d'o~ la premi6re pattie du lemme: 
og~,ho d6finit bien un 6tat de C*(G,X). 

Le lemme sera d6montr6 si on prouve que R" est 6quivalente ~ une sous 
repr6sentation de Indr. Posons (Uh)~(t)= D(x, tx) 1/z u~(t-1)h,~(x); on aura alors 

Vx e X  I~-P. s., Vt ~ G, Vs ~ S~, ( U[7 h (ts) = w~ (s)- ' (Uh)x (t) 
et 

II (U/~)x(t)ll 2 dfl~(tx)d#(x) = ~ O(x, y)II ~(x)ll 2dflx(Y)dg(x) 
X × X  

= I Ilhx(y)ll2d[3x(y)dl~(x) = [I/~112 
X x X  

[D est la fonction sur X xX introduite au paragraphe 3, (jjjj)]. 
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On a montr6 que, pour presque tout x de X, (>-.(Uh)~(t)) d6finissait un 616ment 
de/qx, que le champ ((Uh)~; x~X) 6tait de carr6 int6grabte et d6finissait donc un 

616ment U/~de l'espace de Hi lber t / t  = j fflxdp(x ), et que U&ait une isom6trie de H" 
x 

dans/q. Bien que ce ne soit pas utile ~t la d6monstration, il est facile de v~rifi6r que U 
est en fait un isomorphisme. On va montrer que U entretace R" et Indr, ce qui 
terminera la dbmonstration. 

Si fECo(X ), on calcule 

(UD(f)h)~ (t) = O (x, tx) 1/2 ux (t- 1) (p (f)/~),~ (x) 

=f(tx)~U~)~(t) = ~ 0 " )  c~ )~ ( t ) ,  

soit Up(f) = D(J) U, Vfe Co(X). 
De meme, si ,~G,  on aura [modulo la mesure v introduite au par 3, (jjj)] : 

(Ua(,)/~),,(t) = O(t, x)- 1/2 dtd] # (X)l/a dr-d#l# (tg) 1/2 lAx(t- 1)NIX (~')]~- ltx(x) 

= e(t,  x ) -  ~/2 a t -  1 ~ (x) 1/2 u~(t- 1 r)~- ~,:,(x) 
d# 

= e (  z -  1, tx)l/2D(x, r- 1 tx)l/2 u~(t- 1 z)[*,-~,~(x) 

= e(~- ~, tx)l/2(Uh)x(~ - ~ t) 

= (,x,(~) g~ )x ( t ) ,  

soit Ufi(~)=Cv(z)U, VzeG, et UR~=Indr . U car Indr=(/3,~). 

Lemme 6.2. Soit geK(G)  telle que ~ [g(t)[2 dt= 1. On pose 
G 

,g(x, tx)= [ ~ O(ts, x)- l[g(ts)[2 dO~s,~(S)] 1/2 

et yg(X,y)=0 Si y~Gx. Alors y, est un fonction bor~lienne sur X x X  qui v&ifie 

(i) VxeX ,  f yg(x, y)2 d•,,(y)= 1; 
x 

Vx~X, ~ i , d 

DOraonstration. Si K est un compact de G, {(x, tx) /xeX,  t s K }  est un ferm~ deX xX. 
Comme G est d~nombrable fi l'infini, {(x,y)eX x X / y s G x }  est un sous ensemble 
bor~lien de X x X, sur lequel la fonction ;~0 est bor61ienne, ainsi que sur son 
compl~mentaire : 7g est bien bor~lienne. 

(i) d6coule de la d~finition de la mesure fix. 
La d~monstration de (ii) s'inspire de Lemme 18.3.8 de [3]. On calcule d'abord 

~(~-  ~x, tx) 2 = [. o(t~s, ~- ~x)- qa(t~s)l~&s _,~ (s) 
G 

= ~ ~(z)e(ts, x)-  lg(ts~)2&sx(S) 
G 
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d'olh, par in6galit6 triangulaire dans L2(G, Sx) , 

]Tg(z- I x, y ) -  yg(x, Y)12 ~ f O(ts, x ) -  l[g(ts) - d(z)l/2g(tsz)[2do~sx(S) 
G 

si y = tx et, en int6grant les deux membres de l'inOgalit6 par rapport/~ Êix, 

f [Yo( r -  tx, Y ) -  Yo( x, Y)lZdfl~(Y) ~ f Ig(t - A(z)l/2g(tz)[2dt. 
x G 

Cette derni6re quantit6 btant ~gale/t 2 - 2 Re ~ A(z)l/zg(tz)O(t)dt [car g est de norme 
G 

1 dans L2(G)], il suffit d'appliquer (i) et I'in6galit6 de Schwartz pour obtenir 

]x ~ °:,(x, y~,(z-Xx, y)dflx(y)- l rz= ! yg(x, y)(y,(z-,x,  y ) _  ),g(x, y))dflx(y)12 

f ]~:g(z- ix, y ) -  7g(x, y)[2dfl~(y) 
x 

< 2 -  2Re S A(v)ll2g(tz)g(t) dt. 
G 

Proposition 6.3. Soit (X, G) un systOme dynamique topologique sOparable, R u n e  
representation de C*(G,X) et r sa restriction d C*(Z,X). Si G est moyennable, le noyau 
de la representation de C*(G,X) induite par res t  contenu dans le noyau de R, soit 
ker (Ind r) C ker (R). 

DOmonstration. I1 suffit de montrer que tout 6tat associ6/t R est limite faible sur 
_K(G xX) d'6tats associ6s/t Indr. On se fixe donc un vecteur h ° de l'espace H de R. 

Si G est moyennable, sa repr6sentation r6gulidre droite contient faiblement la 
repr6sentation triviale. D'aprds le Th6or6me 13.5.2 de [3], 6tant donn6 un compact 
K de G e t  un nombre t/strictement positif, il existe gs_K(G) telle que 

1O(t)12dt = 1 et, Vze K, 1 - Re S d(z)t/zg(tz)~(t)dt < r 1 . 
G G 

Soit ~0 la fonction borblienne surX x X  associ6e ~ g par le Lemme 6.2, et Oro,ho l'6tat 
de C*(G,X) associ6/t Vg et h ° par le Lemme 6.1 : c'est un 6tat associ6/l Indr et, par 
dbfinition de c%~,,o, on aura, en appliquant le Lemme 6.2, si ~pe_K(G xX) est de 
support contenu dans K x X  : 

[to~. ,. no(O) - ( R(tp)h °, h o )1 
dzla I/2 o 

<=21/~x!olq~(z,x)t-d--~ (x) llh:,~ll Ilh°lld#(x) dz 

<2~[I tp l lx  • 

D'o/1 la proposition. 

b) Cas oi~ G est discret 

Lemme 6.4. Soit (X, G) un systdme dynamique topologique sdparable, p une mesure sur 
X quasi-invariante par l'action de Get  ergodique, F un sous ensemblefini de G. Si G est 
discret, il existe un point x o de X tel que, VxeXp-p . s . ,  il existe t eG v~rifiant 
Sxc~F = t. S~onF. 
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D~monstration. L'application X ~ x~(x ,  Sx)EX x Zes t  un isomorphisme d'espaces 
bor61iens de X sur son image Z. L'image de p dans l'espace topologique h base 
d6nombrable Zes t  une mesure ergodique, et un r6sultat de A. Guichardet ([9], p. 
59) assure qu'il existe un point de X, soit Xo, tel que, Vx~X#-p .s . ,  G(x, Sx) et 
G(x o, Sxo) aient m~me fermeture dans Z. 

Soit x e X  tel que (x,S~) soit adh6rent dans Z ~ G(xo, S~o). L'ensemble 
{(y, Sy )eZ /SxnF=SrnF  ) est un voisinage de (x, Sx) et contient donc (tx o, t.S~o ) 
pour un te  G. D'o/a le lemme. 

Proposition 6.5. Soit (X, G) un systdme dynamique s~parable, R une representation 
factorielle de C*(G,X), r sa restriction d C*(Z,X). Si G est discret, on a 

ker (R) C ker (Ind r). 

D~monstration. On garde les notations du paragraphe a): R = (p, u) et la mesure # 
intervenant darts la d6sint6gration centrale de pes t  ergodique. 

Lorsque G est discret, ~ un vecteur h de H est associ6 naturellement un vecteur/~ 
de H e n  posant 

h.(t) = I w*(t)- 'h. si teS~ 
[0 si tCSx. 

L'ensemble des h(hEH) est cyclique pour Indr etil suffit de montrer que, pour h fix8 
arbitraire, l'6tat de C*(G,X) associ6 ~ Indr et h est limite faible sur K(G ×X) de 
combinaisons lin6aires convexes d'6tats associSs h R. 

On fixe he H, q~ p. . . ,  q~, e _K(G × X) et ~/> 0: on va construire une famille finie to~. i 

de formes lin6aires positives associ6es h R telles que ta forme e g = ~  o&j soit de 
l , J  

norme inf6rieure h 1 et, Yk= i . . . . .  n, 

lo~(tpk)-- ( Ind r(tPk)h , h >[ < t 1H q~kl[ l " 

Soit F une partie finie de G telle que le support de % soit contenu dans F ×X, 
Vk = 1, ..., n. Soit x 0 un point deX vbrifiant les conclusions du Lemme 6.4. On pose, 
si te G, 

Z, = (x e X / S , n  F = tS~o n F). 

On a ,(fl~. Z t =X mod# et il existe des compacts KI, ..., K ,  deX deux ~t deux disjoints, 

et des 618ments tl ..... t m d e G t e l s q u e K i C Z " ' V i = l ' " " m ' e t p h ( X - O K ' )  <~l(°la ,=1 

Ph est la mesure de probabilit6 sur X de densit6 Ilhxlt 2 par rapport / l  p). Soit e i le 
projecteur de H correspondant ~ la fonction indicatrice de K e 

Pour  i fLX6 (i = 1 . . . . .  m) et x e K~, il existe un voisinage Wde x tel que s W n  W = O, 
Yse F-S~=F-t~S~o. Soit (f~j) une partition de l'unit6 relative au recouvrement de 
K, par les W: on a ~f~. j< 1 et  )-~f/ , j l /¢,= lg,. On posera 

J J 

o&,(~0) = (R(q~)e,p(f~jz)h, e(A~J2)e,h), el w = ~. o&~.(q~e _K(G x X)). 
i , j  

On a = o s i t e  F -  t,S.o = F -  S~ 
= 1K,(x)J~.~(x ) si teS~, 
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d 'o6 le calcul 

c°i,j(rPk) = I ~ (o~(t, x)lx,(x)l~c,(t- 'x)fi~2(x)filJz(t - 'x)~-~ (x) 1/2 
X t~F 

• (u:,(t)h,.-,x, hx)dla(x) 

"= ~ 2 qlk(t,x)ji,j (x) (ux(t)h~' hx)d#(x) 
Ki t rSx  

et 

c°(~°k) = S ~ q~k( t, X) (ux(t)hx, h~)d#(x). 
UK~ t rSx  
i 

Comme (Indr(~0k)/~,/~) = S ~ qgk(t, X) (u~(t)h~, h~}dp(x), on obtient l'inrgalit6 
X teSx 

Io)(%)- (Indr(q~k)h, h)l Gr/. II % [Ix. 

c) Conclusion 

Du Lemme 5.4 et des Propositions 6.3 et 6.5, on drduit  le throrrme:  

Th4orrme 6.6. Soit (X, G) un syst~me dynamique s@arable. 
a) Si G est moyennable, tout idkat primitif de C*(G,X) contient un iddal primitij 

induit. 
b) Si G est discret, tout ideal primitif de C*( G,X) est contenu duns un ideal primitif 

induit. 
c) Si G est moyennable et discret, tout iddal primitif de C*(G,X) est un idkal 

primitif induit. 
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