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Introduction

Soit (X, G) un systéme dynamique topologique, C*(G,X) la C*-algébre «produit
croisé». On supposera X et G localement compacts & base dénombrable. A un point
x de X est associé son stabilisateur S, ={seG/sx=x} et, & partir d’une
représentation irréductible du groupe S,, on construit par induction une
représentation irréductible de C*(G,X): le noyau dune telle représentation sera
appelé un idéal primitif induit de C*(G,X).

L’étude des idéaux primitifs induits a été entreprise d’abord par Guichardet [9],
puis par Effros et Hahn [4], ces travaux supposant que G agit librement dans X (i.e.
§.={e}, VxeX); elle a été continuée par Gootman [6] qui suppose encore tous les
stabilisateurs inclus dans le centre du groupe G. En simplifiant 1égérement, les
résultats obtenus sont les suivants:

a) si G est moyennable, tout idéal primitif de C*(G, X) contient un idéal primitif
induit ;

b) si G est discret, tout idéal primitif de C*(G,X) est contenu dans un idéal
primitif induit;

¢) si G est discret et moyennable, tout idéal primitif de C*(G,X) est un idéal
primitif induit.

Le but de cette étude est de démontrer les Propositions a), b), et ¢} sans aucune
hypothése sur les stabilisateurs (Théoréme 6.6).

Les deux outils fondamentaux seront: d’une part, la «C*-algébre des sous
groupes de G» introduite par Fell [ 5], dont le spectre et le quasi-spectre sidentifient
a la réunion respectivement des spectres et des quasi-spectres de tous les sous
groupes fermés de G ; d"autre part, une 1-cohomologie introduite par [ 11], associée
a4 Paction de G sur I'espace de ses sous groupes fermés et qui permet de controler le
processus d’induction en construisant de maniére suffisamment réguliére des
mesures quasi-invariantes sur 'ensemble des espaces homogenes G/S (S parcourant
Pespace des sous groupes fermés de G).

La démarche sera la suivante: on construit d’abord [§2] une C*-algébre
C*Z,X) dont Pensemble des représentations contient la réunion ensembliste des
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représentations des stabilisateurs S (xeX), ce qui permet de doter les espaces [ ] S;
xeX

et |] Prim(S,) d’une structure topologique en les identifiant 4 un sous espace de
xeX

C*(Z,X) et Prim C*(Z, X) respectivement. De méme, Yespace X = H S estidentifié
xeX
4 un sous ensemble borélien de C*(2,X)"

Au paragraphe 4, on montre que le processus d’induction de [ S;a C*(G,X)"

xeX

et de H Prim(S,) 2 Prim C*(G,X) est continu (Lemme 4.2 et Corollaire 4.3); que le
xeX .
processus d’induction de | [ S;4 C*(G,X) est borélien, ce qui permet de 'étendre a
xeX

des représentations plus générales de C*(Z, X), en particulier celles dont la mesure
centrale est portée par X.

Au paragraphe 5, on définit un processus inverse de restriction a C*(Z,X) des
représentations de C*(G,X) et un argument d’ergodicité (Lemme 5.4) permet de
montrer que, si R est une représentation factorielle de C*(G, X), si r est sa restriction
4 C*Z,X) et Indr la représentation de C*(G, X)) induite par r (qui est bien définie),
alors le noyau de Indr est un idéal primitif induit dont on prouvera, au paragraphe
6, qu'il est contenu dans le noyau de R lorsque le groupe G est moyennable, et qu’il
contient le noyau de R si G est discret.

1. Préliminaires et notations

Si X est un espace localement compact, on note K(X) I'espace des fonctions
complexes sur X continues 4 support compact, M(X) I’espace des mesures de Radon
complexes sur X, muni de la topologie vague o(M(X), K(X)), C,(X) 'espace des
fonctions continues sur X tendant vers 0 3 linfini.

Un systéme dynamique topologique (X, G) est la donnée d’un espace localement
compact X, d’un groupe localement compact G et d’une action continue de G sur X,
c’est & dire une application continue

G xX3(t,x)—txeX
telle que (x+>tx) soit un homéomorphisme de X pour tout ¢ de G et que P'on ait
wWxy=0t"x, VteG, VxeX.

Un systéme dynamique topologique (X, G) est dit séparable si les topologies de X
et G sont & base dénombrable, c’est & dire si X et G sont métrisables, dénombrables a
Pinfini.

On fixe sur G une mesure de Haar a gauche {notée dt).

LY(G, Cy(X)) est 'espace des classes d’applications sommables de G dans I'espace
normé Cy(X). Un élément de L'(G, C,(X)) peut étre représenté par une fonction
borélienne ¢ de G xX dans C telle que, YseG, ¢fs,.)e Cy(X) et

loll, = ‘f; llp(s, Mds < co.
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Les formules
@*p(s,x)= | @(t, Xp(t ™ 's,t ™ x)dt
[¢]
e*(s, x)=4(s) 'e(s 1,57 *x) (4="fonction modulaire de G)

munissent L(G, C,(X)) d’une structure d’algébre de Banach involutive. L’image de
K(GxX) dans LY(G,C,X)) est une sous algébre involutive dense. Toute
représentation continue de K(G x X) dans un espace de Hilbert H se prolonge a
LY(G, C (X)), doncau produit croisé C*(G,X), qui est la C*-algébre enveloppante de
LYG, Cy(X)) (cf. [4], Theorem 4.8).

On notera R =(p, u) la correspondance canonique entre les représentations R de
C*G,X) et les représentations covariantes (p,u) du systéme dynamique (X,G).
(Toutes les représentations seront supposées non dégénérées.)

S, = {seG/sx=x} désigne le stabilisateur d’un point x de X.

2. La C*-algébre des sous-groupes de G

La construction de cette C*-algébre est due a Fell [5].

Soit G un groupe localement compact, X 'espace de ses sous groupes fermés
muni de la topologie de Fell (cf. [2], Chapitre VIII, §5); X est compact, et
métrisable si G est séparable.

On fixe une fois pour toutes un choix continu de mesures de Haar & gauche, cest
a dire une application continue Z3S—ogze M(G) telie que, pour tout S, ag soit une
mesure positive de support S et invariante 4 gauche par les éléments de § ('existence
d’un tel choix résulte de [2], Chapitre VIIL § 5 no. 3).

Y={(S,s)e 2 x G/se S} est un fermé de X x G; pour les opérations

Exn(S,s)= (f} &(S, (S, 1™ L s)daus(1)

EX(S,5)=Ag(s)"*E(S,s™Y)  (4g=Tonction modulaire de S),
K(Y) est une algébre involutive; si on compléte K(Y) pour la norme [[&f,

= sup [ |&(S, s)|dag(s), on obtient une algébre de Banach involutive dont la C*-
Sef §

algebre enveloppante [notée C*(G) par Fell et que nous préférons noter C*(X)] a les
propriétés suivantes:

— & un couple (5,w), SeZX, w représentation unitaire de S, est associée une
représentation n =(S, w) de C*(Z) en posant, si {e K(Y),

()= g &S, s)wlsydog(s) ;

-— toute représentation irréductible de C*{Z)est de la forme (S, w) ([ 5], Lemme 2.8).
Comme la démonstration du Lemme 2.8 ne fait intervenir que l¢"noyau d’une
représentation irréductible, on obtient le lemme suivant:

Lemme 2.1. a) Soit i un idéal primitif de C¥(Z); il existe un unique sous-groupe S(i) de
G tel que toute représentation de C*(Z) de noyau i soit de la forme (S(i), w), ot w est une
représentation de S(i).

b) L’application Prim(C*(2))aiS(i)e X est continue.

(b) découle im m édiatement du Lemme 2.5 de [5].)
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En conclusion, les espaces C*(Z)", C*(Z) et Prim(C*(2)) s’identifient respective-
menta [[S87, [[S"et []Prim(s).
SeX

SeX SeX
Pour faire intervenir C*(Z) dans Pétude des systémes dynamiques, on remarque

que G agit continument dans Z par t-S=15t ", et qu’il existe un 1-cocycle continu
sur-G x X (dont la classe est indépendante du choix continu des o) tel que, Vge K(G),
vSeZ, VteG,

(f; gltst™ dog(s) =o(t, 5) Ef; g(s)de, o(s)  (cf.[113,§1).

G agit dans P'algébre involutive K(Y) par t&(S, s)= wl(t, S) ™ 1£(tS, tst 1) ; cette action
se prolonge en une action continue de G sur C*(X), d’oli une action continue de G sur
Prim(C*Z2)), C*(Z)", et une action borélienne sur C*(Z)" On vérifie facilement que si
I1=(S,w), alors tIT=(t-S,tw), Vtc G [ol1 on a posé tw(s)=w(t"'st), Vset-S].

On forme la C*-algébre produit tensoriel C(X)® C*Z) (produit tensoriel «v»
de Guichardet [8]). Une représentation factorielle de C,{X)®@C*(Z) est de la forme
{r.,®), oll 7 est une représentation factorielle de C*(Z) et oly, si fe C(X), p,{f) est
Popérateur de multiplication par f(x) dans 'espace de 7. Le spectre {resp. le quasi
spectre} du produit tensoriel s’identifie donc comme espace topologique (resp.
borélien) 4 X x C*(Z) [resp. X x C*(Z)7). De méme, espace des idéaux primitifs du
produit tensoriel s’identifie 8 X x Prim(C*(Z)) (cf. [8], §7, Theorem 6).

Définition 2.2. On appellera C*-algébre des stabilisateurs et on notera C*(Z,X) le
quotient de Cy(X)®C*(Z) dont I'espace des idéaux primitifs correspond au fermé
{(x, jeX x Prim(C*(2))/S(E)C S, } de l'espace Prim(C (X)®@C*Z)).

Une représentation factorielle de C*(Z, X} est de la forme (p,, ), ot xeX et mest
une représentation factorielle de C*Z) telle que S(ker(n))CS,. C*(Z,X)" est
I'ensemble des (x,{)eX x C¥Z) " tels que S({)CS, [avec S({)=S(ker(n)), nel].

Définition 2.3. On appelera espace des quasi-spectres des stabilisateurs et on notera X
Ie sous ensemble borélien {(x,{)/S{{})=S8,} de C*Z,X)" (D’aprés {1], Chapter 2,
Proposition 2, 3, 'application xS est borélienne.)

G agit (par passage au quotient) dans C*(Z,X), et X est un sous ensemble G-
invariant de C*(Z,X)"

Remarque. Dans le cas particulier de [7] ol l'application «stabilisateur» est
continue, {(x, ))/S(i)= S} est également un fermé de X x Prim(C*(2)) et X apparait
comme le quasi-spectre d’'un quotient de C,(X)® C*(2), noté K.

3. Dualité des stabilisateurs et des orbites

On suppose désormais le systéme dynamique (X, G) séparable.

On note Gx Porbite d’un point x de X. L’application Gat—txeX définit par
passage au quotient un isomorphisme d’espaces boréliens de 'espace homogéne
G/S, sur le sous espace borélien Gx de X.

Soit xeX, § une mesure sur X concentrée sur Gx et & une fonction borélienne sur
G telle que 8(ts)=0(1), Vte G, VseS,. On écrira par abus de notations

[ 8)dp(ex)

G[Sx
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pour désigner l'intégrale | 8(y)dp(y), o on a posé f(rx)=6(1), teG.
Gx
D’aprés [11], § 1, si on pose
o(t, x)=A(t)"‘a(t,S,), teG, xeX

(ot w est le 1-cocycle introduit au paragraphe précédent), la fonction borélienne g
sur G x X a les propriétés suivantes:
() Vge K(G), VieG, VxeX,

(J; gltst™ Mdoig (s)=A(t)e(t, x) ‘f; g(s)dos, (5) 5

(i) YxeX, Tapplication Gar—g(t, x) est continue ;
(i) ofts,x)=g(s, x)o(t,sx), VYxeX, VtseG;
(iv) o(ts, x)=4g (5)d(s~ De(t,x), VxeX, VteG, VseS,.

Notation. On désigne par f§, la mesure sur X (concentrée sur Gx et dont I'existence
découle du Théoréme 2 de [2], Chapitre V11, par. 2, no. 5) caractérisée par:

¥geK(G), | ( ;;g(ts)das,‘(sg 4B ()= [ elt, X)g(0)dt

G/Sx

ou encore par

YgeK(G), | ( { oles, )™ *g(rs)docsx@) dp (tx)= [ g(e)de.
GiS\G G
(Cf. également, dans un cas particulier, [7], (2.2) p. 903}
Toujours d’aprés [11], § 1 et Proposition 2, on aura:
() VxeX, VteG, B.=p,.;
d
(i) VxeX, B, est quasi-invariante par laction de G et, VieG, B,

] est la

X
fonction Xay+=o(t™1,y) ;

(iji) Si u est une mesure o-finie sur X quasi-invariante par P'action de G, la
mesure v sur X x X définie par

vy)= [ y(x.»dB(y)du(x) (y borélienne positive)
X=X
est g-finie et quasi-invariante par la symeétrie (x, y)->(y, ) ;
dv(x, y)

(i) Si on pose D(x,y)= m, alors

-1
dr ‘u‘u(x), Y{t,x)e G xX dgQdu ps.

D(x, tx)=e(t, )" —

4. 1déaux primitifs induits. Continuité de I’induction

Soit IT une représentation factorielle de C*(Z,X). D’aprés le paragraphe 2, I s’écrit
{p.S,w) ol xeX, S est un sous groupe fermé de S, w une représentation factorielle
de Set, si f e C,(X), p.(f) est Popérateur de multiplication par f(x) dans I'espace de w
(qui est I'espace de IT).
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(p,,w) est une représentation covariante du systéme dynamique topologique
{X,S) et on peut former la représentation de C*(G,X)

IndIT= ‘Igl;lg .. W).

Si §=5_, Cest & dire si la classe de quasi-équivalence de IT est dans X, Ind I7 est
factorielle et son noyau est un idéal primitif de C*(G,X); si en outre II est
irréductible, Ind IT est irréductible.

Définition 4.1. On dira qu’un idéal primitif I de C*(G,X) est un idéal primitif induitsi
il existe une représentation irréductible I7 de C*(X,X) de la forme 1 =(p,, S,, w)
(xeX, w représentation irréductible de S,), telle que

I=ker(Ind ).

Lemme 4.2. Soit (I1,=(p, , S; )));, un ensemble de représentations de C*(2,X). Soit
1Ty =(p,,, S¢, W) une représentation de C*(2,X) faiblement contenue dans l'ensemble
des (I1));.,. Alors la représentation Ind 11, de C*(G,X) est faiblement contenue dans
Pensemble des (IndIl)

e
Démonstration. Soit j un indice appartenant a J ou égal a 0. On note H; I'espace de
w;, B; la mesure quasi-invariante sur Fespace homogéne G/S; caractérisée par

VgeK(G), | dBfD)[glts)das(s)= [ A()) w(t, S )g(t)dt .
G/S; G G

Elle vérifie

dif, ~
%(t):g(r)w(r 1S), Vi, teG  (cf.[11],§1).
J
On notera H ; I'ensemble des classes d’applications boréliennes h ;de G dans H,
vérifiant

VieG, VseS;, has)=wls)'h), et [ [A0)%dB )< co.
G/S;

On réalise IndII; dans Fespace de Hilbert i  Si geK(G) et h;e H;, on pose
grhy(0)= [ glispw(s)hes(5):

G
g h; définit un élément de H ; et lensemble des gxh{ge K(G), h;e H)) est total dans
H.

J

{Ind1I (@) g*h;,g*h;>

= § P(r,tx) A1) o(x™ 1,18 ) 2 g(c ™! ts) g(ts")
GG xGxG[S;

Kwis) by, wi{s) ;) drdag (s)do (s) A j(t~)
= [ o@tx)d@) o™ t5)? 40 w(t,S) gz ts)§(0)
GXGXG

- {wils) hy, by dr dedug (s)

= !; D(x;,8;,5){wy(s)h, by dog (5)
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en posant

2(x,8,9= | ot,tx) A1) ? (™, t8)V24() o, S) gz~ ts)g(1) drdt.

GxG

La fonction @ est continue en 'ensemble de ses trois variables et & support
compact; elle définit donc un élément de C,(X)®C*(Z), d'olt un élément du
quotient C*(Z, X)) noté encore @. Le calcul précédent s’interpréte ainsi: la valeur en
< K(G xX) de la forme linéaire positive associée & IndIT; et g+h; est égale 4 la
valeur en @ de la forme linéaire positive associée a I1; et h;. On en déduit que, si la
forme linéaire associée a I, et h, est limite faible de formes linéaires positives
associées a I1; et h; (ne N, j,eJ)quand n tend vers linfini, alors la forme linéaire
positive associée 4 Ind [T et g+h, [ge K(G) arbitraire] est limite faible des formes
associées a IndI1; et gxh; sur K(G x X), donc sur C*(G,X) si on suppose que ||h; |
reste borné avec n car alors, par compacité de £ et continuité des oy, [|g+h; || reste
borné avec n pour g fixé. Le lemme est démontré.

Corollaire 4.3. a} Soit x un point de Xet w une représentation factoriellede S,. Alors le
noyau de Ind{(p,, S,, w) est un idéal primitif induit de C*(G,X).

b) Soit x un point de X et i un idéal primitif de C*(S,). Il existe un idéal primitif
induit I ; de C*(G,X) tel que, 5i w est une représentation quelconque de S, de noyau i,
on ait

I ;=ker(Ind(p,S,,w)).

¢) L’application

Prim C*(Z,X)> ][ Prim(S,)a(x, )1 ,ePrimC*(G, X)

xeX

est continue et G-invariante.

Démonstration. a) et b): si w et w' sont deux représentations faiblement équivalentes
de S, les représentations Ind(p,, S, w) et Ind(p,, S,, w') sont faiblement équivalen-
tes, et ont donc méme noyau.

¢) La continuité découle immédiatement du lemme précédent. L’invariance sous
Paction de G est un cas particulier d'un théoréme de M. Takesaki ([12], Theorem
7.1); on pourrait aussi reprendre mot pour mot la démonstration de la partie 4 du
Théoréme 2.1 de [7] ou hypothése de continuité des stabilisateurs n’intervient
pas.

Remarque. Glimm ([7], Theorem 2.1) démontre que, dans le cas particulier ol
Papplication «stabilisateur» (X 3 x5, € X) est continue, I'induction est une applica-

tion non seulement continue, mais ouverte de || Prim(S,) sur son image.
xeX
Soit maintenant I7 une représentation quelconque de C*(2,X) dans un espace
®

hilbertien séparable H. Soit [l = f 11 ,dm(c) sa désintégration centrale {cf. [3],
oM XY

paragraphe 8.4): pour ne pas surcharger les notaﬁions, on supposera que la mesure

m est concentrée sur le sous ensemble borélien X de C*(2,X)"(cf. Définition 2.3),
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comme ce sera la cas au paragraphe suivant. Le point generlque de X sera noté (x, 7),
xeX, ne§ La désintégration de H correspondant a celle de IT sera notée

H= j'H(x,n)dm(x, n);
x

pour tout (x, n)e}f sonall, ,=(p,S,w, )0l w, en
On notera H_, lespace de Hilbert des classes d’applications boréliennes
b, {Gat—h, (t)eH, ) de G dans H, , qui vérifient

gx,n(ts} =w, (87 ! hm(t), VieG,VseS,
et
Ik, 012 dB ()< o0

GiSx

On réalise Ind T, , dans I“?x’u en posant Ind I, ,=(p,, W, ), avec, si gx,neﬁx,ﬂ,
feCu(X), teG,

P (), () =f(tx) B, (D)
W, O, (=0, tx)' 2k, (7).

On munit le champ des (ﬁx o (% n)eX) d’une structure de champ mesurable
séparable en prenant pour champ fondamental les champs g,xh,,(m neN), ob
(9,)en €St Une suite dense de K(G), ot les b, m(h o (% n)eX), me N, forment un
champ mesurable de bases orthonormales du champ des (H, ,;(x, meX)etouona
posé

(@M, D= jgn(ts) w, ()h, doug (s).

Lemme 4.4. Avec les notations ci-dessus, le champ de représentations (Ind Il ,,;
(x,m)eX) est mesurable.

Démonstration. Soit pe K{(G xX), geK(G), si h=(h, .; (x, n)eX) est un champ
mesurable de vecteurs dans (H, . ; (x, n)eX), on définit g*h comme ci-dessus. Soit
W=, ,; &, n)eX) un autre champ mesurable et soit g'e K(G). On calcule

IndI, (@) {(g*h), (' *H), 25, .
= fo(r™ L, tx)?o(1,tx)g(z " 1) g (t5")

AW, )y oW, (S D dug (5) dog (s')dp (tx)de
= | o, x)etxe( ) g(x ™ s)g (1)

GXGXG

° <wx n{s)kx 7 h;: 7t>d“s::(s)dtdt .

Comme P'application x—S_ est borélienne (cf. [1], Chapter 1I, Proposition 2.3),
Tapplication Xt eM {G) est borélienne, bornée; l’apphcatlon de X dans M(G)
qui, & (x,7), associe la mesure de densité {w, ,(s)h, , b, > par rapport & a,_est

mesurable, d’otl le résultat.
®

Définition 4.5. La représentation j Ind 11, , dm(x, n) sera appelée représentation de
X

C*(G,X) induite par II et notée IndIl.
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5. Restriction des représentations de C*(G, X)

Lemme 5.1. Soit y une mesure sur X quasi-invariante par lactionde G ; soit (H,, xeX)
un champ p-mesurable séparable despaces de Hilbert; soit, pour tout te G, un champ
(u,(t), xeX) disomorphismes de H,. . sur H_ de sorte que, si (h,, xeX) et (I, xeX)
sont deux champs de vecteurs mesurables quelconques, application

G xXa(t, x)>u (B h- 1, Koy,
soit mesurable, et que I'on ait
Vi,teG, ¥xeXp—p.s,u (tt)=u (tu,. . ().

Alors, il existe un sous-ensemble borélien X , de X de complémentaire négligeable
et, pour tout te G, un champ (v,(t), xe X) d’isomorphismes de H,_, sur H_ vérifiant les
propriétés suivantes:

(i) Vte G, VxeXu—p.s.,u.(t)=v.t);
(ii) V' eG,VxeXNX ynitt' X g, v, (tt) =0, ()v,- ., (t);

(iii) si (h,, xeX) et (W, xeX) sont deux champs de vecteurs mesurables, pour p-
presque tout x de X, Papplication Gat—>{v (t)h,- ., K >y est borélienne.

¢t~ ix

Démonstration. On se raméne sans difficultés au cas ou le champ des H, est un
champ constant égal 4 K et, par une modification sur un sous ensemble négligeable
de G x X, on peut supposer que application (¢, x)ru, (t)e U(K) est borélienne et
vérifie

u (1) =u (u, ()Y, x)e G x GxX,dt@dt @du-p.s.

On applique alors le Théoréme 5.1 de {10] a I'espace mesuré (G x X, dt ®du), munide

la loi de groupoide caractérisée par (t,x)" ' =" 1t x), r(t,x)=x, d(t,x) =t "' x et

(t,x)(t',t~* x)=(tt', x): il existe un sous ensemble borélien X , de X et une application

borélienne G xXs(t, x)—v {t)e U(K) vérifiant la conclusion (i) et telle que

u {t)=v. (1), ¥(t,x)e G x X, dt@dp-p.s. (iii) est alors vérifié et, pour démontrer (i), on
@

remarque que si, pour te G, on note u(f) [resp. v{t)] l'unitaire de H= | H_ du(x) qui,
X

®
a h= [ h_d(x), associe I'intégrale du champ de vecteurs
X

dt t dt

(E;i{x)"zux(t) h,_lx,xeX) (resp. (—df(x)”zvx(t) h,- ,x,xeXD,

u et v sont deux représentations unitaires mesurables, donc continues de G égales
presque surement, donc partout.

Définition. Un champ (v,(t), xeX),.; vérifiant les conclusions du lemme précédent
sera appelé une version réguliére du champ (u,(t), xeX),.

Remarques. 1. Avec les notations du Lemme 5.1, si (v)(t), xeX), est une autre
version «réguliére» des (u, (1), x€X),., il existe un sous-ensemble borélien X, de X
de complémentaire négligeable tel que

VieG,VxeX ntX v, () =v () (cf [10], Lemme 5.2).
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2. §i (v, (1), xeX),.; est une version réguliére des (v (f), xeX),.4, pour presque
tout x de X, Papplication

S, o500 (s)e U(H,)

est une représentation borélienne, donc continue, de S, dans H,.

En outre, le champ de représentatiogs.(._stswvx(s)e U(H ),y o5t essentiellef
ment déterminé par la donnée du champ initial des (¥ (t), xeX), ., en ce sens que, si
(/.(t), xeX),.; est une autre version réguliére, on aura

YxeXpu-p.s., v {s)=v.(s),Vse§,.
Soit R={p,u) une représentation de C*(G,X) dans un espace de Hilbert
® @
séparable H, soit p= [ p.du(x) la désintégration centrale de p, H= f H . du(x) la
x X

désintégration de H correspondante: u est quasi-invariante par Paction de G et il
existe un champ d’isomorphismes (v (1), xeX),c de H,.., sur H  vérifiant les
hypothéses du Lemme 5.1 et tel que, pour tout h de H, on ait

Cdtp ; 7
VieGu(t)h= | T(x) Pu(e)h, - du(x) st h= [ h.du(x).
x ap b ¢

On fixe une version “réguliére” des (u,(f), xeX),.; (C’est & dire une version
vérifiant les conclusion du Lemme 5.1). Pour presque tout x de X, Papplication
S, 2st>u (s) est une représentation unitaire borélienne, donc continue de S, dans
H,,notée w,, d’oli une représentationr, =(p,, S, w,)de C*(Z,X)dans H,. Lechamp
de représentations (r,, xeX) est manifestement mesurable.

Définition 5.2. On appellera restriction 3 C*(Z,X) de la représentation R de C*(G, X)
®

la représentation r= | r du(x) de C*(Z,X).
X
@
Remarque 5.3.Soitr= | ¥, dm(o)la désintégration centrale de r (cf. [3], 8.4.3);
C*X, XY

soit m= [ m,dy/'(x) une désintégration de m relative & la projection naturelle de
X

®
C*(Z,X) sur X : pour presque tout x, la représentationr, = | ¥, df, (s)est bien
CHE XY

définie, le champ des (7}, xeX) est y/'-mesurable et on a r={ r.dy/(x). D’aprés la
be
Proposition 8.2.4 de [3], pour presque tout x, les représentations r, et r, sont

équivalentes,etonadoncr,= | F, dm, (o) comme désintégration centrale der,.
CHZ,X)

Par unicitédela désintégratio(n c)entrale, comme la désintégration centrale de w,
sur 5 fournit une désintégration centrale der, =(p,, S,, w,) dont la classe de mesure
est portée par {(x, t)e C*(Z, X)/S(ker(n))=S,}, pour presque tout x, la mesure m,
est concentrée sur X, et il en est alors de méme pour m.

On est donc bien dans le cas particulier envisagé a la fin du paragraphe
précédent, et on peut construire la représentation Indr (Définition 4.5). La
correspondance entre r et Indr ne dépend pas des intermédiaires de calcul [choix
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d’une désintégration centrale de p, et d’une version réguliére de la désintégration des
(u(t), te G) correspondante], qui sont essentiellement uniques. Le lemme suivant est
en quelque sorte laboutissement des cing premiers paragraphes: a toute
représentation factorielle R de C*(G,X) est associé naturellement un idéal primitif
induit, dont on montrera au paragraphe 6 que, sous des hypothéses assez générales,
il est contenu dans le noyau de R ou il le contient.

Lemme 5.4. Soit R une représentation factorielle de C*(G,X), r sa restriction a
C*(Z,X) et Indr la représentation de C*(G,X) induite par r (cf. Définition 4.5 et
Remarque 5.3). Alors le noyau de Indr est un idéal primitif induit de C*(G,X)
(Définition 4.1).

Démonstration. On conserve toutes les notations ci-dessus. La classe de la mesure m
intervenant dans la désintégration centrale de r est invariante par I'action de G car,
si te@G, les représentations r et tr sont équivalentes [elles sont échangées par
l'unitaire u(f) de H]. m est ergodique si R est factorielle: en effet, on a par
construction r(C*(Z,X))" CR(C*(G,X))", et 4 un sous ensemble borélien G invariant
de X correspond un projecteur du centre de r(C*(Z, X))” commutant 3 u(G), donc un
projecteur du centre de R(C*(G,X))".

L’application Xs(x, r)—ker(Ind Iz, €PTIM(C*(G, X)) est mesurable (Lemme
4.4), G-invariante (Lemme 4.3, ¢), donc m-essentiellement constante car la mesure m
est standard et, d’aprés [3], 3.3.1, 'espace borelien Prim C *(G X) est dénombrable-
ment sépar¢ (cf. aussi [3], 3.9.3): il existe (x,, no)eX tel que ker(Indry )
=ker(Indr, ), V(x,n)eX m-ps. On aura alors ker(Indr)= =ker(Indr, ..
et, d’aprés le Corollaire 4.3, le noyau de Indr, . est un idéal primitif induit:
le lemme est démontré.

6. Abondance des idéaux primitifs induits

a) Cas ot G est moyennable

Les notations sont celles des paragraphes 4 et S: on se fixe une représentation
R=(p,u) de C *(G X) dans un espace hilbertien H séparable, une desmtegratxon

factorielle p= [ p,.du(x)de p,correspondant A la désintégration H = I H_ du(x).On

fixe une vers10n «réguliere» des (u,(t), xeX),.c qui désintégrent chaque u(t) en un
champ d’isomorphismes de H, -, sur H_, et une version, «réguliére» également, de
o dt - \ "
la dérivée de mesure (Eﬁ (x)) .On note w, la restriction des u (.)a S,, et on réalise
H teG ~ .
Indr_ =(p,, w,) dans Pespace de Hilbert H, des classes d’applications boréliennes de
G dans H, telles que

h (ts)=w,(s)” ' h (1), Yt G,VseS,
§ A 0)2 dB (tx) < oo
G/S5x

Le champ d’espaces de Hilbert (H,,xeX) est muni de la structure de champ
mesurable séparable engendrée par les champs gxh [ge K(G), h=(h,, xeX) champ
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mesurable] définis comme dans la construction qui précéde I'énoncé du Lemme 4.4,
Si h eH_, feC,(X) et 1eG, on a posé

B () B ()= (tx) R (1)
w (D h@W=0( )12k (71D,

D
Le champ (Indr,, xeX) est mesurable et on a Indr= | Indr du(x)=(p, W).
X

Lemme 6.1. Soit h® un vecteur unitaire de H et y une fonction borélienne sur X x X
telle que | ly(x,y))*dB.(»)=1, VxeX. La forme linéaire , yo sur K(G xX) qui, a
peK(G x};{) associe le nombre

L ORI 0 ) G 0 R 4B, ) ()

se prolonge en un état de C*(G,X) associé d la représentation Indr.

Démonstration. On munit le champ d’espaces de Hilbert (L?(Gx, H,, B,); xeX) dela
structure de champ mesurable séparable engendrée par les champs de vecteurs

{(txu-» j'g(ts)hxdocsx(s)) ;xeX}

ou ge K(G) et (h,, xe X) est un champ mesurable dans le champ des (H,, xe X).
On note h= (h, yf—»hx(y) xeX) le vecteur générique de l'espace hilbertien

H'= { LG, Ho f)du().
X
Si feCy(X), 1€ G, on pose
BB =f (Db

() ), () = %‘{x}*ﬂuxm hn).

R’=(p, &) est une représentation de C*(G, X) dans H" Si on pose h2(y) = y(x, y) h, h°
est un vecteur unitaire de H” et un calcul simple permet de vérifier que, si
9eK(G xX), alors o, ,0o(@)=(R1p) k% h°); d’'olt la premiére partie du lemme:
@, yo définit bien un état de C*(G X).
Le lemme sera démontré si on prouve que R”est équivalente a une sous
représentation de Indr. Posons (Uh),(£)= D(x, tx)V?u (¢t ')A, (x); on aura alors

VxeX u-p.s.,VteG,VseS,, (Uh), (ts)=w, ()~ 1 (Uh), ()
et
FIUR), ()12 dB (tx)du(x) = ijn(x, WA, x)12dB, () du(x)
= | JhO*dB, () du(x)=h|>
XxX

[D est la fonction sur X xX introduite au paragraphe 3, (jjij)].
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On a montré que, pour presque tout x de X, (tw(Uk) (t)) définissait un élément
de H , que le champ (U h) xeX) était de carré intégrable et définissait donc un
®

glément Uk de 'espace de Hilbert H = j H Ldu(x), et que U était une isométriede H~
X

dans H. Bien que ce ne soit pas utile 2 la démonstration, il est facile de vérifier que U
est en fait un isomorphisme. On va montrer que U entrelace R"et Indr, ce qui
terminera la démonstration.

Si fe Cy(X), on calcule

(UBNA)(D)=D(x, 1) u (™) (B IRy (%)

=f () (Uh), (&) =@(/)Uh), (1),

soit Up(f) =B(f) U, ¥fe C,(X).

De méme, si 1€ G, on aura [modulo la mesure v introduite au par 3, (jj)1:

UM, O=e(t 0~ L 01 L 2 (i )

1
=e(tx)71* td,f” (RN U LNE)

=0(t™ L )2 D(x, v ) 2 u (t " L)k, -, (X)
=o(t™ L) 2 (Uh) (71 8)
= (W@ Uh), (),

soit Ui(t)=w(t)U,V1eG, et UR =Indr-U car Indr=(p, w).

Lemme 6.2. Soit ge K(G) telle que | |g(1)|*dt=1. On pose
G

V4(X, tx)= .

é o(ts,x)™ g (ts) dots, (s)

et y,(x,y)=0 si y¢Gx. Alors y, est un fonction borélienne sur X x X qui vérifie

(i) VxeX, )f( 7% ¥ dB () =1;

2
(ii) {:::il §7,069)7,(t7 %, y)dB.(»)—1 £2-2Re (J; A(0)'?g(tr)g(ndr.
X

Démonstration. Si K est un compact de G, {(x, tx)/xe X, tc K} estun fermé de X x X.
Comme G est dénombrable a I'infini, {(x, y)eX xX/yeGx} est un sous ensemble
borélien de X xX, sur lequel la fonction y, est borélienne, ainsi que sur son
complémentaire: y, est bien borélienne.

{i) découle de la définition de la mesure f,.

La démonstration de (ii) s’inspire de Lemme 18.3.8 de [3]. On calcule d’abord

V(17 x, 1x)? = jg(trs 7 1%) 7 gltrs)Pdas, ., (5)

= jA(r)Q(ts x)™ g(tst)dotg ()
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d’ob, par inégalité triangulaire dans LG, S,),
ot %, )=, (x, I [ alts, x) ™ |g(ts) — A(x)! 2 g(tst) ot (5)
G
si y=tx et, en intégrant les deux membres de I'inégalité par rapport & §,

)I( Iyt~ . ) =y, (%, WIFB () £ (I; lg(t — A(x)*2g(er))2dt.

Cette derniére quantité étant égale 8 2— 2 Re | 4(1)"/g(t1)g(1)dt [car g est de norme
G
1 dans L*(G)], il suffit d’appliquer (i) et I'inégalité de Schwartz pour obtenir
§, e x, B —1)>= 1 [0 0 e 1%, ) = 7,0, Y)B)
X X
< )I{ Iy 0t~ 1%, ) — 7,02, MIPdB ()

<2-2Re | M) 2gtr)g(e)dt .
G

Proposition 6.3. Soit (X, G) un systéeme dynamique topologique séparable, R une
représentation de C*(G,X) et r sarestrictiond C*Z,X). Si G est moyennable, le noyau
de la représentation de C*(G,X) induite par r est contenu dans le noyau de R, soit
ker(Indr)Cker(R).

Démonstration. 11 suffit de montrer que tout état associé & R est limite faible sur
K(G x X) d’états associés a Indr. On se fixe donc un vecteur h° de Pespace H de R.

Si G est moyennable, sa représentation réguli¢re droite contient faiblement la
représentation triviale. D’aprés le Théoréme 13.5.2 de [3], étant donné un compact
K de G et un nombre 5 strictement positif, il existe ge K(G) telle que

j lg(r)?dt=1 et, Vie K, 1—Re j A(t)Y3*g(t)g(e)de <7 .
Soit y, la fonction borélienne sur X x X associée a g par le Lemme 6.2, et , 0 I'état
de C*(G,X) associé 4 y, et h° par le Lemme 6.1: Cest un état associé a Indr et, par

définition de o, 0, on aura, en appliquant le Lemme 6.2, si pe K(G xX) est de
support contenu dans K x X :

o, (@)~ R(@)h°, h°>1
<2|f I lo(z, x)i {x)m RO || 1Sl du(x)de

<2 m@tu-

D’oi la proposition.

b) Cas ot G est discret

Lemme 6.4. Soit (X, G) un systéme dynamique topologique séparable, u une mesure sur
X quasi-inpariante par Paction de G et ergodique, F un sous ensemble fini de G. Si G est
discret, il existe un point x, de X tel que, Yxe Xu—p.s., il existe te G vérifiant
S,nF=t.S, nF.



Ideaux primitifs de certains produits croises 75

Démonstration, 1’application X s3x~(x, S, }JeX x X est un isomorphisme d’espaces
boréliens de X sur son image Z. L'image de u dans l'espace topologique a base
dénombrable Z est une mesure ergodique, et un résultat de A. Guichardet ([9], p.
59) assure qu'il existe un point de X, soit x,, tel que, VxeXpu—ps., G(x,8S,) et
G(xy, S,,) aient méme fermeture dans Z.

Soit xeX tel que (x,S,) soit adhérent dans Z a G(x,,S,,) Lensemble
{(0,8,)eZ/S,nF=S8,nF} est un voisinage de (x,S,) et contient donc (tx,,t-S, )
pour un te G. D’ot le lemme.

Proposition 6.5. Soit (X, G) un systéme dynamigue séparable, R une représentation
factorielle de C*(G,X), r sa restriction d C*2,X). Si G est discret, on a

ker{R)Cker{Indr).

Démonstration. On garde les notations du paragraphe a): R=(p,u) et la mesure g
intervenant dans la désintégration centrale de p est ergodique.

Lorsque G est discret, 3 un vecteur h de H est associé naturellement un vecteur
de H en posant

)= wx(.t)"hJc si teS,
0 si t¢S, .

L’ensemble des i (he H) est cychque pour Indret il suffit de montrer que, pour h fixé
arbitraire, I'état de C*(G,X) associé 4 Indr et h est limite faible sur K(G xX) de
combinaisons linéaires convexes d’états associés a R.

Onfixehe H, ¢, ..., p,€ K(G xX)et >0: on va construire une famille finie ; ;
de formes linéaires positives associées a R telles que la forme w=} o, ; soit de

i

norme inférieure 4 L et, Vk=1,...,n,

(e — <Indr(gh, By <nll@; .

Soit F une partie finie de G telle que le support de ¢, soit contenu dans F x X,
Yk=1,...,n. Soit x, un point de X vérifiant les conclusions du Lemme 6.4. On pose,
si teG,

Z,=(xeX/S,nF=tS, NF).

Ona () Z,=X modyetil existe des compacts K ,, ..., K,, de X deux 4 deux disjoints,
teG

et des éléments ¢,, ...,t,, de G telsque K;CZ

W Vi=1,.., m,et ,u,,(X— iL=)1 Ki) <n(on
1y est la mesure de probabilité sur X de densité ||k ||? par rapport & ). Soit ¢; le
projecteur de H correspondant & la fonction indicatrice de K,
Pourifixé(i=1,...,mjet xe K,, il existe un voisinage Wde x tel que sWnW =40,
Vse F—S,=F -5, . Soit (f ;) une partition de l'unité relative au recouvrement de

K;parles W:ona Zf,.dél et Zfs,,le,»-“-lxi- On posera

w; )= <R(<p)e,p(12” B, o f,”z)e B, etw=3 o, ;(@cK(Gx X))

i,J
On a 1, (X)f}P(X)f}[2(t7 ' x)=0si te F—1S, =F -8,
= 1z (X)f; j(x) si teS,,
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d’ou le caleul

@, (@)= 2 @ult, g () (t7 1x)f,”z(JC)f”z(t_‘X) E (xy1r2

X teF ,Ll
: <“_x(t)ht" Ixs k:c>du(x)
= [ Y odt,0)f ) <uOh,, hodulx)

K; teSx
et
olgd= | Y et ) <uOh, b dulx).
UK, teSx
Comme (Ind;((pk)ﬁ, ﬁ} ={ Y ot x)(ulth,, h,ydu(x), on obtient I'inégalité

X teSx

(o) — < Indri@ By <n- | @l -

¢) Conclusion
Du Lemme 5.4 et des Propositions 6.3 et 6.5, on déduit le théoréme:

Théeréme 6.6. Soit (X, G) un systéme dynamique séparable.

a) Si G est moyennable, tout idéal primitif de C*(G,X) contient un idéal primitif
induit.

b) Si G est discret, tout idéal primitif de C*(G,X) est contenu dans un idéal primitif
induit.

¢) Si G est moyennable et discret, tout idéal primitif de C¥G,X) est un idéal
primitif induit.
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