
Math. Ann. 214, 235 266 (1975) 
© by Springer-Verlag 1975 

Der Gaul3-Manin-Zusammenhang isolierter 
SingularitS.ten von vollst indigen Durchschnitten* 

G.-M. Greuel 

Einleitung 

In der Arbeit [2] ftihrte Brieskorn den singul~iren Gaul3-Manin-Zusammenhang 
ftir isolierte Singularit~iten von Hyperfl~ichen ein. Dieser ist ein spezieller gew6hn- 
licher singul/irer Differentialoperator und wird rein algebraisch mit Hilfe holo- 
morpher Differentialformen definiert. Er liefert eine einfache Beschreibung der 
von Milnor in [19] auf topologischem Wege definierten lokalen Picard-Lefschetz- 
Monodromie einer isolierten Hyperfl~ichensingularit~it. Die Monodromie erwies 
sich als wirksames Mittel zur Untersuchung der lokalen topologischen Eigen- 
schaften der S ingularit/it. 

Hamm zeigte in [11], dal3 die Monodromie nicht nur ftir Hyperfl:dchen, 
sondern auch fiir vollstSndige Durchschnitte die Topologie der Singularit~it 
bis zu einem gewissen Grade bestimmt. In der vorliegenden Arbeit wird die 
Theorie des Gaul~-Manin-Zusammenhangs fiir vollstg.ndige Durchschnitte mit 
isolierter Singularit~it entwickelt. 

Daneben gibt es in der algebraischen Geometrie schon seit 15.ngerem eine 
Theorie des GauB-Manin-Zusammenhangs. Sie wurde unter anderen yon 
Grothendieck [9] und Katz [14] entwickelt. Man vergleiche auch Deligne [5], 
wo der algebraische und der analytische Fall behandelt wird. Allerdings wird dort 
der Gaug-Manin-Zusammenhang explizit nur ftir Familien yon Mannigfaltig- 
keiten beschrieben, wS.hrend Brieskorn dies zuerst ffir einparametrige Familien 
f : tE "+~ ,rE komplexer R~iume mit isolierter Singularit~it tat. 

In dieser Arbeit werden mehrparametrige platte Familien yon komplexen 
Rfiumen f :  X .... ~S untersucht, wobei S eine k-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit ist. X und S sind dabei geeignete kleine ReprS.sentanten yon Raumkeimen 
(X,x) und (S, 0) mit f (x )=0 .  Ist X ein m-dimensionaler vollst~indiger Durch- 
schnitt, hat die Menge C C X der nichtregulS.ren Punkte von f die minimale 
Dimension k - I  und hat die (n = m-k)-dimensionale Faser X 0 = f -~(0)e ine  
isolierte Singularit~it in x, so definieren wir in dieser Situation den (lokalen) 
singuKiren Gaul3-Manin-Zusammenhang von X fiber S in x. Es sei D =  f(C)< S 
die Diskriminante von f, S '=  S -  D und X ' =  f -  1 (S'). Dann ist die Einschr~inkung 
f :  X' ,S' nach Milnor und Hamm ein differenzierbares Faserbiindel, dessen 
Faser X, den Homotopietyp eines Bouquets von n-dimensionalen Sph~iren hat. 

* Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sich um eine erweiterte und gestraffte Fassung der 
Dissertation (G6ttingen 1973) des Verfassers. Sie wurde aufgeschrieben w~ihrend eines Gastaufent- 
haltes am Sonderforschungsbereich "Theoretische Mathematik" in Bonn. 
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Die Operation der Fundamentalgruppe ~(S' ,  t) auf der Kohomologie der Faser, 
genauer: die Darstellung ~ (S', t) , Aut (H"(Xt, Z)), ist die lokale Picard-Lefschetz- 
Monodromie yon f in x. 

Nach der Methode yon Brieskorn ist es m~Sglich, die komplexe Monodromie 
~z~(S',t) ~Aut(H"(Xt,~)) algebraisch zu beschreiben: Das flache komplexe 
Vektorbifindel H"=  (.J H"(Xt, C) besitzt einen wohlbestimmten kanonischen 

t~S '  

Zusammenhang, der auch, da er topologisch definiert ist, der lokale transzen- 
dente Zusammenhang von f in x genannt wird. H" ist natiirlich auch ein holo- 
morphes Vektorbtindel fiber S' und wir zeigen, dab die Garbe der Keime aller 
holomorphen Schnitte von H" kanonisch isomorph ist zur relativen de Rham- 
Kohomologiegarbe ~ff~R(X'/S') von X' tiber S'. Der transzendente Zusammenhang 
auf ~R(X'/S')  l~.13t sich fiber ganz S zu einem Zusammenhang auf ~gR(X/S) 
fortsetzen, aber nur zu einem ,,singul/~ren" Zusammenhang, der l~ings der Hyper- 
flS.che D Polstellen besitzt. Diese For t se t zung-  der singul~re Gaul3-Manin- 
Zusammenhang von X fiber S -  l~f3t sich rein algebraisch definieren. Seine 
Monodromie stimmt dann mit der lokalen Picard-Lefschetz-Monodromie 
fiberein. Wir benutzen das tiefliegende Resultat von Saito und Hamm, dab die 
relative de Rham-Kohomologie ~oR(X/S) koh~rent ist. 

Mit Hilfe eines Kriteriums von Malgrange zeigen wit auf einfache Weise, 
dab der singul~.re Gaul3-Manin-Zusammenhang regulS.r singul~.r ist. Das erlaubt 
im Prinzip, die Monodromie yon Elementen aus g~ (S', t), die als Rand einer holo- 
morphen Kreisscheibe T mit Tc~D= {s} darstellbar sind, explizit zu berechnen. 
Ftir solche Elemente aus ~z~(S',t) zeigen wir weiter, dab ihre Monodromie als 
Eigenwerte nur Einheitswurzeln hat. Der elegante Beweis von Brieskorn [-2] f~ir 
Hyperfl~ichen l~if3t sich ohne Schwierigkeiten iibertragen. Als weitere Anwendung 
der Theorie des Gaul3-Manin-Zusammenhangs erhalten wir unter Verwendung 
des analytischen Indexsatzes von Malgrange eine rein algebraische, berechenbare 
Formel fiJr die Milnorzahl, d. h. ftir die mittlere Bettizahl der Faser X, des Faser- 
bi~ndels X' ,S'. Die Idee ftir diesen Beweis, ebenso wie ftir den Beweis des Regu- 
larit~tssatzes und die Anwendung auf den Hyperfl~ichenfall stammen von 
Malgrange [ 17]. 

Es ist zu erw~ihnen, dal3 die Ergebnisse dieser Arbeit ftir den HyperflSchenfall 
schon seit l~ingerem bekannt sind. Sie wurden zuerst yon Brieskorn [2], Milnor [ 19] 
und Sebastiani [24] bewiesen. Die Theorie des Gaul3-Manin-Zusammenhangs 
f'tir vollst~.ndige Durchschnitte mit isolierter SingularitS.t wurde etwa gleich- 
zeitig auch yon Saito entwickelt. Die wesentlichen Ergebnisse von §§i und 22 
wurden von ihm in 21, 22] ohne Beweise ver6ffentlicht. Hamm hat Brieskorns 
Theorie ebenfalls verallgemeinert und den Gaul3-Manin-Zusammenhang auch 
fiir nicht-isolierte SingularitY.ten untersucht [13]. Die Hauptresultate dieser 
Arbeit wurden in [4] angektindigt. Ein fSbersichtsartikel fiber Probleme im 
Zusammenhang mit der Monodromie und dem Gaul3-Manin-Zusammenhang 
wurde von Brieskorn in [3] ver6ffentlicht. 

Ich m6chte E. Brieskorn ftir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir seine Untersttitzung danken. 
Von ihm starnmt der Vorschlag, die Methoden von Malgrange auch im Fall vollst~indiger Durch- 
schnitte anzuwenden. K. Saito bin ich fiir verschiedene Hinweise Dank schuldig. 
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§ 1. Das de Rham-Lemma 

i.1. Singularit6ten und vollstiindige Durchschnitte 

In diesem Abschnitt legen wir die Bezeichnungen fest und diskutieren die 
Voraussetzungen unter denen der Gaug-Manin-Zusammenhang definiert werden 
soll. 

Es sei X ein (nicht notwendig reduzierter) komplexer Raum mit der Struktur- 
garbe (gx. X heigt vollst~indiger Durchschnitt in x ~ X, wenn der Halm der 
Strukturgarbe (flx,~ als G-Stellenalgebra isomorph ist zum Restklassenring des 
konvergenten Potenzreihenringes iI; {z~, ..., zN} nach einem echten Ideal das von 
N-dim~X Elementen erzeugt wird. Hierbei ist dim~X die Krull-Dimension 
von (-gx,x. Wir setzen dimx Y = - o e  fiir Y C X, x ~ X -  Y. Mit codh(gx,x bezeichnen 
wir die homo logische Kodimension (Profondeur)von (gx,x. Gilt codh (gx,x = dim xX, 
so ist X Macaulaysch in x, d. h. (gx,x ist ein Macaulay-Ring. Vollst~indige Durch- 
schnitte sind Macaulaysch. 

X heil3t regul~ir in x, wenn der lokale Ring (gx.x regul~ir ist. Die (analytische) 
Menge der nicht-regulS.ren oder kritischen Punkte von X bezeichnen wir mit 
C(X). 

Wir werden spS.ter oft stillschweigend benutzen, dab vollst~indige Durchschnitte 
mit niederdimensionaler kritischer Menge reduziert sind: 

Lemma 1.1. Der komplexe Raum X sei Macaulaysch in x. Dann ist X in x 
9enau dann reduziert, wenn dim~,C(X)< dim~,X 9ilt. 

Der Beweis ist eine leicht Folgerung aus dem Satz yon Scheja tiber die Fort- 
setzung von Kohomologieklassen (vgl. [23]). Da wir diesen Satz hiiufig anwenden 
wollen, sei er bier zitiert. 

Satz 1.2 (Scheja). Es sei A eine analytische Teilmenge des komplexen Raumes X 
und ~ eine kohdrente anatytische Garbe auf X. Sei p > 0 und in jedem Punkt x ~ A 
9elte codhex,x~x >= dimxA + p + 2 (bzw. codh~,,,x ~ x =  > dimx A + P + 1). Dann ist die 
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Restriktionsabbildung 
HP( U, , ~ ) ~  Hv( U - A, ~ )  

bijektiv (bzw. injektiv) flit jede offene Teilmenge U C X. 

Bemerkung. Fiir Macaulay-R~iume X gilt sogar, wie aus einem entsprechenden 
Satz yon Scheja fiir reduzierte R~iume folgt: 

X ist in x normal, genau wenn dim~, C(X) + 2 _< dimxX gilt. 
Ein Morphismus f :  X ". S komplexer R~iume heiBt reguRir in x ~ X, falls ein 

regul~irer Raum F u n d  Umgebungen U C X yon x und V C S yon f (x)  existieren, 
so dab V x F isomorph zu U ist und f bei diesem Isomorphismus fiber die 
Projektion V x F .~ V faktorisiert. Das ist ~iquivalent dazu, dab f platt in x ist 
und dab x regul~irer Punkt der Faser X¢(xt ist. Mit C(f)  bezeichnen wir die kri- 
tische Menge yon f ,  d. h. die Menge der nicht-regul~iren Punkte yon f.  

Nun sei S =¢;k, G ( C  N ein Gebiet und X C G tiberall ein m-dimensionaler 
vollst~indiger Durchschnitt mit der Idealgarbe ~¢ = (91, ..., gr) (9~, r = N - m. 
Sei f = ( f l , . . . , f k ) e i n e  holomorphe Fortsetzung der Abbildung f : X ~  k 
auf ganz G. ~ bezeichne die Idealgarbe in (9~, die von g l , - . . ,g ,  und fiir k ~ m  
zus~tzlich von allen (r + k)-Unterdeterminanten der Jacobimatrix von (g~, ..., g~, 
f l ,  .--, fk) erzeugt wird. Dann ist 

(¢(f) : =  

eine koh~irente analytische Garbe auf X, deren Nullstellenmenge gerade C(f)  
ist. cg(f) h~ingt nur von der Abbildung f, nicht aber von Willkfirlichkeiten in 
der Definition ab und heiBt das kritische Ideal yon f (cg(f)x ist das ( N -  r -  k)-te 
Fittingideal yon f2~x/s.x). Im Fall k = 0  beschreibt cg(f)= cg(X ) die kritische Menge 
yon X und heil3t kritisches Ideal von X. Unter obigen Voraussetzungen versehen 
wit C(f)s te ts  mit der Strukturgarbe 

(gc(i): = Ux/cg(f)[ C(f)  . 

Da X ein vollst~.ndiger Durchschnitt ist, gilt fiir die Abbildung (g, f )  
=(gj , . . . ,gr , f l , . . . , f k ) :G-~( lYx(U k die Gleichung C(g,f)~x=c(f). Nun ist 
(g,f)  eine Abbildung zwischen regul~.ren R~iumen. Daher gilt bekanntlich ffir 
r + k __< N und x ~ C(g, f )  die Ungleichung dimxC(g, f )  > r + k - 1. Wir erhalten 
also: 

Lemma 1.3. Ist X ein voIlstdndiger Durchschnitt in x ~ X und f :  X .... ~S eine 
hotomorphe Abbildung in die komplexe Mannigfaltigkeit S mit dim~,X = dimstx)S, 
so gilt entweder x ¢ C(f)  oder 

dim~C(f) > dimI(~)S- i . 

Die Aussage des Lemmas folgt auch aus Lemma i.8 und der exakten Sequenz 
im Beweis von Lemma 1.9. Gilt d i m x C ( f ) =  dimy(x)S- t, so ist C(f)  Macaulaysch 
in x, was leicht aus dem de-Rham-Lemma folgt (vgl. Lemma 1.9). Diese Aussage 
ist schon seit l~ingerem bekannt. Sie wurde unter anderen von Eagon (Thesis, 
1961) und Buchsbaum-Rim (Trans AMS, 1964) bewiesen. 

Wir wenden uns jetzt den isolierten Singularit~iten zu. Dabei sagen wir, 
x ~ X sei eine isolierte Singularit~t, wenn es eine Umgebung U C X von x gibt, 
so dab U - x  reguRir ist. Uns interessieren im folgenden platte Abbildungen, 
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deren Fasern nur isolierte Singularit~iten haben. Leicht zu beweisen ist das 
folgende Lemma. 

Lemma 1.4. Sei X ein vollstdndiger Durchschnitt in x ~ X und f : X , S, f (x)= O, 
eine holomorphe Abbildung in die komplexe Mannigfaltigkeit S. Dann sind die 
folgenden Aussagen dquivalent (dimxX = m, dim0S = k): 

i) f ist platt in x und x ist isolierte Singularitdt der Faser X o = f-1(0).  
ii) x ist isolierte SingularitSt yon Xo und dimxXo = m -  k. 

iii) x ist isolierter Punkt yon X o ~ C ( f )  oder x ¢ C(f). 
iv) (gx,x/cd(f)x ist ein endlicher (_gs,o-Modul. 
v) Die Einschrdnkun9 f : C( f )  ~S ist eine endliche Abbildun9 in x. 

Die Aussagen i)-v) implizieren, daft X o ein vollstdndiger Durchschnitt in x ist. 

f :  X ,S mBge in x e X  die ~iquivalenten Eigenschaften von Lemma 1.4 
besitzen. Da dieses offenen Eigenschaften sind und wir nur am Abbildungskeim 
yon f in x interessiert sind, k/Snnen wir annehmen, dab X tiberall ein vollst~indiger 
Durchschnitt der gleichen Dimension und f iiberall platt (und damit often) ist 
und dab die Einschr~inkung f : C ( f )  ,S ein endlicher Morphismus komplexer 
R~iume ist. Dann ist die Menge der kritischen Werte O ( f ) : =  f (C( f ) )  eine ana- 
lytische Menge in S, die wir mit der Bildraumstruktur versehen. Als Ideal der 
kritischen Werte definieren wir das Annulatorideal in (gs von f , (gcm,  

~ ( f ) :  = d ~ ( f .  (-9c(,)), 

und versehen D(f)  mit der Strukturgarbe (gz)(f): = (_gs/~(f)lD(f). 1. 
Bemerkung. Erfiillt f : X  >S tiberall die fiquivalenten Eigenschaften yon 

Lemma 1.4, so hat C(f)  die minimale Dimension k - 1 genau dann, wenn dim C(X) 
<_ k -  1 ist. [Der nichttriviale ,,wenn"-Teil folgt aus dem Satz yon Sard und der 
Endlichkeit von f : C ( f )  , D(f).] Insbesondere ist dann D(f)  rein ( k -  1)-dimen- 
sional. Dariiberhinaus folgt unter diesen Voraussetzungen leicht: 

Lemma 1.5 (Saito [21,22]). ~ ( f ) o  ist ein Hauptideal in (gs,o. 

1.2. Verallgemeinerun9 eines Lemmas yon de Rham 

Sei f : X  ,S eine holomorphe Abbildung des komplexen Raumes X in die 
komplexe Mannigfaltigkeit S. Wir betrachten die Garbe t2 p der Keime yon 
holomorphen Differentialformen vom Grade p auf X und die Garbe ~2~/s der 
Keime von relativen Differentialformen vom Grade p von X fiber S ([10], 
EGA IV. 16.6). 

Ist X lokal um x ~ X in ein Gebiet G C (12 N eingebettet und wird die Ideal- 
garbe yon X von in G holomorphen Funktionen g l,. . . ,Yr erzeugt, so ist 

t2~ = t2~ (gi(2~ + dgi A t2~- 1)IX, wobei g2~ die Garbe der Keime von holo- 
i 

morphen Formen auf G ist. Sind f l , - . . , fk  die Komponentenfunktionen von f 

beztiglich Koordinaten in S, so gilt £2~/s= ~2~ dfi A £~-1. Die ~iuBere Ab- 
i 

leitung auf f2~ induziert 5.uBere Ableitungen auf f2x bzw. auf £2"x/s, so dab wir Kom- 

1 D(f )  ist topologisch die Diskriminante von f, doch ist die hier definierte analytische Struktur 
nicht mit beliebigem Basiswechsel vertr~iglich. 
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plexe von ~-Vektorr~iumen bzw. von f '(gs-Moduln 
topologische Urbildgarbe). 

Nach Festlegung der Koordinaten in S u m  f ( x )  

erhalten ( f '  bezeichne die 

induziert f eine Abbildung 
op+k die repr/isentantenweise durch 5.uBere Multiplikation yon links d f : Ofcls.x ' " x , ~  , 

mit d ft  A... A d fk definiert ist. Ist k = 1 und X in x regul/ir, so besagt ein Lemma 
von de Rham [20], dab diese Abbildung ffir 0 < p < dimxX injektiv ist, falls f in x 
eine isolierte Singularit/it besitzt. Dieses Lemma wurde von Brieskorn in [2] 
benutzt, um den GauB-Manin-Zusammenhang ffir isolierte Hyperfl~ichensingu- 
laritS.ten zu definieren. Bei der Untersuchung von vollst/indigen Durchschnitten 
statt Hyperfl~ichen ben6tigen wir die folgende Verallgemeinerung: 

Lemma 1.6. (De Rham-Lemma). Sei G ein Gebiet im C n, seien f - ( f l ,  ..., fO : G 
' l~k, g = (g l , . . . ,  g,) : G ~. ~ ' ,  h = (ht, ..., h~) : G , ¢Y holomorphe Abbildungen mit 

k > 1, r > 0, s > 0 und sei zur Abki irzung 

) OP : = O~ h~(2~ + dg i A (2~- 1 . 
j 1 i = 1  

Dann ist j~r  x ~ G die Abbildung 

d f:QP~ df j  A ~'~Px -1 ' ~'2Px+k 
J 

die reprdsentantenweise durch 6uflere Mult ipl ikat ion yon links mit d f l  A ... A d fk 
definiert ist, injektiv fur  0 < p < codh(9a.,./(hl, 

Hierbei  ist C ( f , g )  die kritische Menge  
und N(h)  die Nul ls te l lenmenge yon hi,  ..., hs. 

. . . ,  h,) - dim.,, C ( f  g ) o  N(h). 
der Abbildung ( f  , g) : G ~ C  k × ~ 

Beweis. Wir setzen (9 = (9a/(h~, ..., hs), C 
= (e~, ..., e,), u = r + k und bemerken, daB 
Gleichung codhox M = codh,G,x M besteht. 

a) Es sei x ¢ C c~ N. 
Fiir x ¢ N ist die Behauptung wegen £2 p 

als 
dea 

durch 
b) 

-- C(f, g), N -  N(h), (gl,.. ", gr, f l , '"  " ,  A) 
ffir einen endlichen @x-Modul M die 

= 0  trivial. Ist x ¢ C, so k6nnen el, ..., eu 
Koordinaten in einer Umgebung von x in G gew/ihlt werden. Dann sind 

, . . . ,  deu Elemente einer Basis von £2~,x und die Behauptung des Lemmas folgt 
eine einfache Rechnung fiir alle p > 0. 
Sei x ~ C ~ N. Wir setzen 

OP(i) = £2 hj£2~ + 
j 1 j = l  

dej A Q~- 1 

Behauptung.  codh O~(i) >_ codh (9~ - 
O<_i<u.  

Beweis. Durch Induktion fiber p. 
Ffir p = 0  ist die Behauptung trivial. Sei also p > 1 

p -  ! schon bewiesen. Wir betrachten die Sequenz 

p f'fir O < p < = c o d h ( g x - d i m x C c ~ N  und 

und die Behauptung ftir 

0 ,(2~-1(0 de, , Q p(i_ 1) ,f2xP(i) ,0 .  

Nach Induktionsvoraussetzung gilt 

codh (2~ - 1(0 > codh (9 ~ - p >_>_ dim~Cc~N. 
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Da die Multiplikation mit dei aul3erhalb Cc~N injektiv ist, folgt aus dem Fort- 
setzungsatz von Scheja, da6 dies auch in x gilt. Folglich ist obige Sequenz exakt 
und die Behauptung flit p folgt durch Induktion tiber i, denn Q~(0)= Q~,~®(gx 
ist frei tiber (9~,. 

c) Die Injektivitiit von d f :  O~(u)~?~ +k folgt nun aus Behauptung b) mit 
Hilfe des Fortsetzungssatzes yon Scheja, da d f  nach a) aul3erhalb C ~ N  schon 
injektiv ist. 

Wir interessieren uns im folgenden fiir den Fall, dab (ha, ..., hs)= (g a, ..., 9r) 
ist und dab durch die Idealgarbe J = (91, ..-, 9r) (ga ein vollst~indiger Durchschnitt 
X C G C (U u der Dimension m = N - r definiert wird. Die ~iul3ere Multiplikation 
von links mit dga A ... A dg, induziert dann eine Abbildung 

, 7 J .  I x .  

Das Bild yon 2 fiir p = m i s t -  mit der iiblichen Identifikation ~ = (9o- das kritische 
Ideal cg (X). 

Ist f = (f l , - . . ,  fk) : X -+ S = IU k, k > l, eine holomorphe Abbildung, so bettachten 
wir weiter die Abbildung 

d f : g?~c/s ' f2~ + k 

die durch Multiplikation von links mit dfa A. . .  A dfk induziert wird und die 
Komposition 

2d f :  ~2~] s , £2~ +k + ' / J .  ~2~ +k+ ' lX.  

Ftir p = m -  k ist das Bild von 2 d f  das kritische Ideal cg(f). 
Um einfache Bezeichnungen zu haben, nennen wir die Homomorphismen 2, 

d f  und 2 d f  de Rham-Multiplikationen. Es ist leicht zu sehen, dab Kern und Bild 
dieser Abbildungen nicht von der Wahl des (minimalen) Erzeugendensystems 
yon J bzw. von der Wahl lokaler holomorpher Koordinaten in S abh~ingen. Die 
sp~iter ben6tigten Aussagen fiber die de Rham-Multiplikationen, die leicht aus 
dem de Rham-Lemma folgen, fassen wir jetzt zusammen: 

Proposition 1.7. 1st X ein m-dimensionaler vollstdndiger Durchschnitt in x ~ X 
und f :  X > S eine holomorphe Abbildun9 in die komplexe Mannigfaltigkeit S, 
so ist 2 in x injektiv fur 0__<p< codimxC(X), wdhrend d f  und 2d f J~r O< p 
< codimxC(f)injektiv sind. 

1.3. Folgerungen aus dem de Rham-Lemma 

Aus Behauptung b) im Beweis des de Rham-Lemmas folgt unmittelbar: 

Lemma 1.8. Ist X ein vollstdndiger Durchschnitt in x ~ X und f :  X ~S eine 
holomorphe Abbildung in die komplexe Mannigfaltigkeit S, so gilt: 

codh~x,x(f2~/s,,) > dimxX - p )~r 0 < p < codimx C(f)  - - -  - - . , -  , 

P (Ira Fall dimS = 0  gilt f2x/s,x=g2~,x und C ( f ) =  C(X).) 

Lemma 1.9. Es sei f :  X , S, f (x) = O, wie in Lemma 1.8 
und d i m x C ( f ) =  k -  1. Dann ist (_gc<Ii,x ein Macaulay-Ring. 

mit dimoS - k(>__ 1) 
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Zusatz. Erfi.illt f ]n x zus~itzlich die ~iquivalenten Aussagen von Lemma 1.4, 
so gilt nach einer generischen linearen Koordinatentransformation in S u m  0 
f'fir die Komponentenfunktionen f l ,  . . . , fk von f,  dab fl ,  . - . , f  k-1 eine 60c~i),x- 
Sequenz bilden. Hierbei bedeutet generisch, dab die Aussage f'tir alle linearen 
Koordinatentransformationen A ~ GL(k, cE) C ~k.k aul3erhalb von endlich vielen 
Untervektorr~iumen Ui #: ~k. k gilt. 

Bemerkung. Unter  den Voraussetzungen des Zusatzes ist Cc(s),x endlich als 
Modul ~iber C ~ o(f~.o, (gs.o und fiber (gx. x. Daher ist ffir einen endlich erzeugten 
Oc(f),~-Modul die homologische Kodimension fiber allen vier Ringen gleich. 
Diese Tatsache werden wir oft benutzen, ohne es explizit zu erw~ihnen. 

Beweis yon Lemma 1.9. Aus der exakten Sequenz (m = dimxX) 

0 m - k  2 d f  
~" ~"~XJS,x ~" (-QX,x ) (-QC(f),x ) 0 

und Lemma 1.8 folgt codhCc(y),~, > k -  1. Andererseits gilt 

< dim C(f) = k -  1 codhCc(y),~ = 

Ftir den Zusatz braucht man nur zu zeigen, dab f l , - . . ,  J~,-1 ein Parametersystem 
bilden. Das folgt aus E27], II.4, Satz i. 

Die folgende Aussage ist fiJr Induktionsbeweise niitzlich: 

Lemma 1.10. Fi~r f : X ~S m69en die Bezeichnunyen und die ~iquivalenten 
Aussagen yon Lemma 1.4 gelten. Hat X in x eine isolierte Singularitdt, so gilt nach 
einer generischen linearen Koordinatentransformation in S um 0 J~r die Kompo- 
nentenfunktionen f l, ..., fk yon f ,  daft 

Xk - , = {Y ~ X l f l  (Y) ="" = f (Y) = O} 

f~r 0 < i <  k mit der durch fa, . . . , f i  definierten Strukturgarbe ein (m-i)-dimen- 
sionater vollst~'ndiger Durchschnitt mit isolierter Singularit~it in X~Xk_  i ist. 
Insbesondere yilt J~r die analytische Einschrdnkung (fi+ 1, ..., f j)lXk-i : Xk-i  ~ j - i :  
dimxC((f~+ 1, ...,fi)l _ , )= dimxC(f~, ...,fj)C~Xk_, = j - -  i-- 1 fur 0 N i < j  < k. 

Beweis. Durch wiederholte Anwendung von Satz 1 aus [27], II.4. 

Proposition 1.11. Sei X ein m-dimensionaler vollst~indiger Durchschnitt in x ~ X 
und f : X ~ S  eine holomorphe Abbildung in die k-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit S, k > O, mit d imxC(f  ) < m. Dann gilt" 

i )  = I2x/s. x ist ein torsionsfreier Cx.x-Modul f~r 0 < p < codimxC(f).  
ii) (2~/s, ~ ist ein Torsionsmodul ~ r  p > m -  k. 

iii) Hat X in x eine isolierte Singularita't, so ist dimcTf2'~,~=dim~Cc(x),x. 

P Beweis. Tf2~/s, x bezeichne den C x,x-Torsionsmodul von f2~/s,x. Dann folgt i) 
mit Hilfe von Proposit ion 1.7 aus der Tatsache, dab ffir alle p >= 0 gilt: 

f2 p = Kern (2d f :  P Op+,+k T x/s,~ f2x/s,x '~°G,~ ®(gx,~). 

Denn Kern(2df )  ist auf C( f )  konzentriert, also ein Torsionsmodul und 
I2~/s,x/Kern(2df) ist unter 2 d r  isomorph zu einem Untermodul  eines freien 
Moduls. 

ii) ist trivial, da fiir p > m -  k f2~i s auf C ( f )  konzentriert ist. 
Fiir iii) nehmen wir an, dab X C G C ~  N durch holomorphe Funktionen 

91,-.., 9,, N -  r = m, definiert sei, die wie in Lemma 1.10 gew~ihlt seien. 
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Nach dem de Rham-Lemma ist die folgende Sequenz exakt: 

m - l ) r  ~r .  m ~, N n (OG,x OG, , , OG,,, ........... ,0 
I" 

mit 9(O1,...,(J)r) = ~ doiAcoi, ~ ( ~ ) = d g l A . . . A d g ,  Ao9 und n als kanonischer 
i = 1  

Restklassenabbildung. 
Diese Sequenz ist somit der Beginn einer freien Aufl6sung yon R : =  (9~,~/(g(g)~. 

Daher folgt aus der Definition von Tor mit C :=  (9~..~ 

T o r f ( R ,  (fiX,x)  K e r n ( 2  : = Tf2~, x . 

Zur Berechnung yon Tor k6nnen wir aber auch eine freie (_9-Aufl6sung von Cx,x 
w~ihlen, z.B. den Koszulkomplex K.~(g) beziiglich g=(gl , . . . ,g , )  (vgl.[25]). 
Dann ist Kf(R;g)= Ke.(g)®R der Koszulkomplex von R beziiglich g und es gilt 

Tor~(R, 8x,~) ~- H~(Ke.(R; g)). 

Da g l , . . . ,gr  so gew~ihlt waren, dab g l ,-- . ,gr-1 eine R-Sequenz bilden, ist 
HI(K~.(R;g))'~HI(K~.(R'; gr))~ Kern(g,), wo R'=R/(g~, ...,gr_~) und g,: R' ~R' 
die Multiplikation mit g~ ist. Die Behauptung folgt nun aus der exakten Sequenz 

O~ Kern(g~)~ R'2r---~R ' ..... ,(_gx,x/cC(X),¢ ,,0. 

Bemerkung. Proposition 1.11 i )und  Lemma 1.8 fiir den absoluten Komplex 
wurden von Vetter bereits in [25] auf algebraischem Wege bewiesen. Darfiber hin- 
aus gilt, wie yon Vetter und Lebelt (Dissertation, TU Clausthal, 1973) gezeigt wurde, 
dab ftir einen vollstLindigen Durchschnitt X und x ~ C(X) die Torsionsfreiheit 
von f2],~ auch codimxC(X)> p impliziert. Fiir isolierte Singularit~iten folgt das 
auch aus Proposition 1.11 iii). Die zus~itzlich erhaltene Formel ben6tigen wir 
jedoch sp~iter bei der Berechnung der Milnorzahl. 

Ftir spiiter notieren wir noch eine einfache Folgerung. 

Lemma 1.12. Fiir f : X ~S m6gen in x die Bezeichnungen und diquivalenten 
Aussagen yon Lemma 1.4 gelten. Es sei d i m ~ C ( X ) < k - 1 .  Dann gilt (g(f)x 

O r e - k + 1  ",ox/s,x =0.  Ist X in x reguldir oder k > 2, so ist (£(f)x genau das Annulatorideal 
O r e - k +  1 

13071 ~ X / S , x  • 

Beweis. Sei X in x regul~ir oder k _> 2. Wir w~ihlen die Koordinaten in S wie in 
Lemma 1.10. Dann folgt aus Proposition i.7, angewandt auf 

f ' =  (fa, ..., fk- 1): X ~(U k-1 , 

daB die durch die de Rham-Multiplikation induzierte Abbildung df '  oder 2dr'  

~ ' j m - k +  1 
x/s,x ~ ~(f ' ) f fcg(f)x 

bijektiv ist. Wegen d i m x C ( f ' ) = d i m ~ C ( f ) - 1  und da (gx,ffcg(f)x Macaulaysch 
ist, gibt es ein Element aus (g(f')x, das in (gx,ffcg(f)~ einen Nichtnullteiler re- 
priisentiert. Also ist cg(f)x das Annulatorideal von (g(f')ffcg(f)~. 

Da (g(f) und f2~,/s mit Basiswechsel vertriiglich sind, folgt (g(f)~. K2mx/s,~----O 
im Fall k = 1 aus dem eben bewiesenen. 
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§ 2. Der Gaufl-Manin-Zusammenhang 

2.1. Die lokate Picard-Lefschetz-Monodromie 

Wir erinnern an die topologische Beschreibung der Monodromie einer 
isolierten Singularitiit. 

Es sei Y ein m-dimensionaler vollstiindiger Durchschnitt,  x e Y, und f :  Y--+ ~k, 
f iX)  = 0, eine holomorphe Abbildung. Wir setzen in diesem Paragraphen voraus: 

i) d im , ,C( f )=  k -  1, 
ii) C ( f ) n f -  1(0) C {x}. 
Die Bedingungen i) und ii) sind zusammen ~iquivalent zu ii) und 
i') dim:, C(X) < k - 1. 
Lemma 1.4 liefert ~iquivalente Bedingungen zu ii). 
Dann ist Y in x reduziert. Ist n: = d i m x f -  *(0) (=  m - k) > 1, so ist s o g a r f -  *(0) 

in x reduziert und Y in x normal (vgl. Lemma t.1 und die anschliel3ende Be- 
merkung). 

Um die Singularit~it von f -* (0 )  in x zu untersuchen, wurde yon Milnor ftir 
Hyperfl~ichensingularitaten (d. h. Y regular, k = 1) und ftir spezielle Beispiele 
auch von Brieskorn die folgende Methode entwickelt, die Hamm auf den Fall 
vollstS.ndiger Durchschnitte erweitert hat. 

Wir nehmen an, dab Y in ein Gebiet G C (E N eingebettet ist und w~ihlen ge- 
eignete Umgebungen von x in Y und von 0 in tEk: 

X = {y e YI JlY- xl[ < e, [[f(Y)[[ < c5}, 

S =  {t  ¢kl Iltll < a},  
wobei 0 < 6 , ~ e  hinreichend klein gew~ihlt seien. Die Einschr~inkung von f 
auf X sei ebenfalls mit f bezeichnet, 

f : X  ,S. 
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Ist C C X  die kritische Menge von f u n d  D CS die Menge der kritischen 
Werte, so setzen wir 

S ' = S - D  

X ' =  X -  f -  '(D) . 

Die Fasern Xt = f -  ~(t) C X, t ~ S, sind dann n-dimensionale vollst~indige Durch- 
schnitte, die h6chstens isolierte Singularit~iten haben und die genau fiir t e S' 
komplexe Mannigfaltigkeiten sind. Dartiberhinaus gilt: 

Satz 2.1 (Milnor [19], Hamm [11]). Die Einschr~'nkung f :  X'  ........ ~.S' ist ein 
lokal-triviales differenzierbares Faserbiindel, dessen Faser den Homotopietyp 
eines Bouquets S"V. . .  V S" yon n-dimensionalen Sphiiren hat. 

Die Anzahl der Sph~iren in dem Bouquet, also die mittlere Bettizahl (bzgl. 
reduzierte Homologie) von Xt, t ~ S', wird Milnorzahl von f in x genannt und mit p 
bezeichnet. Da X' , S' ein Faserbfindel ist, operiert flit t ~ S' die Fundamental- 
gruppe ~z~(S', t) auf der singul~iren Homologie oder Kohomologie der Faser. 
Die zugeh6rige Darstellung 

~z: n, (S', t) , Aut (H"(X t, Z)), t~S '  

heigt die (lokale Picard-Lefschetz-) Monodromie von f in x. 
Brieskorns Theorie des singul~iren GauB-Manin-Zusammenhangs erm6glicht 

es, die komplexe Monodromie 

~¢: nl(S', t) , Aut(H"(Xt, C)) 

zu berechnen, die schon einen grol3en Teil der Information fiber die Singularit~it 
enth~ilt. Z. B. liefert sie Kriterien dafiir, wann die singul/ire Faser Xo eine topolo- 
gische Mannigfaltigkeit ist (vgl. Milnor [i9], Harem [11]). Im Hyperfl~ichenfall 
entscheidet sie ffir ungerades n sogar tiber die differenzierbare Struktur des 
Umgebungsrandes der Singularit~it (vgl. [ ! 9]). 

Die komplexe Monodromie kann man auch wie folgt beschreiben: Die Garbe 
der Keime yon holomorphen Schnitten in dem flachen Vektorbiindel 
H" = ~ H"(X,, if;) ist kanonisch isomorph zu der lokal freien Garbe R"J, ff~x,®(gs,, 

t~S"  

wobei R"f ,  Cx , die n-te direkte Bilgarbe der auf X' konstanten Garbe ~x, ist. 
Das flache Vektorbiindel H ~ bzw. die Garbe R" f ,  ff2x,®Cs , besitzt einen kanoni- 
schen integrablen Zusammenhang (vgl. [5]) 

v :  , (R"/,Cx O]', 

der durch V ( o ~ ® f ) = o J ® d f  charakterisiert ist. Seine horizontalen Schnitte, 
d. h. der Kern von V, sind also gerade die lokal konstanten Schnitte von H". Die 
Fundamentalgruppe ~zl(S', t) operiert dann (vgl. [5], 1.1.) auf dem endlichdi- 
mensionalen Vektorraum (R"f,~x,)t  der kanonisch isomorph zu H"(Xt,(U) ist 
(vgl. Lemma 2.4). Die Monodromie von V identifiziert sich kanonisch mit der 
lokalen Picard-Lefschetz-Monodromie von f in x. 
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Es ist das Ziel, den kanonischen Zusammenhang V auf S' zu einem ,,singul~.ren" 
Zusammenhang auf ganz S -  dem Gaul3-Manin-Zusammenhang- zu erweitern. 
Eine koh~.rente Fortsetzung von R"f ,~x ,  ® (9s, auf S wird die relative de Rham- 
Kohomologiegarbe ~ff~R(X/S) sein. Daher stellen wir im folgenden Abschnitt die 
ben6tigten Eigenschaften der relativen de Rham-Kohomologie zusammen. 

2.2. Die relative de Rham-Kohomologie 

Es sei f : X  , S wie in § 2.1. Wir betrachten den Komplex (2"x/s der relativen 
Differentialformen von X tiber S mit dem durch die ~.uBere Differentiation 
induzierten Differentialoperator. Es ist nicht schwer zu sehen, dab Q'x/s augerhalb 
der kritischen Menge C von f eine Aufl6sung der topologischen Urbildgarbe 
f 'Cs  ist (vgl. z. B. [2], Lemma 1.1). Umgekehrt gilt, wie aus §5.2i) hervorgeht, 
dab die Exaktheit der Sequenz 0 ,(f'(gs) ~ 'O'x/S.x die Regularit~it von f in x 
impliziert. 

Der Komplex der Bildgarben f ,  f2"x/s ist ein Komplex yon d0s-Moduln und die 
Kohomologiegarben ~ P ( f ,  f2"x/s) sind die relativen de Rham-Kohomologie- 
garben von X fiber S. DaB sie sich so einfach beschreiben lassen, liegt an der 
speziellen Wahl yon X und S. Ist f: Y-, T ein beliebiger Morphismus komplexer 
Riiume, so 
Y tiber T 

definiert man allgemein die relative de Rham-Kohomologie von 

~;~ (  Y/T) : = IR" f ,(g2"r/r) , 

als die Hyperkohomologie des Funktors f ,  bezi.iglich des Komplexes O],/r. 
Dies ist die Kohomologie des (bzgl. der totalen Graduierung einfachen) Komplexes 
f ,#~",  wo ~ ' "  die kanonische welke oder irgendeine andere azyklische Cartan- 
Eilenberg-Aufl~Ssung des Komplexes O'y/r ist (vgl. [10], EGA 0, 11.4). 

Beziiglich der beiden Filtierungen in f ,  #"'" hat man zwei Spektralsequenzen 
mit den E2-Termen 

Hierbei bezeichnet RPf,  die p-te Bildgarbe und Rqf,(~2"y/r) den Komplex 

Nach der Wahl von X und S gibt es ffir jedes t ~ S eine Umgebungsbasis von 
Polyzylindern V, s. d. f - I (V)C  X Steinsch ist. Daher entartet die erste Spektral- 
sequenz und wir erhalten einen kanonischen Isomorphismus 

Entsprechend gilt Jt~P(f,O'x,/s ,) ~- IRP f ,(Q'x,/s,). 
Der folgende Satz ist fiir die Theorie des Gaul3-Manin-Zusammenhangs 

fundamental. 

Satz 2.2 (Hamm [13], Saito [21]). Die relativen de Rham-Kohomologiegarben 
Jut~R(X/S ) sind kohdrente analytische Garben auf S. 
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Bemerkung. Hamm und Saito benutzen bei dem schwierigen Beweis die 
Methoden von Kiehl bzw. Knorr. Die Methode aus [2], die den Algebraisierungs- 
satz von Mather und den Grauertschen Koh~irenzsatz benutzt, l~il3t sich auch 
auf unseren Fall verallgemeinern, liefert den Satz jedoch nur unter gewissen 
Zusatzvoraussetzungen tiber f. 

Wir zeigen jetzt, dab die Einschr~inkung yon J/f~R(X/S) auf S' mit der Garbe 
der holomorphen Schnitte in dem flachen Vektorbtindel H" iibereinstimmt. 

Proposition 2.3. Die Einschrdnkun9 der relativen de Rham-Kohomologie auf 
das Komplement der kritischen Werte ist lokal frei. Fiir alle p hat man kanonische 
Isomorphismen 

~ff~R(X/S)[S' ~- RP f , ( ¢ x , ) ® c , , e s  , 

~'~R(X/S)t ~ HP(Xt, (U) ®¢(gs,t ffir t 6 S ' .  

Insbesondere verschwindet 
Milnor und Harem. 

w g . ( x ' / s ' )  fur p + o, n wegen der Ergebnisse yon 

Beweis. Die Einschfiinkung liefert einen Isomorphismus ~fgR(X/S)IS' 
~-- ~gR(X'/S') .  Da ~?'x,/s, eine Aufl6sung von f '(9 s, ist, entartet die zweite Spektral- 
sequenz und wir erhalten 

lRP f,(Y2"x,/s ,) ~_ Rp f , ( f ' (gs , ) .  

Das cup-Produkt induziert einen Homomorphismus 

RP f , (¢x , )®(gs  , , RP f , ( f ' (gs , ) ,  

der halmweise der gewtinschte Isomorphismus ist. Das folgt aus dem folgenden 
Lemma und dem universellen Koeffiziententheorem. 

In § 2.1 hatten wit X als die Menge {y e Y] IlY- xl] < e, IIf(Y)ll < ~} definiert, 
undf :  X , Swardie Einschr~inkungvonf: Y ,Ck. SeinunlY = {ye Y] Ily-xll <e, 
Ilf(Y)l[ < ~} und f :  ,,Y ~ S die Einschr~inkung yon f :  Y~(U k. Mit diesen Bezeich- 
nungen gilt: 

Lemma 2.4. Ist ~ irgendeine Garbe yon abelschen Gruppen auf S, so induziert 
die Einschriinkung einen Isomorphismus 

RP f , ( f "  ~ )~ -  Rt' f , ( f ' ~ )  . 

Insbesondere folgt hieraus der kanonische lsomorphismus 

RP f , ( f ' ~ ) t  ~- HP(Xt, ~ )  f'fir t ~ S .  

Beweis. Analog zum Beweis der zweiten Behauptung in Lemma 1.4 aus [2]. 

2.3. Der singuliire Gaufl-Manin-Zusammenhang 

Sei f : X  ,S  wie in § 2.1. Wir definieren den singuliiren Gaul3-Manin-Zusam- 
menhang yon X fiber S durch einen verbindenden Homomorphismus in einer 
langen exakten Hyperkohomologiesequenz (vgl. [14] f'tir den reguliiren Fall). 
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Wir definieren einen neuen Komplex Fx/s durch 

el, l= = o 
l < i < j < k  

d f~ A d fs A Y2~ -2 

wenn j],-.-,fk wieder die Komponenten yon f beziiglich lokaler Koordinaten 
in S sind. Ist K" ein beliebiger Komplex, so sei Ki, ) der Komplex mit Kf',)= K p 
ftir p < n und Kf'.)=0 fiir p > n, Wir haben dann die exakte Sequenz yon Kom- 
plexen 

. O 1 _ ~  F.+I "+1 (*) 0 > O'x/s(,,) @ f s x/s (,+ a) > 12x/s(,,+ t~ > O, 
~Vx 

wo 4) durch die kanonische Abbildung £2~® f*Qls--*O]+ 1, 

induziert wird. Die Injektivitit yon 0 folgt, 

k k 

2 o3i@dti ~-~ Z dj; A o3i 
i= I i= 1 

k 

wenn wir ~ dJ~ A o3i mit 
i = 1  

d f l  A . . .  A dfi-  1 A d f~+ 1 A ... A d fk multiplizieren und Proposition 1.7 anwenden. 
Die zugeh6rige lange exakte Hyperkohomologiesequenz hat die Gestalt 

' ( x / s )  @ 
#s  

, ( x / s )  

(**) , o's , . . .  

Der Kokern der Inklusion von ouf~R(X/S ) in IR"f,(g?,;s(,)) ist isomorph zu 
df .O"  also auf die Menge der kritischen Werte D von f konzentriert. Nach X/S ,  

Lemma 1.5 ist D eine Hyperfliche in S, deren Idealgarbe ~ ( f )  von einer auf S 
holomorphen Funktion erzeugt wird, die wir mit h bezeichnen, 

Es sei (9s(D) die Garbe der meromorphen Funktionskeime auf S, die h6chstens 
lings D Pole haben und f2~(D) = f2~. @ (gs(D). Wegen h. f,~ox/s°"+l = 0 (vgl. 

t~s 

Lemma 1.i2) induziert daher 6 durch co~h .6(o3)® 1/h eine Abbildung 

v=/= : w l . ( x / s ) - +  a c g . ( x / s ) ®  O's(D), 

den (lokalen) singuliiren Gaufl-Manin-Zwsammenhang yon X tiber S. 
Vx/s besitzt offenbar die Eigenschaften eines singuliren Zusammenhanges 

mit Polstellen lings D, d. h. es gilt: 
i) Vx/s ist ~-linear, 

ii) Vx/s( 9 • co) = g" Vx/s(o3) + o3@ dg fiir g e (9 s und o3 ~ ~ ( X / S ) .  
Wir zeigen jetzt, dab (W"DR(X/S), Vx/s) tatsichlich eine singulire Fortsetzung 

des in § 2.1 definierten transzendenten Zusammenhangs (R"f.(tEx,)® (gs,, V) 
ist. Dazu ist zu zeigen, dab die horizontalen Schnitte der Einschrinkung Vx/slS' 
unter dem Isomorphismus )ff~R(X/S)IS'~--R"f.((Ux,)®(gs, gerade die lokalen 
Schnitte von R"J.(tEx,) sind. 

Aus der (auf S' eingeschrinkten) exakten Sequenz (**) folgt, dab die hori- 
zontalen Schnitte von Vx/slS' gerade die Bilder der Sehnitte von 1R"f.(Fx,/s,) 
in W~R(X'/S') sind. Die kanonische Restklassenabbildung F'x,/s, , Qx,/s, induziert 
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eine Abbildung der zweiten Spektralsequenzen 

"~Pql~2 -- RP f,(~q(Fx'ts'))=c'IR" f , (Fx ' /s  ") 

2.-,2"'~Pq -- RP f ,(~'~m(t2"x'/s'))~'UgnRtX'/S') 

Wegen 2,-.2"l~i'Pq - - -  0 ftir q > 0  ist das Bild von IR"f,(Fx,/s,) in W~R(X'/S') "~''~"°= 2 . _ , 2  

gerade das Bild von @ "~Pq in @ 2 E P q , . , , , , E . 2  o n • I x- '  0o " - -  2 " -  R f ,  ( f  (gs,), also das 
p+q=n p+q=n 

,,~-,o ,,~-,o surjektiv ist, ist dies das Bild von 1~2 in D a  , > ,,t:no Bild yon 1~oo 2a-'2 " 1"+'2 1"oo 
- -R" f ,  iEx, in 2L,2"~7"°, das bei dem Isomorphismus R"f,(f'(_gs,)"~ R" f ,  ff2x,®(_gs , =  
auf R"f ,~x,  abgebildet wird. 

Wir fassen zusammen: 

S a t z  2 . 5 .  Ist f:  X , S wie in § 2.1, so existiert auf der relativen de Rham- 
Kohomologieoarbe J~f~R(X/S) ein singuldrer Zusammenhan9 Vx/s mit Polstellen 
Idngs der Menge der kritischen Werte D C S (der lokale singuldre Gaufl-Manin- 
Zusammenhang), dessen Einschrdnkung auf S '= S -  D mit dem durch die Milnor- 
Hamm-Faserun9 definierten transzendenten Zusammenhan9 iibereinstimmt. Ins- 
besondere identifiziert sich die Monodromie yon Vx/s[S' mit der lokalen Picard- 
Lefschetz-Monodromie. 

Wir zeigen jetzt, wie sich Vx/s auf J f " ( f ,  Qx/s) mittels des Isomorphismus mit 
~'~R(X/S) explizit beschreiben l~if~t (vgl. Brieskorn [2] und Saito [22]): 

Eine Klasse [to]e~"(f,£2"x/s) wird durch einen Kozykel in j ,  t2"x/s und 
folglich durch ein Element o2 e f,£2~ mit 

k 

do2= ~ d fiAo~i, 
i = l  

repr/isentiert. Hierbei sind fl ,  .-., fk die Komponenten von f beztiglich Koordina- 
ten t l, .,, tk in S. Sei [~] die Klasse von ~i in " , -  1 . f ,£2x/s/df, g2x/s . Ist h ein Erzeugendes 
des Ideals der kritischen Werte ~ ( f ) ,  so gilt h. [~i] ~ ~ " ( f ,  f2x/s)(vgl. Lemma 1.12), 
und die Formel ftir Vx/s : ~¢f"(f, f2"x/s) , ~ " ( f ,  g2x/s)® £21s(D) ist 

k 

vx/ Eod = h. ® dt,/h 
i = 1  

Man beachte, dab das nicht bedeutet, dab der GauB-Manin-Zusammenhang 
nur einen Pol erster Ordnung hat, denn h braucht natiJrlich nicht reduziert zu sein. 

Far die praktische Rechnung ist es niitzlich, die Definition des singul~iren 
GauB-Manin-Zusammenhangs yon ~ := ~ " ( f ,  f2"x/s) auf gr6gere Garben ~ ' ,  
~ " ,  Jr '"  zu erweitern: 

Die de Rham-Multiplikationen 2, d f  und 2 d f  (vgl. § 1.2) induzieren Abbil- 
dungen ~ . : j , ~ ,  , f ,(gx, d f : f,~2]/s , f,Q'~ und ,~df : f ,  f2~r/s--, f,(9 x, fiir die die 
Aussagen yon Proposition 1.7 entsprechend gelten. Denn wegen der Wahl yon 
X und S ist mit U C S auch f -  ~ (U) C X Steinsch, und daher ist f ,  auf der Kategorie 
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der koh~irenten Garben ein exakter Funktor. Wir definieren 

~ " =  f,£2~/d f ( d  f ,  O~7~) 

W " =  f,(-gx/2d f ( d  f ,  O"xT~) . 

Ist X regul~ir, so stimmen Jcf" und ~'ff" nattirlich tiberein. Es gibt ein kanonisches 
kommutatives Diagramm 

juf C ~,~' 

e ~ P ?  

d f  und 2 d f  sind als Folge des de Rham-Lemmas injektiv, der Kern von 2 wird 
durch die Torsionselemente von f,(2~, reprS.sentiert. AuBerhalb der kritischen 
Werte D sind diese Garben kanonisch isomorph und haben deshalb denselben 
Rang. Aus der Koh~irenz von ~ folgt leicht die KohS, renz der anderen Garben. 

Proposition 2.6. ~f~', W", ~f~" sind kohdrente analytische Garben auf S. Ihr 
Rang ist wie der yon ~ gleich der Milnorzahl I~ (bzw. la + 1 far n = 0). 

Da alle vier Garben auBerhalb 
Zahlen ra, r z, r3, so dab gilt: 

D iibereinstimmen, gibt es ganze positive 

h" - Yf' C Yf, h'~ . J f"  C d f (gcf ' )~ W ' h *~- W'"C 2df(~,~')~ W' . 

Diese Inklusionen gelten ftir r l > ! wegen Lemma 1.12, offensichtlich ftir r3 >= 1 
und fiir r 2 >= 2 wegen h. Kern(2)= 0. 

Vx/s kann daher folgendermal3en zu einem singul/~ren Zusammenhang mit 
Polstellen l~ings D auf W' und analog auf dr" und J~'" erweitert werden: 

V /s : W '  , W ' ®  O's(D), 

V~c/s(O~) = (1/h) Vx/s(hco ) - co ® (dh/h) . 

Bemerkung. V~c/s : jvf, , ~ ,  ® £2~(D) wird durch die Abbildung 2 d f ( ~ ' )  
k 

' Jcf'"® £21s, 2df([o~])~ ~ ( -1 )k - i2d f l  A--. A df~_, A df/+l A..-AdfkAdoo®dt~ 
i = 1  

induziert. Daher folgt mit Lemma 1.12, dab far regul~ires X oder k > 1 der Pol 
yon V~./s genau D ist, d. h. es gilt 

~ ( f ) =  {g~ (-gslgP~/s : ~ '  ~ W'®Q~s} . 

Zum Abschlug dieses Paragraphen ziehen wir noch eine Konsequenz 
ftir die relative de Rham-Kohomologie. Wir bemerken, dab der Randho- 
morphismus 6 in der exakten Sequenz (**) flit 0 < p < n  einen nicht- 
singul~iren integrablen Zusammenhang auf g[~R(X/S) definiert. Daraus folgt, 
dab diese Garben lokal frei sind (vgl. [5]). Da sie aber auf D C S konzentriert 
sind, miissen sie verschwinden. 
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S a t z  2.7. Fiir f :  X ~ S wie in § 2.1 und n > 0 gilt" 
i) oVf°R (X/S)  ~- (9 s. 

ii) ~ g R ( X / S )  - 0 fiir 0 < p < n. 

Fiir p > n weiB man nur, dab YffgR(X/S) eine auf G konzentrierte Torsions- 
garbe ist. Es wird vermutet, dab diese Garben ftir p > n verschwinden ([3, 22]). 

§ 3.  R e g u l a r i t f i t  und  A lgebra i z i t~ i t  

3.1. Die Regutarit~it des singuldren Gaufl-Manin-Zusammenhangs 

Es sei f :  X , S, f ( x )  = 0, wie in § 2.1. Wir zeigen, dab man statt mit der relativen 
de Rham-Kohomologie  auf S auch mit der Kohomologie des relativen Komplexes 
auf X rechnen kann. 

P r o p o s i t i o n  3.1. Es gibt kanonische Isomorphismen 

~;)R(X/S)o  ~"= H'(f2'x/s ) , X  ' 

IR" f ,  (f2x)o ~ H' (f2x.,). 

Beweis. Wir betrachten ftir t ~ S die 2. Spektralsequenz 

= 

Sei q > 0. Dann ist ~q(f2"x/s) auf die abgeschlossene Menge C C X konzentriert, 
und es gilt Daher folgt mit [8-], 4.11.1 

H (X, - - ' -  9 ' 

Ffir q = 0 gilt dieser Isomorphismus wegen Lemma 2.4. Es ist 

"E~ q = 0  ffir p 4=0, q 4:0,  

denn far q 4:0 ist ~q(f2x/s) ] X~ auf endlich viele Punkte konzentriert. Ffir t = 0  
gilt auch "E~ ° =0 ,  da X0 auf x zusammenziehbar ist. Es folgt 3/gfgR(X/S)o "~ "E°2 q 

H°(Xo ~q(Q'x/s)) )f'q(Q'x/s) Hq(~'x/s ) , " - -  X ~ X  ° 

Far  den absoluten Komplex schliel3t man genauso. 
Bemerkung. Entsprechend sind die kanonischen Homomorphismen 

J n n - 1  )ffd > H J : =  Ox/s,x/df2x/s, x 

~ ;  ' , H " ". = 0 mx , ~ / d f ( d £2 ~,-/~ x) 

~ffo'" H'" / 2 d f ( d f 2 } 7 ~ )  > : = ( g X , x  x • 

Isomorphismen (vgl. die Bezeichnungen von § 2.3). Betrachten wir den Gau6- 
" " H '  . . .  ' . .  Manin-Zusammenhang auf H (f2x/s,x), , so schreiben wit Vx/s,x, !7j/s.x,-- 

L e m m a  3.2. Fiir alle t ~ S gilt 

HP(Xt, ff?.) = O )'fir p 4~ O, n . 
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Beweis. Es ist nur noch fiir t e C - 0  etwas zu zeigen. Sei wieder K~',)= K v 
fiir p __< n und K~'.)= 0 fiir p > n ftir einen Komplex K'. Wir betrachten wieder die 
2. Spektralsequenz yon IR" f .  (O'x:s,,))t. Es ist He(Xt, ff~) "= "E~ ° = "E p°_~ 

-+ QIRPJ,(~'-2"x/s(m)t=O f'tir p > n. 
Um die Aussage ftir 0 <  p < n  zu beweisen betrachten wir die 2. Spektral- 

sequenz (vgl. Beweis yon Proposition 3.t) 

"Et~q = (RP f , ( ~ q ( O x / s ( , , ) ) ) ) t = > [ R "  f , (Q'x /s ( , , ) ) t  = : ~t t  'p . 

W e g e n  "Et~ q - -  0 fiir q 4: 0, n (vgl. Satz 2.7 und obige Bemerkung) gibt es die exakte 
Gysin-Sequenz (vgl. [8], 4.6.2) 

"E~- I-"'" ,,E~O ~ , p  . . . . .  ) '~ ) ) , . . .  

Es gilt "E~ ° _~ He(Xt, IF,) ® Cs,t, ~ 'P  ~- ~ P ( f , Q ' x / s ( m ) t  = 0 fiir p 4: 0, n und 
"E~- t - , . , =  0 wegen p < n. 

Daraus folgt die Behauptung. 
Ist t ~ S  ein beliebiger Punkt, so ist CnXt  eine endliche Menge {x~}i~l<,) 

mit C~ Xt = 0 f'tir t ~ S' und C ~ Xo = {x}. Seien V C S eine hinreichend kleine 
Umgebung von t und X~ (wie in § 2.1 gew/ihlte) kleine disjunkte Umgebung von 
x~ in X. Die Beziehung zwischen dem Gaul3-Manin-Zusammenhang von X/S 
in t und den lokalen GauB-Manin-Zusammenhangen von Xi/V in t wird nun 
gekRirt: 

Proposition 3.3. Es 9ibt ein kanonisches kommutatives Diagramm mit exakten 
Zeilen 

0 ,(R"j ,  Cx)t (~  (gs,t , Jd'~R(X/S)t > (~  ~R(X~/V),  ,0 
C i e l ( t )  

0 )(Rnj,~x), (~ Q~s(D)t , ~'~(X/S),® O*s(D)t , 
¢2 

(~  W~R(Xi/V)t ® f21s(D)t > 0 
iel(t) 

Hierbei ist V der nicht-singuldre Zusammenhang V ( o ® g ) = o ® d g  und Vx,/v der 
lokale singul6re Gaufl-Manin-Zusammenhang yon Xi fiber V. 

Beweis. Aus dem Beweis von Proposition 3.1 und aus Lemma 3.2 folgt, dab 
fiJr die 2. Spektralsequenz yon JfoR(X/S), gilt: "E~q~HP(Xt,.Yfq(Q'x/s))=O fiJr 
p 4=0, n. Daher gibt es nach [8] 4.5.1 und 4.6.1 eine exakte Sequenz 

,, l:;'O , n -  1 
• . .  ; L, 2 

" ]t?O n - , " E " z  ° , ,+2 
" K ' n  1 

) L ,  2 ~ ' ' "  

- " "+ " und "E °" ' "  , ~  WrgR(X~/V), Es ist ,,r-o,, 1 E?z 1 =0 ,  "E~ ° (R f,(Ex),®Cs, , 
ie I ( t )  

(vgl. Proposition 3.1). DaB die Zusammenh~inge mit der exakten Sequenz ver- 
tr~iglich sind, iiberlegt man sich anhand der expliziten Beschreibung yon Vx/s. 

Bemerkun#. Entsprechend hat man eine exakte Sequenz 

O - - . ~ ( R n L ( ~ _ ~ x ) t Q ( _ Q s . t  ) ~ r ( S / S ) t  .., @ ~ t ( X i / V ) t  t . O ,  
i~ l ( t )  

die mit den angegebenen Zusammenh~ingen vertr~iglich ist. 
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Das Verhalten des Gau6-Manin-Zusammenhangs bei Basiswechsel und 
Proposition 3.3 gestatten es bei den folgenden Untersuchungen, sich auf den 
Fall eines 1-dimensionalen Basisraumes zu beschr~inken. Wir betrachten den 
Basiswechsel 

X x s T = Y  

,f 
T 

tp' 

q~ 

, X  

1' 
} S ,  

wobei T C C ~ eine kleine offene Kugel um 0 und q~ : T--,S endlich mit :p(0)=0, 
qg- 1(0) 4: T ist. Dann ist D ' =  D(f ' )C T niederdimensional und f '  : Y--, T 
erf'tillt die Bedingungen i) und ii) yon § 2.1. Weiter gelten auch alle globalen 
Aussagen von X/S entsprechend fiir Y/T, insbesondere ist der GauB-Manin- 
Zusammenhang von Y/T  erkl~irt. 

Proposition 3.4. Der Gaufl-Manin-Zusammenhang ist mit dem Basiswechsel 
q~ : T ;S vertNiglich. D. h. es gibt ein kanonisches kommutatives Diagramm 

W ' ( Y / T )  

q~ * V'x / s , tp*W'(X/S) ( ~  (2~.(D') 

~ ® 1  = 

, Juf ' (Y/T)(~ E2~(D'). 
Or  

Hierbei ist tp die Komposition der Isomorphismen 

~ ' * " ' (2~x7~ ~-, W ' ( Y / T ) =  f ,  Y2r/T/dj,(2~,-~, f , q , '  t 2 x / d d  f ,  ' " " 

w~ihrend q~* I7:c/s wie folgt erkl~irt ist: Wir betrachten die Komposition 

~0 v;,s® 1 (. )) 
qY .Y~ ' (X/S) (~  (9 r ................... , ~0" ~ ' (X/S) ( ~  Q ~s ( D ( ~  (9 r 

~o" tP s O s tp" ~ s 

q~* ~ ' ( X / S )  (~  q~*~ls(D ) 1®~ ' ¢p*~'(X/S) (~  .Q~(D'), 
(~T CT 

wobei x durch 
qo* V;/s(co®g)= 1 ® z(qY V~/s(Co)®g ) + o ® d g .  

Bemerkungen. 1) Entsprechend hat man 
Diagramm mit ~'~R statt mit ~o,. Ob aber 
Isomorphismus ist, ist ungekl~irt (notwendig 

die kanonische Abbildung q~*f2~f2~ induziert ist. Dann ist 

ein kanonisches kommutatives 
lt) : ~ * ~ g R ( X / S )  ; ~ n D R ( Y / T  ) ein 
ist die Freiheit von ~;Y~R(X/S), 

vgl. § 4.2). Anders als bei 3q ~' ist ~ jedoch nicht bijektiv, falls q~ die Inklusion eines 
Punktes von D' ist. 

2) Ist qg(0) 4: 0, dann ist ~ : ~o*Yf'(X/S)~ Yf'(Y/T)ebenfalls ein Isomorphismus. 
Da aber Yo mehrere isolierte Singularit~iten haben kann, wurde der Gaul3-Manin- 
Zusammenhang von Y / T  ftir diese Situation nicht explizit definiert. Die vor- 
stehende Proposition rechtfertigt es, wenn wit den Gau6-Manin-Zusammenhang 
von Y/T  auf Yf ' (Y /T)  durch V~/T = (~P ® 1)o q~* I7~,/S o ~p- 1 definieren. 

Beweis yon Proposition 3.4. Wir zeigen, dab tp halmweise ein Isomorphismus 
ist. Dabei wird die Voraussetzung qg-I(D)4: T nicht ben6tigt. 
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\/O"- I o) Es is t(q)*~'(X/S))o ~-O]/s,x @ Cr,o/d I x/s,x (~  (gr, wegen Proposition 3.1. 
Os,o ~ s , o  

Da 9 endlich ist, gilt in y=(x ,  0) (_gr,y ~ (gx, x (~  dot, o und daher O'x/s,x (~) (gr,o 
Os, o Cs, o 

Qxrs.x (~  (gr,y~ Qr/r,y ([10], EGA IV, 16.4.5). Wegen 
OX,x 

~ '  ( Y/T)o Or/T,y/d ,-1 ~- " f2r:r,y folgt die Behauptung ffir den Halm tiber 0. Fiir die 
Nachbarhalme fiihrt man die Situation mit der exakten Sequenz aus der Be- 
merkung nach Proposition 3.3 auf den obigen Fall zurtick. 

AuBerhalb D' sind 9*V]/s und V~,/r gew6hnliche nicht-singuliire Zusammen- 
~' ~--- P'I t ! h~inge. Wegen Kern (q~*Gc./s.) ~ q~'(R"f.ff;x.) ~, R f .Cr ,  ~ Kern(V~,/r,) mit 

T ' =  T - D '  und Y ' = f ' - I ( T ' )  ist das Diagramm fiber T' kommutativ. Da 
~ ' ( Y / T )  frei ist (vgl. Proposition 4.6) gilt dies auf ganz T. 

Wit wollen jetzt zeigen, dab der GauB-Manin-Zusammenhang regul~ir 
singul~ir ist. Dazu erinnern wir an den Begriff der Regularit~it: 

Sei zun~ichst d i m S = k =  1. Es sei K der Quotientenk6rper yon d0s, o =C{t} 
und V der #-dimensionale Vektorraum H"(F2]/s,x)®K. Dann l~iBt sich V= Vx/s,~ 
mittels Produktregel zu einem ZusammenhangV: V , V®(2 ] fortsetzen. Die 

(21 kovariante Ableitung yon V nach d/dt ~ Hom¢~,o( s,o, (gs,o) ist die Komposition 

1 ®d/d t 
' " )  V ,  

Es gilt: 
i) Va/at ist C-linear. 

ii) Vata,(g " co)=(dg/dt) co + gVd/nt(o)), g ~ (gs, o, o)~ V. 
Beziiglich einer Basis yon V schreibt sich Va/at in der Form 

Vd/at = d/dt - A ,  

wobei A eine # × #-Matrix mit Koeffizienten aus K ist und Zusammenhangs- 
matrix genannt wird. V [bzw. irgendein Differentialoperator 6 : V  , V mit i) 
und ii)] heiBt reguldr singuldr, wenn es eine Basis von V gibt, beziiglich der die 
Zusammenhangsmatrix h6chstens Pole erster Ordnung hat. 

Ist dimS beliebig, so heiBt Vx/s regular singul~ir, wenn ffir jede holomorphe 
Abbildung q~:T ~S (T C~ sei die offene Einheitskreisscheibe) mit q~-I(D)= {0} 
das analytische Urbild 

Vx/  : . 

im obigen Sinne regul/~r singuliir ist. Weitere Kriterien findet man bei Deligne [5]. 
Es ist klar, dab Vx/s genau dann regul~ir singul~ir ist, wenn dies ftir eine der Fort- 
setzungen von § 2.3 gilt. 

Wir wollen ein neues Kriterium von Malgrange f'dr die Regularit~it im ein- 
dimensionalen Fall verwenden: Es sei Vein p-dimensionaler K-Vektorraum und 
ein Differentialoperator auf V, der i) und ii) erfiillt. Sind E C F endlich erzeugte 
(.gs,o-Untermoduln von V vom Rang # mit 6(E)C F, so induziert 6 : E-o F mittels 
der Produktregel ii)eine F ortsetzung auf die K omplettierung bzgl. des maximalen 
Ideals yon d0s, o, 6 :/~ ~ F. Malgrange zeigt in 16], dab 6 : E ,  F u n d  6 :/~--. 
einen endlichen Index (=dimcKern(6)-dimcKokern(6))  besitzen und gibt die 
folgende Charakterisierung der regul~ir singul~iren Differentialoperatoren (leichte 
Folgerung aus Theorem 3.3 und Proposition 3.4 in [16]): 
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Satz 3.5 (Malgrange). 6 ist 9enau dann reguldr singuldr, wenn gilt 

Index (~5; E, F) = Index (6;/~, F). 

Satz 3.6. Ist f "  X , S wie in § 2.1, dann ist der singuldre Gaufl-Manin-Zusammen- 
hang Vx;s reguldr singuldr. 

Beweis. Sei zun~ichst dimS = 1. Es seien H p = Hp(t?.x/s,x), H,p__ t?x/s,x/dQx/s, p-1 
und (HP), (H'P~ ihre Komplettierungen beziiglich des maximalen Ideals von t0s, o. 
Weiter seien Ox,x bzw. t?'x/s, ~ die Komplettierungen yon t?'~,x bzw. tl'x/s,x nach 

= _ p v- Dann dem maximalen Ideal yon (gx, x und H v HV(f2x/s,j, 121 ' v -  Ox/s,x/df2x/s ~ ,~. 
haben wir das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen: 

. 0 . +  1 ~ d O ,  x > H , . +  1 " 0 • . , H " ( f 2 X , x )  , H "  a > H ' "  > x , x  ,x  

1 + 1 1 (H") , (H'") ~- --- 

n " a n +  1 ~ d a n  ; ~ im+ 1 > 0 
• . .  , H  , O" , IX'" ,oox,x ,-oo ,x 

Die erste Zeile ist nichts anderes als die exakte Sequenz (**)von 2.3 unter Benutzung 
der Isomorphismen von 3. i und t2as, o ~"= t°s,o. Der Randhomomorphismus 6 ist die 
kovariante Ableitung von Vx/s, x l~ings d/dt, w~ihrend (H") >(H'") die Fortsetzung 
von 6 auf die Komplettierung ist. Die dritte Zeile wird so wie die erste konstruiert, 
wobei man das de Rham-Lemma auf t) x statt t?x, x anwendet. DaB es auch far 
diesen Fall gilt, folgt daher, dab die Komplettierung auf der Kategorie der end- 
lichen Moduln ein exakter Funktor ist. Die senkrechten Abbildungen sind 
durch die Inklusion in die Komplettierungen induziert. 

Da X in x eine isolierte Singularit~it hat, ist nach einem Satz von Bloom (vgl. 
[2], Proposition3.1) die Abbildung HP(Qx,x) >HP(Q'x,x)ein Isomorphismus 
endlichdimensionaler VektorrS.ume. Daraus folgt, dab (H ") >/)" und (H'") > H'" 
Isomorphismen sind. Der Beweis aus [2], Proposition 3.2 kann w6rtlich tiber- 
tragen werden. Die restlichen Isomorphismen sind einfache Folgerungen aus 
dem Satz von Bloom. 

Aus dem Diagramm folgt, dab das Kriterium yon Malgrange erf'tillt ist. 
Sei dim S beliebig und q~: T , Seine holomorphe Abbildung der Kreisscheibe 

um 0 nach S mit q~-I(D)= {0}. Wegen Proposition 3.4 und Bemerkung 2) ist zu 
zeigen, dab mit den dortigen Bezeichnungen [7~/T regul~ir ist. Nach Proposition 3.3 
haben wir eine exakte Sequenz 

t l  ! 0 , (R  f.ll~r)O®OT,O > j f ' ( Y / T ) o  > @ ,o 
iel(O) 

von Zusammenh~ingen, in der der erste nicht-singul~ir ist. 
Da der letzte nach dem ersten Teil des Beweises regul~ir ist, folgt, dab auch 

V(r/r regul~ir ist. (vgl. [5], II.1.1 3). Da.mit ist der Satz bewiesen. 
Bemerkungen. 1) Hat die Zusammenhangsmatrix nur Pole erster Ordnung, 

so k/Snnen L6sungen und Monodromie explizit berechnet werden. Ist der Zu- 
sammenhang regul~ir-singul~ir, so 15.Bt sich die Zusammenhangsmatrix durch eine 
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meromorphe Koordinatentransformation auf eine Matrix mit Pol erster Ordnung 
transformieren. Die Transformationsmatrix kann durch L/Ssen endlich vieler al- 
gebraischer Gleichungen gefunden werden. Die Bedeutung des Regularit~its- 
satzes liegt unter anderem darin, dab die Monodromie des GauB-Manin-Zu- 
sammenhanges in diesem Sinne berechenbar ist. Man vergleiche hierzu auch [-2] 
und die dort angegebene Literatur. 

2) Ftir den Hyperfl~ichenfall wurde die Regularit~it zuerst von Brieskorn 
mit Hilfe des Regularitiitssatzes yon Griffiths bewiesen (vgl. [2]). Inzwischen 
existieren fiir diesen Fall mehrere verschiedene Beweise, u.a. yon Deligne, 
Malgrange und Saito, in denen v611ig andere Methoden als bei uns benutzt werden. 
Saito hat in [22] ffir beliebig-dimensionalen Basisraum noch st~irkere Eigen- 
schaften als die Regularit~it angegeben. Der hier gegebene algebraische Beweis 
war eine leichte Folgerung aus dem Kriterium von Malgrange und aus dem Satz 
von Bloom, der allerdings mit Hilfe einer AuflSsung der Singularit~it yon X 
bewiesen wird. 

3.2. Die Algebraizitiit des singulifren Gaufl-Manin-Zusammenhangs 

Die Uberlegungen dieses Abschnittes sind einfache Verallgemeinerungen 
der Ergebnisse von Brieskorn [2], § 3. Es sei zun~chst dim S = i. 

Es sei X C G C ~N gegeben durch die Idealgarbe J = (g~,..., g,) (9 G mit 
r = N - m .  Sei J , , = I  und f : G  ~s,f(x)=O, eine holomorphe Fortsetzung 
von f :  X .... ~ S auf G. Aus Lemma 1.10 angewandt auf die Abbildung (f, gl, . . . ,  g,) 
folgt, dab diese Fortsetzung lokal so gew~ihlt werden kann, dab f in x eine isolierte 
SingularitS, t hat. 

W~ihlen wir eine Koordinate t in S, so hat die zu f geh/Srige Funktion in x 
eine isolierte Singularit~it. Daher kOnnen wir, wie von Mather [18], Tougeron 
und anderen bewiesen wurde, Koordinaten z l, ..., zu in Gum x w/ihlen, so dab f 
beztiglich dieser Koordinaten ein Polynom ist. Die Koordinaten tund  zl, ..., z~ 
seien ab jetzt fest gew/ihlt und wir identifizieren (gs, o bzw. (gG, x mit den konver- 
genten Potenzreihenringen ~{t} bzw. ~{z} =t[;{Zl, ...,zN}. 

Ist ~p irgendein Automorphismus des KOrpers der komplexen Zahlen, so 
operiert ~ auf den Koeffizienten der formalen Potenzreihen und induziert Auto- 
morphismen der (beztiglich der maximalen Ideale) adischen Komplettierungen 
(~s,0 =tU{{t}} und C~,~=(U{{z}}, die wir auch mit lp bezeichnen. Hierbei gehen f 
in das Polynom tpf und die 9i in formale Potenzreihen ~Pgi fiber, die das Ideal 
tp(I) in (9o, x erzeugen. Wir zeigen, dal3 q~([) die Komplettierung eines Ideals 
J C (_96,x ist: Da X in x vollst/indiger Durchschnitt mit isolierter Singularit~it 
ist, gibt es wieder nach Mather oder Tougeron eine holomorphe Koordinaten- 
transformation h :tU{z} --z, tU {y}, so dab das Ideal h(I) yon Polynomen Pl,..., Dr 
in y erzeugt wird. Daher erzeugen ~pl, ..., ~PPr ein Ideal I' in ~ {y}, dessen Kom- 

plettierung gleich ~p(hU))= h0p(f))ist. Setzen wir J = h - 1 ( I ' )  so  gilt J =  tp([). 

Sei (Y, x) der durch (gG,x/J definierte Raumkeim und f '  : (Y, x) ~ (S, 0) der 
durch die Einschr~inkung von ~ f  definierte Abbildungskeim. ~p induziert auf 
kanonische Weise einen Isomorphismus tp:(gx,~=,(gr,~, so dab das folgende 
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Diagramm kommutiert: 

f *  

Hierbei sind f *  und f '*  die durch f u n d  f '  induzierten Abbildungen der lokalen 
Ringe. Daher induziert ~ kanonische Isomorphismen Ox,x~,f2;,~, (2"x/s,x 
-=,£2~,/s,~ und schliel31ich H (F2x/s,x) ,HV(O~,/s, ~. Mittels des Isomorphismus 
H"(~'x/s,~Y~-H"(~2"x/s,x) und des entsprechenden ffir Y/S erh~ilt man einen 
,somorphismus 

~ : H"(f2~/s,~,)"~ H"(~?~/s,x) ~ 

tiber dem Ringisomorphismus ~p: (}s,o ' (~s,o. 
Mit Brieskorn [2] sagen wir, dab Vx/s,x algebraisch ist, falls f'tir jeden K6rper- 

automorphismus ~p von C das folgende Diagramm kommutiert: 

W ® 1]~ 

, H"(f2i/s,~)"® Q~s(O). 

Satz 3.7. Sei f :  X ~, S wie in § 2.1 mit dim S = 1, Dann ist der singuldre Gaufl- 
Manin-Zusammenhan9 Vx/s, x algebraisch. 

Beweis. Der Beweis ist trivial, da das entsprechende Diagramm mit H"((2~/S,x), 
H"((2~/s,x) statt H"(~2"xls,x) ~, H"(O~/S,x) ~ kommutiert, was sofort aus der expliziten 
Beschreibung von Vxls, ~ folgt. 

Sei dim S beliebig, T C ~  die offene Einheitskreisscheibe und (p:T ~S eine 
holomorphe Abbildung mit ~0-1(D)={0}. Sei a : [0 ,  1 ] ~ T ' = T - 0  ein ge- 
schlossener Weg mit ~(0) = ~(1) = z, q~(z) = t ~ S' und w ~ nl(S', t) das durch 
qoo~ reprfisentierte Element. Dann erhalten wit als Folgerung aus der Alge- 
braizit~it und Regularit~it: 

Satz 3.8. 1st 9 ~ rca(S', t) zu w konjuoiert, so sind die Eigenwerte der Mono- 
dromietransformation e(9) ~ Aut (H"(Xt, ~2)) EinheitswurzeIn. 

Beweis. a) Ist dims = 1, so argumentiert man genauso wie Brieskorn [2], 0.6. 
Sei dimS beliebig. Wegen Proposition 3.4 ist zu zeigen, dab die Monodromie- 

transformation von [e] e rCl(T', z) bzgl. V~/T, Y = X x s T, als Eigenwerte nur 
Einheitswurzeln hat. 

Da der GauB-Manin-Zusammenhang reguEir singuEir ist, existiert eine 
K-Basis yon ~ ' ( Y / T ) ®  K (K = Quotientenk/Srper von CT,O), SO dab die Zusam- 

oO 

menhangsmatrix von F~/T,O die Gestalt ~ Ajz j hat, wo Aj konstante Ma- 
j=-I 

trizen sind und wo exp(2rciA_ 1) die Monodromiematrix von [~] ist. 



258 G.-M. Greuel 

Die Behauptung folgt jetzt aus der exakten Sequenz von Proposition 3.3. Denn 
nach a) gilt die Behauptung ffir die lokalen Monodromien der isolierten Singulari- 
t~iten der Faser Yo, wahrend die Monodromie eines nicht-singuliiren Zusammen- 
hangs die Identitiit ist. 

Bemerkung.  A'Campo hat vermutet, dab die Bedingung, dab cp(T) die Dis- 
krimJnante nur in einem Punkt schneider, auch notwendig ftir die Aussage des 
Satzes ist. 

§ 4. De Rham-Kohomologie von vollstfindigen Durchschnitten 

4.1. Z u m  Verschwinden der absoluten de Rham-Kohomolog ie  

Aus den Ergebnissen von§ 2 lassen sich leicht Folgerungen tiber das Verschwin- 
den gewisser Kohomologiegruppen des absoluten de Rham-Komplexes f2 x 
ziehen. Aus Satz 2.7, der langen exakten Sequenz zu Beginn von § 2.3 Rir k = ! 
(also dim X = n + 1) und dem Isomorphismus 1RPf,(g2x)o ~ HP(Q'X,x) von Pro- 
position 3.1 folgt 

HP(f2"X,x) = 0 fiJr 0 < p < n .  

Ist X eine Hyperfliiche, so wurde diese Aussage schon von Brieskorn in [-2] be- 
wiesen. Nun hat Sebastiani in [24] gezeigt, dab dann sogar H"(f2x,x)=0 gilt. 
Wir wollen dieses Ergebnis fiir vollsti~ndige Durchschnitte mit beliebigen Singu- 
laritiiten verallgemeinern. Dabei benutzen wir ~ihnlich wie Sebastiani Ergebnisse 
yon Bloom und Herrera fiber die Spaltung der Hyperkohomologie von f2 x. 
Um die Resultate von Bloom und Herrera auch auf globale Situationen anwenden 
zu k6nnen, nehmen wir an, dab alle komplexen R~iume parakompakt sind. 

Zur Vorbereitung zwei Lemmata. Es sei f :  X , S ein Morphismus des iiberall 
m-dimensionalen komplexen Raumes X in die komplexe Mannigfaltigkeit S 
und Y < X eine abgeschlossene analytische Teilmenge mit dim Y < c (c eine ganze 
Zahl), die die kritische Menge C ( f )  yon f umfal3t. X* sei die komplexe Mannig- 
faltigkeit X - Y .  Der absolute Fall (d imS=0)  sei in Lemma4.1 und 4.2 mit 
eingeschlossen. Dann ist C ( f ) =  C(X) ,  f2'xls = f2"x und f ' C s = C .  

Lemma 4.1. 
homorphismus 

Is t  X ein vollstdndiger Durchschnit t ,  so ist der Beschrdnkungs-  

u (r(x, , Hp(rcx*, 

bijektiv ffir 0 < p < m - c - 1 und injektiv Jfir p = m - c - 1. 

Beweis.  
Scheja. 

Leichte Folgerung aus Lemma 1.8 und dem Fortsetzungssatz yon 

Lemma 4.2. Is t  X ein Steinscher  vollstdndiger Durchschnit t ,  so ist der kanonische 
Homomorphismus  

w ( r ( x * ,  o',,,/s)) ' HP(X*,  f ' C s )  

bijektiv ]fir 0 < p < m - c -  1 und injektiv f~r  p = m -  c - 1. 

Beweis. Da 
fl~ichenfunktors 

die 2. Spektralsequenz der Hyperkohomologie des Schnitt- 
F beztiglich des Komplexes f2"x,/s entartet, hat man einen ka- 
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nonischen Isomorphismus 

1H'(X*, f2x,/s) : = IR'F(f2x,/s ) ~ H'(X*, f '(gs). 

Wir betrachten nun die erste Spektralsequenz der Hyperkohomologie 
beztiglich f2"x,/s, 

yon F 

'E~ q = HP(Hq(X *, £2x,/s))~ IH'(X*, Ox,/s ) . 

Da X Steinsch ist, verschwinden die Kohomologiegruppen Hq(X, Q~c/s) ftir q > 0. 
Wegen codh £2~/s > m - p fiir 0 =<_ p __< m - c (vgl. Lemma 1.8) folgt aus dem Fort- 
setzungssatz von Scheja 

Hq(X *, f2]/s) = 0 f t i r  O < q < m - c - l - p ,  

also 'E~q=O ftir q 4=0, p + q  < m - c - i .  Folglich ist die Abbildung 'E~ ° ~-'E p° 
, H v ( X  *, f2x,/s) bijektiv fiir 0 < p < m - c - 1 und injektiv ftir p = m - c - 1. 

Wir wenden uns jetzt dem absoluten Fall zu. Ist (X, f2x) die Hyperkohomo- 
logie yon F beztiglich f2x, so hat man nach Bloom-Herrera [1], Theorem 3.i, 
das folgende kommutative Diagramm yon ¢:-Vektorr~iumen 

w(r(x, 

l+ 
axO) 

- IH p(X, Q'x) ' ; H v(X,  ¢ )  

IQ I i* 
, IH;(X*, Ox,) j , He(X *,(U). 

I, J werden mit Hilfe von Integration fiber semianalytische Ketten definiert, 
Q ist der BeschrS.nkungshomomorphismus und i* der dutch die Inklusion 
i : X * ~ X  induzierte Homomorphismus in der gew6hnlichen Kohomologie. 
Bloom-Herrera zeigen, dab I surjektiv ist. J ist sogar bijektiv, da X* eine komplexe 
Mannigfaltigkeit ist. Ist X Steinsch, so ist HP(_F(X, Yd'x)) .... >IHP(X,Q'x) bijektiv. 
Mit Lemma 4,1 und 4.2 folgt daher: 

Satz 4.3. Ist X ein Steinscher vollstdndiger Durchschnitt, so hat man jSr 
0 < p < codim C(X) einen kanonischen Isomorphismus 

HP(F(X, f2"x) ) ~_ HP(X, ¢ ) .  

Hierbei ist codim C(X)=  inf ( d i m x X -  dim~,C(X)). x~X 
Dajeder  Punkt eines komplexen Raumes eine Umgebungsbasis aus Steinschen 

zusammenziehbaren Mengen besitzt, erhalten wir als Folgerung das angekiJn- 
digte Resultat: 

Satz 4.4. Es sei X ein vollstdndiger Durchschnitt in x ~  X mit d imxC(X ) 
< dimxX. Dann gilt 

i) H°(Ox,~) = ¢ ,  
ii) HP(•x,,) = 0 J'fir 0 < p < codimxC(X). 

Bemerkung. Mit Hilfe von Lemma 4.1 und 4.2 erhalten wir aus obigem Dia- 
gramm eine weitere Folgerung: 
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Ist X ein Steinscher vollst~.ndiger Durchschnitt, Y CX eine abgeschlossene 
analytische Teilmenge mit C(X)C Y, so ist die durch die Inklusion induzierte 
Abbildung der singul~iren Kohomologie 

H , ( x .  ¢ ) -+  u , ( x  - Y. 

bijektiv f'tir 0 < p < codim Y -  1 und injektiv ffir p = codim Y -  1. Fiir die lokale 
Situation, in der X zusammenziehbar ist, vergleiche man die st~rkeren Aussagen 
von Hamm [11]. 

Ftir sp~itere Zwecke wollen wir noch eine weitere Aussage fiber O~ beweisen. 
Ist TO~ C t]~ der Unterkomplex, bestehend aus den (gx-Torsionsgarben von Q~, 
so setzen wir 

f}x: = f2x/Tf/x. 

Ist X C G C GN reduziert, so kann man diesen Komplex auch wie folgt beschreiben: 
Sei ~ffP C O~ die Untergarbe, deren lokale Schnitte tiber einer offenen Menge 
U C G unter der Abbildung F(U, Q~) , F(Uc~(X - C(X)), Q~-ctx~) versehwinden. 
Dann ist ~ ,  = Q ~ / ~ P l X .  Diese Garben wurden zuerst von Ferrari in [-6, 7] de- 
finiert und untersucht. Nun gilt der verwendete Spaltungssatz von Bloom und 
Herrera auch ffir t~ x statt O~, der dortige Beweis kann w6rtlich tibertragen werden. 
Ebenso gelten Lemma4.1 [wegen Proposition 1.11i)] und Lemma4.2, also 
auch Satz 4.3 und 4.4 fiir ~x- Insbesondere folgt aus Satz 4.4: 

m-dimensionaler vollstdndiger Durchschnitt in x ~ X  

d t ~ m - c -  1 ",x,~ ~ TI-~,~,-~ c = O . 

Lemma 4.5. Ist X ein 
und c = dim~C(X), so gilt 

Man beachte, dab f'tir m > 0 und c ~ 0  stets x,,, 4=0 gilt (vgl. Bemerkung zu 
Proposition i. 11). 

4.2. Zur  Freiheit der relativen de Rham-Kohomologie 

Wir benutzen die Ergebnisse des vorigen Abschnittes, um zu untersuchen, 
wann die (gs-Garben W~R(X/S),W',JUt~",Jq ~'' (nach eventueller Verkleinerung 
von S) frei sind. Wegen der Isomorphismen von 3.1 k6nnen wir uns auf die Unter- 

e o  

suchung der Moduln H"(O'x/s,~), H ' ,H"  und H'" beschr~inken. Uber f : X  ,S, 
f ( x ) = 0 ,  m6gen die Voraussetzungen von § 2.1 gelten. 

Proposition 4.6. H' ist ein endlich 
(bzw. la + 1 J~r n = 0). 

erzeugter freier (gs,o-Modul yore Rang # 

Beweis. Da (gs, o regulS.r ist, brauchen wir nur zu zeigen, dab H' Macaulaysch 
ist. Wit w~ihlen die Koordinaten in S wie in Lemma 1.10 und zeigen, dal3 dann 
die Komponentenfunktionen f l , - . - ,  fk von f eine H'-Sequenz bilden. 

• ! ! 

Es sei O; = Ox/s, ~ f~2"x/s,~, H', = H' f~H' und fr+ 1 _co = 0 f'tir ein _~ ~ H r. 
i = 1  i 

Ist co ~ ~," ein Repr~isentant von _co so gilt jr+ 1 co = da ftir ein ~ ~ Or"- i. Das bedeutet, 
dab a ein Element in H"-~(~2;+ 1) repr~isentiert. Aus Satz2.7 und Satz4.4 (fi, ir 
r = k - 1 )  folgt 0 t = f , + l f l + ?  mit d ? = 0 .  Also ist f ,+~(o~-df l )=O.  Da nach 
Proposition 1.il Or" torsionsfrei ist, folgt co = dfl also ~ = 0 Das war zu zeigen. 
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Korollar 4.7. H"(Ox/s,~) ist ein endlich 
vom Rang # (bzw. p + 1 j~r  n = 0), der J~r k 
n"(f2"x/s,x) >= rain {k, 2}. 

Beweis. Die Behauptung folgt aus der exakten Sequenz 

erzeugter torsionsfreier (g s, o "Modul 
= 1 und k = 2 frei ist. Es gilt codhe~.o 

0 ~ . H n ( Q x / s , x )  ,H'~dO~x/s,~, ~0 

und codh °"+~ > k - 1  (Lemma 1.8 mit Bemerkung zu Lemma 1.9) also ~'~X/S, x - -  
codh df2"x/s, x > 1 falls k > 2. 

Proposition 4.8. H" ist genau dann ein freier (gs,o-Modul yore Rang # (bzw. 
/t + 1 Jfir n = 0), wenn x reguldrer Punkt yon X ist. 

Beweis. Ist X nicht regular in x, so repr~isentieren die Cx,x-Torsionselemente 
von f2" wegen df(dg2"x-~)nTf2"~,x-O auch nicht-verschwindende (gs,0-Tor- X,x 
sionselemente yon H", 

Sei nun X regular in x und die Komponen ten  f~, ..., fk von f w i e  in Lemma 1.10 
gew~ihlt. Wir verwenden die Bezeichnungen 

?, 

14;' n"/,=l f i  B "  f2; = f2x/s,x O'x/s,x,  
i= 

(9 r = (g x, ~ / ~ fi (g x = ~ 

und d f :  f2~" , (9, ffir die de Rham-Mult ipl ikat ion.  
Dann  ist H~'= (gr/df(df2"~- 1) und K e r n ( d f  IdK2,"- t) -- Tf2"~ndt27- t = 0  wie 

aus Proposi t ion 1.11 (fiir r < k) und Lemma 4.5 (f'tir r = k) folgt. 
Ist f,+ t co = df(d~)  fiir co s (9 r u n d  0~ s O,"- 1, so gilt also d~ = f,+ 1fl mit fl ~ f2~". 

Da fr+ 1 Nichtnullteiler in (9 r i s t ,  folgt co = df(f l)  und da f2"~/dt2"~-~ nach Pro- 
position 4.6 frei ist, folgt fl = d? und wir erhalten wie gewiinscht co---df(d?). 

Korollar 4.9. H'" ist 
(bzw. la + 1 f~r n = 0). 

ein endlich erzeugter freier (gs,o-Modul vom Rang p 

Bemerkung. Die Freiheit von H"(f2x/s,x), H ' , H " = H "  f'tir Hyperfl~ichen- 
singularit~iten wurde zuerst von Sebastiani in [-24] bewiesen. Die Freiheit von 
H' und H " =  H'" fiir regul~ires X und beliebiges k wurde von Saito in [22] ver- 
muter. Ebenso die Freiheit von H"(f2"x/s,x), die wir nur  ffir k = 1, 2 beweisen konnten. 
Es ist aber nicht schwer zu sehen, dab die analytische Menge der Punkte,  in denen 
.~¢~?gR(X/S) nicht frei ist, mindestens 2-kodimensional  ist. DaB bedeutet, dab 
~ R ( X / S )  ffir beliebiges k l~ings der kritischen Werte D yon f generisch frei 
ist. 

§ 5. Die Milnorzahl 

5.1. Die Berechnung der Milnorzahl 

Die bisherigen Ergebnisse erlauben es, eine rein algebraische Formel  ffir die 
Milnorzahl p eines vollst~indigen Durchschnit ts  mit isolierter Singularit~it 
anzugeben. Ffir f : X  ,S  miSgen die Voraussetzungen und Bezeichnungen von 
§ 2.1 gelten. Dann ist p = dim,: Hn(x,, rE), t ~ S - D. 

' n n - 1  Proposition 5.1. p = dlmcg2Xo,x/dQxo,~ fiir n > 0 und # = dim¢(gXo,~ - 1 fiir 
Y/=0. 
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Beweis. Nach Proposition 4.6 ist H' ein freier (gs,o-Modul vom Rang ~. 
n - - 1  Die Behauptung folgt aus dem Isomorphismus H ' / m H ' ~  O"Xo,~/dOxo,~, wobei m 

das maximale Ideal von (gs, o ist. 
Bemerkung. Die Formel zeigt insbesondere, dab p nur yon der Singularit~it 

der Faser Xo, nicht aber vonder  ganzen Abbildung f abhS.ngt. Man kann daher 
f'tir einen n-dimensionalen vollst~indigen Durchschnitt Y mit isolierter Singularit~it 
in y e Y  

~dimeO~,y/df2"r. ~ (n > O) 
P(Y' Y)= [d ime(gr , r -  1 (n= 0) 

definieren. Jedoch ist die Aussage # =/~(X0, x) noch nicht das was wir wtinschen, 
nS.mlich eine berechenbare Formel zu finden. Denn hier w~ire der Kokern des 
Differentialoperators d zu bestimmen. Doch ist Proposition 5.1 ein wichtiger 
Schritt auf dem Weg dazu. 

Es ist klar, dab wir uns bei der Bestimmung von #(Xo, x)je nach Vorteil auf 
den Fall , ,k= 1 und X vollst~indiger Durchschnitt mit isolierter SingularitS.t" 
oder auf den Fall ,,X regul~ir und k beliebig" beschrS.nken k6nnen. 

Sei jetzt k =  1, also (9s, o =~{t} .  Wir erinnern an den analytischen Indexsatz 
von Malgrange (vgl. [16], Proposition I. 1) in einer ffir uns geeigneten Formu- 
lierung: Es seien E C F endlich erzeugte (U{t}-Moduln vom gleichen Rang (~iqui- 
va len t :d imcF/E  < oe) und 8 : E  > F eine C-lineare Abbildung mit 3(go))=g6(co) 
+ codg/dt ffir alle g ~ C {t } und ~o e E. Dann existiert der Index von 6(= dimcKern(6) 
- dimcKokern (6)) und es gilt: 

Satz 5.2 (Malgrange). Index(b; E, F)= Rang(E)- dime(F/E) .  

Wir betrachten jetzt die kovariante Ableitung l~ings d/dt des singul~iren 
Gaug-Manin-Zusammenhangs V' auf H'. Auf dem isomorphen Modul d f  A H' 
-- d f A Q},x/d f A "ztOn-x,xl Q H" = .~x,~°"+ 1 /d f  A dO"-x,xl induziert sie eine Abbildung 

V} "df H' H" /dt " A ) , [ d f  A o)]I > [do)] 

ffir co e f2" Aus Satz 4.4 folgt, dab IZj/at ftir n > 0 injektiv ist. Denn ist do) = d f  A dc~, X , . x "  

also d(co - d f A e) = 0, so folgt co - d f A c~ = dfl und daher d f A co = d f A dfl. 
Folglich ist 

Index(Vj/dt, d f A H' H")= - " ,+ 1 " = - (X, x) , . , dlmct'2x,~/dt2x,~ # 

(bzw. = l - p(X, x) fiir n = 0). Wegen H " / d f  A H' 
Indexsatz: 

_ _  ~:-2n + 1 
X / S , x  erhalten wir aus dem 

Lemma 5.3. Fiir k = 1 gilt #(Xo, x) +/I(X, x) = dimef2~/s, x 

Bemerkung. Aus den exakten Sequenzen 

0 >TQ'~, x m 

> f 2 x / s ,  x a, :g(X)x/(g(f)x > 0 

(wegen d f A g2'~-x,~l ~ T Qx, = 0) und 

0 ,  cg(X)x/cg(f)x ". (gc(:),x > ¢c(x) ,x~O 
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folgt mit Proposition 1.ii iii) 

dimef2~/s, x = d i m c C c ( f ) , x .  

Es ist klar, dab Lemma 5.3 eine Rekursionsformel tiber die Einbettungs- 
kodimension von far die Bestimmung von p(Xo, x) liefert. Es sei jetzt X C (12 m 
eine offene Teilmenge und Xo sei gegeben durch die in X holomorphen Funktionen 
fl ,  .-., J~,, dimxXo = m - k = n. Augerdem nehmen wir an, dab die (n + i)-dimen- 
sionalen vollstindigen Durchschnitte 

X i = { y  e X I f  1 (y)  = . . .  = f k - i ( Y )  = 0 } ,  i=0 ,  ..., k, 

eine isolierte Singularitit in x ~ X~ haben. Das ist nach Lemma 1.i0 stets m6glich. 
Es sei S/C ¢; often, so dal3 die analytische Einschrinkung von fk-~+ ~ auf X~ eine 
holomorphe Abbildung 

A - i + l  : gi  >Si 

definiert. Auf diese k6nnen wir Lemma 5.3 anwenden und erhalten p(Xi_ t ,x) 
+/~(X~, x)=dim~:f2}+I~,,x. Bildet man die alternierende Summe, so erhilt  man 
wegen tt(Xk, X) = #(X, x) = 0: 

k 
Satz 5.4. g(Xo, x ) =  ~ ( -  1) i+ 1 dim r~,+~ 

i = l  

Wegen der Bemerkung zu Lemma 5.3 kann man tt(Xo, x) auch direkt durch 
die f~ und die Minoren der Funktionalmatrix yon (fa, ..., fk) beschreiben: Es sei 
cdi,~, C OX,x = (9crux das Ideal, das yon den Funktionen f l , - . . ,  f~-1 und yon allen 
i-Minoren der Funktionalmatrix von (fl , - . . ,  f~) erzeugt wird: 

o(L, ...,fi) 
= L , . . . ,  c (xj,, . . . ,  xj ,)  

,1 <-Jl <'"<Ji<--m) • 

k 

Korollar 5.5. t.t(Xo, x) = ~ ( - 1)k- i dime(. 0x,,,/cgi,x. 
i=1 

Die Formel aus Korollar 5.5 wurde auch von L~ Ding  Trfing [15] gefunden. 
Mit Hilfe von Morsetheorie zeigt er, dab #(Xi, x )+ #(Xi+ 1,x) gleich der Multi- 
plizitit der Diskriminante der semiuniversellen Deformation yon Xi ist, woraus 
die Formel yon Lemma 5.3 leicht folgt. F i r  k = 1 erhalten wir die wohlbekannte 
Formel yon Milnor. 

5.2. Folgerungen 

Sei Xo wie in Satz 5.4 gegeben; fiir diesen letzten Abschnitt sei auBerdem n > 0. 
Nach Satz 4.4 gilt HP(O'Xo,x)=0 ffir 0 < p < n. Die h/Sheren Kohomologiegruppen 
sind endlichdimensional. Problem: Gibt es wie im Hyperflichenfall eine rein alge- 
braische Formel fiir die Dimension dieser Vektorriume, d.h. gibt es ein alge- 
braisches Kriterium ftir die Exaktheit des Komplexes QXo,x? Aus der Formel 
fir  die Milnorzahl folgt zunichst nur eine algebraische Formel fiir die alter- 
nierende Summe der Dimensionen dieser Vektorriume. 
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Lemma 5.6. 
k 

( - 1 )  '+1 dim~zH"+'- l(OXo,x)= U(Xo, x ) -  
i = 1  

k 
Z (-- 1) i+1 "~:-" o n + i  

u n i l C ~ X o , x .  
i = 1  

Wir wenden uns jetzt wieder dem Komplex ~Xo,~=f2Xo,jTf2xo,~ zu. Fiir 
diesen Komplex geben wir ein rein algebraisches Exaktheitskriterium. Sei 
~ , C  (gx,x = (9¢,, ~, das von fl,  '--,fk und yon allen k-Minoren der Jakobimatrix 
yon (fl, ..., fk) erzeugte Ideal: 

%= (/,,...,A, e(L, ...,f0 
..., xj0 , 1 =<Jl < " "  <Jk--<m) . -  

Propositi.'on 5.7. i) H°(~)Xo,~,)=C. 
ii) HP(Qxo,x)~ 0 fur 0 < p < n, p > n. 

iii) dimcH"(f2Xo.~)=/~(Xo, x ) -  dirnc(gx,x/cgx. 
n n - 1  Beweis. i) und ii) wurden schon in 4.1 gezeigt. Es ist H"(~Xo,x)= f2Xo,x/(dOxo,x 

+ Tf2]o,x ). Wegen df2]o ' c~ TO]o,x=0 (Lemma 4.5) folgt die Behauptung aus 
Proposition 1.1 i. 

Aus Proposition 5.7 kann man wegen p(Xo, x)>dimz(gx,x/c~x leicht Ab- 
schiitzungen fiir g(X0, x) erhalten. Zun~ichst folgt 

i) #(Xo, x ) = 0  genau wenn x regul~irer Punkt von f ist. 
ii) Ist Xo keine HyperflS.che, dann gilt l~(Xo,x)> 2n + 3, wobei das Gleich- 

heitszeichen fiir jedes n angenommen wird (vgl. Beispiel unten). Insbesondere 
impliziert #(Xo, x)=  1, dab Xo eine Hyperfl~iche und damit ein gew/Shnlicher 
Doppelpunkt in x ist. 

Ist m die Einbettungsdimension von Xo in x und k = m -  n, so erhalten wir 
als allgemeine (naive) Absch~itzung: 

iii) ~(Xo, x) > Z m+ - 1  - k  Z m + i - I  _ 
i = 0  l i = 0  l 

Ferrari zeigt in [6], dab die Kohomologie yon (2Xo,~ verschwindet, falls Xo 
holomorph auf x kontrahierbar ist. Das trifft z. B. zu, falls Xo in x quasihomogen 
ist. D. h. (Xo, x) ist biholomorph ~iquivalent zu einem Raumkeim, der beziiglich 
einer Einbettung in einen tEN dutch quasihomogene Polynome gleichen Gewichts 
(aber eventuell verschiedenen Grads) definiert ist. Dabei heiBt ein Polynom 
p~ff2[xl , . . . ,xN] quasihomogen vom Gewicht (rl,...,rN), 0 < r i  < 1/2 rational, 

m, "" X~" mit rl ml + "" + rNmN = 1 wenn p Linearkombination von Monomen X a "" 
ist. Aus Proposition 5.7 folgt daher 

Korollar 5.8. Ist Xo ein quasihomogener vollstdndiger Durchschnitt mit iso- 
lierter Singularit& in x ~ Xo, so gilt 

#(Xo, x) = dimc(gx,jCgx. 

Diese Formel war von Saito vermutet und yon Hamm 
Beispiel auf ganz anderem Wege bewiesen worden. 

[12] fiir das folgende 
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m 

aj i=  1 k. Es sei k < m  und cij eine Beispiel. (Hamm). Sei f /=  ~ c i j x j ,  , . . . ,  
j = l  

komplexe Matrix, deren k-Minoren alle yon Null verschieden sind. Die aj seien 
ganze Zahlen > 2. Ist Xo der durch die f~ im IE m definierte vollstiindige Durchschnitt 
mit isolierter Singularitiit in 0, so liefert eine einfache Berechnung der Dimension 
des Artinringes (9,:..,o/~o: 

a(Xo, 0) = 

WI 

i = n + l  

i --1)  Z ( 
" a j l  

El i < j l  < . . .  < j i <  m 

- 1 )  . . . . .  
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