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Der GaubB-Manin-Zusammenhang isolierter
Singularitdten von vollstindigen Durchschnitten*

G.-M. Greuel

Einleitung

In der Arbeit [ 2] fiihrte Brieskorn den singularen Gauf3-Manin-Zusammenhang
fiir isolierte Singularitidten von Hyperflachen ein. Dieser ist ein spezieller gewohn-
licher singuldrer Differentialoperator und wird rein algebraisch mit Hilfe holo-
morpher Differentialformen definiert. Er liefert eine einfache Beschreibung der
von Milnor in [19] auf topologischem Wege definierten lokalen Picard-Lefschetz-
Monodromie einer isolierten Hyperflichensingularitiat. Die Monodromie erwies
sich als wirksames Mittel zur Untersuchung der lokalen topologischen Eigen-
schaften der Singularitat.

Hamm zeigte in [11], daB die Monodromie nicht nur fiur Hyper{lichen,
sondern auch fiir vollstandige Durchschnitte die Topologie der Singularitit
bis zu einem gewissen Grade bestimmt. In der vorliegenden Arbeit wird die
Theorie des GauB3-Manin-Zusammenhangs fiir vollstandige Durchschnitte mit
isolierter Singularitdt entwickelt.

Daneben gibt es in der algebraischen Geometrie schon seit lingerem eine
Theorie des GauBB-Manin-Zusammenhangs. Sie wurde unter anderen von
Grothendieck [9] und Katz [14] entwickelt. Man vergleiche auch Deligne [5],
wo der algebraische und der analytische Fall behandelt wird. Allerdings wird dort
der GauB-Manin-Zusammenhang explizit nur fiir Familien von Mannigfaltig-
keiten beschrieben, wihrend Brieskorn dies zuerst fiir einparametrige Familien
f:C"" !> C komplexer Riume mit isolierter Singularitét tat.

In dieser Arbeit werden mehrparametrige platte Familien von komplexen
Riumen f: X — S untersucht, wobei S eine k-dimensionale komplexe Mannig-
faltigkeit ist. X und S sind dabei geeignete kleine Repriasentanten von Raumkeimen
(X,x) und (S,0) mit f(x)=0. Ist X ein m-dimensionaler vollstindiger Durch-
schnitt, hat die Menge CCX der nichtreguliren Punkte von f die minimale
Dimension k—1 und hat die (n =m — k)-dimensionale Faser X,= f~!(0) eine
isolierte Singularitit in x, so definieren wir in dieser Situation den (lokalen)
singuliren Gau3-Manin-Zusammenhang von X iiber § in x. Es sei D= f(C)CS
die Diskriminante von f, $'=S — D und X' = f~(§'). Dann ist die Einschrinkung
f:X' =8 nach Milnor und Hamm ein differenzierbares Faserbiindel, dessen
Faser X, den Homotopietyp eines Bouquets von n-dimensionalen Sphéren hat.

* Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sich um eine erweiterte und gestraffte Fassung der
Dissertation (Gottingen 1973) des Verfassers. Sie wurde aufgeschrieben wihrend eines Gastaufent-
haltes am Sonderforschungsbereich ‘“Theoretische Mathematik” in Bonn.
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Die Operation der Fundamentalgruppe =, (S’, t) auf der Kohomologie der Faser,
genauer: die Darstellung 7, (S, t) > Aut(H"(X,, Z)), ist die lokale Picard-Lefschetz-
Monodromie von f in x.

Nach der Methode von Brieskorn ist es moglich, die komplexe Monodromie
(S, t)— Aut(H"(X,,C)) algebraisch zu beschreiben: Das flache komplexe
Vektorbiindel H"= () H"(X,,C) besitzt einen wohlbestimmten kanonischen

teS’
Zusammenhang, der auch, da er topologisch definiert ist, der lokale transzen-

dente Zusammenhang von f in x genannt wird. A" ist natiirlich auch ein holo-
morphes Vektorbiindel iiber S’ und wir zeigen, dal3 die Garbe der Keime aller
holomorphen Schnitte von H" kanonisch isomorph ist zur relativen de Rham-
Kohomologiegarbe #7z(X'/S’) von X' iiber §'. Der transzendente Zusammenhang
auf H#pR(X'/S’) 1Bt sich iiber ganz S zu einem Zusammenhang auf #[g(X/S)
fortsetzen, aber nur zu einem ,,singulidren Zusammenhang, der lings der Hyper-
fliche D Polstellen besitzt. Diese Fortsetzung — der singulire Gaul3-Manin-
Zusammenhang von X iiber S — ldBt sich rein algebraisch definieren. Seine
Monodromie stimmt dann mit der lokalen Picard-Lefschetz-Monodromie
iiberein. Wir benutzen das tiefliegende Resultat von Saito und Hamm, dal} die
relative de Rham-Kohomologie #;,z(X/S) kohirent ist.

Mit Hilfe eines Kriteriums von Malgrange zeigen wir auf einfache Weise,
dafB} der singulare GauB3-Manin-Zusammenhang regulir singulér ist. Das erlaubt
im Prinzip, die Monodromie von Elementen aus n,(S’, t), die als Rand einer holo-
morphen Kreisscheibe T mit T D ={s} darstellbar sind, explizit zu berechnen.
Fiir solche Elemente aus 7,(S',t) zeigen wir weiter, daf3 ihre Monodromie als
Eigenwerte nur Einheitswurzeln hat. Der elegante Beweis von Brieskorn [2] fiir
Hyperflachen 148t sich ohne Schwierigkeiten iibertragen. Als weitere Anwendung
der Theorie des GauB-Manin-Zusammenhangs erhalten wir unter Verwendung
des analytischen Indexsatzes von Malgrange eine rein algebraische, berechenbare
Formel fiir die Milnorzahl, d. h. fiir die mittlere Bettizahl der Faser X, des Faser-
biindels X' — §'. Die Idee fiir diesen Beweis, ebenso wie fiir den Beweis des Regu-
laritdtssatzes und die Anwendung auf den Hyperflichenfall stammen von
Malgrange [17].

Es ist zu erwdhnen, dal3 die Ergebnisse dieser Arbeit fiir den Hyperflachenfall
schon seit ldangerem bekannt sind. Sie wurden zuerst von Brieskorn [ 2], Milnor [ 19]
und Sebastiani [24] bewiesen. Die Theorie des GauB3-Manin-Zusammenhangs
fiir vollstindige Durchschnitte mit isolierter Singularitit wurde etwa gleich-
zeitig auch von Saito entwickelt. Die wesentlichen Ergebnisse von §§1 und 22
wurden von ihm in [21, 22] ohne Beweise veroffentlicht. Hamm hat Brieskorns
Theorie ebenfalls verallgemeinert und den GauB3-Manin-Zusammenhang auch
fiir nicht-isolierte Singularitdten untersucht [13]. Die Hauptresultate dieser
Arbeit wurden in [4] angekiindigt. Ein Ubersichtsartikel iiber Probleme im
Zusammenhang mit der Monodromie und dem Gauf3-Manin-Zusammenhang
wurde von Brieskorn in [3] veroffentlicht.

Ich mochte E. Brieskorn fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir seine Unterstiitzung danken.
Von ihm stammt der Vorschlag, die Methoden von Malgrange auch im Fall vollstindiger Durch-
schnitte anzuwenden. K. Saito bin ich fiir verschiedene Hinweise Dank schuldig.
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§ 1. Das de Rham-Lemma

1.1. Singularitdten und vollstdndige Durchschnitte

In diesem Abschnitt legen wir die Bezeichnungen fest und diskutieren die
Voraussetzungen unter denen der Gaul3-Manin-Zusammenhang definiert werden
soll.

Es sei X ein (nicht notwendig reduzierter) komplexer Raum mit der Struktur-
garbe O,. X heillt vollstindiger Durchschnitt in x € X, wenn der Halm der
Strukturgarbe Oy , als C-Stellenalgebra isomorph ist zum Restklassenring des
konvergenten Potenzreihenringes C{z,, ..., zy} nach einem echten Ideal das von
N-dim_X Elementen erzeugt wird. Hierbei ist dim X die Krull-Dimension
von Oy .. Wir setzen dim, Y = — oo fiir YC X, x€ X — Y. Mit codh Oy , bezeichnen
wir die homologische Kodimension (Profondeur) von Oy .. Gilt codh Oy ,=dim X,
so ist X Macaulaysch in x, d. h. Oy , ist ein Macaulay-Ring. Vollstindige Durch-
schnitte sind Macaulaysch.

X heiBt reguldr in x, wenn der lokale Ring Oy , reguldr ist. Die (analytische)
Menge der nicht-reguldaren oder kritischen Punkte von X bezeichnen wir mit
C(X).

Wir werden spiter oft stillschweigend benutzen, daB vollstandige Durchschnitte
mit niederdimensionaler kritischer Menge reduziert sind:

Lemma 1.1. Der komplexe Raum X sei Macaulaysch in x. Dann ist X in x
genau dann reduziert, wenn dim, C(X) < dim, X gilt.

Der Beweis ist eine leicht Folgerung aus dem Satz von Scheja iiber die Fort-
setzung von Kohomologieklassen (vgl. [23]). Da wir diesen Satz hidufig anwenden
wollen, sei er hier zitiert.

Satz 1.2 (Scheja). Es sei A eine analytische Teilmenge des komplexen Raumes X
und F eine kohdrente analytische Garbe auf X. Sei p =0 und in jedem Punkt xe€ A
gelte codhy, F.2dim A+ p+2 (bzw. codhy, F,2dim A+ p+1). Dann ist die
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Restriktionsabbildung
H?(U, #)->H(U — A, %)

bijektiv (bzw. injektiv) fiir jede offene Teilmenge U C X.

Bemerkung. Fiir Macaulay-Raume X gilt sogar, wie aus einem entsprechenden
Satz von Scheja fiir reduzierte Raume folgt:

X ist in x normal, genau wenn dim, C(X) + 2 £dim, X gilt.

Ein Morphismus f: X — S komplexer Raume heif3t reguliar in x € X, falls ein
reguldrer Raum F und Umgebungen U C X von x und V CS von f(x) existieren,
so dall V x F isomorph zu U ist und f bei diesem Isomorphismus iiber die
Projektion V x F— V faktorisiert. Das ist dquivalent dazu, daB3 f platt in x ist
und dal} x reguldrer Punkt der Faser X, ,, ist. Mit C(f) bezeichnen wir die kri-
tische Menge von f, d. h. die Menge der nicht-reguliaren Punkte von f.

Nun sei S=C* GCC" ein Gebiet und X C G iiberall ein m-dimensionaler
vollstindiger Durchschnitt mit der Idealgarbe #=(g,,...,9,) 05, r=N—m.
Sei f=(f,, - ,fi) eine holomorphe Fortsetzung der Abblldung f: X->C"
auf ganz G. ¥ bezeichne die Idealgarbe in @, die von g, ...,g, und fiir k<m
zusatzlich von allen (r + k)-Unterdeterminanten der Jacobimatrix von (g4, ..., ¢,.
f4, ..., f,) erzeugt wird. Dann ist

4(f):=¢/F|X

eine kohdrente analytische Garbe auf X, deren Nullstellenmenge gerade C(f)
ist. €(f) hangt nur von der Abbildung f, nicht aber von Willkiirlichkeiten in
der Definition ab und heiBt das kritische Ideal von f (¢(f), ist das (N —r — k)-te
Fittingideal von Q% s ,). Im Fall k =0 beschreibt 4(f) = €(X) die kritische Menge
von X und heilt kritisches Ideal von X. Unter obigen Voraussetzungen versehen
wir C(f) stets mit der Strukturgarbe

Ocipyi= Ox/€(f)IC(f).

Da X ein vollstindiger Durchschnitt ist, gilt fir die Abbildung (g )

=(g1s s Grs S 15 s f1) 1 G C"x C* die Gleichung C(g, f)nX = C(f). Nun ist
(g, f) eine Abbildung zwischen reguliren Rdaumen. Daher gilt bekanntlich fur
r+ k<N und xe C(g, ) die Ungleichung dim .C(g,f)=r+k— 1. Wir erhalten
also:

Lemma 1.3. Ist X ein vollsténdiger Durchschnitt in xe X und f: X —S eine
holomorphe Abbildung in die komplexe Mannigfaltigkeit S mit dim X =dim, S,
so gilt entweder x ¢ C(f) oder

dim, C(f) = dim,,S—1.

Die Aussage des Lemmas folgt auch aus Lemma 1.8 und der exakten Sequenz
im Beweis von Lemma 1.9. Gilt dim, C(f) =dim(,,S — 1, so ist C(f) Macaulaysch
in x, was leicht aus dem de-Rham-Lemma folgt (vgl. Lemma 1.9). Diese Aussage
ist schon seit langerem bekannt. Sie wurde unter anderen von Eagon (Thesis,
1961) und Buchsbaum-Rim (Trans AMS, 1964) bewiesen.

Wir wenden uns jetzt den isolierten Singularititen zu. Dabei sagen wir,
x € X sei eine isolierte Singularitit, wenn es eine Umgebung U C X von x gibt,
so dall U — x regular ist. Uns interessieren im folgenden platte Abbildungen,
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deren Fasern nur isolierte Singularititen haben. Leicht zu beweisen ist das
folgende Lemma.

Lemma 1.4. Sei X einvollstdndiger Durchschnittinxe X und f : X - S, f(x)=0,
eine holomorphe Abbildung in die komplexe Mannigfaltigkeit S. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent (dim, X =m, dim,S =k):

1) f ist platt in x und x ist isolierte Singularitdt der Faser X, = [~ '(0).

1) x ist isolierte Singularitdt von X, und dim, X ,=m —k.

1) x ist isolierter Punkt von XonC(f) oder x ¢ C(f).

1iv) Oy /B(f), ist ein endlicher Og o-Modul.

v) Die Einschrdnkung f: C(f)— S ist eine endliche Abbildung in x.
Die Aussagen 1)—v) implizieren, daff X, ein vollstindiger Durchschnitt in x ist.

f:X—->8 moge in xe X die dquivalenten Eigenschaften von Lemma 1.4
besitzen. Da dieses offenen Eigenschaften sind und wir nur am Abbildungskeim
von f in x interessiert sind, kOnnen wir annehmen, dal3 X iiberall ein vollstindiger
Durchschnitt der gleichen Dimension und f iiberall platt (und damit offen) ist
und daB} die Einschriankung f:C(f)—S ein endlicher Morphismus komplexer
Riume ist. Dann ist die Menge der kritischen Werte D(f):= f(C(f)) eine ana-
lytische Menge in S, die wir mit der Bildraumstruktur versehen. Als Ideal der
kritischen Werte definieren wir das Annulatorideal in Og von f,0O¢,),

D(f)i=An(f,O0c)

und versehen D(f) mit der Strukturgarbe O, := Os/2(f)|D(f).".

Bemerkung. Erfiillt f:X—S iiberall die dquivalenten Eigenschaften von
Lemma 1.4, so hat C( f) die minimale Dimension k — 1 genau dann, wenn dim C(X)
< k— 1 ist. [ Der nichttriviale ,,wenn‘-Teil folgt aus dem Satz von Sard und der

Endlichkeit von f: C(f)— D(f).] Insbesondere ist dann D(f) rein (kK — 1)-dimen-
sional. Darliberhinaus folgt unter diesen Voraussetzungen leicht:

Lemma 1.5 (Saito [21, 22]). Z(f), ist ein Hauptideal in O .

1.2. Verallgemeinerung eines Lemmas von de Rham

Sei f: X — S eine holomorphe Abbildung des komplexen Raumes X in die
komplexe Mannigfaltigkeit S. Wir betrachten die Garbe Q% der Keime von
holomorphen Differentialformen vom Grade p auf X und die Garbe Q% der
Keime von relativen Differentialformen vom Grade p von X liber § ([10],

EGA1V.16.6).
Ist X lokal um xe X in ein Gebiet GCC" eingebettet und wird die Ideal-
garbe von X von in G holomorphen Funktionen g¢,,...,g, erzeugt, so ist

QF =QF / Y (9:Q28 +dg; N Q%™ ')| X, wobei Q% die Garbe der Keime von holo-
i=1
morphen Formen auf G ist. Sind f,, ..., f, die Komponentenfunktionen von f
k
beziiglich Koordinaten in S, so gilt Q%= Q% / Y df; ANQ% . Die dullere Ab-
i=1

leitung auf Q; induziert duere Ableitungen auf Qy bzw. auf Qy g, so dall wir Kom-

1 D(f) ist topologisch die Diskriminante von f, doch ist die hier definierte analytische Struktur
nicht mit beliebigem Basiswechsel vertriaglich.
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plexe von C-Vektorraumen bzw. von f Os-Moduln erhalten (f bezeichne die
topologische Urbildgarbe).

Nach Festlegung der Koordinaten in S um f(x) induziert f eine Abbildung
df 1 Q%5 .— Q55F, die reprasentantenweise durch duere Multiplikation von links
mit d f; A--- A d f, definiert ist. Ist k=1 und X in x regulér, so besagt ein Lemma
von de Rham [20], daBB diese Abbildung fiir 0 < p < dim X injektiv ist, falls f in x
eine isolierte Singularitdt besitzt. Dieses Lemma wurde von Brieskorn in [2]
benutzt, um den GaulB3-Manin-Zusammenhang fiir isolierte Hyperflichensingu-
laritaten zu definieren. Bei der Untersuchung von vollstindigen Durchschnitten
statt Hyperflachen benoétigen wir die folgende Verallgemeinerung:

Lemma 1.6. (De Rham-Lemma). Sei G ein Gebiet imC", seien f =(f1, ..., fi): G
—C* g=(9y,....9,): G>C", h=(hy, ...,h): G>C* holomorphe Abbildungen mit
k=1,r=0, s =0 und sei zur Abkiirzung

QP:=.Q€;/(Z h, Q%+ ) dgi/\Qg“l).
j=1 i=1
Dann ist fiir x € G die Abbildung
k
df:Qﬁ/Z dfi NQE~ 1> QeTk
j=1

die reprisentantenweise durch duffere Multiplikation von links mit d f{ N--- N d f,
definiert ist, injektiv fir 0<p<codhOg; ,/(hy, ..., h)—dim C(f, ggnN(h).

Hierbei ist C(f,g) die kritische Menge der Abbildung (f,g):G—-CkxT"
und N(h) die Nullstellenmenge von h,, ..., h,.

Beweis. Wir setzen O=0¢/(h,, ..., h), C=C(f,g), N=Nh),(G1s > Gr> f1> ---» J¥)
=(ey, ..., e,), u=r+k und bemerken, daB fiir einen endlichen ¢ -Modul M die
Gleichung codh, M = codh,, M besteht.

a) Essei x¢ CnN. ’

Fiir x ¢ N ist die Behauptung wegen Q2 =0 trivial. Ist x ¢ C, so konnene,, ..., e,
als Koordinaten in einer Umgebung von x in G gewidhlt werden. Dann sind
de,, ..., de, Elemente einer Basis von Q¢ . und die Behauptung des Lemmas folgt
durch eine einfache Rechnung fiir alle p = 0.

b) Sei xe Cn N. Wir setzen

Qp(i)—_—gg/z hQe+ Y de; AQE L.
ji=1 j=1

Behauptung. codhQF(i)=codh®,—p fir 0<p=codh(0,—dim,CnN und
0Zigu.

Beweis. Durch Induktion iiber p.

Fiir p=0 ist die Behauptung trivial. Sei also p=1 und die Behauptung fiir
p— 1 schon bewiesen. Wir betrachten die Sequenz

0— Q21 (i) —2¢5 QB(i — 1) QP(i) > 0.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt

codh Q2™ 1)) > codh O, — p=dim,CAN .
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Da die Multiplikation mit de; auBerhalb Cn N injektiv ist, folgt aus dem Fort-
setzungsatz von Scheja, dal dies auch in x gilt. Folglich ist obige Sequenz exakt
und die Behauptung fiir p folgt durch Induktion iber i, denn Q£(0)= Q%  ®0,
ist fre1 liber 0.

¢) Die Injektivitit von df: Q%(u)— QP ** folgt nun aus Behauptung b) mit
Hilfe des Fortsetzungssatzes von Scheja, da d f nach a) aullerhalb CAN schon
injektiv ist.

Wir interessieren uns im folgenden fiir den Fall, daBB (h,,...,h)=(g, ..., 9,)
ist und daf durch die Idealgarbe £ =(g,, ..., g,) O €in vollstandiger Durchschnitt
X CGCC" der Dimension m= N —r definiert wird. Die duBBere Multiplikation
von links mit dg; A ... A dg, induziert dann eine Abbildung

L8 QR QBT X

Das Bild von A fiir p = mist —mit der iiblichen Identifikation QY = @, — das kritische
Ideal € (X).

Istf =(f1,..., [i): X =S =C* k=1, eine holomorphe Abbildung, so betrachten
wir weiter die Abbildung

df: Q% s— Q%"

die durch Multiplikation von links mit df; A--- Adf, induziert wird und die
Komposition
Adf: Q% s— QBT T/ g QR X

Fiir p=m — k 1st das Bild von Adf das kritische Ideal (/).

Um einfache Bezeichnungen zu haben, nennen wir die Homomorphismen 4,
df und Adf de Rham-Multiplikationen. Es ist leicht zu sehen, dafl Kern und Bild
dieser Abbildungen nicht von der Wahl des (minimalen) Erzeugendensystems
von £ bzw. von der Wahl lokaler holomorpher Koordinaten in S abhidngen. Die
spdter benotigten Aussagen iiber die de Rham-Multiplikationen, die leicht aus
dem de Rham-Lemma folgen, fassen wir jetzt zusammen:

Proposition 1.7. Ist X ein m-dimensionaler vollstdndiger Durchschnitt in xe X
und f:X—>S eine holomorphe Abbildung in die komplexe Mannigfaltigkeit S,
so ist A in x injektiv fiir 0 <p<codim,C(X), wdhrend df und Adf fiir 0<p
< codim C(f) injektiv sind.

1.3. Folgerungen aus dem de Rham-Lemma
Aus Behauptung b) im Beweis des de Rham-Lemmas folgt unmittelbar:

Lemma 1.8. Ist X ein vollstdndiger Durchschnitt in xe X und f: X —S eine
holomorphe Abbildung in die komplexe Mannigfaltigkeit S, so gilt:

codhgy ,($2%s,x)=2dim, X —p fir 0=p=codim,C(f).

(Im Fall diimS =0 gilt Q5 ., =Q% _und C(f)=C(X).)

Lemma 1.9. Es sei f: X—S, f(x)=0, wie in Lemma 1.8 mit dim,S=k(=1)
und dim C(f)=k— 1. Dann ist O, , ein Macaulay-Ring.
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Zusatz. Erfiillt f in x zusdtzlich die dquivalenten Aussagen von Lemma 1.4,
so gilt nach einer generischen linearen Koordinatentransformation in S um 0
fir die Komponentenfunktionen fi,..., f, von f, dal} f, ..., fi_, eine O .-
Sequenz bilden. Hierbei bedeutet generisch, dall die Aussage fiir alle linearen
Koordinatentransformationen 4 € GL(k, C) CC* * auBerhalb von endlich vielen
Untervektorriumen U, = C*'* gilt.

Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des Zusatzes ist O¢ . endlich als
Modul iber (.0, Os o und tiber @y .. Daher ist fiir einen endlich erzeugten
Oc(s).~-Modul die homologische Kodimension iiber allen vier Ringen gleich.
Diese Tatsache werden wir oft benutzen, ohne es explizit zu erwiahnen.

Beweis von Lemma 1.9. Aus der exakten Sequenz (m=dim, X)

~k Adf
O“"Q?/S,x_—"*@X,x_’(OC(f),x—*O

und Lemma 1.8 folgt codh O, 2 k — 1. Andererseits gilt
codhOc¢y  <dim, C(f)=k—-1.

Fiir den Zusatz braucht man nur zu zeigen, da3 f,, ..., f,_, ein Parametersystem
bilden. Das folgt aus [27], I1.4, Satz 1.
Die folgende Aussage ist fiir Induktionsbeweise niitzlich:

Lemma 1.10. Fiir f: X—>S mégen die Bezeichnungen und die dquivalenten
Aussagen von Lemma 1.4 gelten. Hat X in x eine isolierte Singularitdt, so gilt nach
einer generischen linearen Koordinatentransformation in S um 0 fiir die Kompo-
nentenfunktionen f,, ..., f, von f, dafs

Xy-i=yeX|fi(y)=-=fi()) =0}

fiir 0<i<k mit der durch f,, ..., [; definierten Strukturgarbe ein (m — i)-dimen-
sionaler vollstdndiger Durchschnitt mit isolierter Singularitdt in xe X,_,; ist.
Insbesondere gilt fiir die analytische Einschrdankung (fi4 1, ..., f)| Xi—i: Xpo i m @7 F
dim, C((fi+1, .. [P X2 ) =dim C(fy, ... )N X,y =j—i—1 fir 0Si<j<k

Beweis. Durch wiederholte Anwendung von Satz 1 aus [27], 11.4.

Proposition 1.11. Sei X ein m-dimensionaler vollstdandiger Durchschnitt in x € X
und f: X —S eine holomorphe Abbildung in die k-dimensionale komplexe Mannig-
faltigkeit S, k=0, mit dim C(f)<m. Dann gilt:

1) Q% . ist ein torsionsfreier Ox ~-Modul fiir 0 < p <codim,C(f).
i) QF . ist ein Torsionsmodul fiir p>m — k.
1) Hat X in x eine isolierte Singularitdt, so ist dim¢TQ% , =dimgO¢y, -

Beweis. TQ%/s . bezeichne den O -Torsionsmodul von %5 .. Dann folgt 1)
mit Hilfe von Proposition 1.7 aus der Tatsache, daf} fiir alle p =0 gilt:

TQ%s . =Kern(ddf: Q%5 . » Q87T @0y ,).

Denn Kern(Adf) ist auf C(f) konzentriert, also ein Torsionsmodul und
Q% s /Kern(Ad f) ist unter Adf isomorph zu einem Untermodul eines freien
Moduls.

ii) ist trivial, da fiir p>m —k Q% auf C(f) konzentriert ist.

Fiir iii) nehmen wir an, daB X CGCC" durch holomorphe Funktionen
di, .- 4,, N —r=m, definiert sei, die wie in Lemma 1.10 gewihlt seien.
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Nach dem de Rham-Lemma ist die folgende Sequenz exakt:

@y QN 0, /6(g),—~0

mit @(wy,...,w,)= ) dg;\w; Mw)=dg,N---Ndg,Aw und 7 als kanonischer
i=1

Restklassenabbildung.
Diese Sequenz ist somit der Beginn einer freien Aufldsung von R:= O . /6(g),.
Dabher folgt aus der Definition von Tor mit O:= 0 .

Tor{(R, Oy ,)=Kern(A: Q3 . >0y )=TQ% ..

Zur Berechnung von Tor konnen wir aber auch eine freie (0-Auflosung von Oy |
wihlen, z. B. den Koszulkomplex K%g) beziiglich g=(g,,...,g9,) (vgl.[25]).
Dann ist K%R; g) = K% g)® R der Koszulkomplex von R beziiglich g und es gilt

TOI'(ID(R, (QX,x) = Hl (K@(Ra g)) '

Da g¢,,...,9, so gewdhlt waren, daB ¢,,...,9,_, eine R-Sequenz bilden, ist
H,(K’(R;9))= H,(K’(R'; g,)=Kern(g,), wo R"=R/g,,...,g,-) und g,: R'—>R’
die Multiplikation mit g, ist. Die Behauptung folgt nun aus der exakten Sequenz

0—-Kern(g,)» R 2R -0y ,/%(X),—0.

Bemerkung. Proposition 1.11 1) und Lemma 1.8 fiir den absoluten Komplex
wurden von Vetter bereits in [ 25] auf algebraischem Wege bewiesen. Dariiber hin-
aus gilt, wie von Vetter und Lebelt (Dissertation, TU Clausthal, 1973) gezeigt wurde,
daB fiir einen vollstindigen Durchschnitt X und x e C(X) die Torsionsfreiheit
von Q% . auch codim,C(X)> p impliziert. Fiir isolierte Singularitdten folgt das
auch aus Proposition 1.11 1i). Die zusitzlich erhaltene Formel benotigen wir
jedoch spiter bei der Berechnung der Milnorzahl.

Fiir spéater notieren wir noch eine einfache Folgerung.

Lemma 1.12. Fiir f: X —>S mdgen in x die Bezeichnungen und dquivalenten
Aussagen von Lemma 1.4 gelten. Es sei dim C(X)<k—1. Dann gilt €(f),
QR =0. Ist X in x reguldr oder k=2, so ist €(f), genau das Annulatorideal

von Q%4

Beweis. Sei X in x reguldr oder k= 2. Wir wihlen die Koordinaten in S wie in
Lemma {.10. Dann folgt aus Proposition 1.7, angewandt auf

=1 fio): X T,
daB3 die durch die de Rham-Multiplikation induzierte Abbildung df’ oder Adf’

Q%/g‘fc; ! __)(g(f/)x/cg(f)x

bijektiv ist. Wegen dim,C(f')=dim,C(f)—1 und da Oy ,/€(f), Macaulaysch
ist, gibt es ein Element aus €(f’),, das in Oy ./€(f), einen Nichtnullteiler re-
prasentiert. Also ist €(f), das Annulatorideal von €(f”),/€(f),.

Da €(f) und Q% mit Basiswechsel vertrdglich sind, folgt €(f), - 2%;s..=0
im Fall k=1 aus dem eben bewiesenen.
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§ 2. Der GauB-Manin-Zusammenhang
2.1. Die lokale Picard-Lefschetz-Monodromie

Wir erinnern an die topologische Beschreibung der Monodromie einer
isolierten Singularitit.

Es sei Y ein m-dimensionaler vollstindiger Durchschnitt, xe Y, und f: Y > C¥,
f(x)=0, eine holomorphe Abbildung. Wir setzen in diesem Paragraphen voraus:

i) dim,C(f)=k—1,

i) C(f)nf~10)C{x}.

Die Bedingungen 1) und ii) sind zusammen dquivalent zu 11) und

1) dim C(X)<sk—1.

Lemma 1.4 liefert Aquivalente Bedingungen zu 11).

Dann ist Y in x reduziert. Ist n: = dim, f ~(0) (= m — k) = 1, so ist sogar f ~'(0)
in x reduziert und Y in x normal (vgl. Lemma 1.1 und die anschlieBende Be-
merkung).

Um die Singularitit von f~'(0) in x zu untersuchen, wurde von Milnor fiir
Hyperflachensingularitaten (d.h. Y reguldar, k=1) und fiir spezielle Beispiele
auch von Brieskorn die folgende Methode entwickelt, die Hamm auf den Fall
vollstandiger Durchschnitte erweitert hat.

Wir nehmen an, daB8 Y in ein Gebiet G CC" eingebettet ist und wihlen ge-
eignete Umgebungen von x in Y und von 0 in C*:

X={eYl|ly—xl<elfyI <o},
S={teC* |t <o},

wobei 0<d<¢ hinreichend klein gewidhlt seien. Die Einschrinkung von f
auf X sei ebenfalls mit f bezeichnet,

f:X-S.
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Ist CCX die kritische Menge von f und DCS die Menge der kritischen
Werte, so setzen wir

S=S-D
X' =X-f YD).

Die Fasern X, = f~!(t)C X, te S, sind dann n-dimensionale vollstindige Durch-
schnitte, die hochstens isolierte Singularitdten haben und die genau fiir te S’
komplexe Mannigfaltigkeiten sind. Dariiberhinaus gilt:

Satz 2.1 (Milnor [19], Hamm [11]). Die Einschrinkung f:X —S ist ein
lokal-triviales differenzierbares Faserbiindel, dessen Faser den Homotopietyp
eines Bouquets S"V ---V §" von n-dimensionalen Sphdren hat.

Die Anzahl der Sphidren in dem Bouquet, also die mittlere Bettizahl (bzgl.
reduzierte Homologie) von X, t € §’, wird Milnorzahl von f in x genannt und mit u
bezeichnet. Da X' — S’ ein Faserbiindel ist, operiert fiir t € S’ die Fundamental-
gruppe 7,(S’,t) auf der singuliren Homologie oder Kohomologie der Faser.
Die zugehorige Darstellung

0z: 7, (S,t)> Aut(H(X,,Z)), teS

heiBt die (lokale Picard-Lefschetz-) Monodromie von f in x.
Brieskorns Theorie des singuliren GauB3-Manin-Zusammenhangs ermdglicht
es, die komplexe Monodromie

oc: 71 (S', 1) > Aut(H"(X,, C))

zu berechnen, die schon einen groBlen Teil der Information iiber die Singularitat
enthalt. Z. B. liefert sie Kriterien dafiir, wann die singuldare Faser X, eine topolo-
gische Mannigfaltigkeit ist (vgl. Milnor [19], Hamm [(1]). Im Hyperflachenfall
entscheidet sie fiir ungerades n sogar iiber die differenzierbare Struktur des
Umgebungsrandes der Singularitdt (vgl. [19]).

Die komplexe Monodromie kann man auch wie folgt beschreiben: Die Garbe
der Keime von holomorphen Schnitten in dem flachen Vektorbiindel
H"= () H"(X,,T)ist kanonisch isomorph zu der lokal freien Garbe R" f,Cy ® 0.,

teS’

wobei R"f Cyx die n-te direkte Bilgarbe der auf X' konstanten Garbe Cy. ist.
Das flache Vektorbiindel H" bzw. die Garbe R"f, Cyx ® 0. besitzt einen kanoni-
schen integrablen Zusammenhang (vgl. [5])

V:R" [, Cx B¢y, Os = (R f,Cx @, O) Dog, 4 »

der durch Mw® f)=w®df charakterisiert ist. Seine horizontalen Schnitte,
d. h. der Kern von V, sind also gerade die lokal konstanten Schnitte von H". Die
Fundamentalgruppe =w(S’,t) operiert dann (vgl.[5],1.1.) auf dem endlichdi-
mensionalen Vektorraum (R"f,Cy ), der kanonisch isomorph zu H"(X,, C) ist
(vgl. Lemma 2.4). Die Monodromie von V identifiziert sich kanonisch mit der
lokalen Picard-Lefschetz-Monodromie von f in x.
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Esist das Ziel, den kanonischen Zusammenhang V auf S’ zu einem ,,singuldren*
Zusammenhang auf ganz S — dem GaulB}-Manin-Zusammenhang — zu erweitern.
Eine kohdrente Fortsetzung von R"f Cyx ® Oy auf S wird die relative de Rham-
Kohomologiegarbe 57 (X/S) sein. Daher stellen wir im folgenden Abschnitt die
benotigten Eigenschaften der relativen de Rham-Kohomologie zusammen.

2.2. Die relative de Rham-Kohomologie

Es sei f: X—S§ wie in § 2.1. Wir betrachten den Komplex Y, der relativen
Differentialformen von X iiber S mit dem durch die duBere Differentiation
induzierten Differentialoperator. Es ist nicht schwer zu sehen, dal} Qs aullerhalb
der kritischen Menge C von f eine Auflosung der topologischen Urbildgarbe
fOg ist (vgl. z. B. [2], Lemma 1.1). Umgekehrt gilt, wie aus § 5.21) hervorgeht,
dal3 die Exaktheit der Sequenz 0—(f Og),— Qx5 . die Regularitiat von f in x
impliziert.

Der Komplex der Bildgarben f, QY% s ist ein Komplex von ¢s-Moduln und die
Kohomologiegarben #7(f, Q%) sind die relativen de Rham-Kohomologie-
garben von X iiber S. Dal} sie sich so einfach beschreiben lassen, liegt an der
speziellen Wahl von X und S. Ist f: Y— T ein beliebiger Morphismus komplexer
Riaume, so definiert man allgemein die relative de Rham-Kohomologie von
Yiiber T

Hpr(Y/T): =R [ (Qy7),

als die Hyperkohomologie des Funktors f, beziiglich des Komplexes Qy ;.
Dies ist die Kohomologie des (bzgl. der totalen Graduierung einfachen) Komplexes
£, wo #7 die kanonische welke oder irgendeine andere azyklische Cartan-
Eilenberg-Auflosung des Komplexes @y, ist (vgl. [10], EGA 0, 11.4).

Beziiglich der beiden Filtierungen in f, % " hat man zwei Spektralsequenzen
mit den E,-Termen

'E5?= %P(qu* (Q%/T))bm.f* (Q;’/T)
"ERY = Rpf*(%q(gyn))QIR'f*(Qi’/T) -

Hierbei bezeichnet RPf, die p-te Bildgarbe und R7f (Qy,;) den Komplex

qu*(g;/T)iel'
Nach der Wahl von X und S gibt es fiir jedes t € S eine Umgebungsbasis von
Polyzylindern V, s.d. f~ (V) C X Steinsch ist. Daher entartet die erste Spektral-

sequenz und wir erhalten einen kanonischen Isomorphismus

t}fp(f*Q.X/S) = ]Rpf*(QX/S) .

Entsprechend gilt #°7(f, Q% s) =R? f (Q%/s).

Der folgende Satz ist fiir die Theorie des GauB-Manin-Zusammenhangs
fundamental.

Satz 2.2 (Hamm [13], Saito [21]). Die relativen de Rham-Kohomologiegarben
HBr(X/S) sind kohdrente analytische Garben auf S.
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Bemerkung. Hamm und Saito benutzen bei dem schwierigen Beweis die
Methoden von Kiehl bzw. Knorr. Die Methode aus [ 2], die den Algebraisierungs-
satz von Mather und den Grauertschen Kohirenzsatz benutzt, 1463t sich auch
auf unseren Fall verallgemeinern, liefert den Satz jedoch nur unter gewissen
Zusatzvoraussetzungen liber f.

Wir zeigen jetzt, daB die Einschrankung von s#7x(X/S) auf S’ mit der Garbe
der holomorphen Schnitte in dem flachen Vektorbiindel H" iibereinstimmt.

Proposition 2.3. Die Einschrdnkung der relativen de Rham-Kohomologie auf
das Komplement der kritischen Werte ist lokal frei. Fiir alle p hat man kanonische
Isomorphismen

Hpr(X/S)|S" = RP f,(Cx)Qcs.Us
AHBr(X/S), =2 HY(X,,O)®c0s, fur tel'.
Insbesondere verschwindet #Ep(X'/S’) fir p+0,n wegen der Ergebnisse von
Milnor und Hamm.

Beweis. Die Einschriankung liefert einen Isomorphismus J#5,(X/S)|S’
~ H[r(X'/S"). Da Q. s eine Auflosung von f 0y ist, entartet die zweite Spektral-
sequenz und wir erhalten

]Rpf*(g}(’/S’) = Rpf*(f(OS’) .

Das cup-Produkt induziert eitnen Homomorphismus
R?f (Cx)®0s.—>R [ (f Os),

der halmweise der gewiinschte Isomorphismus ist. Das folgt aus dem folgenden
Lemma und dem universellen Koeffiziententheorem.

In § 2.1 hatten wir X als die Menge {ye Y||y— x| <e, | f(y)| <6} definiert,
und f: X — S war die Einschrinkungvon f: Y > C*. Seinun X = {y e Y| |y — x|| Ze,
I f(y)|| <6} und f: X —S die Einschrinkung von f: Y—C* Mit diesen Bezeich-
nungen gilt:

Lemma 2.4. Ist &% irgendeine Garbe von abelschen Gruppen auf S, so induziert
die Einschrdankung einen Isomorphismus

RPf(f F)=R [ (f F).
Insbesondere folgt hieraus der kanonische Isomorphismus
RPf (f %)= HPX, %) fir teS.

Beweis. Analog zum Beweis der zweiten Behauptung in Lemma 1.4 aus [2].

2.3. Der singulire Gauf3-Manin-Zusammenhang

Sei f: X —S wie in § 2.1. Wir definieren den singuldren Gaul3-Manin-Zusam-
menhang von X iiber § durch einen verbindenden Homomorphismus in einer
langen exakten Hyperkohomologiesequenz (vgl. [14] fiir den reguldren Fall).
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Wir definieren einen neuen Komplex Fy, durch

F,I;,Szgg(/ Y dfindfiNQE 2,

1<i<js<k

wenn fi, ..., f, wieder die Komponenten von f beziiglich lokaler Koordinaten
in S sind. Ist K" ein beliebiger Komplex, so sei K ,, der Komplex mit Kf,, = K?
fir p<n und Kf,,=0 fir p>n. Wir haben dann die exakte Sequenz von Kom-
plexen

1
(*) 0“”91(/5(;:) ®f*g ‘““*FX/S (n+1)"'~QX/S(n+ 1)“*0,

wo ¢ durch die kanonische Abbildung Q4® f*Q5— Q%+, Z w;@dt;— Z dfi\w,

k

induziert wird. Die Injektivitit von ¢ folgt, wenn wir ) dfiAw; mit
i=1

dfiN---ANdf._, ANdf, ., N\--- Ndf, multiplizieren und Proposition 1.7 anwenden.
Die zugehorige lange exakte Hyperkohomologiesequenz hat die Gestalt

= PR (X/S) (D Qs —R? [ (Fyjs) = AL p(X/S) 2
Os

(%) - Hhr(X/S)®Q5—
o R [ (Fxjs) = AP (X /)R £ (2% 15 m) ® 25—

Der Kokern der Inklusion von #7R(X/S) in R"f, (€5, ist isomorph zu
df, 2% s, also auf die Menge der kritischen Werte D von f konzentriert. Nach
Lemma 1.5 ist D eine Hyperflache in S, deren Idealgarbe 2(f) von einer auf S
holomorphen Funktion erzeugt wird, die wir mit h bezeichnen.

Es sei O4(D) die Garbe der meromorphen Funktionskeime auf S, die hochstens
lings D Pole haben und Qg(D)= QS® Os(D). Wegen h-f Q%' =0 (vgl

Lemma 1.12) induziert daher é durch a)x-e»h o(w)® 1/h eine Abbildung
Vis : #pr(X/S)—> #pr(X/S)®Qs(D),

den (lokalen) singuldren Gauf-Manin-Zusammenhang von X uber S.

Vy;s besitzt offenbar die Eigenschaften eines singuldren Zusammenhanges
mit Polstellen langs D, d. h. es gilt:

1) Vs ist C-linear,

i) Vys(g- w)=g- Vy;s(w)+w®dg fir ge 05 und w € #px(X/S).

Wir zeigen jetzt, daB3 (S x(X/S), Vxs) tatsdchlich eine singuldre Fortsetzung
des in §2.1 definierten transzendenten Zusammenhangs (R"f, (Cy)® 0., V)
ist. Dazu ist zu zeigen, dal} die horizontalen Schnitte der Einschrankung Vys|S’
unter dem Isomorphismus H#Pg(X/S)|S = R"f, (Cx)® 05 gerade die lokalen
Schnitte von R"f,(Cy) sind.

Aus der (auf S’ eingeschridnkten) exakten Sequenz (xx) folgt, daB die hori-
zontalen Schnitte von Vy|S gerade die Bilder der Schnitte von R"f, (Fx/s)
in #5x(X’/S') sind. Die kanonische Restklassenabbildung F. s — Q% s induziert
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eine Abbildung der zweiten Spektralsequenzen

1ES= Rpf*(%q(Fi'/S’)):”R.f* (FX/S)

l l
2E51 = R? [ (AU Qy 5))=>Hpr(X'/S') .

Wegen ;E54=0 fiir ¢>0 ist das Bild von R"f (Fyx ) in #pe(X'/S) = ES’
gerade das Bild von P [EX in P LER=}E'’=R"f(f 0Os), also das
+g=n +q=n
Bild von 7E"? in ;’E’go.qua ;’E'§0—>§’E';§’ gurjektiv ist, ist dies das Bild von [E%°
=R"f,Cy. in 3E%°, das bei dem Isomorphismus R"f, (f Os)=R"f,Cx ® U
auf R"f, Cy. abgebildet wird.
Wir fassen zusammen:

Satz 2.5. Ist f: X —S wie in §2.1, so existiert auf der relativen de Rham-
Kohomologiegarbe HApr(X/S) ein singuldrer Zusammenhang Vy,s mit Polstellen
lings der Menge der kritischen Werte D CS (der lokale singuldre Gauf-Manin-
Zusammenhang), dessen Einschrinkung auf S’ =S — D mit dem durch die Milnor-
Hamm-Faserung definierten transzendenten Zusammenhang iibereinstimmt. Ins-
besondere identifiziert sich die Monodromie von Vy|S' mit der lokalen Picard-
Lefschetz-Monodromie.

Wir zeigen jetzt, wie sich Vy g auf #"( f, 2% ) mittels des Isomorphismus mit
HHr(X/S) explizit beschreiben 1aBt (vgl. Brieskorn [2] und Saito [22]):

Eine Klasse [w]e #"(f, Q%) wird durch einen Kozykel i f, Q% und
folglich durch ein Element w € f, Q% mit

k
do= Y dfihe;, o;€f, Q%

i=1

reprasentiert. Hierbei sind f, ..., f, die Komponenten von f beziiglich Koordina-
tent,, ..., t, in S. Sei [«;] die Klasse von «; in f, Q% s/d f,, Q% s'. Ist h ein Erzeugendes
des Ideals der kritischen Werte Z(f),so gilth - [o;] € H#"(f,2%/s) (vgl. Lemma 1.12),
und die Formel fiir Vy 5 : #"(f,, Qyx,5) = #"(f. Qx/5) @ Q5(D) ist

k
Vyislol= ) h-[eJ®dt;/h
i=1

Man beachte, dal3 das nicht bedeutet, daB der Gaul3-Manin-Zusammenhang
nur einen Pol erster Ordnung hat, denn h braucht natiirlich nicht reduziert zu sein.

Fiir die praktische Rechnung ist es niitzlich, die Definition des singulidren
GauB3-Manin-Zusammenhangs von J# :=#"(f, Q% ;) auf grolere Garben ",
H" A" zu erweltern:

Die de Rham-Multiplikationen A, df und Adf (vgl. § 1.2) induzieren Abbil-
dungen A:f Q% f,Ox,df:f Q% s— [,2% und Adf:f Q% ;s— [ Oy, fir die die
Aussagen von Proposition 1.7 entsprechend gelten. Denn wegen der Wahl von
X und S ist mit U C S auch f~ ! (U) C X Steinsch, und daher ist f, auf der Kategorie
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der kohirenten Garben ein exakter Funktor. Wir definieren

%'=f* ';(/S/df* "X7sl
H'" = [ Qudf(df, Q%)
H" = f,O0x/Adf(df,2%s) -

Ist X reguldr, so stimmen J#” und ¢ natiirlich iiberein. Es gibt ein kanonisches
kommutatives Diagramm

if f”
el

P

Adf c}ipm

df und Adf sind als Folge des de Rham-Lemmas injektiv, der Kern von A wird
durch die Torsionselemente von f, Q% reprdsentiert. Aullerhalb der kritischen
Werte D sind diese Garben kanonisch isomorph und haben deshalb denselben
Rang. Aus der Kohirenz von # folgt leicht die Kohirenz der anderen Garben.

Proposition 2.6. 7, #", #" sind kohdrente analytische Garben auf S. Ihr
Rang ist wie der von # gleich der Milnorzahl u (bzw. u+1 fiir n=0).

Da alle vier Garben aullerhalb D iibereinstimmen, gibt es ganze positive
Zahlenr,,r,,r;, so daB gilt:

h - CH, h?-H'CAdf(H)V=H", h> - H"CAdf(H )= H'.

Diese Inklusionen gelten fiir r, =1 wegen Lemma 1.12, offensichtlich fiir r; > 1
und fiir r, = 2 wegen h - Kern(4)=0.

Vx,;s kann daher folgendermalBlen zu einem singuliren Zusammenhang mit
Polstellen langs D auf 2#’ und analog auf #" und #" erweitert werden:

Vst H'— H R QMD),
Vxis(@) = (1/h) Vx;s(hw) — w @ (dh/h).
Bemerkung. Vys: #'—#' @Qs(D) wird durch die Abbildung Aidf(#")
S A" QQL, Adf ([w])— gk; (= ) EAdf, Ao Ad e Adf oy Ao Adf A doo®dt,

i=1

induziert. Daher folgt mit Lemma 1.12, daB fiir reguldres X oder k> 1 der Pol
von Vy,s genau D ist, d. h. es gilt

D(f)={ge OslgVys: #' - A ®Qs}.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen ziehen wir noch eine Konsequenz
fir die relative de Rham-Kohomologie. Wir bemerken, dal der Randho-
morphismus 6 in der exakten Sequenz (x*) fliir O<p<n einen nicht-
singuldren integrablen Zusammenhang auf #f5x(X/S) definiert. Daraus folgt,
daB diese Garben lokal frei sind (vgl. [5]). Da sie aber auf D CS konzentriert
sind, miissen sie verschwinden.
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Satz 2.7. Fiir f: X —> S wie in § 2.1 und n> 0 gilt:
i) Apr(X/S)= 0.
1) HEr(X/S)=0 fiir 0<p<n.

Fiir p > n weill man nur, dall #°5z(X/S) eine auf G konzentrierte Torsions-
garbe ist. Es wird vermutet, da3 diese Garben fiir p > n verschwinden ([3, 22]).

§ 3. Regularitit und Algebraizitit

3.1. Die Regularitdt des singuldren Gauf3-M anin-Zusammenhangs

Esseif: X -8, f(x)=0,wiein§ 2.1. Wir zeigen, dall man statt mit der relativen
de Rham-Kohomologie auf S auch mit der Kohomologie des relativen Komplexes
auf X rechnen kann.

Proposition 3.1. Es gibt kanonische I1somorphismen
Hpr(X/S)o=H (Qyxs,.)
R £, (Qx)o = H'(Qx ).
Beweis. Wir betrachten fiir t € § die 2. Spektralsequenz
"E8? = (R f(#*(Qx5)))=> H# pr(X/S),

Sei ¢ > 0. Dann ist #(Qy,s) auf die abgeschlossene Menge C C X konzentriert,
und es gilt R?f, (#4Rys) = R?(f|C), (#9(2%s)). Daher folgt mit [8], 4.11.1

"E3i = HP(X,, #(Qi;s)).
Fiir g =0 gilt dieser Isomorphismus wegen Lemma 2.4. Es ist
"E59=0 fir p=+0, g¢g=+0,

denn fiir g 40 1st A#4(Qy5)| X, auf endlich viele Punkte konzentriert. Fiir t=0
gilt auch "E5° =0, da X, auf x zusammenziehbar ist. Es folgt % z(X/S), = "ES*
= HO(Xo, #U(Qys) = #(QY)s) = H(Qy;s,)-

Fiir den absoluten Komplex schlieBt man genauso.

Bemerkung. Entsprechend sind die kanonischen Homomorphismen

9% — H' = Q?/s x/d‘QX/S x
Ay > H" :=Q% . /df(d2%s )
L#m __)Hm —_ @X x/j'df(dQX/S x)

Isomorphismen (vgl. die Bezeichnungen von §2.3). Betrachten wir den GauB-
Manin-Zusammenhang auf H"(Qys ,), H', ... so schreiben wir Vys ., Vx/s.xs --- -

Lemma 3.2. Fiir alle te § gilt

H*(X,,C)=0 fir p+0,n.
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Beweis. Es ist nur noch fiir te C—0 etwas zu zeigen. Sei wieder Kf, = K”
fiir p<nund K}, =0 fiir p> n fir einen Komplex K'. Wir betrachten wieder die
2. Spektralsequenz von R f, (Qysw). Es ist H(X,, C)x"E}°="E
CR? £, (2% /s(m), =0 fiir p>n.

Um die Aussage fiir 0 < p<n zu beweisen betrachten wir die 2. Spektral-
sequenz (vgl. Beweis von Proposition 3.1)

"ES? = (Rpf ( QX/S(n)))) =R’ f, *(QX/S(n))t AT

Wegen "E59 =0 fiir ¢+ 0, n (vgl. Satz 2.7 und obige Bemerkung) gibt es die exakte
Gysin-Sequenz (vgl. [8], 4.6.2)

__*rrEg—1—n,n___)/rEgO_)%/p__)”.

Es gllt "E° ~ HY(X,, C)® O ,, A" =H"(f . Lxsmh=0 fir p£0,n und
"EET """ =( wegen p < h.

Daraus folgt die Behauptung.

Ist teS ein beliebiger Punkt, so ist Cn X, eine endliche Menge {x;},.;
mit CnX,=0 fiir teS und CnX,={x}. Seien VCS eine hinreichend kleine
Umgebung von t und X; (wie in § 2.1 gewihlte) kleine disjunkte Umgebung von
x; in X. Die Beziehung zwischen dem GauB-Manin-Zusammenhang von X/S
in ¢t und den lokalen GauB-Manin-Zusammenhiangen von X;/V in t wird nun
geklart:

Proposition 3.3. Es gibt ein kanonisches kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

0= R"f,Cx) X s, —  Hpp(X/S)  — D Apr(X/V)—0

C iel(t)
JV IVX/S,: 1 DVxyv .1

(R”f*(]jX @ QS(D)W"* %DR(X/S)1®QS D), — CI) A DR X/V)I®Q (D), -0
iel(1)
Hierbei ist V der nicht-singulire Zusammenhang V(w®g)=w®@dg und Vy , der
lokale singuldre Gauf-M anin-Zusammenhang von X, iiber V.
Beweis. Aus dem Beweis von Proposition 3.1 und aus Lemma 3.2 folgt, dal
fiir die 2. Spektralsequenz von #5x(X/S), gilt: "E5? =~ H?(X,, #4Qy,s) =0 fur
p =0, n. Daher gibt es nach [8] 4.5.1 und 4.6.1 eine exakte Sequenz

> "E3" 1 B30 > A (X /S),—ES"— B! -
Es ist "EQ" ' ="En'=0, "E° = (R"f,Cy), @05, und "E3"= P Hir(X/V),

iel()
(vgl. Proposition 3.1). DaBl die Zusammenhinge mit der exakten Sequenz ver-

traglich sind, iiberlegt man sich anhand der expliziten Beschreibung von Vy s.
Bemerkung. Entsprechend hat man eine exakte Sequenz

0— (R f,Cx) ®0s,—> H'(X/S),~> D H'(X,/V) -0,

iel()

die mit den angegebenen Zusammenhingen vertraglich ist.
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Das Verhalten des GauB-Manin-Zusammenhangs bei Basiswechsel und
Proposition 3.3 gestatten es beir den folgenden Untersuchungen, sich auf den
Fall eines 1-dimensionalen Basisraumes zu beschrinken. Wir betrachten den
Basiswechsel

Xx;T=Y—2-X

AL

T*—(,7—>S,

wobei T CC* eine kleine offene Kugel um 0 und ¢ : T— S endlich mit ¢(0) =0,
@ (D) T ist. Dann ist D'=D(f’)CT niederdimensional und f':Y->T
erfiillt die Bedingungen 1) und 11) von §2.1. Weiter gelten auch alle globalen
Aussagen von X/S entsprechend fiir Y/T, insbesondere ist der Gaul3-Manin-
Zusammenhang von Y/T erklart.

Proposition 3.4. Der Gauf3-Manin-Zusammenhang ist mit dem Basiswechsel
@ : T— S vertrdglich. D. h. es gibt ein kanonisches kommutatives Diagramm

o* #'(X/8) 2 x5 ¥ (X /S) () QL(D')

Or
?:Jw tp®1i¥_

HAY/T) —5—— A (Y/T) %@ Qr(D).

Hierbei ist y die Komposition der Isomorphismen
Q*H(X/S)S fro™* Ly s/d f10* Qs S H(Y/T)= fLQr/d 1,257

wihrend @*Vy s wie folgt erklart ist: Wir betrachten die Komposition

o H'(X)S) R) OpL258L, (%'(X/S) ® sz}s(m) R 0,

©0'0Os M URS

~ o* A#'(X/S) %@ @*Q4(D) 5> @* #'(X/S) g@ Qz(D),

wobei » durch die kanonische Abbildung ¢*QL— QL induziert ist. Dann ist
P* W s(0®@g)=1Q (¢ Vy;s(0)®g) + 0 ®dg.

Bemerkungen. 1) Entsprechend hat man ein kanonisches kommutatives
Diagramm mit #’} statt mit #’. Ob aber y: @*#[r(X/S)—> HH(Y/T) ein
Isomorphismus ist, ist ungeklidrt (notwendig ist die Freiheit von 3#5z(X/S),
vgl. §4.2). Anders als bei #” ist y jedoch nicht bijektiv, falls ¢ die Inklusion eines
Punktes von D’ ist.

2) Ist (0)+0,dannist yp: @*#'(X/S)— #'(Y/T)ebenfalls ein Isomorphismus.
Da aber Y, mehrere isolierte Singularitdten haben kann, wurde der Gaul3-Manin-
Zusammenhang von Y/T fiir diese Situation nicht explizit definiert. Die vor-
stehende Proposition rechtfertigt es, wenn wir den Gau3-Manin-Zusammenhang
von Y/T auf #'(Y/T) durch Vi =(p ®1)c @*Vyso ™' definieren.

Beweis von Proposition 3.4. Wir zeigen, dal3 v halmweise ein Isomorphismus
ist. Dabei wird die Voraussetzung ¢ ~*(D) = T nicht benotigt.



254 G.-M. Greuel

Esist(p*#'(X/S))o = Q5. X O O/d(QX,S LX) O O) wegen Proposition 3.1,

Os.0 Os.o0
Da ¢ endlich ist, gilt in y=(x,0) Oy ,= Oy , X) Or , und daher Qx5 . X) O
Os.0 Os.o
~ Qs ) Oy ,= 5, ([10], EGA IV, 16.4.5). Wegen

Ox,x
H'(Y/T), = QY7 ,/d2% 7, folgt die Behauptung fiir den Halm iiber 0. Fiir die
Nachbarhalme fiihrt man die Situation mit der exakten Sequenz aus der Be-
merkung nach Proposition 3.3 auf den obigen Fall zuriick.

Auflerhalb D’ sind @*Vy,s und Vy,; gewOhnliche nicht-singuldre Zusammen-
hinge. Wegen Kern(p*Vy s)= ¢ (R"f,Cx)=2 R"f,Cy = Kern(Vy,r) mit
T'=T—D" und Y'=f""!(T') ist das Diagramm iiber T' kommutativ. Da
H'(Y/T) frei ist (vgl. Proposition 4.6) gilt dies auf ganz T.

Wir wollen jetzt zeigen, daB der GauB-Manin-Zusammenhang regular
singuldr ist. Dazu erinnern wir an den Begriff der Regularitit:

Sei zundchst dimS=k=1. Es se1 K der Quotientenkorper von Og o =C{t}
und V der y-dimensionale Vektorraum H"(Q2y s ,)® K. Dann ldf3t sich V= Vy .
mittels Produktregel zu einem ZusammenhangV:V—V® Qs fortsetzen. Die
kovariante Ableitung von ¥ nach d/dte Hom,, (25 o, Os,o) ist die Komposition

Viar . VEVRQL 245 1,
Es gilt:
1) V4, 1st C-linear.
i) Vya,(g - w)=(dg/dt) v+ gVyu(w), g€ Os o, € V.
Beziiglich einer Basis von V schreibt sich ¥V, in der Form

Voo =d/dt — A

wobei A eine u x u-Matrix mit Koeffizienten aus K ist und Zusammenhangs-
matrix genannt wird. V [bzw. irgendein Differentialoperator é:V —V mit 1)
und 11)] heillt reguldr singuldr, wenn es eine Basis von V gibt, beziiglich der die
Zusammenhangsmatrix hochstens Pole erster Ordnung hat.

Ist dimS beliebig, so heilit Vy s reguldr singuldr, wenn fiir jede holomorphe
Abbildung ¢ : T— S (T CC sei die offene Einheitskreisscheibe) mit ¢ ~ (D)= {0}
das analytische Urbild

@*Vy;s: @*(Hpr(X/S))— o*(Apr(X/S))® L1 (0)

im obigen Sinne regulir singulir ist. Weitere Kriterien findet man bei Deligne [5].
Es ist klar, daB3 Vy,s genau dann regulidr singulir ist, wenn dies fiir eine der Fort-
setzungen von § 2.3 gilt.

Wir wollen ein neues Kriterium von Malgrange fiir die Regularitidt im ein-
dimensionalen Fall verwenden: Es sei V ein u-dimensionaler K-Vektorraum und 0
ein Differentialoperator auf V, der 1) und 1) erfiillt. Sind E C F endlich erzeugte
O o-Untermoduln von ¥V vom Rang u mit 6(E) C F, so induziert ¢ : E— F mittels
der Produktregel ii) eine Fortsetzung auf die Komplettlerung bzgl. des maximalen
Ideals von Oy, 0: E—F. Malgrange zeigt in [16], daB 6 : E—F und §: E->F
einen endlichen Index (=dimgKern(d) — dimgKokern(d)) besitzen und gibt die
folgende Charakterisierung der reguldr singuldren Differentialoperatoren (leichte
Folgerung aus Theorem 3.3 und Proposition 3.4 in [16]):
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Satz 3.5 (Malgrange). ¢ ist genau dann reguldr singuldr, wenn gilt
Index (8; E, F)=Index (8; E, F).

Satz 3.6. Ist f: X > S wie in§ 2.1, dann ist der singuldre Gaufs- Manin-Zusammen-
hang Vy s reguldr singuldr.

Beweis. Sei zundchst dimS = 1. Es seien H? = H?(Qys ,), H'? = Q% s /dQ% 5.,
und (H?), (H ”’) ihre Komplettierungen beziiglich des maximalen Ideals von O ,,.
Weiter seien QX . bZw. QX/S » die Komplettierungen von Qy . bzw. QX/S . hach
dem maximalen Ideal von Oy . und HP = H”(QX/S ), H'? Qi/s x/dQX,S .- Dann
haben wir das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

_”)Hn(QXx)__'—"_) H" 9 H'" M——>Qn+1/d9 -—-—-——-—>an+1——-‘“~+0

! 1

“l (H") —— (H™) j
_)Hn(éxx)______) gn N ﬁm N QnXTxl/dQnX,xw—"—) ﬁrn+ . 0.

IR

Dieerste Zeile ist nichts anderes als die exakte Sequenz (%) von 2.3 unter Benutzung
der Isomorphismen von 3.1 und Qg , = O . Der Randhomomorphismus o ist die
kovariante Ableitung von Vy s . ldngs d/dt, wahrend (H") " (H'™) die Fortsetzung
von ¢ auf die Komplettierung ist. Die dritte Zeile wird so wie die erste konstruiert,
wobei man das de Rham-Lemma auf f),},x statt 2y . anwendet. Dal} es auch fiir
diesen Fall gilt, folgt daher, daBl die Komplettierung auf der Kategorie der end-
lichen Moduln ein exakter Funktor ist. Die senkrechten Abbildungen sind
durch die Inklusion in die Komplettierungen induziert.

Da X in x eine isolierte Singularitdt hat, ist nach einem Satz von Bloom (vgl.
[2], Proposition 3.1) die Abbildung H?(Qy ,)— H” (QX x) €in Isomorphismus
endlichdimensionaler Vektorraume. Daraus folgt daB (H") — H" und (H™ - H"™
Isomorphismen sind. Der Beweis aus [2], Proposition 3.2 kann wortlich tiber-
tragen werden. Die restlichen Isomorphismen sind einfache Folgerungen aus
dem Satz von Bloom.

Aus dem Diagramm folgt, dall das Kriterium von Malgrange erfiillt ist.

Sei dim S beliebig und ¢ : T— S eine holomorphe Abbildung der Kreisscheibe
um 0 nach S mit ¢~ (D)= {0}. Wegen Proposition 3.4 und Bemerkung 2) ist zu
zeigen, daB mit den dortigen Bezeichnungen Vy - reguldr ist. Nach Proposition 3.3
haben wir eine exakte Sequenz

Oﬁ(Rnf;q:Y)()@(OT,o“*%,(Y/T)o“* @ H'(Y,/V)o—0

iel(0)

von Zusammenhingen, in der der erste nicht-singuldr ist.
Da der letzte nach dem ersten Teil des Beweises regulér ist, folgt, dall auch
vr reguldr ist. (vgl. [5], I1.1.13). Damit ist der Satz bewiesen.
Bemerkungen. 1) Hat die Zusammenhangsmatrix nur Pole erster Ordnung,
so konnen Losungen und Monodromie explizit berechnet werden. Ist der Zu-
sammenhang regulir-singulir, so 148t sich die Zusammenhangsmatrix durch eine
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meromorphe Koordinatentransformation auf eine Matrix mit Pol erster Ordnung
transformieren. Die Transformationsmatrix kann durch Losen endlich vieler al-
gebraischer Gleichungen gefunden werden. Die Bedeutung des Regularitits-
satzes liegt unter anderem darin, dal3 die Monodromie des Gaul-Manin-Zu-
sammenhanges in diesem Sinne berechenbar ist. Man vergleiche hierzu auch [2]
und die dort angegebene Literatur.

2) Fiir den Hyperflichenfall wurde die Regularitit zuerst von Brieskorn
mit Hilfe des Regularititssatzes von Griffiths bewiesen (vgl.[2]). Inzwischen
existieren fiir diesen Fall mehrere verschiedene Beweise, u.a. von Deligne,
Malgrange und Saito, in denen villig andere Methoden als bei uns benutzt werden.
Saito hat in [22] fiir beliebig-dimensionalen Basisraum noch starkere Eigen-
schaften als die Regularitit angegeben. Der hier gegebene algebraische Beweis
war eine leichte Folgerung aus dem Kriterium von Malgrange und aus dem Satz
von Bloom, der allerdings mit Hilfe einer Auflosung der Singularitit von X
bewiesen wird.

3.2. Die Algebraizitdt des singuldren Gauf3-Manin-Zusammenhangs

Die Uberlegungen dieses Abschnittes sind einfache Verallgemeinerungen
der Ergebnisse von Brieskorn [2], § 3. Es sei zunichst dim S = 1.

Es sei XCGCCY gegeben durch die Idealgarbe ' =(g,,...,9,) Og mit
r=N-m. Sei # =1 und f:G-S8, f(x)=0, eine holomorphe F ortsetzung
von f: X —S auf G. Aus Lemma 1.10 angewandt auf die Abbildung ( f.d1 .0,
folgt, daf} diese Fortsetzung lokal so gewéhlt werden kann, daf3 fin x eine 1solierte
Singularitdt hat.

Wihlen wir eine Koordinate ¢ in S, so hat die zu f gehdrige Funktion in x
eine isolierte Singularitdt. Daher konnen wir, wie von Mather [18], Tougeron
und anderen bewiesen wurde, Koordinaten z,, ..., zy in G um x wihlen, so daB f
beziiglich dieser Koordinaten ein Polynom ist. Die Koordinaten t und z,, ..., zy
seien ab jetzt fest gewdhlt und wir identifizieren Og , bzw. O , mit den konver-
genten Potenzreihenringen C{t} bzw. C{z} =C{z,, ..., zy}.

Ist ¢ irgendein Automorphismus des Korpers der komplexen Zahlen, so
operiert p auf den Koeffizienten der formalen Potenzreihen und induziert Auto-
morphismen der (beziiglich der maximalen Ideale) adischen Komplettierungen
(DS o =C{{t}} und (OG « --(E{{z}} die wir auch mit y bezeichnen. Hierbei gehen f
in das Polynom y f und die g; in formale Potenzreihen yg; tiber, die das Ideal
w(l) in (OG,x erzeugen. Wir zeigen, daB y(I) die Komplettierung eines Ideals
JCOg , ist: Da X in x vollstindiger Durchschnitt mit isolierter Singularitit
ist, gibt es wieder nach Mather oder Tougeron eine holomorphe Koordinaten-
transformation h:C{z}>C{y}, so dal3 das Ideal h(I) von Polynomen p,, ..., p,
in y erzeugt wird. Daher erzeugen yp,, ..., pp, ein Ideal I' in €C{y}, dessen Kom-

plettierung gleich (77)) = h(yp(I)) ist. Setzen wir J=h"(I') so gilt J= w(l).
Sei (Y, x) der durch O ,/J definierte Raumkeim und f*: (Y, x)—(S,0) der

durch die Einschrinkung von yf definierte Abbildungskeim. p induziert auf
kanonische Weise einen Isomorphismus y: (OXx——>(9Y . so daB das folgende
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Diagramm kommutiert:

@X’x(—”jl—(ﬁs,o D(E

@Y,x f* (98,0 D(E

Hierbei sind f* und f'* die durch f und f’ induzierten Abbildungen der lokalen
Ringe. Daher induziert y kanonische Isomorphismen QXx*—»QY o QX,Sx
—+£2Y/Sx und schlieBlich HP(QX/S o —H? (QY/S .- Mittels des Isomorphismus
H"(Qys ) = H"(QX/S o und des entsprechenden fiir Y/S erhdlt man einen
.somorphismus

~

v H"(Qy )5 )= H (Qy5.,)
iiber dem Ringisomorphismus y: ¢ 50~ (53,0.

Mit Brieskorn [2] sagen wir, dal} Vy s . algebraisch ist, falls fiir jeden Korper-
automorphismus p von € das folgende Diagramm kommutiert:

H" (s, —22 H'(Qys,.) ® 25(0)

H"(Qys,) —22 H'(Qy5.) ® Q50).

i

Satz 3.7. Sei f: X — S wie in § 2.1 mit dim S = 1. Dann ist der singuldre Gaufs-
Manin-Zusammenhang Vy s . algebraisch.

Beweis. Der Beweis ist trivial, da das entsprechende Diagramm mit H (o} /S.x)
H”(QY/S ) statt H*(Qy s ), H"(Qy/s )" kommutiert, was sofort aus der expliziten
Beschreibung von Vy s . folgt.

Se1 dim S beliebig, T CC die offene Einheitskreisscheibe und ¢ : T— S eine
holomorphe Abbildung mit ¢~ '(D)={0}. Sei «:[0,1]->T'=T—-0 ein ge-
schlossener Weg mit a(0)=a(l)=1z, ¢(z)=te S und wen,(S,t) das durch
@ oo reprasentierte Element. Dann erhalten wir als Folgerung aus der Alge-
braizitit und Regularitit:

Satz 3.8. Ist ge n,(S',t) zu w konjugiert, so sind die Eigenwerte der Mono-
dromietransformation ¢(g) € Aut(H"(X,, €)) Einheitswurzeln.

Beweis. a) Ist dimS$ = 1, so argumentiert man genauso wie Brieskorn [2], 0.6.

Se1 dim $ beliebig. Wegen Proposition 3.4 ist zu zeigen, dafl die Monodromie-
transformation von [a]en,(T",z) bzgl. Vi, Y=X x T, als Eigenwerte nur
Einheitswurzeln hat.

Da der GauB-Manin-Zusammenhang reguldr singuldr ist, existiert eine
K-Basis von #’(Y/T)® K (K = Quotientenkdrper von O ), so da3 die Zusam-

menhangsmatrix von Fy;, die Gestalt ) Az’ hat, wo A4; konstante Ma-
j=-1
trizen sind und wo exp(2niA_,) die Monodromiematrix von [o] ist.
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Die Behauptung folgt jetzt aus der exakten Sequenz von Proposition 3.3. Denn
nach a) gilt die Behauptung fiir die lokalen Monodromien der isolierten Singulari-
taten der Faser Y,, wihrend die Monodromie eines nicht-singuldren Zusammen-
hangs die Identitat ist.

Bemerkung. A’Campo hat vermutet, dafl die Bedingung, daB3 ¢(T) die Dis-
kriminante nur in einem Punkt schneidet, auch notwendig fiir die Aussage des
Satzes ist.

§ 4. De Rham-Kohomologie von vollstindigen Durchschnitten

4.1. Zum Verschwinden der absoluten de Rham-Kohomologie

Aus den Ergebnissen von § 2 lassen sich leicht Folgerungen iiber das Verschwin-
den gewisser Kohomologiegruppen des absoluten de Rham-Komplexes €25
zichen. Aus Satz 2.7, der langen exakten Sequenz zu Beginn von § 2.3 fiir k=1
(also dim X =n+1) und dem Isomorphismus R?f, (2%), = H?(2% ,) von Pro-
position 3.1 folgt

H?(Q2% ,)=0 fur O<p<n.

Ist X eine Hyperfliche, so wurde diese Aussage schon von Brieskorn in [2] be-
wiesen. Nun hat Sebastiani in [24] gezeigt, dal dann sogar H"(Q2x ,)=0 gilt.
Wir wollen dieses Ergebnis fiir vollstindige Durchschnitte mit beliebigen Singu-
larititen verallgemeinern. Dabei benutzen wir dhnlich wie Sebastiani Ergebnisse
von Bloom und Herrera iiber die Spaltung der Hyperkohomologie von ;.
Um die Resultate von Bloom und Herrera auch auf globale Situationen anwenden
zu konnen, nehmen wir an, dal3 alle komplexen Raume parakompakt sind.

Zur Vorbereitung zwei Lemmata. Es sei f : X — § ein Morphismus des iiberall
m-dimensionalen komplexen Raumes X in die komplexe Mannigfaltigkeit S
und Y C X eine abgeschlossene analytische Teilmenge mit dim Y < ¢ (c eine ganze
Zahl), die die kritische Menge C(f) von f umfal3t. X* sei die komplexe Mannig-
faltigkeit X — Y. Der absolute Fall (dimS=0) sei in Lemma4.1 und 4.2 mit
eingeschlossen. Dann ist C(f)= C(X), Qys= Q% und f"Os=C.

Lemma 4.1. Ist X ein vollstdndiger Durchschnitt, so ist der Beschrdinkungs-
homorphismus

Hp(F(Xa QX/S))-—)HP(F(X*a Q}(*/S))
bijektiv fiir 0 < p<m—c—1 und injektiv fiir p=m—c— 1.

Beweis. Leichte Folgerung aus Lemma 1.8 und dem Fortsetzungssatz von
Scheja.

Lemma 4.2. Ist X ein Steinscher vollstandiger Durchschnitt, so ist der kanonische
Homomorphismus

HP(I'(X*, Qi) HY(X*, 0
bijektiv fiir 0 < p<m— c— 1 und injektiv fir p=m—c— 1.

Beweis. Da die 2.Spektralsequenz der Hyperkohomologie des Schnitt-
flichenfunktors I beziiglich des Komplexes 4., entartet, hat man einen ka-
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nonischen Isomorphismus
H '(X*, Qxv5) : =R T'(Qyxs) = H'(X*, [ O).

Wir betrachten nun die erste Spektralsequenz der Hyperkohomologie von I’
beziiglich Q. s,

'E5? = HP(H(X™, Qyvs))=H(X*, Qju/s) .

Da X Steinsch ist, verschwinden die Kohomologiegruppen HY(X, Q%) fur g > 0.
Wegen codh Q% s=zm—p fir 0<p<m—c (vgl. Lemma 1.8) folgt aus dem Fort-
setzungssatz von Scheja

HY(X* Q%5)=0 fuir O<g<m—c—1-p,

also 'E54=0 fiir g%0, p+q<m—c—1. Folglich ist die Abbildung 'E5° ~'EF?
—HP(X*, Qx.5) bijektiv fir 0Sp<m—c—1 und injektiv fiir p=m—c—1.

Wir wenden uns jetzt dem absoluten Fall zu. Ist (X, Qy) die Hyperkohomo-
logie von I' beziiglich Q4, so hat man nach Bloom-Herrera [1], Theorem 3.1,
das folgende kommutative Diagramm von C-Vektorraumen

HM(I(X, Q) —— H(X,Qy) —— H?(X,CT)

HP(I(X*, Qi) —— HP(X*, Q3.) —— H?(X*, ).

I, J werden mit Hilfe von Integration iiber semianalytische Ketten definiert,
o ist der Beschrinkungshomomorphismus und i* der durch die Inklusion
i: X*> X induzierte Homomorphismus in der gewohnlichen Kohomologie.
Bloom-Herrera zeigen, dal I surjektiv ist. J ist sogar bijektiv, da X * eine komplexe
Mannigfaltigkeit ist. Ist X Steinsch, so ist H?(I'(X, Q%))—IHP(X, Q%) bijektiv.
Mit Lemma 4.1 und 4.2 folgt daher:

Satz 4.3. Ist X ein Steinscher vollstindiger Durchschnitt, so hat man fiir
0 < p<codimC(X) einen kanonischen Isomorphismus

HP(I'(X, 23) =~ H(X,T).

Hierbei ist codim C(X) = inf (dim, X — dim,C(X)).

xeX

Da jeder Punkt eines komplexen Raumes eine Umgebungsbasis aus Steinschen
zusammenziechbaren Mengen besitzt, erhalten wir als Folgerung das angekiin-
digte Resultat:

Satz 4.4. Es sei X ein vollstindiger Durchschnitt in xe X mit dim C(X)
<dim X. Dann gilt
i) H(Qy ,)=C,
i1) HP(Qx ,)=0 fiir 0 < p <codim,C(X).
Bemerkung. Mit Hilfe von Lemma 4.1 und 4.2 erhalten wir aus obigem Dia-
gramm eine weitere Folgerung:
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Ist X ein Steinscher vollstindiger Durchschnitt, Y C X eine abgeschlossene
analytische Teilmenge mit C(X)CY, so ist die durch die Inklusion induzierte
Abbildung der singuldren Kohomologie

H?(X,C)-»H(X - Y,0)

bijjektiv fir 0 £ p<codim Y —1 und injektiv fiir p=codim Y — 1. Fiir die lokale
Sﬁituation, in der X zusammenziehbar ist, vergleiche man die stdrkeren Aussagen
von Hamm [11].

Fiir spiatere Zwecke wollen wir noch eine weitere Aussage iiber 25 beweisen.
Ist TQ; C Q4 der Unterkomplex, bestehend aus den ¢-Torsionsgarben von Q5,
sO setzen wir

Qy:1=Qy/TQx .

Ist X C G CC" reduziert, so kann man diesen Komplex auch wie folgt beschreiben:
Se1 #? C QF die Untergarbe, deren lokale Schnitte iiber einer offenen Menge
U C G unter der Abbildung I'(U, Q§)— I'(U (X — C(X)), Q% _ ¢x)) verschwinden.
Dann ist Q8 = QF/#?| X. Diese Garben wurden zuerst von Ferrari in [6, 7] de-
finiert und untersucht. Nun gilt der verwendete Spaltungssatz von Bloom und
Herrera auch fiir Q statt Q5, der dortige Beweis kann wortlich iibertragen werden.
Ebenso gelten Lemmad4.1 [wegen Proposition 1.111)] und Lemma4.2, also
auch Satz4.3 und 4.4 fiir Q4. Insbesondere folgt aus Satz 4.4:

Lemma 4.5. Ist X ein m-dimensionaler vollstindiger Durchschnitt in xe X
und ¢ = dim,C(X), so gilt

dQn I ATQr; <=0,

Man beachte, daB} fir m >0 und ¢ =0 stets TQY [+ 0 gilt (vgl. Bemerkung zu
Proposition 1.11).

4.2. Zur Freiheit der relativen de Rham-Kohomologie

Wir benutzen die Ergebnisse des vorigen Abschnittes, um zu untersuchen,
wann die Og-Garben H#[r(X/S), H', H", #” (nach eventueller Verkleinerung
von §) frei sind. Wegen der Isomorphismen von 3.1 konnen wir uns auf die Unter-
suchung der Moduln H™(Qys ,), H', H" und H” beschrinken. Uber f: X —§,
f(x)=0, mogen die Voraussetzungen von § 2.1 gelten.

Proposition 4.6. H' ist ein endlich erzeugter freier (U o-Modul vom Rang u
(bzw. u+1 fiirn=0).

Beweis. Da (g , reguldr ist, brauchen wir nur zu zeigen, dall H' Macaulaysch
ist. Wir wiahlen die Koordinaten in S wie in Lemma 1.10 und zeigen, dal} dann
die Komponentenfunktionen fi, ..., f, von f eine H'-Sequenz bilden.

Es sei QQ—‘:Q&/s,x/Z fiQ% s < H,’,=H’/Z fiH und f,, ;0 =0 fiirein w € H...

’ .

i=1 i=1

Ist w € Q" ein Reprisentant von w so gilt f,, ,w = da fiir eina € Q7 ', Das bedeutet,
daB o ein Element in H"™ !(Q;, ,) repridsentiert. Aus Satz 2.7 und Satz 4.4 (fiir
r=k—1) folgt a=f_,f+y mit dy=0. Also st f,,,(w—dp)=0. Da nach
Proposition 1.11 Q" torsionsfrei ist, folgt w =dpf also @ =0 Das war zu zeigen.
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Korollar 4.7. H"(Qy,s ) ist ein endlich erzeugter torsionsfreier Og o-Modul
vom Rang p (bzw. u+1 fir n=0), der fiir k=1 und k=2 frei ist. Es gilt codh
H"(2y5, ) = min{k, 2}.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der exakten Sequenz

Os.o

0—H"(Qx/s5,,) > H’ “‘i*dg%s,x"’o

und codhQyl .2 k—1 (Lemma 1.8 mit Bemerkung zu Lemma 1.9) also
codhdQys > 1 falls k> 2.

Proposition 4.8. H” ist genau dann ein freier Og o-Modul vom Rang p (bzw.
u+1 fiir n=0), wenn x reguldrer Punkt von X ist.

Beweis. Ist X nicht reguldr in x, so reprisentieren die Oy -Torsionselemente
von Q% . wegen df(dQy )NnTQY =0 auch nicht-verschwindende g ,-Tor-
sionselemente von H”.

Seinun X regulir in x und die Komponenten f, ..., f; von f wie in Lemma 1.10
gewdhlt. Wir verwenden die Bezeichnungen

Hr”:H”/ Zlf;’H”a Q.::Qi'/s,x/z fi-Qir/s,xa C’?rz@x,x/i fi@x,x
i= i=1 i=1

und df: Q" — O, fiir die de Rham-Multiplikation.

Dann ist H' =0,/df(dQ" ") und Kern(df|dQ" H)=TQ"ndQ"" '=0 wie
aus Proposition 1.11 (fiir » < k) und Lemma 4.5 (fiir r = k) folgt.

Ist ., ,w=df(de) fiir we O, und a € Q" !, so gilt also da = f,, ; f mit e Q"
Da f,,, Nichtnullteiler in 0, ist, folgt w =d f(f) und da Q7/dQ"~' nach Pro-
position 4.6 frei ist, folgt f =dy und wir erhalten wie gewiinscht w =d f(dy).

Korollar 4.9. H” ist ein endlich erzeugter freier Og -Modul vom Rang p
(bzw. u+1 fiirn=0).

Bemerkung. Die Freiheit von H"(Qys,), H',H"=H" fir Hyperflichen-
singularititen wurde zuerst von Sebastiani in [24] bewiesen. Die Freiheit von
H' und H” = H" fiir regulidres X und beliebiges k wurde von Saito 1n [22] ver-
mutet. Ebenso die Freiheit von H"(Qy s ,), die wir nur fiir k = 1, 2 beweisen konnten.
Es ist aber nicht schwer zu sehen, daf3 die analytische Menge der Punkte, in denen
HPr(X/S) nicht frei ist, mindestens 2-kodimensional ist. Dall bedeutet, dal
A r(X/S) fiir beliebiges k ldngs der kritischen Werte D von f generisch frei
1st.

§ 5. Die Milnorzahl
5.1. Die Berechnung der Milnorzahl

Die bisherigen Ergebnisse erlauben es, eine rein algebraische Formel fiir die
Milnorzahl u eines vollstindigen Durchschnitts mit isolierter Singularitit
anzugeben. Fiir f: X —S mogen die Voraussetzungen und Bezeichnungen von
§ 2.1 gelten. Dann ist u=dim¢ H*(X,,C), te S —D.

Proposition 5.1. y=dim¢Q%, ,/dQ%. % fir n>0 und p=dimgOy, ,—1 fiir
n=0.
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Beweis. Nach Proposition4.6 ist H' ein freier Og,-Modul vom Rang pu.
Die Behauptung folgt aus dem Isomorphismus H'/mH’'~ Q% /dQ% ", wobei m
das maximale Ideal von Oy , ist.

Bemerkung. Die Formel zeigt insbesondere, dafl x4 nur von der Singularitit
der Faser X, nicht aber von der ganzen Abbildung f abhidngt. Man kann daher
fiir einen n-dimensionalen vollstindigen Durchschnitt Y mit isolierter Singularitit
inyeY

(Y, 1) = {?mcﬂ';,y/d{)'},y‘ (n‘iO)
img@y , — 1 (n=0)

definieren. Jedoch ist die Aussage u = u(X,, x) noch nicht das was wir wiinschen,
namlich eine berechenbare Formel zu finden. Denn hier wire der Kokern des
Differentialoperators d zu bestimmen. Doch ist Proposition 5.1 ein wichtiger
Schritt auf dem Weg dazu.

Es ist klar, da} wir uns bei der Bestimmung von u(X,, x) je nach Vorteil auf
den Fall ,,k=1 und X vollstindiger Durchschnitt mit isolierter Singularitdt®
oder auf den Fall ,,X regulidr und k beliebig“ beschrianken konnen.

Sei jetzt k=1, also Og , =C{t}. Wir erinnern an den analytischen Indexsatz
von Malgrange (vgl. [16], Proposition 1.1) in einer fiir uns geeigneten Formu-
lierung: Es seien E C F endlich erzeugte C{t}-Moduln vom gleichen Rang (dqui-
valent:dimg¢F/E < o0) und 6: E— F eine C-lineare Abbildung mit dé(gw) = gd(w)
+ wdg/dtfiralleg e C{t} und w € E. Dann existiert der Index von §(=dimKern(J)
— dim¢Kokern(d)) und es gilt:

Satz 5.2 (Malgrange). Index(0; E, F)=Rang(E) — dimg(F/E).

Wir betrachten jetzt die kovariante Ableitung lings d/dt des singulidren
GaulB3-Manin- Zusammenhangs V' auf H'. Auf dem isomorphen Modul df A H’
=df NQy Jdf NdQY ! CH =Qy" /df NdQYy ! induziert sie eine Abbildung

v df N\H'-H",  [df No]—[dw]

fiirw e Q% . Aus Satz 4.4 folgt, daB V, ,, fiir n > O injektivist. Dennistdw = d f A\ da,
also dw—df ANa)=0, so folgt w—df ANa=dp und daher df Aw=df ANdp.
Folglich ist

Index (V4 df ANH', H") = —dimeQ% " /dQy .= —u(X, x)

(bzw. =1 —u(X, x) fir n=0). Wegen H"/df N H' = Q%' erhalten wir aus dem
Indexsatz:

Lemma 5.3. Fiir k=1 gilt u(X,, x) + u(X, x) = dimcQ%/s ..

Bemerkung. Aus den exakten Sequenzen
0 TQY .~ Qs> C(X)/E(f):—0
(wegen df ANQ% ' nTQ% .=0)und

O“‘*(g(X)x/(g(f)x“’@C(f),x””@C(X),x“"O
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folgt mit Proposition 1.11 ii1)
dimCQ?/S’x - dlmcmc(f)’x .

Es ist klar, daB Lemma 5.3 eine Rekursionsformel iiber die Einbettungs-
kodimension von X, fiir die Bestimmung von u(X,, x) liefert. Es sei jetzt X CC™
eine offene Teilmenge und X, sei gegeben durch die in X holomorphen Funktionen
fis oo fro dim_ X, =m — k=n. Aullerdem nehmen wir an, daB3 die (n + i)-dimen-
sionalen vollstindigen Durchschnitte

Xi={yeX|fi1(y)="= fi-i(y)=0}, i=0,...,k,

eine isolierte Singularitat in x € X; haben. Das ist nach Lemma 1.10 stets moglich.
Es sei §; CC offen, so daB die analytische Einschrinkung von f,_;,, auf X, eine
holomorphe Abbildung

Jri—iv1: Xi— S

definiert. Auf diese konnen wir Lemma 5.3 anwenden und erhalten u(X;_,, x)
+ u(X;, x) =dimg Q%% .. Bildet man die alternierende Summe, so erhdlt man
wegen u(X,, x)=u(X, x) 0:
k
Satz 5.4. (X, x)= ) (—1)"'dimcQ% s ..
i=1
Wegen der Bemerkung zu Lemma 5.3 kann man u(X,, x) auch direkt durch
die f; und die Minoren der Funktionalmatrix von (f,, ..., f,) beschreiben: Es sei

€: xCOx .= 0O¢m , das Ideal, das von den Funktionen fi, ..., f;_, und von allen
i-Minoren der Funktionalmatrix von (f,, ..., f;) erzeugt wird:

f1s - 1)
(gxz(fls"'ft 1» 1*"]1< <Jz<m
(X5 .nes Xj)
k
Korollar 5.5. u(X,, x) Z (— ) ' dimeOy /¥, .-

Die Formel aus Korollar 5.5 wurde auch von Lé Dung Trang [15] gefunden.
Mit Hilfe von Morsetheorie zeigt er, daBl u(X;, x) + u(X;, , x) gleich der Multi-
plizitdt der Diskriminante der semiuniversellen Deformation von X ist, woraus
die Formel von Lemma 5.3 leicht folgt. Fiir k=1 erhalten wir die wohlbekannte
Formel von Milnor.

5.2. Folgerungen

Sei X, wie in Satz 5.4 gegeben; fiir diesen letzten Abschnitt sei auBBerdem n > 0.
Nach Satz 4.4 gilt H?(Qy, ,) =0 fiir 0 < p <n. Die hoheren Kohomologiegruppen
sind endlichdimensional. Problem: Gibt es wie im Hyperflidchenfall eine rein alge-
braische Formel fiir die Dimension dieser Vektorrdume, d. h. gibt es ein alge-
braisches Kriterium fiir die Exaktheit des Komplexes Q4 ,? Aus der Formel
fiir die Milnorzahl folgt zunédchst nur eine algebraische Formel fiir die alter-
nierende Summe der Dimensionen dieser Vektorrdume.
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Lemma 5.6.

k N - k K] 0
Y (— 1) dimeH" " T N (Qk,. ) = u(Xo, x)— Y. (— 1) dimeQ%!, .
i=1 i=1

Wir wenden uns jetzt wieder dem Komplex Qko,ngfxo,x/TQ}(O,x zu. Fir
diesen Komplex geben wir ein rein algebraisches Exaktheitskriterium. Sei
€.COx .=0¢m, das von fi, ..., f, und von allen k-Minoren der Jakobimatrix
von (fi, ..., f,) erzeugte Ideal:

_ a(fla"'ﬁfk)
(gx"“ (fl)""fks a(x X

i+ X

, | §j1<“'<jk§m)-

Proposition 5.7. i) H°(Qy, )=C.
i) HP(Q%, ,)=0 firO<p<n,p>n.
iii) dimcH"(Qx, o) = u(Xo, x) — dimgOx /F ..
n—1

Beweis. 1) und ii) wurden schon in 4.1 gezeigt. Es 1st H"(Q}(O,x) = Q% A%, »
+ TQ%, ). Wegen dQy \nTQ%, =0 (Lemma 4.5) folgt die Behauptung aus
Proposition 1.11.

Aus Proposition 5.7 kann man wegen u(X,,x)=dimgOy /%, leicht Ab-
schdtzungen fiir u(X,, x) erhalten. Zunachst folgt

i) u(X,, x)=0 genau wenn x reguldrer Punkt von f ist.

ii) Ist X, keine Hyperfliche, dann gilt u(Xy, x) = 2n + 3, wobei das Gleich-
heitszeichen flir jedes n angenommen wird (vgl. Beispiel unten). Insbesondere
impliziert u(X,,x)=1, daB X, eine Hyperfliche und damit ein gewdhnlicher
Doppelpunkt in x 1st.

Ist m die Einbettungsdimension von X, in x und k=m —n, so erhalten wir
als allgemeine (naive) Abschiatzung:

koim+i—1 k=2 im+i—1 m
i) uXo, )2 z( . )-—kz( | )—-(k).
] i=0

i=0 l

Ferrari zeigt in [6], daB die Kohomologie von Qy_, verschwindet, falls X,
holomorph auf x kontrahierbar ist. Das trifft z. B. zu, falls X,, in x quasihomogen
ist. D. h. (X,, x) ist biholomorph dquivalent zu einem Raumkeim, der beziiglich
einer Einbettung in einen €~ durch quasihomogene Polynome gleichen Gewichts
(aber eventuell verschiedenen Grads) definiert ist. Dabei heilit ein Polynom
peC[xy,..., xy] quasihomogen vom Gewicht (ry,...,ry), 0<r;<1/2 rational,
wenn p Linearkombination von Monomen xT! - --- - xy¥ mit rym; +---+rymy =1
ist. Aus Proposition 5.7 folgt daher

Korollar 5.8. Ist X, ein quasihomogener vollstdndiger Durchschnitt mit iso-
lierter Singularitdt in x € X,, so gilt

H(Xo, x) =dime 0y /¥, .

Diese Formel war von Saito vermutet und von Hamm [12] fiir das folgende
Beispiel auf ganz anderem Wege bewiesen worden.
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m
Beispiel. (Hamm). Sei fi= ) c¢;;x¥,i=1,...,k. Es sei k<m und c¢; eine
j=1

komplexe Matrix, deren k-Minoren alle von Null verschieden sind. Die a; seien
ganze Zahlen =2. Ist X, der durch die f; im €™ definierte vollstindige Durchschnitt
mit isolierter Singularitit in 0, so liefert eine einfache Berechnung der Dimension
des Artinringes Ogm o/€y:

o0

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

(X, 0= 3 ("_1). S (@ = 1) (a,—1).

i=n+1\ P/ igji<<jigm
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