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Zur Klassifikation der endlichen Graphen nach
H. Hadwiger und K. Wagner

R. HALIN

Einleitung

H. HApwiGER klassifiziert in seiner Arbeit [4] die endlichen Graphen G
nach dem grofiten n, so daB G sich auf ein Simplex S(n) (= vollstindigen
Graphen mit n Ecken) zusammenzichen 18Bt. K. WAGNER bezeichnet diese
Zahl n als den Homomorphiegrad h(G) des betreffenden Graphen G (s. [13],
S. 438). Dieses h(G) kann als ein sinnvolles Ma8 fiir die Feinheit von G angesehen
werden.

Es liegt nun nahe, auch andere FeinheitsmaBe fiir die endlichen Graphen zu
betrachten. Im § 1 dieser Arbeit definieren wir allgemein ein solches Feinheits-
maB als eine Funktion f, die jedem endlichen Graphen G eine ganze Zahl f(G)
zuordnet derart, daB gewisse Monotoniebedingungen erfiilit sind. Jedes
FeinheitsmaB f bestimmt — analog der Hadwigerschen Klassifikation — eine
Klasseneinteilung der Gesamtheit aller endlichen Graphen, nidmlich in die
Klassen §(n), wo jedes §(n) genau die Graphen G mit f(G) = n enthalte. *(n)
wird definiert als die Klasse der Graphen G mit f(G) < n. Im speziellen Falle,
daB f gleich dem Homomorphiegrad h ist, fallen die §*(n) mit den Homomor-
phieklassen $*(n) (s. [13], S. 435) zusammen. Von besonderem Interesse wird
fiir uns (bei gegebenem n) die Teilklasse §*(n) der maximalen Graphen e §*(n)
sein, d. h. derjenigen Graphen G e §*(n), fiir die nach Adjunktion irgendeiner
neuen Kante k zu G gilt: f(GUk)=n.

Der Homomorphiegrad h(G) hat die folgende wichtige Eigenschaft: Ist G
aus zwei Graphen G', G” lings eines Simplexes zusammengeheftet (d. h. bilden
G', G" eine sZ von G; vgl. [15], § 2), so ist h(G) gleich dem Maximum der
h-Werte von G’ und G”. FeinheitsmaBe mit dieser Eigenschaft heiflen sZ-treu,
Auch die Farbungszahl ¢(G) und cine Reihe weiterer wichtiger Funktionen
auf der Menge der endlichen Graphen erweisen sich als sZ-treue Feinheits-
mage (vgl. die Beispiele im § 1, sowie (3.4)). Der Begriff des sZ-treuen Feinheits-
mafes erlaubt somit, bestimmte Probleme fiir all diese Funktionen gemeinsam
zu behandeln.

Unsere Untersuchungen erstrecken sich in den §§ 3 bis 6 in der Hauptsache
auf sZ-treue FeinheitsmaBe f, die monoton beziiglich > (das bedeutet:
G>G'= f(G) Z f(G)) und in der Weise normiert sind, daB der Nullgraph den
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Wert 0 erhalt!. Fiir diese f wird in Satz 2 genau beschrieben, wie die Elemente
der zugehOrigen §*(n) aus den Elementen der Basen B&*(n) (s. [15], 8. 137)
aufgebaut sind, und es ergeben sich fiir n < 5 weitgehende Aussagen iiber diese
Basen selbst. So folgt fiir n < 4, daB das zu einem solchen f gehorende §*(n)
mit der Homomorphieklasse $*(n) identisch ist. (Daraus folgt z. B., daB jeder
Graph, dem bei einem dieser FeinheitsmaBe ein Wert =4 zugeordnet wird,
eine Unterteilung von S(4) enthilt; dieser Satz enthilt die Richtigkeit der
Hadwiger-Vermutung fiir n <4 als Spezialfall) Im Falle n=35, der fiir das
Vierfarbenproblem der interessanteste ist, erhalten wir das iberraschende
Resultat, daB fiir jedes dieser f das zugehorige 23‘(?’;*(5) aufler h6chstens dem
Graphen W (dieser besteht aus einem Achteck mit seinen vier Hauptdiagonalen)
keinen nicht ebenen Graphen enthalten kann2 Ein Satz von K. WAGNER
(s. [12], S.571 und [13], S.444) besagt, daBB BH*(5) aus den primen ebenen
Dreiecksgraphen sowie dem Graphen W besteht. Der wesentliche Inhalt
dieses Satzes ist daher von einem allgemeineren Standpunkt aus wieder-
gewonnen.

Ein Graph heiBt n-diinn, wenn er nicht homomorph zu einem n-fach zu-
sammenhingenden Graphen ist. Die Klasse D*(n) der n-diinnen Graphen
resultiert aus einem sZ-treuen, beziiglich > monotonen Feinheitsma8 d(G)
(vgl. Def. 4). Durch Angabe der Basis von D*(4) gelingt uns in Satz 6 eine voll-
stindige Charakterisierung aller 4-diinnen Graphen.

Im § 6 betrachten wir Zusammenhinge zwischen den Klassen §*(n) und
zwischen den Basen iB@*(n) (wo also n variiert) fiir ¢in FeinheitsmaB f in dem
genannten engeren Sinne; ferner stellen wir notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir auf, daB irgendeine Menge von Graphen ein §*(n) bzw.
ein BF*(n) (in bezug auf ein solches f) darstellt. Dabei bekommen wir einen
gewissen Uberblick iiber die Gesamtheit der FeinheitsmaBe dieser Art. Satz 11
zeigt in Verbindung mit Satz 4 das sprunghafte Anwachsen der Schwierigkeit
beim Ubergang von den §*(4) zu den F*(5).

Im SchluBparagraphen schlieBlich werden Kriterien dafiir aufgestelit, daB
ein Graph homomorph zu einem 3- bzw. 4-fach zusammenhingenden Graphen
mit einer bestimmten Mindestzahl von Ecken ist. Die Beweise ergeben sich
fast unmittelbar aus den in den friitheren Paragraphen entwickelten Methoden.

Zur Terminologie und Bezeichnungsweise

Betrachtet werden nur endliche Graphen ohne Schlingen und Zweiecke. Aus fritheren Arbeiten
{ibernchmen wir die Begriffe Teilgraph, Untergraph, homomorph (bezeichnet durch >), Grad y(e)
einer Ecke e (s. [B], S. 76), zusammenhdingend, trennender Teilgraph, Komponente, Simplex, Unter-
teilung (s. {6}, S. 39),n-fach zusammenhingend (s. [8], S. 80). Ein Graph heiBt prim, wenn er kein
trennendes Simplex besitzt (s. [15], S. 133). Jeder Graph liBt sich durch sukzessives Aneinander-

! Da @(G) nicht monoton beziiglich > ist (wic man etwa durch einmalige Unterteilung jeder
Kante eines Simplexes cinsicht), betrachtet man statt #(G) das MaB $(G) = Max{®(H)|G>H};
dieses ist sZ-treu, hat die verlangten Monotonie- und Normiertheitseigenschaften und leistet fiir
Firbungsprobleme dasselbe wie &.

2 Es gibt solche £, fiir die B§*(5) nur ebene Elemente enthilt (s. § 6, SchiuB).
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heften von Primgraphen langs Simplexen auf eindeutige Weise aufbauen ({15], Satz 1). Hat man eine
Graphenmenge I', so heifit die Menge aller Primgraphen, die in diesen simplizialen Zerfillungen
(kurz:sZ;s. [15], S. 132) der Graphen e I' vorkommen, die Basis von I' {s. {15], Def. 2). Sie wird be-
zeichnet mit BI.

Das Kreuzprodukt G x G’ von Graphen G und G’ ist in [6], S. 39 erklirt. Wenn keine Irr-
tiimer zu befiirchten sind, bezeichnen wir fiir eine natiirliche Zahl @ den Graphen mit « Ecken und
leerer Kantenmenge einfach mit a. G x 1 bezeichnet insbesondere den Graphen, der durch Adjunk-
tion einer neuen Ecke e ¢ G zu G, die zu jeder der Ecken aus G benachbart sein soll, entsteht.

Ist I ecine Menge von Graphen, so bezeichne I* die Menge aller maximalen Graphen e I'. Dabei
heit G e I' maximal in I', wenn giit:

GuNel'<N leer,

wobel N irgendeine Menge von neuen Kanten (s. [6], S. 38) zu G ist.

© bezeichne den leeren Graphen oder Nullgraphen. Mit a(G) bezeichnen wir die Eckenzahl
von G, mit x(G) die Kantenzah! von G.

Um Worte zu sparen, wollen wir zwischen isomorphen Graphen im allgemeinen nicht unter-
scheiden.

§ 1. Feinheitsmalle im weiteren Sinne

Def. 1. Es sei f eine Funktion, die jedem endlichen Graphen G eine ganze
Zahl f(G) zuordnet; g sei eine der in [8] (vgl. 8. 76 und 78) betrachteten Rela-
tionen >, >, (G ¢G' bedeutet also z B., daB3 G einen zu G’ isomorphen Teil-
graphen oder eine Unterteilung von G’ enthilt oder zu G’ homomorph ist3).
S heiBt ein beziiglich ¢ monotones Feinheitsmaf, kurz ein Feinheitsmal} be-
ziiglich g, wenn gilt:

(le) GeG'=f(G) 2 f(G);
@  fGExH=fG+1;
() G=GuUG", GnG =0=f(G)=Max{f(G), f(G")}.

Wenn f(©) =04 ist, so wollen wir f normiert nennen.

Man hat dann, wie man leicht feststellt:

(1.1) G isomorph G'=>f(G)= f(G').

Dies folgt aus der Antisymmetrie von g; s. [8], (1.6).

(1.2) f(S) = f(O)+ «(S) fiir Simplexe S.

(1.3) Ist G' Untergraph von G, so f(G) < f(G)+a{G—G').

Denn G € G’ x (G — G).

(1.4) Ist T Teilgraph von G und sind G,, ..., G, die Komponenten von G — T,
so ist Max f(G,) = f(G) = «(T) + Max f(G,).

(Wegen f(G—T) = 11\41515)(! (G,) und (1.3))

Insbesondere folgt:

(1.4") Ist G kein Simplex, so ist f(G)< f(@)+ a(G).

Denn sind ¢, ¢ in G nicht benachbarte Ecken, so bilden die restlichen
Ecken ein e, ¢’ trennendes T mit (G}~ 2 Ecken.

(1.5) Ist f(G)=n (G + ®),so existiert ein Untergraph G' von G mit f(G)=n—1.

3 Es geniigt im folgenden, g als eine dieser drei Relationen anzunehmen.

4 Es bedeutet offenbar keine Einschrinkung, f(0)=0 zu fordern; fiir die praktischen Fille
scheint es aber zweckmiBiger, f(€)+0 zuzulassen.
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Denn streicht man sukzessive Ecken von G, so muB3 man einmal zu einem
solchen G’ gelangen, weil wegen (1.3) bei Streichung einer einzelnen Ecke der
f-Wert jeweils nur um hochstens 1 abnehmen kann.

(1.6) Ist k eine neue Kante zu G, so ist f(GuUk)Z f(G)+ 1.

DaB bei Adjunktion einer neuen Kante k der f~-Wert von G um hochstens 1
wichst, folgt sofort, wenn man eine mit k inzidierende Ecke streicht und (1.3)
anwendet.

Def. 2. Ist f irgendein FeinheitsmaB, so bezeichnen wir fir n=1, 2, 3, ...
mit F(n), bzw. mit F*(n), die Menge aller Graphen G mit f(G)=n, bzw. mit
f(G)< n, und mit §*(n) die Menge der maximalen Graphen aus &*(n), kurz:

F* () ={G|f(GUN)<n<N leer},

wo mit N Mengen neuer Kanten zu G bezeichnet werden sollen.

&(n) wollen wir auch die f-Klasse fiir n, §*(n) die f-Klasse unterhalb n
nennen.

Natiirlich wird durch Angabe der §*(n) (oder auch der §*(n)) das Fein-
heitsmaB f eindeutig bestimmt.

Man hat dann:

(1.7) Ist Ge §*(n), so kann G durch Adjunktion einer (evtl. leeren) Menge
N von neuen Kanten zu einem Element e §*(n) erweitert werden.

(1.8) Ist G e §*(n) und kein Simplex, so ist f(G)=n—1.

(1.7) und (1.8) folgen unmittelbar aus (1.6). Wegen (1.2) hat man sofort:

1.9 FOHCFRC-CF M-
(wobei C die echte Inklusion bezeichnet).

Aus Def. 1, (2) folgert man noch leicht:

(110) GeF*M<=>Gx1leF*n+1),
und )

1.141) GeF*M<=G x Le F*(n+1).

Wir betrachten einige

Beispiele von Feinheitsmaflen

Die Fdrbungszahl ®(G);

der Homomorphiegrad h(G): h(G)=n<>G>S(n), ¥ S(n+1);

W (G) werde definiert durch: #'(G) = n«<G 2 U(S(n)), 2U(S(n + 1));

. ¥(G)=Max {®(G)|G>G'};

der Minimalgrad: u(G)=Min{y(e)|ee G};

. im Tur4nschen Graphensatz wird i. w. das folgende MaB t(G) untersucht :
HG)=n<G2S(n), 25+ 1);

7. das Zusammenhangsmaf z(G): z{(G)=n<>G enthilt einen n-fach zu-
sammenhéngenden, aber keinen (n + 1)-fach zusammenhéngenden Teilgraphen
(falls 2(G)2 2; fiir 2(G)=1 sei z(G)=0, und es sei z(@) = —1);

8. Z'(G), definiert durch: z'(G)==n<>G enthilt eine Unterteilung ecines
n-fach zusammenhéngenden, aber keines (n+ 1)-fach zusammenhéngenden
Graphen;

4 Math. Ann. 172

S W
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9. d(G), definiert durch: d(G)=n<>G ist homomorph zu einem n-fach
zusammenhéngenden, aber nicht zu einem (n + 1)-fach zusammenhéngenden
Graphen.

{(In 8. und 9. denke man sich auch jeweils das unter 7. in der Klammer Ge-
sagte hinzugefiigt.) Mit dem Feinheitsmafl d(G) werden wir uns im § 5 noch
ndher beschaftigen.

1., 5, 6., 7. sind FeinheitsmafBle beziiglich 2, 2, 4., 9. beziiglich >, 3., 8.
beziiglich >,. .

Jedem Feinheitsmap f ordnen wir ein Feinheitsmap f beziiglich > zu vermdge

der Festsetzung f(G)=Max{f(G)|G>G}.

Dann ist z. B. h(G) = h'(G) = t(G) und d(G) = 2'(G) = Z(G). HADWIGERs Ver-
mutung 148t sich dann folgendermaBen formulieren: &(G)=h(G) fur alle
(endlichen) Graphen G.

Es werde noch auf folgendes interessante Problem hingewiesen: NorDHAUS und GADDUM
zeigten, daB fiir zueinander komplementire Graphen G und G gilt 2+ |/«(G) < #(G) + #(G) (s. [9],
S.227). Wenn Hapwicers Vermutung richtig ist, miiBte sich 2 [/a(G) < #(G) + h(G) zeigen lassen.
(Dies wire eine schirfere Abschitzung als die sich aus dem Satz von RAMSEY mittels der bisher
bekannten Schranken fiir t(G)+ t(G) ergebende, die von der Ordnung loga(G) ist.)

Es kann auch sinnvoll sein, FeinheitsmaBe zu betrachten, die nur auf einer Teilklasse 1" der
Klasse aller endlichen Graphen definiert sind (im iibrigen aber die Bedingungen von Def. 1 er-
fiillen). Zum Beispiel sei I" die Klasse der nicht ebenen Graphen. Ist G e T, so streiche man in jeder
nicht ebenen Komponente von G je eine beliebige Ecke. In jeder nicht ebenen Komponente des ent-
stehenden Graphen streiche man wieder je eine beliebige Ecke; mit jeder der so entstehenden
Komponenten, sofern nicht eben, verfahre man wieder so, usf. Nach endlich vielen, etwa n Schritten,
entsteht ein ebener Graph. Das Minimum der Zahlen #, fiir alle diese Streichungsverfahren, werde G
als FeinheitsmaB f(G) zugeordnet. Dieses f{G) kann als ein MaB fiir die ,,Unebenheit” von G auf-
gefaBt werden.

§ 2. Aquivalenz von FeinheitsmaBen

f, g seien FeinheitsmaBe. f heiBlt nicht schwdcher als g, wenn gilt: Zu jeder
natiirlichen Zahl n gibt es ein m = m(f, n), so daB aus f(G) = m folgt g(G) = n.
£, g heiflen dquivalent, wenn f nicht schwicher als g und g nicht schwicher als
£ ist. Dadurch ist offenbar eine Aquivalenzrelation im iiblichen Sinne erklirt.
Die Aquivalenzklassen sind teilweise geordnet vermdge der (fiir unsere f
offenbar reflexiven und transitiven) Nicht-Schwicher-Relation. — Wir nennen
weiter f stdrker als g, wenn f nicht schwiicher als g und nicht dquivalent mit g
ist. Es gilt dann:

(2.1) h(G) ist stdrkstes Feinheitsmaf beziiglich >.

(Denn sind f und n gegeben, so gilt: (G)2n— f(@)=G>S(n— f(@)=>
=/(G)zn)

Insbesondere hat man

(2.2) Ist f normiert und beziiglich >, so ist f(G) = h(G) fiir jeden Graphen G.

2.3) Sind f, g Feinheitsmafe (beziiglich desselben g}, so ist auch m(G)
= Max { f(G), g{G)} ein Feinheitsmaf beziiglich g.

Die Frage nach der Aquivalenz bestimmter FeinheitsmaBe liefert interes-
sante und schwierige Probleme. Das erste allgemeine Ergebnis in dieser Rich-
tung ist der folgende Satz von K. WAGNER [14]:
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Satz 1. h(G) und (G) sind dquivalent.

Von H. A. Junc [16] wurde (schiirfer) bewiesen, daB &(G) nicht schwicher
als #'(G) ist. — Die Vermutung (G,) aus [7] (S. 61) besagt (in unserer Ausdrucks-
weise) die Aquivalenz von h(G) und ji(G). Sie 148t sich mittels des Wagnerschen
Beweisgedankens [14] auf paare Graphen reduzieren. — Beispiele nicht
aquivalenter FeinheitsmaBe sind h(G) und t(G) bzw. #'(G) und #(G). Denn fiir

G=nx (;) ist ({(G)=H(G)=mn, aber t{G)=2 (n=1, 2, ...). — In einem Brief

stellte mir B. GRUNBAUM die Frage, ob zu jedem n ein f(n) derart existiere, dafl
jeder f(n)-fach zusammenhédngende Graph eine Unterteilung von S(n) enthilt,
ob also #'(G) und z'(G) dquivalent seien. Diese Frage 148t sich auf die folgende
zuriickfiihren:

Vermutung. Zu jedem n gibt es ein p(n) mit folgender Eigenschaft: GGibt man
in einem p(n)-fach zusammenhéngenden Graphen G zwei n-Tupel verschiedener
Ecken a,,...,qa,, b,,..., b, beliebig, aber in fester Reihenfolge vor, so kann
man stets n fremde Wege W,, ..., W, in G finden derart, daB W; von q, nach b,
fithrt (i=1,...,n).

Angenommen, diese Vermutung sei richtig. Man gebe ein n vor und setze k= (;) sowie

m =2k + Max {p(k?), 2k?}. Es sei G irgendein m-fach zusammenhéngender Graph; in G seien zwei
k-Tupel verschiedener Ecken a,, ..., 6, by, ..., b, gegeben. Man bestimme nun zu jedem a; k zu a;
benachbarte Ecken a;; (j=1, ..., k) sowie zu jedem b; k zu b, benachbarte Ecken b, (=1, ..., k)
derart, daB keine zwei der 2k + 2k? vielen Ecken q,, b, a;;, b;; zusammenfalien (das geht, weil der
Grad jeder Ecke in G mindestens 2k + 2k? ist). G — {a,, ..., a, by, ..., b;} ist dann p(k?)-fach zu-
sammenhiingend, d. h. es gibt nach Annahme k? viele fremde Wege W, (i, j=1, ..., k) derart, daB
stets W;; von a;; nach by; fithrt. Die W,; bilden zusammen mit den Kanten {a,, a;)), (b, b;;) eine Unter-

teilung U eines k x k, dessen Verzwcigungspunkte a,, ..., 4, by, ..., b, sind. Wegen k = (;) folgt
daon U2 U(S(n).

§ 3. sZ-treue Feinheitsmafie, Allgemeine Zerlegungssiitze

Def. 3. Wir nennen ein FeinheitsmaB} f sZ-treu, wenn (schirfer als (3) in
Def. 1) gilt

4 G=GuG", G'NnG" =S (Simplex)=> f(G)=Max { f(G"), f(G")}.

Durch vollstindige Induktion folgt dann fiir sZ-treues f (vgl. den § 2
von [15]):

(3.A) Ist G, ..., G, eine sZ von G, so ist f(G)=Max{f(G)|A=1, .., 1};
insbesondere f{G)=Max{f(P)|P prim, CG}.

Wir notieren folgenden Hilfssatz:

(3.2) Es sei G=G'UG", G'nG"=S8 (Simplex) und G>H vermdge einer
homomorphen Abbildung . H', H” bzw. T (letzteres nicht notwendig Simplex)
seien die Bilder von G', G” bzw. S bei ¢. Dannist G'>H', G" > H", § > T vermége
der entsprechenden Einschrénkungen von ¢, und esist H=H OH", HnH" = T.
Insbesondere folgt, wenn H mindestens (a(S)+ 1)-fach zusammenhdngend ist,
daf schon wenigstens einer der Graphen G', G" (vermige ¢) > H sein muf.

Dies folgt im wesentlichen daraus, da8 fiir jeden zusammenhiingenden
Untergraphen Z € G stets auch jeder der Graphen ZnG', ZnG” zusammen-
hingend (evtl. leer) ist.

4
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Daraus erhalten wir nun: _

(3.3) Ist das FeinheitsmaB f(G) sZ-treu, so ist das Feinheitsmaf f(G)
= Max {f(H)|G > H} gleichfalls sZ-treu.

Beweis. Es sei H ein Graph mit G>H und f(H)= f(G). G sei lings cines
Simplexes S zerlegt: G=G'UG”, GnG"=8. Nach (32) ist H=H UH",
HnH"=T, wobei G'>H', G”>~H", S>T vermége der Homomorphie
G > H giit. Daher kann T durch Adjunktion einer (evtl. leeren) Menge N von
neuen Kanten zu einem Simplex erweitert werden, ohne da8 unsere Homomor-
phie zerstort wird, und es folgt f(HUN)= f(H)= f(G) wegen G>HUN 2 H.
Wegen der sZ-Treue von f ist nun f(HUN)=Max{f(H'UN), f(H"UN)},
und wegen G'>H'UN, G > H”UN hatmanalso f(G) = Max{f(G) Gy =
=Max{f(H'UN), f(H'"UN)} = f(G), womit die sZ-Treue von f folgt.

Wir konnen feststellen:

(3.4) Jedes der Feinheitsmafe ®(G), h(G), K (G), D(G), t(G), 2(G), Z'(G), d(G) ist
sZ-treu.

Wir wollen, um unsere Ausfithrungen nicht unnétig zu komplizieren, in dem
Rest dieses Paragraphen die betrachteten FeinheitsmaBe als normiert (s. Def. 1)
voraussetzen. Dies bedeutet ja gegeniiber dem allgemeinen Falle nur eine
Verschiebung um eine additive Konstante.

Aus den Ergebnissen des § 2 von [15] folgt fiir jedes Feinheitsmal} f und jede
natiirliche Zahl n die Existenz der Basis %ﬁj‘(n) von &*(n) (s. Def. 2), so daB
also jedes G e §*(n) sich aus Graphen € B&*(n) durch sukzessive Anheften
lings Simplexen aufbauen l4B8t. Dieser Aufbau soll im folgenden genauer
untersucht werden.

(3.5) Es sei f ein sZ-treues normiertes Feinheitsmaf} beziiglich > (oder auch
beziiglich >,, v=2). Es sei G=G'uG", GnG" =8 (Simplex), G', G"DS.
Notwendig und hinreichend dafiir, dafl G in §*(n) liegt, ist, daf simultan die
Jolgenden beiden Bedingungen erfiillt sind :

1. G, G” gehiren beide zu §*(n),

2. Wenn a(S)<n— 2, so gibt es in wenigstens einem der Graphen G', G” kein
Simplex, das S echt als Teilgraph enthdlt.

Beweis. Die Bedingungen 1. und 2. sind notwendig fiir G € §*(n). Denn ist
z. B. G’ ¢ §*(n), so ist entweder f(G’) = n (dann auch f(G) > n), oder es existiert
eine nicht leere Menge N von neuen Kanten zu G, so daB f(G'UN)<n gilt;
dann ist aber wegen der vorausgesetzten sZ-Treue f(GUN)=Max{f(G'UN),
f(G")} = f(G), d. h. G nicht maximal in §*(n). — Ist die Bedingung 2. nicht
erfiillt, so existieren also Ecken e e G' —S, ¢’ G" ~ S, die mit den Ecken
von S zusammen Simplexe S’ bzw. §” (die also S echt enthalten) in G’ bzw. G”
aufspannen; a(S)<n—2. Nun sei k die (nicht in G vorkommende) Kante
(e, €). §, 8" und k spannen ein Simplex §* der Ordnung a(S)+ 2 <n auf
Wir haben Guk=G US*UG” mit (G'US*)ING"=S", GNS*=§, so daB
(wegen f(G'), f(S*), f(G") simtlich <n und der sZ-Treue von f) auch
f(GUk)<n folgt.

Umgekehrt setzen wir die Bedingungen 1. und 2. als erfiillt voraus. Es sei k
mit den Endpunkten p, g eine neue Kante zu G. Liegen p, g beide in G’ (oder in G”),
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so folgt f(GUk)= f(G'wk)=n. Daher kann o. B. d. A. angenommen werden,
daB peG'—S,geG" — S gilt. Sind p, g beide zu jeder Ecke €S benachbart, so mufl
a{S) = n — 2 gelten (wegen Bedingung 2.}; p, g, S spannen dann zusammen mit k
ein Simplex der Ordnung =n avf, und es folgt f(GUk) = n.

Also sei (etwa) p zu einer Ecke s € S nicht benachbart. Wir betrachten das
Teilsimplex S, von §, in das eine Ecke €§ genau dann aufgenommen werde,
wenn sie von p aus (in G') durch einen Weg erreichbar ist, der keine innere
Ecke mit § gemeinsam hat.

Falls p mit S, (in G') ein Simplex aufspannt so folgt §; €S~ {s}; S, trennt
dann also s und p in G'. Wegen der im ersten Beweisteil als notwendig er-
kannten Bedingungen fiir G’ §*(n) folgt somit a(S,)=n— 2. Ist nun auch ¢
zu jeder Ecke €S, benachbart, so spannen p,q,S, zusammen mit k ein S(n) auf.
Ist g aber zu (wenigstens) einer Ecke s” € S, nicht benachbart, so bilden k und
{p, s") eine unterteilte neue Kante zu G".

Essei jetzt p zu einer Ecke s € § nicht benachbart. Ist nun g zu s’ benachbart,
so bilden k und (g, 5') eine unterteilte neue Kante zu G'. Ist g aber zu §' nicht
benachbart, so existiert nach Definition von S, ein von p nach ¢’ fithrender Weg
Z C @', der mit S auBer s keine Ecke gemeinsam hat. Z und k bilden dann zu-
sammen eine unterteilte neue Kante zu G".

In jedem Falle folgt f(GuUk)Z n aus der Maximalitit von G/, G”.

Aus (3.5) zusammen mit Satz 1 aus [15] erhalten wir jetzt (man beriick-
sichtige insbesondere auch, daB wegen (3.5) die Basis von &*(n) Teilmenge von
§*(n) ist, also gerade aus allen primen Graphen e §&*(n) besteht):

Satz 2. Es sei f ein normiertes, sZ-treues Feinheitsmaf beziiglich > (oder
auch beziiglich >, fiir ein v22). Dann ist fiir jedes n=1, 2, ... die Gesamtheit
§*(n) der maximalen Graphen der f-Klasse unterhalb n tdentlsch mit der Klasse
aller Graphen G der Form

G=Pu..UP,

wobei Py, ..., P, aus der Basis B §&*(n) stammen und fiir jedes 1. =2, ..., 1 gilt :

1. (Pyu...uP,_ NP, ist ein Simplex S, mit Pyu...uP,_, 28, P,28§,,

2. Wenn a(S;)<n—2 gilt, dann existiert in wenigstens einem der beiden
Graphen Pyv...UP,_, P, kein Simplex, das 8, als echten Teilgraph enthilt.

Fiir die Elemente der Basis gilt folgende Charakterisierung:

(3.6) Es sei f normiert, sZ-treu und beziiglich >. Dann und nur dann gehort
ein Graph G zur Basis %3}*(:4) fiir ein gewisses n, wenn gilt: 1. G € §*(n) und
2. G enthdlt kein Element von &*(n), mit Ausnahme von Simplexen der Ordnung
Sn—2, als echten Teilgraph.

Beweis. DaB} die Bedmgungen 1. und 2. hinreichend fiir Ge BF*(n) sind,
folgt sofort aus (3.5). (Denn ein G e &*(n), das nicht prim ist, muB sich lings
eines Simplexes in zwei Graphen G, G”, die nach (3.5) wieder in §*(n) licgen,
aufspalten; wegen der sZ-Treue und (1.8) ist wenigstens einer der Graphen
G, G” kein Simplex der Ordnung <n-—2.)

Wegen (3.5) ist 1. auch notwendig fiir Ge B&F*(n). Ist 2. nicht erfiillt, so sei
H C G ein Graph e §*(n); H kein Simplex der Ordnung £n— 2. Existiertein G
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eine neue Kante k zu H, so wire natiirlich f(G)= f(Hwk)> f(H)=n—1.
Dabher gibt es in G eine Ecke e ¢ H. T sei die Menge aller Ecken € H, die von e
aus erreichbar sind durch Wege <G, die keine innere Ecke mit H gemeinsam
haben. Zu je zwei Ecken € T gibt es also in G einen Weg, der diese verbindet und
keine innere Ecke mit H gemeinsam hat. Daraus folgt wegen der Maximalitét
von H, daBl T in G ein Simplex aufspannt. Existiert eine Ecke ¢'e H— T, so
trennt T offenbar ¢ und ¢, so dafl G also nicht prim ist. Ist andererseits T= H,
so nach Voraussetzung a(H)=n—1. Dann aber folgt durch Zusammenzug
der e enthaltenden Komponente von G — T auf eine Ecke: G>T x 1, also
f(G) = n, mit Widerspruch.

Bemerkung. Ist f ein Feinheitsmaf beziiglich >, mit v 2 2, so kann man durch eine entsprechende
Uberlegung beweisen {wobei ein S(n — 1) als echter Teilgraph in einem Basiselement von {}*(n)
vorkommen kann): Es sei G ein Graph, dessen Primgraphen-sZ nicht nur aus lauter Simplexen der
Ordnung n—1 besteht. Dann und nur dann ist Ge BF*(n), wenn 1. Ge F*(n) ist und 2. G kein
Element e #*(n), das kein Simplex ist, als echten Teilgraphen enthalt.

Man habe in einem Graphen G einen Untergraphen T. Mit S(T') bezeichnen
wir das durch Hinzunahme neuer Kanten zu T (mit den Ecken von T) gebildete
Simplex. Wir nennen G auf S(T) identisch T-zusammenziehbar (s. [15], S. 132),
wenn sich G auf S(T) so homomorph abbilden 148t, daB jede Ecke €T in sich
iibergeht. Dann gilt:

Satz 3. Es sei [ ein normiertes, sZ-treues Feinheitsmaf beziiglich >. Ist
G € §*(n) fiir ein gewisses n, hat man eine Zerlegung von G der Form

G=GuG", GnG =T,
und ist weiter sowohl G’ als auch G" auf S(T) identisch T-zusammenziehbar,
so folgt:
T=8(T),
d. h. T ist Simplex.

Beweis. Es sei S(T)=TUN, wo N eine Menge von neuen Kanten zu T ist.

Ist N nicht leer, so folgt f(GUN)=n wegen G & F*(n). Nun ist
GUN=(GUN)U(G"UN), (GUNIN(G"UN)=S8(T),

so daB wegen der sZ-Treue von f gelten muB}: f(G'UN)Znoder f(G"UN)Zn.

Nun ist aber, wie man durch Zusammenzug von G” auf TUN bzw. von G’

auf TUN erkennt, sowohl G>G'UN als auch G>G"UN; mithin miifte

auch f(G) Z Max {f(G'UN), f(G"UN)} z n sein, mit Widerspruch. Also ist N

leer, und es folgt T=S(T).

Speziell in den Fillen n < 5 148t Satz 3 weitreichende Folgerungen zu, wie
in den folgenden Paragraphen gezeigt werden soll.

§4.DerFalln £4
In diesem Paragraphen bedeute stets f ein normiertes, sZ-treues Feinheits-
maB beziiglich > ; §*(n) bezeichne die f-Klasse unterhalb n fir n=1,2, ...
4.1) Firnz4ist jedes Ge ‘fy*(n) (mindestens) 2-fach zusammenhdingend ;
wird G € §*(n) durch einen Untergraphen T mit a(T)=2 getrennt, so ist T ein
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Simplex, G also nicht prim. Jedes G € B§E*(n) (n = 4), mit Ausnahme der S(v)
mit v £ 3, ist daher (mindestens) 3-fach zusammenhdingend.

Beweis. DaBl G zusammenhéngend ist und keine trennende Ecke besitzt,
folgt sofort aus (3.5). Also ist G 2-fach zusammenhéngend. — Trennt T mit den
Ecken ¢, t” den Graphen G, so ist G=G'uG", G'NG"=T, G, G"DOT. Wegen
des 2-fachen Zusammenhanges gibt es sowohl in G’ als auch in G” einen ¢
mit ¢” verbindenden Weg (vgl. etwa [8], (2.1), (d)). Damit folgt nach Satz 3
S(T)=T.

Satz 4. Fiir n < 4 besteht Bg*(n) nur aus den Simplexen S(v) mit v<n—1.
Insbesondere folgt fir jedes n < 4 die Gleichheit der Klassen §*(n) fiir alle sZ-
treuen und normierten Feinheitsmafe beziiglich > 3. Speziell ist F*(2) = &*(2)
gleich der Klasse aller Graphen ohne Kanten, &*(3) gleich der Klasse aller Biume,
§*(4) gleich der Klasse aller Graphen, die durch sukzessives Zusammenheften
von Dreiecken ldngs Kanten entstehen (zuziiglich der S(v) mit v < 2).

Beweis. Ist G ein Element von B{E*(4) mit a(G) = 4, so ist nach (4.1) G
3-fach zusammenhingend. Jeder 3-fach zusammenhingende Graph G enthilt
aber eine Unterteilung von S(4).% Also kénnen in B §*(4) nur die S(v) mit v < 3
liegen. Daraus folgt (etwa mittels der Operation X 1) die Behauptung des Satzes
auch firn=1, 2, 3.

Damit haben wir:

Satz 4'. Fiir jedes sZ-treue, normierte Feinheitsmaf beziiglich > (oder auch
beziiglich >, fiir ein v=2) gilt:

f(G)24=GU(S@).

Denn die Klasse §*(4) ist nach Satz 4 ja gleich der (speziell aus h(G) resul-
tierenden) Klasse $*(4) aller nicht zu S(4) homomorphen Graphen. Weiter ist
G > S(4) nach [6], (1.1) mit G 2 U(S(4)) gleichbedeutend.

Aus diesem Grunde und wegen (3.3} haben wir:

Satz 4", Fiir jedes sZ-treue, normierte Feinheitsmaf g (also beziiglich jeder
der Relationen >, >,) gilt:

9(G) 2 4=>G 2 U(S@4).

Dieser Satz enthilt fiir g = @ die Richtigkeit der Hadwiger-Vermutung fiir
n < 4 als Spezialfall.
§ 5. Der Fall n=5

Der Fall n = 5 ist der fiir das Vierfarbenproblem interessanteste. Nach einem
Satz von K. WAGNER (5. etwa [13], Satz 1) ist der Vierfarbensatz mit der Rich-
tigkeit der Aussage ,,®(G) = 5=>G > S(5), fiir alle G*, der Hadwiger-Vermutung
fiir n=>75, dquivalent. Man kann letztere Aussage auch so ausdriicken: Fiir
die (speziellen) FeinheitsmaBe h(G) und &(G) sind die zugehdrigen Klassen

% Dies 1Bt sich auch noch fiir FeinheitsmaBe beziiglich >, {v > 2) zeigen.

¢ Siehe z. B. [1], Satz 8 oder auch 8], Satz 3. — Ist nimlich k eine Kante in G, so gibt es zwei
von k verschiedene Wege Z, Z', die die Endpunkte von k verbinden und sonst zueinander fremd sind.
G, vermindert um diese Endpunkte, muB zusammenhingend sein; daher existiert ein Weg Z”,
der innere Ecken von Z, Z’ verbindet und sonst zu ZuZ’ fremd ist. ZUZ'UZ" Uk bildet ein
U(S@)SG.
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unterhalb 5 gleich. Es wird deshalb von Interesse sein, Aussagen iiber die
f-Klassen unterhalb 5, insbesondere tiber die Basen der §*(5), zu gewinnen.
Hier und in dem ganzen folgenden Paragraphen bedeute stets f ein sZ-treues,
normiertes Feinheitsmal beziiglich >, §*(n) fiir jedes n die f-Klasse unterhalbn.

Wir beweisen zunichst zwei entscheidende Hilfssétze. .

(5.1) Es seien fiir n=5 Elemente G, H aus der Basis B#*(n) gegeben
((H) Z 3). H enthalte kein Dreieck. Liegt dann in G eine Unterteilung von H, so
Jolgt G=H.

Beweis. Angenommen, es sei U(H)CG, U(H)y+=H. Wegen (4.1) sind G
und H beide 3-fach zusammenhingend. Ist Z eine unterteilte Kante von H,
also ein Weg CU(H), der zwei verschiedene Verzweigungspunkte v/, v” von
U(H) verbindet und eine Ecke e = v/, v” enthilt, so muB} es einen Weg Q in G
geben, der eine Ecke '€ Z — {v/, v"} mit einer Ecke ¢”"e U(H)— Z verbindet
und QnU(H)={¢, ¢"} erfiillt; andernfalls wiitden ¢/, v" den Graphen G
trennen. Es gibt dann einen Verzweigungspunkt v#v', v” in U(H), so daB
entweder ¢” = v gilt oder ¢” Teilpunkt (nicht Verzweigungspunkt) einer unter-
teilten, von v auslaufenden Kante Z* von H ist. Nach Voraussetzung existiert
hochstens eine der Kanten (v, v), (v, v") in H. Ist etwa v zu ¢’ in H nicht benach-
bart, so ziehen wir e” lings Z* mit v und ¢’ lings Z mit v’ zusammen. Es folgt so
G>H Uk, wo k eine neue Kante zu H ist, mit Widerspruch zu G e §*(n) und
H € §*(n). Also kann es keine unterteilte Kante von H geben, d. h. esist G2 H.
Mit Hilfe von (3.6) folgt dann sofort G = H.

(5.2) Es sei GeBF*(n), n=25,; T mit den Ecken t, t', t" sei ein trennender
Untergraph von G. Dann gilt :

1. Je zwei der Ecken t, t', t" sind in G nicht benachbart ;

2. G — T hat genau zwei Komponenten;

3. eine dieser Komponenten hat die Eckenzahl 1, die andere eine Ecken-
zahl Z2.

Beweis. Es seien H,, ..., H, (I 2 2) die Komponenten von G — T'; der durch
H, T aufgespannte Untergraph von G werde mit G; bezeichnet (A=1, ..., ]).
Wegen (4.1) ist G 3-fach zusammenhéngend ; zu jeder Ecke e H, gibt es also
drei bis auf e fremde Wege Z, Z’, Z”, die e mit resp. ¢, t', t” verbinden.

Existiert nun in G etwa die Kante (¢, t'), so sehen wir durch Zusammenzug
von Z” auf ¢, daBl G, auf S(T) identisch T-zusammenziehbar ist.

Als néchstes behandeln wir den Fall, dal} (etwa) Z keine Kante ist. Da G
durch e, t nicht getrennt wird, muB es dann in G, einen Weg Q geben, der eine
Ecke pe Z — {e, t} mit einer g+ e aus Z'VZ" (etwa 0. B. d. A. g€ Z’) verbindet
und @ (ZuZ'uZ")={p, q} erfiillt. Wir zichen nun p lings Z mit ¢ und ¢ langs
Z’ mit t' zusammen. Durch den weiteren Zusammenzug von Z” auf t” folgt
dann, daf G, auf $(T) identisch T-zusammenziehbar ist.

Sind Z, Z', Z” sémtlich Kanten und ist a(H,) = 2, so wihle man eine zu ¢
benachbarte Ecke f € H,. Da e nicht G trennt, existiert ein Weg Q von f zu
einem der ¢, ¢, t” (etwa zu t), der e vermeidet und auBer ¢ keine Ecke von T trifft.
Dann folgt durch Ersetzung von Z durch Qu{e, f) nach dem vorigen Fall,
daB G; auf S(T) identisch T-zusammenziehbar ist.
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Nach diesen Uberlegungen folgt: G, ist sicher dann auf S(T) identisch
T-zusammenzichbar, wenn es in G eine Kante gibt, die Ecken e T verbindet,
oder wenn a{H ;) = 2 ist. Daher folgt wegen der Primitit von G nach Satz 3 die
Behauptung 1. des Satzes und daB a(H ;) = 2 nur fir hochstens eines der H, gilt.
(Ist etwa a(H,) = a(H,) =2, so ertfiillt G mit G'=G,, G"=G,u...uG, die
Bedingungen von Satz 3.)

Istandererseits a{H ;) =1 fiir A= 1, ..., ], s0 erginzen wir T'durch Adjunktion
neuer Kanten zu einem Dreieck. Der entstehende Graph ist dann aus lauter
Tetraedern S(4) langs S(T) zusammengeheftet, wegen der sZ-Treue also
e F*(5), entgegen der Maximalitdt von G.

Dabher ist fiir genau ein A (etwa A= 1) a(H,)= 2. Ist [ = 3, so sind natiirlich
G'=G; und G"=G,u...uG, beide auf S(T) identisch T-zusammenzichbar.
Daher folgen wegen Satz 3 auch die Behauptungen 2. und 3.

Nunmehr folgt:

Satz S. Es sei f ein normiertes, sZ-treues Feinheitsmaf§ beziiglich >>. Dann
gilt : Als einziges nicht ebenes Element der Basis von §*(5) kommt nur der
Graph W in Frage, der aus einem Achteck mit seinen vier Hauptdiagonalen
besteht (s. etwa [15], S. 141, Fig. 5 oder [7], S. 49, Fig. 3).

Beweis. Es sei G € BE*(5) nicht eben. Wegen f(G) < 5 folgt G} S(5). Daher
ist nach Kuratowskr G2 U(3, 3). Aus dem Satz (2.2) in [7] folgt somit:
Entweder gibt es in G eine trennende Eckenmenge T mit 3 Ecken, so daB§
G — Tmindestens 3 Komponenten hat, oder G enthilt eine Unterteilung von W.
Der erste Fall ist wegen (5.2) unmdglich. Im zweiten Falle ist notwendig
f(W)<5; es ist Wuk>>S(5) fiir jede neue Kante k zu W (s. [7], (1.2)), d. h.
W e §*(5). Wist prim und enthélt kein Dreieck, so daB wegen (5.1) folgt G=W,
womit der Satz bewiesen ist.

In dem speziellen Falle, dal f der Homomorphiegrad h ist, erhalten wir
aus Satz 5 den Satz von K. WAGNER, daf3 die Basis von $*(5) aus den primen ebenen
Dreiecksgraphen und dem Graphen W besteht (s. [13], Satz 4)7 ; denn We H*(5),
und die ebenen Dreiecksgraphen sind ja, wie relativ leicht folgt (s. etwa [6],
Satz 4) gerade die ebenen Graphen, die nach Adjunktion irgendeiner ncuen
Kante > S(5) werden. Ist f hingegen gleich &, so bildet die Bestimmung der
ebenen Basiselemente im Falle n=>5 gerade die entscheidende Schwierigkeit.
Wir wollen die @-Klasse unterhalb n mit Q*(n) bezeichnen; Q*(n) ist dann
also gerade die Klasse der Graphen, die nicht homomorph zu einem Graphen
mit der Firbungszahl = n sind. Offenbar ist We B Q*(5), und W ist nach Satz 5
das einzige nicht ebene Element dieser Basis. Ebene Elemente von B 8*(5)

7 Herr Prof. O.Ore wies mich auf die folgende Liicke in meinem Beweis dieses Satzes in [7]
hin: Auf S. 53 wird aus (2.1) und (2.4) der Satz 1 geschlossen. Indessen braucht im Falle
G=G'UG" e H$*(L), G'nG" = $(3) nicht notwendig jeder der Graphen G', G" wieder in $*(L) zu
liegen. Diese Liicke schlieBt sich wie folgt: Zundchst kann 0.B.d.A.G als 3-fach zusammenhingend
vorausgesetzt werden; dann sind auch G', G” 3-fach zusammenhingend. Mittels [7], (1.1), S. 4% und
[6], {14, 8.41 AschlieBt man nun unschwer fiir 3-fach zusammenhingendes H, a{H}+35:
He H*(L)e>H e §Y(S(5)).Damit folgt, daB G, G, 6" in $*(S(5))liegen milssen, und G', G” miissen

dann auch in $YL) liegen, auBer wenn G', G” gleich D gilt; D5 reduziert sich aber weiter auf zwei
S(4).
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sind z. B. die unendlich vielen primen Dreiecksgraphen der Form C(v) x 2
(C(v) bezeichnet einen Kreis der Liinge v), v=4, 5, ..., die ja simtlich 4-firbbar
sind und deren homomorphe Bilder, wie leicht zu sehen ist, ebenfalls eine
zuldssige Fiarbung mit hochstens 4 Farben gestatten. Hingegen ist die Aus-
sage, daf die ebenen Elemente von BQ*(5) mit den primen ebenen Dreiecks-
graphen iibereinstimmen, dquivalent mit dem Vierfarbensatz (denn sie ist ja
offenbar dquivalent mit der Aussage, da8} jedes homomorphe Bild eines jeden
maximalen Graphen der Ebene héchstens die Farbungszahl 4 hat). Es 148t sich
nicht ohne weiteres schlieBen, daB die ebenen Elemente der Basis notwendig
Dreiecksgraphen sind. Man kann nicht einmal sagen, ob alle 4-farbbaren
primen ebenen Dreiecksgraphen zur Basis gehdren, da man zeigen kann, dafl
es zu jedem ebenen Graphen G einen 3-firbbaren primen ebenen Dreiecks-
graphen gibt, der eine Unterteilung von G enthilt.

(O.B.d.A. sei G 2-fach zusammenhidngend. Wir unterteilen jede Kante von G durch je eine
neue Ecke einmal (der entstehende Graph G’ ist 2-farbbar) und legen sodann in jedes Gebiet ®

von G’ eine neue Ecke, die wir mit jeder Ecke des @ berandenden Polygons durch eine Kante ver-
binden. Der entstehende Dreiecksgraph leistet das Verlangte.)

Wir betrachten nun das (in §1 als 9. Beispiel definierte) Feinheitsmaf
d(G). d(G) ist sZ-treu, aber nicht normiert. Dem Fall n=35 bei normierten
FeinheitsmaBen entspricht wegen d(@)= —1 der Fall d(G)=4.

Def. 4. Ein Graph G heiBe n-diinn, wenn er nicht homomorph zu einem
n-fach zusammenhingenden Graphen ist; G heiBe maximal n-diinn, wenn G
n-diinn ist, aber nach Adjunktion einer beliebigen neuen Kante homomorph
zu einem n-fach zusammenhingenden Graphen wird. Die Klasse der n-
diinnen Graphen werde bezeichnet mit D*(n), die der maximal n-diinnen
also mit D*(n). Somit: G e D*(n)<«>d(G) <n.

&

Fig 1 €

Fir n£3 sind die n-diinnen Graphen im vorigen Paragraphen charak-
terisiert worden. Unser Ziel fiir den Rest dieses Paragraphen ist die voll-
stindige Charakterisierung aller 4-diinnen Graphen. Natiirlich geniigt dazu die
Kennzeichnung aller maximal 4-diinnen Graphen und zu dieser wegen Satz 2
die Aufstellung der Basis von D*(4).

Unter einem Fiinfecksprisma Py verstehen wir den foigenden Graphen
(s. Fig. 1): Seine Ecken scien ey, e,, €3, €4, 5 = ey, €}, €3, €3, €}, €5 =¢€; seine
Kanten seien (e; e;.4), (e, e,,) fiir i=0,...,4, sowie (¢, ¢) fir i=1,..,5.
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Nunmehr folgt:

Satz 6. Die Basis BD*(4) besteht aus den Simplexen der Ordnung <4, dem
Graphen W sowie dem Graphen Py. Bezeichnen wir das Dreieck sowie jeden
irgendwie aus lauter Tetraedern lings Dreiecken zusammengehefteten Graphen
kurz als einen G3, so folgt (wegen Satz 2) : Die Gesamtheit der maximal 4-diinnen
Graphen ist gleich der Gesamtheit aller Graphen G der Form

G_——'GIU"‘UG‘ s
wo jedes G ; entweder ein G§ oder isomorph zu W oder Py istundfiir =2, ..., 1 gilt :
(G,u UG- ING, =5,

ist ein Simplex der Ordnung 2, wobei ferner nur die Einschrinkung gilt, daf
keine zwei verschiedenen G} unter den G, eine gemeinsame Kante besitzen
diirfen.

Es ist leicht zu sehen (etwa durch Betrachtung der Kanten- und Ecken-
zahlen ®), daBB Wund Py 4-diinn sind. Da das Oktaeder (2, 2, 2) 4-fach zusammen-
héngend ist, folgt somit Satz 6 aus dem allgemeineren

Satz . Es sei f ein normiertes, sZ-treues Feinheitsmaf beziiglich >. Dem
Oktaeder (2,2,2) sei vermdge f der Wert 5 zugeordnet. Dann enthdlt B§*(5)
aufler den Simplexen der Ordnung <4 hichstens die Graphen W und Py °.

Beweis. Ist k eine neue Kante zu W, so folgt Wuk>S(5) (vgl. [7], S.50
oben). Ist k eine neue Kante zu Py, so geniigt es aus Symmetriegriinden,
folgende drei Fille zu betrachten:

1. k=(e;, e3). Die Zusammenziige der Kanten (e,,e;), (e, es), (€5, €4),
(¢}, €%) filhren Py Uk in (2,2, 2) tiber.

2. k={(ey, €3). DieZusammenziige derKanten(e,, e3), (¢}, €3), (¢4, €5), (€}, €5),
(24, €4), (€5, €5) fihren Pyuk in S(5) iiber.

3. k=(e,, e3). Die Zusammenziige der Kanten (e,, e}), (€}, ey), (e}, e5),
(eq4, es) flhren Pyuk in (2, 2, 2) tiber. ;

Dabher folgt: Wenn W bzw. Py in §*(5) liegt, so auch in B F*(5).

Es sei nun G (mit a(G)= 5) ein Element von B §*(5). Ist G nicht eben, so
folgt wegen Satz 5 G = W. Daher haben wir nur noch den Fall zu betrachten:

G ist eben.

Wire a(G) =35, so G notwendig gleich S(5), vermindert um eine Kante,
zerfiele also lings eines Dreiecks. Daher folgt a(G)= 6.

Wegen (4.1) ist G 3-fach zusammenhingend. Nach dem Satz 3 in [8]
enthélt G entweder eine Unterteilung des Prismas P,; oder des Sternes
(1,2,2)=X(5)*. Gilt G2 U(X(5)), so wihle man eine in G enthaltene Unter-

8 In einem 4-fach zusammenhiingenden Graphen ist die Kantenzahl mindestens doppelt
so groB wie die Eckenzahl. Beim Zusammenzug einer Kante erniedrigt sich die Eckenzahi um 1,
die Kantenzahl um mindestens 1. Ein kubischer Graph der Eckenzahl <10 kann daher nicht 3>
einem 4-fach zusammenhiingenden Graphen sein.

° Dann und nur dann enthilt §*(5) einen dieser beiden Graphen nicht, wenn sein f-Wert
2 5 ist. — Natiirlich sind beide Graphen prim. Eine Abbildung des Oktacders (2, 2, 2} findet man
etwa in [8], Fig. 4 (S. 86).

0 Definition des Sternes und seines Zentrums in {13], S. 446.
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teilung U eines Sternes X (m) mit maximalem m. Ist eine der Kanten dieses
X (m) echt unterteilt, so muB es einen Weg Z C G geben, der von einem echten
Teilpunkt dieser Kante zu einer Ecke € U, die nicht der betr. (unterteilten)
Kante angehort, fithrt und der keine innere Ecke mit U gemeinsam hat. Z ent-
hilt das Zentrum von X (m) nicht; sonst folgte ndmlich, daB die betrachtete
Kante mit dem Zentrum nicht inzident ist, und man erhielte einen Wider-
spruch zur Maximalwahl von m. Man bekommt so, wie man durch die Be-
trachtung einiger einfacher Fille einsieht, jedenfalls zwei disjunkte Kreise
in G. Auch wenn U = X (m) ist und in G eine Ecke ¢ U oder eine neue Kante zulU
existiert, erhdlt man (unter Ausnutzung des 3-fachen Zusammenhanges von G)
stets zwei fremde Kreise C G. Das Enthaltensein zweier disjunkter Kreise in
einem 3-fach zusammenhidngenden Graphen ist aber gleichbedeutend damit,
daB dieser eine Unterteilung von Py, enthilt '*. Natiirlich ist (etwa wegen (5.2))
kein Stern in B &*(5) enthalten. Damit also folgt :

G2U(Py)-

Wir denken uns jetzt eine feste Einbettung von G in die Ebene gegeben.
Jedes Py, zerlegt die Ebene in 5 Gebiete, von denen zwei durch Dreiecke,
drei durch Vierecke des Py berandet sind. Wir wollen die Vierecksgebiete
mit I, IL, III, die Dreiecksgebiete mit IV, V bezeichnen. Ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daB3 III das AuBengebiet ist. Wir
wollen allgemein bei einem Py, die Bezeichnung zugrundelegen, wie sie in Fig. 2
beschrieben ist, und entsprechend wollen wir auch bei einer Unterteilung von
Py bezeichnen. Sind x,y zwei in Py benachbarte Verzweigungspunkte

c I c'
I
Na YA
I
b b
Fig. 2

(= Ecken 2 3. Grades) in U(Py), so bezeichnet {x,y) die evtl. unterteilte
Kante (Kantenzug der Unterteilung), die in U(Pyy) zwischen x,y verliuft.
Sind v, w Ecken aus {x,y), so bezeichnet {v,w) den Teilweg von <{x,y>,
dessen Endpunkte v, w sind; wir setzen weiter (v, w(= (v, w) — {w}, Do, w)
= (v, w) — {0}, >v, w(={v, w)> — {v, w}. Sind H, H' disjunkte Teilgraphen von
U{Pyy), so heilt ein Weg Z< G ein H, H'-Weg, wenn er eine Ecke he H mit
einer Ecke i’ € H' verbindet und ZnU(Py) = {h, b’} erfiillt. Ist K eine Kom-

1 Hat man zwei fremde Kreise in einem 3-fach zusammenhingenden Graphen, so wihle
man auf diesen je ein Tripel von Ecken sowie dazu ein Tripel von Wegen gemiB [8], (2.1), {e);
passend gewihlte Teilwege bilden dann zusammen mit den Kreisen ein U(Py). — Wir konnen
festellen: Ein ebener 3-fach zusammenhéngender Graph enthdlt genau dann kein U(Py), wenn er
ein Stern ist.
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ponente von G — U(Py), so heiBen die Ecken eU(Py), die zu (wenigstens)
einer Ecke €K benachbart sind, die Berithrpunkte von K (in bezug auf das
U(P)).

Wir nennen ein U{Py) G eine ausgezeichnete Unterteilung von Py,
wenn weder III noch IV noch V eine Ecke G enthalten oder von einer Kante
€G durchquert werden. Es soll jetzt gezeigt werden, daB es in G ein ausgezeich-
netes U(Py) gibt.

Liegt ndmlich in III eine Ecke ee G (bei Zugrundelegung irgendeines
U(Py) = U €G), so gibt es 3 fremde Wege, die von e zu U hinfithren. Mittels
dieser erhilt man entweder einen Weg Z, der Ecken p, g desselben Kanten-
zuges von U verbindet, oder einen Weg Z, der Ecken p, g inzidenter Kanten-
ziige von U verbindet (jeweils mit ZnU = {p, q}), wo p, g nicht beide Verzwei-
gungspunkte von U sind. Im ersten Falle ersetze ich {p, ¢ durch Z ; im zweiten
Falle (wenn etwa die Ecke, in der die betreffenden beiden Kantenziige inzi-
dieren, b ist) ersetze ich den IV berandenden Kreis durch Zu<{b, p>u{b,q)
(falls b’ = g, so ¢ % p, und ich kann II als Gebiet V in einer neuen Unterteilung
von Py, wihlen). Ahnlich kann ich verfahren, wenn k eine Kante ¢U ist, die
durch III lauft und zwei Ecken des Randes von 111 verbindet, sofern k = (b, ),
=+ (c, b') ist. In allen diesen Fallen erhalte ich durch passende Abanderung ein
(neues) U(Py), so daB das diesem entsprechende, ,,neue” Gebiet II1 weniger
Ecken bzw. Kanten von G als das ,alte” III enthilt.

Ist dagegen k (etwa) gleich (b, ¢’), so kdnnen wir nach dem Vorigen annehmen,
daB ITI bis auf k von Ecken und Kanten eG frei ist, da wir andernfalls wie eben
I11 reduzieren konnen (die Kante (c, b') kann ja nicht auch in G liegen, weil
sonst G > S(5) folgte). Ist nun z. B. {c, ¢’) keine Kante, so gibt es wegen des
3-fachen Zusammenhanges einen Weg Z, der eine Ecke p € >¢, ¢'{ mit einer
Ecke g des Randes von 11, die ¢{¢, ¢} ist, verbindet und Zn U = {p, q} erfiilit.
D, q zerlegen den Rand von 11 in zwei Teile ; derjenige dieser Teile, der ¢ enthilt,
zusammen mit Z einerseits, sowie ku (b, by (¥, ¢’y andererseits kbnnen dann
als unterteilte Dreiecke eines neuen U(Py,) gewihlt werden, derart daB HI mit
G einen leeren Durchschnitt hat. Entsprechend schlieBt man auch, wenn
{b,c) keine Kante ist. Daher kbnnen wir annehmen: <{b,b"), {c, c¢'>, {b,¢),
(b, ¢’y sind Kanten. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann weiter
angenommen werden, daBl IV (und ebenso V) gleich einem der beiden Gebiete
von G ist, die (b, ¢ (bzw. (&', ¢')) auf dem Rande enthalten. Andernfalls kénnen
a,a’ und die inzidierenden Kantenziige entsprechend abgedndert werden.

Gibt es in G einen {c,a{, y¢, a’>-Weg Z, so folgt, da {b,a/, ¢’} wegen (5.2)
unser G nicht trennen kann, die Existenz eines (¥', a'{, Db, ayu<{a, a'{-Weges Z'
(IV und V enthalten ja keine Ecken und Kanten von G). Wir kénnen so zu-
sammenziehen, daB3 Z von ¢ nach 4, Z’ von b’ nach a fithrt (Fig. 3). Man er-
hilt dann eine Unterteilung von (2, 2, 2).

Gibt es andererseits keinen solchen Weg Z, so gibt es moglicherweise
einen, wenn man {a, a’) durch einen anderen )c,a)u {(a, b{, >c,a’d>ula, b {-
Weg € G ersetzt. Es sei also nicht moglich, auf diese Weise zu einem solchen Z
zu gelangen. Da G durch {b,q, ¢’} nach (5.2) nicht getrennt werden kann,
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existieren <{c, a{, Ya, a’(-Wege in G. Es sei I die (von a aus betrachtet) letzte
Ecke auf {q, a'), die von {c, a{ aus durch einen solchen Weg Z* erreichbar ist.
Wir kdnnen offenbar annehmen, daBl {a, a”) so gewdhlt ist, daB die Kanten-
zahl % von {I, a"> minimal ist. Da nun G nach (5.2) durch {b, |, ¢’} nicht getrennt
wird, existiert entweder ein >, a'(, >b, ayu<a, I{(-Weg Z” (dieser trifft dann Z*
nicht, und indem man (g, a’) mit Hilfe von Z” in geeigneter Weise abidndert

c c
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(Fig. 4), erhiilt man einen Widerspruch zur Minimalwahl von ), oder es existiert
ein {a', b'">, Db, ayu{a, I{-Weg Z** ; dieser trifft dann Z* nicht, und wir kénnen
(ahnlich wie in Fig.3) durch passende Zusammenziige erreichen, dafl Z*
von ¢ nach 4, Z** von b’ nach a fithrt, wodurch wir wieder G>(2, 2, 2) er-
halten mit Widerspruch.
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Wir sehen, daBl wir U(P;) € G immer so wihlen konnen, daB das AuBen-
gebiet I11 von Ecken und Kanten aus G frei ist. DaB weiter dann auch noch die
Gebiete IV und V von Ecken und Kanten G frei gemacht werden kénnen, ist
sehr leicht zu sehen. Gibt es ndmlich einen Weg Z ¢ G, der etwa zwei Ecken
D, q des Randes von IV verbindet und ZnU(Py) = {p, g} erfiillt, so enthilt
wenigstens eines der beiden durch p, ¢ bestimmten Teilstiicke dieses Randes
eine Kante von <b, ¢); dieses Teilstiick zusammen mit Z kann als Rand des
Gebietes IV eines neuen U(Py,) gew#hlt werden, derart daB das ,,neue” Gebiet 111
wiederum frei von G ist ; das ,,neue” I'V enthilt dann weniger Ecken und Kanten
von G als das ,alte” IV. Durch Iteration dieses Schlusses folgt schlieBlich:
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G enthdlt ein ausgezeichnetes U(Py) .

Ein solches U(Py)= U wollen wir also im folgenden stets, mit den Be-
zeichnungen von Fig. 2, zugrundelegen. Jede Komponente von G — U liegt
also in I oder II. Natiirlich ist G % U(Pyy).

Fall 1. Es existiert eine Komponente K von G — U, so daf die Beriihrpunkte
von K aufnicht weniger als 3 K antenziigenvon U liegen. O.B.d.A. darfangenommen
werden, daB K in I Liegt.

A. Die Zahl der Beriihrpunkte von K ist = 4.

Dann kann durch geeignete Zusammenziige von Teilwegen des Randes
von | erreicht werden, dalB alle 4 Ecken q, a, b, b’ Beriihrpunkte von K werden.
Durch Zusammenzug von {c,¢’) sowie von K (jeweils auf eine Ecke) folgt
G>(2,2,2).

B. Die Zahl der Beriihrpunkte von K ist genau 3.

Sie seien ¢, t', t”". Wegen (5.2) besteht K nur aus einer Ecke ¢, und keine zwei
der Ecken ¢, t, t” sind benachbart. — Aus Symmetriegriinden ist die folgende
Fallunterscheidung 1. bis 4. erschépfend.

1. teda,b{,t'eda,b'{,t"e>a,a{.

2. teya,b{,t'e)a,b'{,t"e b, b <.

In diesen beiden Fillen ist offenbar G 2 U(Py). Da Py kein Dreieck enthilt,
folgt G =Py wegen (5.1).

.t=q,t'eda,b{,t"e>bb<{.

G wird durch ¢, a, t” getrennt. Daher muf} {b, a> nach (5.2) eine Kante sein.
b, a, ¢’ konnen mithin nach (5.2) keinen trennenden Teilgraphen von G bilden.
Also muB es in G einen {c, a{u{c,¢'{, da,aduld,c'(-Weg Z geben; durch
passende Zusammenziige sicht man unschwer ein, dal ZnU={c,a'} an-
genommen werden darf (Fig. 5). Durch die Zusammenziige von (b, t">, (e, t'),
(Y, ¢’y erhilt man dann G>(2, 2, 2).
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4. teda,a'{, e a,bl,t"edbb).

Nach (5.2} kann {c, t,t"} keine trennende Eckenmenge von G sein. Daher
existiert entweder ein )¢, a)u{a, t{, Dt,a’)-Weg Z oder ein dc,a)u{a, t{,
Ye,cHyura,c’>-Weg Z. Im ersten Falle kann ZAU = {a,a’} angenommen
werden, und es folgt G>>(2, 2, 2) durch die Zusammenziige von (e, ), (b, ¢,
t", b, <{c, ¢’ je auf eine Ecke. Im zweiten Falle kann Zn U = {a, ¢’} angenom-
men werden, und es folgt G>(2,2,2) durch die Zusammenziige von {t,a’),
(e, 1), <b,c), {t",b") je auf eine Ecke.
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Fall 1. Es existieren Komponenten von G — U ; alle diese haben ihre Be-
rithrpunkte in der Vereinigung zweier Kantenziige von U.

A. Es existiert eine Komponente K von G — U (0.B.d.A. in I), deren Beriihr-
punkte nicht in einem einzigen Kantenzuge von U enthalten sind. Wir bezeichnen
die Menge der Beriihrpunkte von K mit B.

1. BS<b, by u{a,b) (oder symmetrisch: C (b, b >uld, b))

Es sei I die nichst a gelegene Ecke von B auf (b, a), I die nichst b’ gelegene
Ecke von B auf (b,b"). |1, c trennen G, und jede der beiden Komponenten
von G—{[,I',c} hat mindestens 2 Ecken; dies kann nach (5.2) nicht sein.

2. BSLa,byudla,b’>.

K hat auf einem der beiden Kantenziige (g, b}, {d’, ") {etwa auf {d/, b))
nur einen Beriihrpunkt ¢; sonst folgte G >(2, 2, 2) dhnlich wie im Falle I, A.
Es seien LI die Ecken €B, die auf {a,b) nichst ¢ bzw. b liegen. Natiirlich
trennen LI, ¢t den Graphen G. Wegen (5.2) ist also a(B)=3, a(K)=1, und
{1, T ist keine Kante. p € >, I'{ wird aber durch [, ' von den Ecken eU — ([, I">
getrennt, was nicht sein kann.

3. BS<{a,ayu<lb,b’>).

o) Liegen auf {g,a’) und (b,b’) je mindestens zwei Berithrpunkte, so
folgt G>(2,2,2) wie im Falle 1, A.

p) Liegt auf {a, ") nur ein Berithrpunkt ¢, so seien [, I' die auf <b, b’> nichst
b bzw. b’ gelegenen Ecken €B. ¢, L I trennen G. Wie in 2. folgt ein Widerspruch.

y) Auf <b,b"> liege nur ein t e B. I, I seien die auf {a, a’) niichst a bzw. a'
gelegenen Ecken €B. O.B.dA. kann t+)' angenommen werden. Damit
t,I', ¢’ kein trennendes Dreieck bilden, muB nach (5.2) gelten: es existiert ein
Soayuld, ' Ka l{udla,cyulc,c{-Weg Z in G (falls I =a' ist, folgt dies,
weil {a’, ¢’> dann keine Kante sein kann). Falls ein solches Z nach >c, adu{a, I'{
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fithrt, folgt {durch passende Abdnderung von U mittels Z), daf3 entweder der-
selbe Fall mit einem weniger Ecken bzw. Kanten G enthaltenden Gebiet 11
eintritt, oder wir zu dem Fall I zuriickgelangen. Daher miinde jedes solche Z
in {c¢,c’{. 1" sei die am nichsten bei ¢ gelegene Ecke e {c, ¢'{, die durch ein
solches Z erreichbar ist (Fig. 6). I”, I', t spannen dann nach (5.2) ein trennendes
Dreieck auf.

4. B¢ <a, byu{a,a") (oder symmetrisch: C{a’,b'>ula,a’))
Es sei I die auf {a, b) nichst b gelegene Ecke ¢B, und [' die auf {a,a’)
niichst g’ gelegene Ecke €B. b, I', ¢’ diirfen dann kein trennendes Dreieck bilden.
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o) Existiert ein »b, 0>, >b, b’ >-Weg Z'C G, so erhalten wir, falls Z’ keine
Kante ist, einen schon frither behandelten Fall wieder (vermoge der Komponente
von G — U, der die inneren Ecken von Z angehoren); ist aber Z’' Kante, so
spannen ¢ und die Endpunkte dieser Kante nach (5.2) ein trennendes Dreieck
auf. Wir konnen daher die Existenz eines solchen Z' ausschlieBen. Ebenso
kénnen wir die Existenz eines »b, 1), >b',a">u{d’, I'(-Weges ausschlieBen;
denn mittels eines solchen konnten wir leicht das U(Py) so abdndern, daB
wir zu Fall 2. zuriickgelangen.

B) Es existiert dann ein Y, a)>udld, c'(, {a,1{ula,c>ulc,c(-Weg Z.
Wie im Falle 3. kann man annehmen, daB jedes solche Z auf {c, ¢’{ endet.
I” sei die nichst ¢ gelegene unter den Ecken e{¢’, ¢{, die durch ein solches Z
erreichbar ist. Es folgt, daB b, /' ,I” einen trennenden Teilgraphen von G bilden,
entgegen {5.2).

B. Alle Beriihrpunkte von K liegen auf demselben Kantenzuge von U(Pyy).
(K liege etwa in 1.)

o) Ist dieser Kantenzug {a, a'>, so sei t der néchst q, t' der néchst @’ gelegene
Beriihrpunkt von K. Damit ¢, ¢’ nicht G trennen, muB es einen >t, t'{, R-Weg Z
geben, wo R den um (¢, t") verminderten Rand von II bezeichnet. Miindet Z
auf {a,a') —{t, '), so erhalten wir durch Abidnderung von {(a,a’) mittels Z
ein neues U(Py), in dem derselbe Fall (mit K CI) gilt, dessen Gebiet II aber
weniger Ecken und Kanten €G enthilt. Miindet Z aber nicht auf <{a,a’), so
ersetzen wirin (a, a’) das Stiick {t, t'> durch einen vont nach ¢’ iiber K fithrenden
Weg; dies fithrt auf einen der frither behandelten Fille.

B) Ist dieser Kantenzug nicht {a, a’), so bestimme man ¢, t' entsprechend
wie in o) ; t, t" miissen notwendig G trennen, was nicht sein kann.

Als letztes haben wir den

Fall III. Jede Ecke von G liegt auf U(Pp).

1. Verbindet eine Kante €G Ecken des gleichen Kantenzuges von U,
so kann offenbar 0.B.d.A. angenommen werden, daf} diese Kante zu dem
betreffenden Kantenzug gehort.

2. Es existiert in G eine Kante (p, q) mit pe da, a'(, g€ >b, b’'{ (bzw. sym-
metrisch: g€ >c, ¢'{).

p,q,c diirffen G wegen (5.2) nicht trennen. Daher existiert eine Kante
(r,s), wobei re >c,ayuda, p{, s entweder in >p,a’>udd,c’{ oder in ¢, c’)
liegt. — Im ersten Falle konnen wir U(Py,) mit Hilfe von (r, s} so abiindern, daB
einer der Falle I oder Il eintritt. Daher k6nnen wir annehmen, daB fiir jedes
solche (r, s) gilt s€ )¢, ¢’). Es sei ] das néchst ¢’ gelegene dieser s. p, g, | trennen G
entgegen (5.2).

3. Es gibt in G eine Kante k=(p, g), die Ecken aus Kantenziigen von
U(Py) verbindet, welche aus inzidenten Kanten von Py, resultieren.

o) Ist pela,b{, geb,b’>, so spannen c,q,p offenbar ein trennendes
Dreieck auf.

B) Es sei nun p € a,b), g€ da,a’)y. Damit ¢, p, g kein trennendes Dreieck
aufspannen, muB eine Kante (r, s) in G existieren, die von )c, a) U<{a, g{ nach
>q,a >yudd, d{u{c, e fiihrt. Liegt s in dg,a'>u{d’, ¢’(, so kann man durch

5 Math. Ann. 172
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Abinderung von U(Py) mittels (r, s) erreichen, daB einer der fritheren Fille
I, I eintritt. Liegt r in {q, ¢{, s in )¢, ¢'), so erhidlt man «). Daher kénnen wir
annehmen, daB fiir jede solche Kante (r, s) gilt re >a, q{, s€ >¢,c’). Ist p£b,
so kénnen wir wieder U(Py;) mit Hilfe von k abéndern. Ist p=>5, so bilden
b=p,q,c eine trennende Eckenmenge von G, die nicht mit (5.2) in Einklang
steht.

Die ibrigen nach 3. moéglichen Fille sind symmetrisch zu o) oder f).

4. In G existiert eine Kante k=(d,d) mit de da, b{, d' € >a',b'{ (oder
symmetrisch: d € >a, c{, d € Ya’, c'{).

Wir konnen annehmen, daB {q, ") eine Kante ist ; andernfalls tauschen wir
es gegen die Kante k aus und erhalten einen fritheren Fall.

Existiert eine Ecke p e >b, b'{, so muB es in G eine Kante geben, die von p
zu {d, b{ oder {d', b'{ fiihrt, und wir erhaiten Fall 3. Daher kOnnen wir an-
nehmen, daB <5, b’> und (symmetrisch dazu) {c, ¢’> Kanten sind.

Existiert eine Ecke pe >a,d{ und ist k'=(p,q) eine von p ausgehende
Kante ¢U, so liegt g in (a',d'). Ist g=+d',d’, so erhalten wir G2 U(Py), d. h.
G = Py nach (5.1). Ist ¢ = d/, so erhalten wir 3.; ist g =d’, so ersetzen wir {a, a’)
durch k und erhalten wiederum 3.

Entsprechend schlieen wir, wenn einer der Wege (a',d"), {a,c), {d’, '),
{d, b, {d', b") keine Kante ist.

Fig. 7

Wir kénnen daher annehmen, daBB Uuk gleich dem Wiirfelgraphen Py ist.
Enthilt G eine neue Kante zu Py, so erhalten wir jedenfalls einen der fritheren
Falle. Py liegt aber keinesfalls in §*(5) (auch nicht, wenn Py ¢ §*(5)), denn
Py ist in einer sZ, deren Glieder lauter Tetraeder sind, enthalten (s. Fig. 7).

Damit ist unser Satz bewiesen, da alle méglichen Falle erschépft sind.

§ 6. Aligemeine Bemerkungen zur Struktur der sZ-treuen FeinheitsmaBe

In diesem Paragraphen werden wir untersuchen, wie die einzelnen Klassen
bei einem sZ-treuen Feinheitsmaf allgemein aussehen, wie sie untereinander
zusammenhingen und innerhalb welcher Grenzen wir die Basis fiir eine solche
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Klasse frei wihlen konnen. Wir werden dabei gleichzeitig Beispiele von sZ-
treuen FeinheitsmaBen in beliebiger Anzahl gewinnen.

Der Einfachheit halber bedeute in diesem Paragraphen ,FeinheitsmaB*“
stets dasselbe wie ,,sZ-treues, normiertes FeinheitsmaB beziiglich >“!2.
&*(n) bezeichnet stets die f-Klasse unterhalb # fiir ein solches Feinheitsmal} f.

Wegen (1.11) und der Neutralitit des Primseins von Graphen gegeniiber
x 1 haben wir zunéchst:

6.1) GeBF*(n)<=>Gx 1 eBF*n+1); durch F*(n+1) sind also alle
Klassen §*(v) mit v £ n eindeutig bestimmt.

Wir nennen eine Menge M von Graphen ein I'-System, wenn gilt;

1. GeIR, G2H=>HeM,;

2. G=G'uG", 'NnG"=8§ (Simplex), G, G" e M=>G e M.

Wir nennen IR ein Z-System, wenn gilt:

1"GeIM, G>H=>HeM,;

2. G=G'uG", GNnG"=S (Simplex), G, G" e M=Ge M.

Der Durchschnitt von I'-Systemen bzw. Z-Systemen ist stets wieder ein
I'-System bzw. ein =-System. Da die Klasse aller endlichen Graphen ein
I'-System und auch ein Z-System ist, gibt es zu jeder Graphenmenge R das
kleinste 9t enthaltende (das durch M erzeugte) I'- bzw. E-System ; es werde mit
'3 bzw. 29N bezeichnet.

6.2) ' (bzw. EIM) ist die Menge aller Teilgraphen von solchen Graphen, die
eine sZ besitzen, deren Glieder lauter Elemente von M (bzw. lauter homomorphe
Bilder von Elementen €9R) sind.

Beweis. Im Falle 't ist offenbar alles klar. — DaB im Falle Z9 die ge-
nannte Menge in Z P liegt, ist auch sofort klar. Umgekehrt bildet diese Menge
ein E-System: Liegt G in dieser Menge und ist G> H, so ist G £ G*, wo G*
eine sZ G¥w -+ UGY besitzt, so daB jedes G¥ homomorphes Bild eines M, e D
ist. Es ist G* > H etwa vermdge ¢ ; mithin nach (3.2) H=¢(GHu---ue(GF);
darin koénnen wir die (@(GH)u--ue(GE.))Nne(GY) fir 1=2,...,1 durch
Mengen N, neuer Kanten zu Simplexen erweitern, ohne die Homomorphie ¢
zu zerstdren. Wegen M ;> G¥ > ¢(G%)UN, folgt daher, daB auch H zu dieser
Menge gehort. 2. ist leicht einzusehen.

Man definiere fiir jede Graphenmenge IR

hy (M) =Max{n|Ex. GeMM mit G2Sn)};
M) =Max{n|Ex. GeIR mit G>Sn)},

falls diese Maxima existieren ; sonst werde h, () bzw. h(M) gleich co gesetzt.

Wir wollen eine Graphenmenge R vollstdndig nennen, wenn ER=TM
ist und sie alle S(n) mit n < h(9M) enthiilt.

Man sieht unschwer ein:

(6.3) Es ist h, (M) =h,(I'M), h(W)=h(EM). Dann und nur dann ist TM
bzw.E WM verschieden von der Gesamtheit aller endlichen Graphen, wennh (M) < oo
bzw. (M) < oo ist.

2 Statt >~ kann man anch eine der Relationen -, betrachten; man muB dann anstelle von
h{G) im folgenden die Funktion h,{G) = Max {n|G > ,S(n)} treten lassen.
sn
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Hat man eine Graphenmenge MM und einen Graphen T, so verstehen wir
unter M x T die Menge {G|G=H x Tmit He M}.

Jedes F*(n)'3 ist offenbar ein Z-System, und es ist A(F*(n)) =n~ 1. Um-
gekehrt gilt auch:

(6.4) Ist WM ein E-System mit (W) =n— 1, so wird durch die Festsetzung

& () =M;
Fn+r+)=rF*n+r)x1) fir r=01,..;
F*n—-r)={G|GxS(nNeM} fir r=1,...,n—1

ein Feinheitsmaf f '3 erklirt. Ist G ein Graph,so ist f(G) gleich dem Maximum
aller Werte, die der Graph G bei irgendeinem Feinheitsmaf'® besitzt, das jedem
Graphen €t einen Wert <n— 1 zuordnet.

Beweis. Jedes §*{n—r) bildet ein E-System. Ist namlich He *(n—r),
dhGxSrHeMundG>H,s0G x S(r)>H x S(r)e P, d.h.auch HeF*(n—r).
— Ist G=G'UG", GCNnG"=S (Simplex), G’ x S(r’eIR, G" x S(r)eIM, so
G x S(r)=(G" x SA)U{G" x S(r)) mit (G’ x S(r)) N (G" x S(r)) = §x S(r), d. h.
G x S(r)eM. — Ferner gilt, wie leicht zu sehen ist, fiir jedes Z-System
E:T'(Z x 1) ist ein E-System.

Da also alle §*(s) E-Systeme bilden, haben wir:

1) f(G)=5—1,G>H=>He F*(s—1),d h. f(H)ss—1.

Weiter hat man:

2) Ge F*(s)=>G x 1eF*(s+1).

Dies ist zundchst klar fir s<n—1. Ist szn und ist Gx 1e F*(s+ 1), so
gibt es also nach (6.2} einen Graphen H 2 G x 1, der (0.B.d.A.) dieselbe Ecken-
menge wie G x 1 hat und eine sZ (G, x 1), ..., (G, x 1) mit G, € F*(s) besitzt.
Die(dem Faktor 1 entsprechende) Hauptecke von G x 1 liegtalsoinallen G, x 1.
Daher muBl G die sZ G, v UG, besitzen, d. h. G muB in §*(s) liegen, da die
Glieder der sZ dort liegen.

Die umgekehrte Inklusion ist nach der obigen Festsetzung sofort klar.

3) Die sZ-Treue unseres f ist eine unmittelbare Folgerung aus der De-
finition der I-Systeme.

4) Die Maximaleigenschaft unseres f ergibt sich daraus, daB alle Feinheits-
mabBeg,diejedem G € Meinen Wert < n — 1zuordnen, G*(n) 2 M, G*(n+r+1)2
2T (G*(n+r) x 1) erfiillen miissen.

Wir kénnen feststellen:

Satz 7. Ist N irgendeine Menge von Graphen mit h(W)y=n—1, so gibt es
Feinheitsmafe f derart, da f(A)Sn—1 fiir alle Ae W gilt'*. Ordnet man
jedem G das Maximum der Werte f(G) fiir alle diese f zu, so liefert dies ein Fein-
heitsmaB fo ; fy ist gerade das in (6.4) erkldrte f, wenn man M= EW wdhlt.

Ju (G) ist in gewissem Sinne kennzeichnend fiir die Stellung, die Stufe, die
der Graph G in der Hierarchie der endlichen Graphen in bezug auf die Graphen-
menge U einnimmt.

Beispiele. 1. U besteht aus einem Simplex S(n — 1). Dann ist f; unabhédngig
von dem speziellen n, und f; ist dasjenige Feinheitsmaf, das jedem Graphen G

3 Man beachte die Vereinbarung iiber f zu Beginn dieses Paragraphen!
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das Maximum aller Werte f(G) (fiir alle Feinheitsmafe /) zuordnet. Wir wollen
speziell dieses FeinheitsmaBl mit s(G) bezeichnen. s(G) ist zugleich das Minimum
aller Zahlen ¢, so daB G in einem Graphen, dessen Primgraphen-sZ aus lauter
Simplexen der Ordnung ¢t (bzw. <t) besteht, als Teilgraph (oder auch als
homomorphes Bild) enthalten ist. s(G)<t ist auch gleichbedeutend mit:
GistvonderFormG,u---uGmitl.a(G)St(A=1,..,0);2.firjedes i=2,...,/
existiert ein u <4, so daB (G, u:--UG;.-;)NG, sowohl in G, als auch in G,
echt enthalten ist.

2. Wist die Menge der ebenen Graphen. ZU ist dann die Gesamtheit aller
Teilgraphen derjenigen Graphen, die sich aus ebenen Dreiecksgraphen durch
Zusammenheften lings Dreiecken aufbauen lassen. Einen Graphen der letzten
Art wollen wir (wie in [7], S. 54 oben) kurz einen G* nennen. Fiir diese Graphen
ist der f-Wert <4; hingegen ist fy (W)= f,;(S(5)) = 5. FaBt man £, {G) als ein
MaB fiir die ,,Unebenheit” von G auf, so sind also die aus ebenen Graphen
zusammengehefteten !4, nicht ebenen Graphen (also z. B. auch der Kuratowski-
sche Graph (3, 3)) ,,in geringerem MaBe uneben” als die Graphen W und S(5).
Aus dem Satz iiber die Basis von S(5) erhilt man unmittelbar folgende Er-
weiterung des Satzes von KURATOWSKI:

Satz 8. Der Graph G ist genau dann nicht eben, wenn er eine der drei folgenden
Bedingungen erfiillt, von denen die beiden ersten (einerseits) und die dritte
(andererseits) einander ausschlieflen :

1. G ist homomorph zu S(5);
2. G enthdlt eine Unterteilung von W ;

3. G ist Teilgraph eines G* (insbesondere also aus lauter ebenen Graphen
lings Graphen der Eckenzahl £ 3 zusammengeheftet'*), und es gibt eine Ecken-
menge T von 3 Ecken t, t,,t5 in G, so daf} G — T mindestens 3 Komponenten
K,,K;, K besitzt mit |K;, t|=1"3 fiiri,j=1,2,3.

Es gibt also, entsprechend den Bedingungen 1., 2,, 3. von Satz 8, drei verschiedene Kategorien
nicht ebener Graphen. Da jeder Graph der Eckenzahl a mit mehr als 3¢ — 6 Kanten homomorph

zu §(5) ist 5, folgt durch eine einfache Abschitzung, daB mit wachsendem a asymptotisch 100%,
aller endlichen Graphen zu der ersten Kategorie gehoren.

Hat man ein Z-System I mit A(MM)=n—1, also ein F*(n), gegeben, so
kann man fragen, durch welche Bedingung dic méglichen §*(n + 1) charak-
terisiert sind. Es ist klar, daB die Bedingungen G x 1 ¢ §*(n+ 1)==G e F*(n)
und F*(n+ 1) 2 (F*(n) x 1) notwendig sind. Mittels (6.4) folgt unschwer,
daB sie auch hinreichend sind. Daher kénnen wir formulieren:

14 Genauere, einschrinkende Bedingungen fiir diese Zusammenheftungen ergeben sich durch
Betrachtung der G3,

% |K,, t;l = 1 bedeutet, daB es in G eine Kante gibt, die eine Ecke €K, mit ¢; verbindet. — Es ist
unmittelbar klar, da Bedingung 3. das Vorhandensein eines U{3, 3) in G impliziert.

16 Dies kann man aus dem Basissatz fir S(5) schlieBen. — Ubrigens hat speziell jeder aus
lauter Tetraedern lings Dreiecken zusammengeheftete Graph mit o« Ecken die Kantenzahl
3a - 6; daher ist auch fiir jedes andere solche f der betrachteten Art 3o —5 die kleinste Zahl 4,
so dafl man aus o(G) = o und %(G) = A folgern kann f(G) 2 5.
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Satz 9. Ist f ein FeinheitsmaB*®, so bilden die §*(n) eine echt aufsteigende
Folge M, M, CM, C ... von Graphenmengen, wobei folgendes gilt :

1. Jedes M, ist ein Z-System;

2. h(M)=n—-1 (n=2,3,..));

3. M, 2T (W, x 1);

4. Gx1eM, ., =GeM,".

Umgekehrt bestimmt jede Folge von Graphenmengen YR, CP;CIM,C...,
die die obigen Bedingungen 1. bis 4. erfiillt, eindeutig ein FeinheitsmaB*® f,
so daff F* ()=, fir n=2,3, ... gilt.

Man kann nach dem Gesagten zweierlei FeinheitsmaBle unterscheiden:

1. Die fy ; diese sind gekennzeichnet dadurch, daB von einer bestimmten
Stelle n ab stets F*(n+r+ 1)=I(F*(n+r) x 1) gilt,

2. die FeinheitsmaBe f, fiir die unendlich oft §*(n + 1) > I'(F*(n) x 1) gilt.

Natiirlich ist anzunehmen, daB die in den friiheren Paragraphen auftreten-
den FeinheitsmaBe h(G), (G), d(G) von der zweiten Art sind ; tatsichlich weill
ich aber nicht einmal, ob es {iberhaupt FeinheitsmaBe zweiter Art gibt.

Wir wollen speziell noch Bedingungen fiir die Basen der &*(n) untersuchen.
Es bedeute im folgenden stets B eine Menge von Primgraphen. ‘B heiBt vertrdg-
lich, wenn fiir jedes Ge ZR, jedes Pe P und jede nene Kante k zu P gilt:
G} PuUk.

Dann und nur dann ist P in B(ZP) enthalten, wenn P vertriglich ist?8.
Die vertriglichen B mit (%) < co sind also gerade die Teilmengen der Basen
BE*(n).

Also ist z. B. jede Menge, die aus primen ebenen Dreiecksgraphen besteht, oder diec Menge,
die nur aus W besteht, vertriglich. Dagegen ist aber etwa das %, das nur aus dem Graphen (3, 3)
besteht, nicht vertriglich, da (3, 3> S(4) gilt, (1, 1, 1,3)>(3, 3) aber aus 3 lings cines gemeinsamen
Dreiecks zusammengehefteten Tetraedern besteht. Entsprechendes gilt fiir den Wiirfelgraphen,

der > S(4) ist, aber in einem Graphen enthalten ist, der aus 5 Tetraedern ldngs Dreiecken zusammen-
geheftet ist (s. Fig. 7).

Man kann zeigen, daB die Vertrdglichkeit von B dquivalent ist mit

1. P} Pukfiralie P, P’ ¢ P und jede neue Kante k zu P, und

2. [GeEB, G=GUG", GCnG" =5 (Simplex), Pe P, G>P]=G'>P oder G">P.

Dann und nur dann ist 9 vertriiglich, wenn jede endliche Teilmenge von P vertriglich ist.
Die Vereinigung ciner aufsteigenden Kette vertriglicher 9B, ist wieder vertriglich. Daher ist jedes
vertrigliche P in (wenigstens) einem vertriglichen P, enthalten, das nach Hinzufligung irgend-
eines P, welches nicht isomorph zu einem P € B, ist, unvertriglich wird.

Ist P vertriglich, so ist die Gesamtheit aller Werte n, so daBl B < BEF*(n)
fiirein passend gewihltes FeinheitsmaB gilt, bestimmtdurchh(P) + 1 Ensm+1;
dabei ist m das Maximum der Zahlen yu derart, daBl Pu {S{u)} vertriglich ist.
(Ist z. B. Pe B kein Simplex, so ist m <a(P); natiirlich m = h(B) wegen der
Vertriglichkeit von P.) Mit Hilfe von (6.2) zeigt man leicht:

(6.5) Fiir ein vertrdgliches B ist

BEP) =BuL,

7 Aus h(®1;) =1 und 4. folgt schon h(M)=i~—1 fir i=3,4, ...
18 Z9P bezeichnet die maximalen Elemente von 2P, B(E P} die primen darunter.
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wo Q die Gesamtheit der primen Graphen Q ¢ ‘B mit folgenden Eigenschaften ist :
1. Q ist homomorphes Bild (mindestens) eines P € B,
2. Pu{Q} ist vertrdglich.

Jedes vertrigliche B mit h(*P)=n—1 Gt sich also durch Hinzufiigung ge-
wisser homomorpher Bilder von Graphen € zu einem B &*(n) erweitern.

Weiter gilt:

(6.6) Fiir vertrdgliches B sind folgende Aussagen dquivalent :

a) B(EP)=P;

b) Ist Pe B, P> Q (Q prim) und P {Q} vertrdglich, soist Qe P;

c) B ist vollstandig ;

d) Jedes prime homomorphe Bild eines P € B liegt in 'R, und P enthdlt alle
Simplexe der Eckenzahl < h(‘D).

Die vertrdglichen und vollstindigen Primgraphenmengen R mit h(P)=n—1
sind also identisch mit den B &F*(n).

Beweis. a)<>b) ist klar wegen (6.5).

b)=>c): Zunichst sind natiirlich alle Simplexe der Eckenzahl < h(*B) in B
enthalten, da diese mit P vertriglich sind. Ist nun H € 2B, so ist wegen (6.2)
HCGeEP, wo G eine Primgraphen-sZ G,u--- UG, besitzt, in der die G,
homomorphe Bilder von Graphen B sind. Natiirlich sind auch die G, € E.
Also: G, e B(EP)=P, mithin HeI'P, d. h. EPLT'P.

c)=>d) ist klar.

d)=b): Es sei Pe B, P>Q (Q prim) und Pu{Q} vertriglich. Dann ist
(wegen QeTI'P und (6.2)) Q in einem Graphen enthalten, der eine Prim-
graphen-sZ P, v ---UP, (P,u---UP;,_;)nP,=S, (Simplex), A=2,...,]) mit
P,e B besitzt. Wiren fiir ein 1 <A @n((Pyv---UP,_1)—8,) und
Qn(P,—-S,) beide nicht leer, so wiirde Q durch QN S, getrennt; QN S, kann
daher wegen der Primitit von Q kein Simplex sein. Dann lage aber QuUk fiir
wenigstens eine neue Kante k zu 0 S, in £, im Widerspruch zur Voraus-
setzung, daB Pu{Q} vertriglich sein sollte. Daraus schlieBt man, da Q
in einem P, enthalten ist, und zwar, wiederum wegen der Vertréglichkeit von
PBu{Q}, als Untergraph. Ist Q Simplex, so natiirlich von einer Ordnung
< h(PB), d. h. @ liegt in P. Ist Q kein Simplex, so folgt Q = P,, d. h. wiederum
Q0 € P. (Denn existiert eine Ecke e e P, — @, so betrachte man alle Wege CP,,
die in e beginnen, in Q enden und mit Q nur den Endpunkt gemeinsam haben.
Sind zwei verschiedene dieser Endpunkte, etwa ¢’, ¢”, nicht benachbart, so
folgt offenbar P, > Q u(q', 9") mit Widerspruch zur Vertriglichkeit von Pu {Q}.
Andernfalls aber bilden diese Endpunkte ein trennendes Simplex von P,, was
wiederum, wegen der Primitit von P,, einen Widerspruch ergibt.)

Weil die vertrédglichen P gerade die Teilmengen der B &*(n) sind und wegen
(6.1) hat man

(6.7) B ist vertrdglich genau dann, wenn B x 1 vertrdglich ist.

Weiter hat man auch:

(6.8) B ist vollstdndig genau dann, wenn P x 1 (zuziiglich des Nullgraphen)
vollstdndig ist.
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Beweis. Zunichst sei ‘B vollstidndig. Natiirlich enthilt P x 1, bis auf den
Nullgraphen, alle Simplexe der Eckenzahl <a('P x 1)=h(P)+ 1. Es sei nun
H e E(*B x 1). Es existiert nach (6.2)ein G2 H,s0daB G=G,u---UG,eine sZ
ist, wo die G; homomorphe Bilder von Graphen € x 1 sind, etwa P, x 1 > G,
(A=1, ..., D). Streicht man in G, irgendeine Ecke und nennt den entstehenden
Graphen G, (A=1, ..., 1), so folgt P1>-G’ Weil P vollstindig ist, existieren
also Graphen G} Gl, so daBB G eine sZ U , mit Pf, € P besitzt. Dann ist

also G¥x1= (U P“) x1= )P, x1)2 G} x 12 G,. Durch Zusammenhef-

tung der G¥ x 1 ’l‘ings den Sim;lexen der s Z von G erhilt man einen Graphen,
der H als Teilgraph enthilt und in dessen Primgraphenzerlegung die P;, x 1
auftreten. Also ist Z(P x NST(P x 1).

Ist umgekehrt P x 1 (zuziglich des Nullgraphen) vollstindig, so mul

‘B natiirlich alle S(n) mit n £ h(‘B) enthalten. Ist Ge EP,s0 Gx 1e(EP)x 1 &

"'{5]3 x 1)=TI(P x 1). Man erweitere G x 1 durch Adjunktion von Kanten
zueinemH=Gx le F(‘B % 1). In der Primgraphen-s Z von H treten nach (6.2)
lauter Teilgraphen von Elementen €% x 1 auf. Alle diese Glieder haben die aus
dem Faktor 1 resultierende Hauptecke von A gemeinsam; G2 G hat daher
eine s Z,in der alle Glieder Teilgraphen von Graphene P sind, d. h. G liegt in I'B.

Man erhilt mittels (6.1) und (6.6) die folgende Charakterisierung der Fein-
heitsmafBe f mit Hilfe der Basen der i’,’-*(n)

Satz 10. Ist [ ein Feinheitsmaf®®, so bilden die B&*(n) eine abzihlbare
Folge von Primgraphenmengen B, (n 2,3,...) mit folgenden Eigenschaften:

1. Jedes B, ist vertrdglich und vollstindig ;

2. (B)=n-1;

3. an*-l;anx 1;

4 Px1e®P,.,=PeP,

Umgekehrt bestimmt jede Folge von Primgraphenmengen B,, B,, ..., die
die obigen Bedingungen 1. bis 4. erfiillt, eindeutig ein FeinheitsmaB'® f, so daf
BEF*(n)="P, fir n=2,3, ... gilt.

Aus (6.7) und (6.8) folgt, daB fiir eine Graphenmenge U mit A(W)=n—1
die Basen der &2 (n+r) (also beziiglich des durch U induzierten Feinheits-
mabBes fy) gleich B(EA) x S(r) (zuziiglich der S(v) mit v<r—1) sind, fiir
r=12,.

Aus (6 5) erhilt man: Ist irgendein B §2(n) sowie eine Zahl a>n—1 ge-
geben, so bilden schon die Elemente der Eckenzahl < a zuziiglich gewisser ihrer
homomorpher Bilder ein B §*(n). Daraus folgt durch Anwendung auf die
Klasse der primen ebenen Dreiecksgraphen:

Satz 11. Es gibt unendlich viele sZ-treue, normierte Feinheitsmafe f, be-
ziiglich >, flir die schon die entsprechenden §¥(5) zu je zweien verschieden sind.

Es ist zu vermuten, daB es sogar 2% viele solche FeinheitsmaBe gibt; zum
Beweis dieser Vermutung mull man aber feinere Homomorphieeigenschaften
der ebenen Dreiecksgraphen untersuchen. Es geniigte zu zeigen, da8 es ein un-
endliches System von primen ebenen Dreiecksgraphen gibt, in dem keine zwei
verschiedenen in einer Homomorphiebeziehung stehen.
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Satz 11 (in Verbindung mit Satz 4) wirft ein bezeichnendes Licht auf die
Schwierigkeit des Vierfarbenproblems: Wihrend unterhalb des Wertes 4
alle FeinheitsmafBe f, also insbesondere auch h und ¢, iibereinstimmen,
fachern sie sich, grob anschaulich gesprochen, beim Ubergang auf den f-Wert 4
gleich auf unendlich viele (vermutlich sogar kontinuum-viele) verschiedene auf.

§ 7. Weitere Homomorphiesiitze

Fiir zwei natiirliche Zahlen m, n bezeichne D}, , die Klasse aller Graphen,
die nicht homomorph zu einem m-fach zusammenhéngenden Graphen mit
2 n vielen Ecken sind. Wir werden im folgenden D}, , fiir m <4 und beliebige n
untersuchen *°,

Es sei G=G'uG", GnG" =T mit o(T)£2, ¢,G">T. H sei ein 3-fach
zusammenhingender Graph. Ist T ein Simplex (dies ist sicher der Fall fiir
o(T)<1) und G>H, so folgt aus (3.2), daB wenigstens einer der Graphen
G’, G” homomorph zu H sein muf. Ist G nicht durch ein Simplex mit £2
vielen Ecken trennbar, besteht also T aus zwei nicht benachbarten Ecken
t,t', so adjungiere man die Kante k=(¢,t') zu G.

Nun enthilt G sowoh! eine Unterteilung von G’ uk als auch eine Unter-
teilung von G" Uk, da ¢, t' sowohl in G” als auch in G’ jeweils durch einen Weg
verbindbar sind. Daher ist Guk > H genau dann, wenn G > H ist,

Wenn daher ein Graph G homomorph zu einem 3-fach zusammenhiingen-
den Graphen H ist, so ist G (mit a(G) 2 «(H)) entweder selbst 3-fach zusammen-
hingend, oder G enthilt eine Unterteilung eines Graphen G* mit a(G*) < a(G),
so dall G* > H ist. Damit folgt rekursiv:

(74) Ist G homomorph zu einem 3-fach zusammenhdingenden Graphen H
mit n Ecken, so enthdlt G eine Unterteilung eines 3-fach zusammenhdngenden
Graphen mit 2 n vielen Ecken (der seinerseits > H ist). D} , ist also gleich der
Klasse der Graphen, die keine Unterteilung eines 3-fach zusammenhdingenden H
mit a(H) = n enthalten.

Ist Ge D}, und nicht zusammenhéngend, so verbinde man irgend zwei
Ecken aus verschiedenen Komponenten durch eine neue Kante; besitzt G
eine trennende Ecke ¢, so verbinde man irgend zwei zu ¢t benachbarte Ecken,
die durch ¢ getrennt werden, durch eine neue Kante. In beiden Fillen folgt aus
(3.2), daB der erweiterte Graph wiederum zu D%, gehort. Jeder Graph aus
Dt , (ausgenommen S(v), v < 2) ist daher 2-fach zusammenhangend IstGe Dt
mit «{G) 2 n, so folgt die Existenz eines trennenden T mit o(T) =2, und nach
unseren obigen Uberlegungen ist T ein S(2). m‘:)g,,, besteht also nur aus den
S(v) mit v = n— 1. Heftet man sukzessive Graphen der Ordnung <n— 1 lings
Kanten aneinander, so ist jeder auf diese Weise entstehende Graph G nach (3.2)
aus D} .. Haben zwei dieser Simplexe, etwa $’ und S”, eine Kante gemeinsam
und gilt a(S)+a(S")=n+1, so kann man §'uS” durch Adjunktion neuer
Kanten zu einem Simplex der Eckenzahl a(S") + «(S”) — 2 erweitern ; der ent-
stehende Obergraph von G ist dann gleichfalls von der genannten Gestalt,

19 Es eriibrigt sich, den Fall m=2 gesondert zu behandeln, da er analog dem Fall m=3,
nur noch einfacher, erledigt wird.
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alsoe®% ,sodaB G¢ f)’;m folgt. Haben umgekehrt je zwei der Simplexe, aus
denen G aufgebaut ist, nur dann eine Kante gemeinsam, wenn die Summe ihrer
Eckenzahlen 2 n+ 2 ist, so folgt durch vollstindige Induktion leicht G e D% .
Damit haben wir:

Satz 12. ﬁ’z',‘,,, ist gleich der Gesamtheit aller Graphen G der Form
G=8,u--uUS, mit (§,u---uUS,_)NnS, =k, (Simplex der Ordnung 2) fir
A=2,..,1, wo S; Simplexe mit 3L a(S;)<n—1 sind und fiir py<2 nur dann
S,NS8; =k, gilt, wenn a(S,) +a(S;) = n+2 ist.

Ein Graph G enthdlt also dann und nur dann keine Unterteilung eines 3-fach
zusammenhdngenden Graphen mit = n Ecken, wenn er die Form hat
G=Gu-uGmit (G))Sn—1(A=1,..,D) und a{(G,u---VG,_)NG,) =2,
wo ferner (G,u---UG,_ YNNG, sowohl in G, als auch in mindestens einem der
G, (1 <A) echt enthalten ist (A=2,...,1]).

Es bezeichne (o, n) die groBite Zahl von Kanten, die ein Graph der Ecken-
zahl o besitzen kann, ohne eine Unterteilung eines 3-fach zusammenhéngenden
Graphen mit Zn vielen Ecken zu enthalten. Man schliet unschwer, daB
Ge 553‘,,, mit o{G) = a genau dann $(a, n) Kanten enthilt, wenn es mit hochstens
einer Ausnahme aus lauter S(n — 1) zusammengeheftet ist. Eine einfache Rech-
nung zeigt:

(7.2) oty ) = [—Z—%] -~n2—~(n—-3)+ (;)

wobei r=o—n+1— [37'-’—;;1—] n+3)+2 ist: 25rsn—2.

Aus dem Satz von KuraTOowskl in Verbindung mit [7], (1.1) schlieB3t
man, dal jeder nicht ebene 3-fach zusammenhingende Graph G mit «(G) 26
ein U(3, 3) enthélt. Aus dieser Tatsache zusammen mit der FuBlnote 11 folgt:

(7.3) Ist G mit a(G) = 6 3-fach zusammenhdngend, so enthdlt G eine Unter-
teilung eines der Graphen (3, 3), Py, X (6).

Mittels Satz 12 fiir n=06 ist die Klasse aller Graphen, die keine Unter-
teilung eines dieser drei Graphen enthalten, charakterisiert. Es ist also D% 4
gleich dem Durchschnitt der Klassen $*(3, 3), $*(Py;) und $*(X(6))*°. Diese
drei Klassen konnen sdmtlich auch einzeln charakterisiert werden. Fiir die
beiden ersten sind in fritheren Arbeiten Charakterisierungen gegeben worden
(5. [11] sowie [5], S. 68 und [7], S. 58). Im folgenden 16sen wir das Problem
fir $*(X(6)). Wir bezeichnen mit 7(0) ein Dreieck, mit T(1) ein Tetraeder S(4)
und fiir m 2 mit T(m) einen Graphen, der aus m lings eines gemeinsamen
Dreiecks zusammengehefteten Tetraedern S(4) besteht. Dann gilt:

Satz 13. Die Basis von $*(X(6)) besteht aus den Simplexen S(t) mit t <5,
dem Graphen L(s. [6], Fig. 1, er besteht aus einem (3, 3) mit zwei nicht inzidenten
neuen Kanten), dem Oktaeder (2,2,2), dem in Fig. 8 dargestellten Graphen Q
mit 7 Ecken und dem Wiirfelgraphen Ppy. $*(X (6)) ist gleich der Gesamtheit aller
Graphen G der Form
G=G,u UG

20 &*(G) bezeichnet die Klasse der nicht zu G homomorphen Graphen.
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mit {(Gyv--VG,_ )NG,; =k, (Simplex der Eckenzahl 2) fir A=2,...,1, wo
jedes G, einer der Graphen S(5), L, (2,2, 2), Q, Py oder ein T(m) mit m==2 ist
und wobei ferner, falls u+ A und G, ein T(m), G, ein Dreieck ist, niemals G,
eine Kante des den m Tetraedern von T(m) gemeinsamen Dreiecks enthiilt.

Beweis. Man zeigt zunéchst durch einige einfache Fallunterscheidungen,
daB die angegebenen primen Graphen tatsichlich Basiselemente von $*(X(6))
sind, sodann durch vollstindige Induktion, dal} jeder Graph G der beschriebenen
Form wirklich zu $¥(X(6)) gehort.

a 3

Fig. 8 Fig. 9

Es sei nun Ge S:')*(X (6)) mit a(G) = 6.Wird G durchein T mit a(T) <2 ge-
trennt, so folgt mit Hilfe von (3.2) und dhnlichen Uberlegungen wie zu Beginn
dieses Paragraphen, dal T in G ein trennendes Simplex $(2) bildet; die hier-
durch bestimmten Bestandteile von G liegen dann wegen (3.2) wieder in 5*(X (6)).
Wir werden zeigen, daB G, falls es 3-fach zusammenhiingend ist, gleich einem
der Graphen L, (2,2,2), Q, Py oder ¢ein T(m) (wegen o(G)= 6 natiirlich mit
m = 3) ist. Damit wird dann bewiesen sein, daB jedes Element von $* (X(6))
die im Satz genannte Form hat. (Die Einschrankung iiber die Durchschnitte
der S(3) und der T(m) unter den G, ist nétig; enthilt ndmlich S(3) eine Kante k
des genannten Dreiecks von T(m), so erhilt man durch Verbindung der Ecken
¢k dieser beiden Dreiecke ein T(m + 1).)

Fall 1. G ist nicht eben. Wir wenden den Kuratowskischen Satz an.

Enthalt G eine Unterteilung von S(5), in der wenigstens eine Kante echt
unterteilt ist, so folgt wie im Beweis von [7], (1.1), daB G homomorph zu dem
Graphen der Fig. 2 von [7] (s. S.49) ist; dieser enthilt offenbar ein X(6) als
Teilgraph. Enthilt G ein S(5), so wird dieses lings Kanten abgespalten.

Andererseits enthalte G eine Unterteilung U von (3, 3), fiir das wir die Be-
zeichnungen von [7] (s. S. 48) zugrundelegen. Existiert auf einem Kantenzuge
von U, etwa aus Symmetriegriinden o0.B.d.A. auf {1, 2), eine innere Ecke p
(also p=* 1, 2), so spannen die Ecken 1, 2 in G entweder ¢in trennendes S(2) auf,
oder es gibt einen Weg Z, der eine innere Ecke p’ von (1,2) mit einer Ecke
ge U —(1,2) verbindet und ZnU = {p’, g} erfiillt. Ist g nicht Verzweigungs-
punkt von U, so kann g mit einem Verzweigungspunkt = 1,2 von U (lings
eines Teilkantenzuges von U) zusammengezogen werden. Wir kdnnen also
(aus Symmetriegriinden 0.B.d.A.) annehmen, daB Z von p’ nach 1’ fiihrt.
Dann folgt durch Zusammenzug von <{1’, 2"> auf eine Ecke: G > X(6).
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Daher konnen wir im folgenden annehmen, daB jedes U(3, 3)C G schon
ein (3, 3) ist. Ist (3,3)S G und p eine Ecke € G — (3, 3), so betrachte man alle
Wege € G, die in p beginnen und genau nur den Endpunkt mit (3, 3) gemeinsam
haben. Gibe es zwei solche Wege mit Endpunkten, die verschiedenen Klassen
von (3, 3) angehéren, so kénnte man die Kante von (3, 3), die diese Ecken ver-
bindet, mit Hilfe dieser beiden Wege durch einen echt unterteilten Kantenzug
ersetzen. Daher kann angenommen werden, dall die genannten Endpunkte
alle einer Klasse von (3, 3), etwa der Klasse 1, angehOren, und -— weil andern-
falls G durch ein S(2) getrennt wiirde — daf die Ecken 1,1,1” durch Wege
Z,Z',Z", die bis auf p fremd sind (vgl. [8], (2.1) (d)) und keine innere Ecke mit
(3, 3) gemeinsam haben, von p aus erreichbar sind. Z, Z’, Z” miissen Kanten
sein ; andernfalls kOnnte man p mit Z, Z’, Z” an die Stelle der Ecke 2 mit den
von ihr ausgehenden Kanten in (3, 3) treten lassen und erhielte ein U(3,3)
mit wenigstens einer echt untertetlten Kante. Gibe es ein ge G—(3, 3), von
dem aus 2,2',2" in der genannten Weise erreichbar wiren, oder eine Kante
k € G, die Ecken der Klasse 2 von (3, 3), etwa die Ecken 2, 2/, verbindet, so kiime
man (mittels Z,2’,Z2") durch Zusammenzug der Kante (2", 1) leicht zu
G>X(6).

Daher folgt, daB alle Ecken € G — (3, 3) zu den Ecken derselben Klasse
von (3, 3) benachbart sind, ferner, falls wenigstens ein p e G — (3, 3) existiert,
daB} keine zwei Ecken der anderen Klasse und keine zwei Ecken €G —(3,3)
benachbart sind. (Denn jede Ecke € G — (3, 3) kann ja aus Symmetriegriinden
die Rolle einer Ecke dieser Klasse iibernehmen.) Es folgt dann sofort, dafl G
gleich einem T(m) mit m= 4 sein muB. Enthilt aber G nur 6 Ecken, so folgt
leicht, daB3 entweder G = L oder G = T(3) ist. — Damit ist der nicht ebene Fall
erledigt.

FallII. G ist eben. Dann folgt aus (7.3) die Existenz eines U(Pg)<G;
die Bezeichnungen seien wie in Fig. 2 gewdhlt.

Ist G2 Py, so folgt im Falle a(G)=6 leicht G=(2,2,2); wenn eine Ecke
pe G — Py, existiert, so folgt, daBl die p enthaltende Komponente von G — Py
nur 2 Berithrpunkte besitzt, daB G also lings einer Kante zerfallt, da sich
sonst durch Unterscheidung weniger einfacher Fille G > X (6) ergiibe.

Es besitze also wenigstens ein Kantenzug von U(P,y) wirklich eine unter-
teilende (innere) Ecke.

Gibt es eine Ecke p € Ya, a’(, so folgt, falls a, a’ nicht trennen, die Existenz
eines da,a'{, da, by u{b,b>ub,a’>-Weges Z in G (aus Symmetriegriinden
0.B.d.A.). Durch Zusammenzug von »a,b)u<{bb >u{b,a’'( auf eine Ecke
folgt dann G> X(6). Also kann im folgenden (aus Symmetriegriinden) an-
genommen werden, daBl {a,a", (b, b"), {c, ¢’y Kanten sind.

Besitzt etwa (a, b) eine innere Ecke und existiert ein da, b{, >a, c>u{c, b{-
Weg Z, so folgt durch Zusammenzug von )a,c>w{c, b{u{c¢, ¢ auf eine
Ecke: G>X(6). Wenn daher G nicht durch a,b getrennt wird, muB} ein
>a,b{, {a,b’>-Weg Z existieren. Falls Z in >a’, b'{ endet, folgt G2 U(Py),
und wir schlieBen wie in dem Beweis von (5.1), daB entweder G = P,y ist oder
ein P,y lings einer Kante abspaltet. Also ende Z (etwa) in a'. Enthielte Z eine
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innere Ecke z, so gibe es beziiglich z mindestens 3 Berithrpunkte auf U(Py)
(sonst zerfallt G langs eines S(2)); man schlieBt unschwer, daB dann aber
G> X{6) ware. Also kann Z als eine Kante {(p,a’) angenommen werden.

1) Existiert ein {b, ¢), b, ¢')-Weg (natiirlich verschieden von den Kanten
(b, b)), (¢, ") in G, so kann durch geeignete Zusammenziige eingesehen werden,
dafl 0.B.d.A. dieser Weg entweder als von b nach ¢’ oder von ¢ nach b’ fithrend
angenommen werden kann; es folgt dann aber G > X (6) durch Zusammenzug
von {p, b)> bzw. von (g, c).

2) Existiert ein <a, c¢), {a’, c¢'>-Weg (# (a, &), (c, ¢')), der nicht von a nach ¢’
fiihrt, so folgt G > X (6) durch Unterscheidung einiger einfacher Fille.

3) Existiert ein {a, b), {(d¢', b'>-Weg = (p, a'), der nicht von p nach b’ fiihrt,
so folgt wiederum leicht G > X (6).

4) In den beiden Fillen (die nicht gleichzeitig auftreten kénnen), daB
ein p, a’ oder ein a, ¢’ verbindender Weg (der also nur Endpunkte mit U(Py,)
gemeinsam hat) existiert, folgt somit jeweils leicht G=Q bzw., daB G lings
einer Kante zerfallt.

Aus Symmetriegriinden sind damit alle Fille erschopft, und unser Satz
ist bewiesen.

Aus diesem Satz zusammen mit [15], (3.4) folgt sofort:

Satz 13'. BH*(C(5)) besteht aus den S(n) mit n< 4 (C(5) bezeichnet den
Kreis der Linge 5). Man erhdlt genau alle maximalen Graphen ohne einen Kreis
der Linge =5, indem man sukzessive Simplexe der Ordnung 2, 3 oder 4 sowie
Graphen der Form (1,1, m) (m 2 3) ldngs Ecken aneinanderheftet, wobei darauf
zu achten ist, dafl unter diesen Gliedern kein S(2) mit einem (1, 1, m) (m = 2) einen
Faktor 1 gemeinsam hat,

Es sei nun G ein Element der Basis SBSADZ,,, mit a(G}=n=5. Dann ist G
trennbar durch einen Untergraphen T mit o{T)<3, der kein Simplex ist.
Es folgt durch einen ganz &hnlichen Schlufl wie in (5.2), daB G in der in (5.2)
genannten Weise zerfillt, d. h. G besitzt eine Ecke 3. Grades, die in keinem
Dreieck von G enthalten ist.

Man betrachte nun einen Graphen Ge ﬁz,,,. G besitzt eine sZ
GG (Gyu UG, ING;=8,,2=2,...,]), wo die G, aus der oben ge-
nannten Basis stammen. Sind diese Basiselemente nicht simtlich Simplexe der
Ordnung <n -1, so existiert also in (mindestens) einem der G, eine Ecke e
vom Grade 3 {in bezug auf G,), die in keinem Dreieck von G enthalten ist.
e besitzt auch in G den Grad 3, falls es in keinem der §, liegt; fiir ¢in S,, das e
enthalt, muB} aber a(S;) <2 gelten. Daher k6nnen wir schlieBen:

Satz 14. Ein 3-fach zusammenhdngender Graph G, in dem jede Ecke einen
Grad =4 hat, ist homomorph zu einem 4-fach zusammenhdngenden Graphen mit
2 n vielen Ecken genau dann, wenn er nicht von der Form ist :

GzGt\J'“UGl

mit a(G)<n (A=1,..,0) und a((G,u-- UG, ;) N G)=3(A=2,...,]), sowie
(Giu- UG, )NG,CG,und CG, fiireinp<i(A=2,..,1).
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Hat nidmlich G die im Satz genannte Form, so vervollstindige man jedes
G, durch Adjunktion neuer Kanten zu einem Simplex. Wegen (3.2) kann dann
der entstehende Graph nicht homomorph zu einem 4-fach zusammenhén-
genden Graphen mit = n vielen Ecken sein.

Ist umgekehrt G € D} 50 erweitere manG durch Adjunktion neuer Kanten
zu einem G ¢ @Z,,,. Nach der oben angestellten Uberlegung ist G aus lauter
Simplexen der Ordnung <n-—1 zusammengeheftet (lings Dreiecken)*!
Daraus folgt sofort, daBl G die behauptete Form hat.

Auch fiir die 3-fach zusammenhéngenden Graphen mit Graden >4 148t sich die Maximalzahl
von Kanten bei gegebener Eckenzahl, so daBB G noch in D, * liegt, durch eine Formel analog (7.2)
angeben; wir wollen dies aber nicht weiter verfolgen.
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' Hatten zwei verschiedene der Basiselemente von G mit den Eckenzahlen a, und «, ein
S(v) mit v 2 4 gemeinsam, so miiBte o, + a, — v S n— 1 gelten; die Vereinigung der beiden Graphen
kbnnte dann aber zu einem Simplex erweitert werden, ohne daB der entstehende Graph aus
D% herausfillt,



