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R. HALIN 

Einleitung 
H. HADWIGER klassifiziert in seiner Arbeit [4] die endlichen Graphen G 

nach dem gr6Bten n, so dab G sich auf ein Simplex S(n) (= vollst~indigen 
Graphen mit n Ecken) zusammenziehen l~iBt. K. WAGNER bezeichnet diese 
Zahl n als den Homomorphiegrad h(G) des betreffenden Graphen G (s. [13], 
S. 438). Dieses h(G) kann als ein sinnvolles MaB fiir die Feinheit von G angesehen 
werden. 

Es liegt nun nahe, auch andere FeinheitsmaBe f/Jr die endlichen Graphen zu 
betrachten. Im § 1 dieser Arbeit definieren wir allgemein ein solches Feinheits- 
maB als eine Funktion f,  die jedem endlichen Graphen G eine ganze Zahl f (G) 
zuordnet derart, dab gewisse Monotoniebedingungen erffillt sind. Jedes 
FeinheitsmaB f bestimmt - -  analog der Hadwigerschen Klassifikation - -  eine 
Klasseneinteilung der Gesamtheit aller endlichen Graphen, n~imlich in die 
Klassen ~(n), wo jedes ~(n) genau die Graphen G mit f (G) = n enthalte. ~*(n) 
wird definiert als die Klasse der Graphen G mit f(G) < n. Im speziellen Falle, 
dab f gleich dem Homomorphiegrad h ist, fallen die ~*(n) mit den Homomor- 
phieklassen .~*(n) (s. [13], S. 435)zusammen. Von besonderem Interesse wird 
fiir uns (bei gegebenem n) die Teilklasse ~*(n) der maximalen Graphen ~ ~* (n) 
sein, d. h. derjenigen Graphen G ~ ~*(n), fiir die nach Adjunktion irgendeiner 
neuen Kante k zu G gilt: f (G u k) > n. 

Der Homomorphiegrad h(G) hat die folgende wichtige Eigenschaft: Ist G 
aus zwei Graphen G', G" l[ings eines Simplexes zusammengeheftet (d. h. bilden 
G', G" eine sZ von G; vgl. [15], § 2), so ist h(G) gleich dem Maximum der 
h-Werte yon G' und G". Feinheitsmal]e mit dieser Eigenschaft heiBen sZ-treu. 
Auch die F~irbungszahl ~(G) und eine Reihe weiterer wichtiger Funktionen 
auf der Menge der endlichen Graphen erweisen sich als sZ-treue Feinheits- 
maBe (vgl. die Beispiele im § 1, sowie (3.4)). Der Begriff des sZ-treuen Feinheits- 
maBes erlaubt somit, bestimmte Probleme fiir all diese Funktionen gemeinsam 
zu behandeln. 

Unsere Untersuchungen erstrecken sich in den ~ 3 bis 6 in der Hauptsache 
auf sZ-treue FeinheitsmaBe f ,  die monoton beziiglich ~- (das bedeutet: 
G ~-G '~ f (G)  >= f(G')) und in der Weise normiert sind, dab der Nullgraph den 
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Wert 0 erh~ilt 1 Fiir diese f wird in Satz 2 genau beschrieben, wie die Elemente 
der zugeh6rigen ~*(n) aus den Elementen der Basen ~ * ( n )  (s. [15], S. 137) 
aufgebaut sind, und es ergeben sich fiir n ~ 5 weitgehende Aussagen fiber diese 
Basen selbst. So folgt fiJr n < 4, daB das zu einem solchen f geh6rende ~*(n) 
mit der Homomorphieklasse ~*(n) identisch ist. (Daraus folgt z. B., dab jeder 
Graph, dem bei einem dieser FeinheitsmaBe ein Wert > 4 zugeordnet wird, 
eine Unterteilung von S(4) enth~ilt; dieser Satz enth~ilt die Richtigkeit der 
Hadwiger-Vermutung fiir n < 4 als Spezialfall.) Im Falle n = 5, der fiir das 
Vierfarbenproblem der interessanteste ist, erhalten wir das iJberraschende 
Resultat, daB fiir jedes dieser f das zugeh6rige ~ * ( 5 )  auBer h6chstens dem 
Graphen W(dieser besteht aus einem Achteck mit seinen vier Hauptdiagonalen) 
keinen nicht ebenen Graphen enthalten kann 2. Ein Satz von K. WAGNER 
(S. [i2], S. 571 und [13], S. 444) besagt, dab ~ * ( 5 )  aus den primen ebenen 
Dreiecksgraphen sowie dem Graphen W besteht. Der wesentliche Inhalt 
dieses Satzes ist daher von einem atlgemeineren Standpunkt aus wieder- 
gewonnen. 

Ein Graph heiBt n-diinn, wenn er nicht homomorph zu einem n-fach zu- 
sammenh~ingenden Graphen ist. Die Klasse ~3*(n) der n-diinnen Graphen 
resultiert aus einem sZ-treuen, beziiglich >- monotonen FeinheitsmaB d(G) 
(vgl. Def. 4). Durch Angabe der Basis von ~3"(4) gelingt uns in Satz 6 eine voll- 
st~indige Charakterisierung aller 4-diinnen Graphen. 

Im § 6 betrachten wir Zusammenh~inge zwischen den Klassen ~*(n) und 
zwischen den Basen ~ ~*(n) (wo also n variiert) fiir ein FeinheitsmaB f in dem 
genannten engeren Sinne, ferner stellen wir notwendige und hinreichende 
Bedingungen dafiir auf, daB irgendeine Menge von Graphen ein ~*(n) bzw. 
ein ~ * ( n )  (in bezug auf ein solches f )  darstellt. Dabei bekommen wir einen 
gewissen Oberblick fiber die Gesamtheit der FeinheitsmaBe dieser Art. Satz 11 
zeigt in Verbindung mit Satz 4 das sprunghafte Anwachsen der Schwierigkeit 
beim Obergang von den ~*(4) zu den ~*(5). 

Im SchluBparagraphen schlieBlich werden Kriterien dafiir aufgestellt, daB 
ein Graph homomorph zu einem 3- bzw. 4-fach zusammenh~ingenden Graphen 
mit einer bestimmten Mindestzahl von Ecken ist. Die Beweise ergeben sich 
fast unmittelbar aus den in den friiheren Paragraphen entwickelten Methoden. 

Zur Terminologie und Bezeichnungsweise 
Betrachtet werden nur endliche Graphen ohne Schlingen und Zweiecke. Aus friiheren Arbeiten 

iibernehmen wir die Begriffe Teilgraph, Untergraph, homomorph (bezeichnet durch >-), Grad ~(e) 
einer Ecke e (s. [8], S. 76), zusammenhiin#end, trennender Teilgraph, Komponente, Simplex, Unter- 
teilung (s. [6], S. 39),n-fach zusammenhiingend (s. [8], S. 80). Ein Graph heiBt prim, wenn er kein 
trennendes Simplex besitzt (s. [15], S. 133). Jeder Graph l~iBt sich durch sukzessives Aneinander- 

1 Da ~(G) nicht monoton beziiglich >- ist (wie man etwa durch einmalige Unterteilung jeder 
Kante eines Simplexes einsieht), betrachtet man statt ~(G) das MaB ~(G)= Max{~(H) JG>-H}; 
dieses ist sZ-treu, hat die verlangten Monotonie- und Normiertheitseigenschaften und leistet fiir 
F~irbungsprobleme dasselbe wie 4. 

2 Es gibt solche f ,  fiir die ~*(5) nur ebene Elemente enth~ilt (s. § 6, SchluB). 
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heften von Primgraphen l[ings Simplexen auf eindeutige Weise aufbauen ([ 15], Satz 1). Hat man eine 
Graphenmenge F, so heiBt die Menge aller Primgraphen, die in diesen simplizialen Zerfiillun#en 
(kurz: sZ;  s. [15], S. t32) der Graphen e F  vorkommen, die Basis von F (s. [15], Def. 2). Sie wird be- 
zeichnet mit ~ F .  

Das Kreuzprodukt G × G' yon Graphen G und G' ist in [6], S. 39 erkl~irt. Wenn keine Irr- 
tiimer zu befiirchten sind, bezeichnen wir ftir eine natiirliche Zahl ~ den Graphen mit ~ Ecken und 
leerer Kantenmenge einfach mit ~. G × 1 bezeichnet insbesondere den Graphen, der durch Adjunk- 
tion einer neuen Ecke e ¢ G zu G, die zu jeder der Ecken aus G benachbart sein sotl, entsteht. 

Ist F eine Menge von Graphen, so bezeichne/~ die Menge aller maximalen Graphen eF. Dabei 
heiBt G e F maximal in F, wenn gilt: 

Gw N ~ Fc~ N leer,  

wobei N irgendeine Menge yon neuen Kanten (s. [6], S. 38) zu Gist.  
O bezeichne den leeren Graphen oder Nullgraphen. Mit c~(G) bezeichnen wir die Eckenzahl 

von G, mit x(G) die Kantenzahl von G. 
Um Worte zu sparen, wollen wir zwischen isomorphen Graphen im allgemeinen nicht unter- 

scheiden. 

§ t .  FeinheitsmaBe im weiteren Sinne 

Def. t .  Es sei f eine Funktion, die jedem endlichen Graphen G eine ganze 
Zahl f (G)  zuordnet; Q sei eine der in [8] (vgt. S. 76 und 78) betrachteten Rela- 
tionen >-, >-v (G Q G' bedeutet also z. B., dab G einen zu G' isomorphen Teil- 
graphen oder eine Unterteilung von G' enth~ilt oder zu G' homomorph ist3). 
f heiBt ein beziiglich Q monotones Feinheitsmafl, kurz ein FeinheitsmaB be- 
ztiglich 0, wenn gilt: 

(i0) GoG'=~f(G)>=f(G'); 

(2) f (G  x t) = f (G) + 1 ; 

(3) G = G'uG" ,  G'c~G"= 0 =~f(G) = Max {f(G'), f (G")}.  

Wenn f ( O ) =  0 4 ist, so wollen w i r f  normiert nennen. 
Man hat dann, wie man leicht feststellt: 
( t . t )  G isomorph G'=~ f ( G ) =  f(G'). 
Dies folgt aus der Antisymmetrie von 0; s. [8], (1.6). 
(t.2) f ( S ) =  f ( O ) +  o~(S) j~r Simplexe S. 
(t.3) 1st G' Untergraph yon G, so f (G)  N f(G') + e(G - G'). 
Denn G ~ G' x e(G - G'). 
(t.4) Ist T Teilgraph yon G und sind G1, ..., G, die Komponenten yon G - T, 

Max f(GO. so ist Max f(GO < f (G)  ~ e(T) + 1 < ~ ,  
l~_v~n 

(Wegen f (G  - T) = M a x f ( G 0  und (1.3).) 

Insbesondere folgt : 
(t.4') Ist G kein Simplex, so ist f ( G ) <  f ( O ) +  ~(G). 
Denn sind e, e' in G nicht benachbarte Ecken, so bilden die restlichen 

Ecken ein e, e' trennendes T m i t  ~ (G)-  2 Ecken. 
(t.5) Ist  f (G) = n (G 4: O), so existiert ein Untergraph G' yon G mit f(G') = n - 1. 

3 Es geniigt im folgenden, Q als eine dieser drei Relationen anzunehmen. 
4 Es bedeutet offenbar keine Einschr~inkung, f ( O ) =  0 zu fordern; fiir die praktischen Ffille 

scheint es aber zweckm~iBiger, f(O) :# 0 zuzulassen. 
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Denn streicht man sukzessive Ecken von G, so muB man einmal zu einem 
solchen G' gelangen, well wegen (1.3) bei Streichung einer einzelnen Ecke der 
f -Wert  jeweils nur um h6chstens 1 abnehmen kann. 

0 .6 )  Ist k eine neue Kante zu G, so ist f(Guk)<__ f (G)+  1. 
DaB bei Adjunktion einer neuen Kante k der f -Wer t  yon G u m  h6chstens 1 

w~ichst, folgt sofort, wenn man eine mit k inzidierende Ecke streicht und (1.3) 
anwendet. 

Def. 2. Ist f irgendein FeinheitsmaB, so bezeichnen wir ffir n = I, 2, 3, ... 
mit ~(n), bzw. mit ~*(n), die Menge aller Graphen G mit f (G) = n, bzw. mit 
f (G) < n, und mit ~*(n) die Menge der maximalen Graphen aus ~*(n), kurz: 

~*(n) = {G If(G u N )  < nc:>N leer}, 

wo mit N Mengen neuer Kanten zu G bezeichnet werden sollen. 
~(n) wollen wir auch die f-Klasse Jfir n, ~*(n) die f-Klasse unterhalb n 

nennen. 
Natiirlich wird durch Angabe der ~*(n) (oder auch der ~*(n)) das Fein- 

heitsmaB f eindeutig bestimmt. 
Man hat dann: 
(t.7) Ist G ~ ~*(n), so kann G durch Adjunktion einer (evtl. leeren) Menge 

N yon neuen Kanten zu einem Element ~ * ( n )  erweitert werden. 
(t.8) Ist G ~ ~*(n) und kein Simplex, so ist f (G) = n - 1. 
(1.7) und (1.8) folgen unmittelbar aus (1.6). Wegen (1.2) hat man sofort: 
(t.9) ~*(1) C ~*(2) C-.. C ~;*(n) C.. .  

(wobei C die echte Inklusion bezeichnet). 
Aus Def. 1, (2) folgert man noch leicht : 
( t . t0)  G G ~*(n )~G x 1 G ~*(n + 1), 

und 
( t . t t )  G e ~*(n)c~G x 1 e ~*(n + 1). 
Wir betrachten einige 

Beispiele yon Feinheitsmaflen 

t. Die F&bungszahl ~(G); 
2. der Homomorphiegrad h(G) : h(G) = n ~ G  >- S(n), ~ S(n + 1); 
3. h'(G) werde definiert durch : h'(G)= nc~G ~_ U(S(n)), ~ U(S(n + 1)); 
4. ~(G) = Max {~(G') [ G >- G'} ; 
5. der Minimalgrad: #(G) = Min {y(e) [ e e G} ; 
6. im Tur~nschen Graphensatz wird i. w. das folgende MaB t(G) untersucht: 

t(G) = nc~G D= S(n), ~ S(n + 1); 
7. das Zusammenhangsmafl z(G): z(G)=nc~G enth~ilt einen n-fach zu- 

sammenh~ingenden, aber keinen (n + 1)-fach zusammenh~ingenden Teilgraphen 
(falls ~(G)>~ 2; ffir ~(G)= t sei z(G)=0, und es sei z (O)=  - 1 ) ;  

8. z'(G), definiert durch: z ' ( G ) = n ~ G  enth:ilt eine Unterteilung eines 
n-fach zusammenh~ingenden, aber keines (n+  1)-fach zusammenh~ingenden 
Graphen;  
4 Math. Ann. 172 
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9. d(G), definiert du rch :  d ( G ) =  n.~G ist h o m o m o r p h  zu einem n-fach 
zusammenh~ingenden, aber  nicht  zu  einem (n + l)-fach zusammenh~ngenden  
Graphen.  

(In 8. und  9. denke m a n  sich auch jeweils das unter  7. in der K lammer  Ge-  
sagte hinzugefiigt.) Mit  dem FeinheitsmaB d(G) werden wir uns im § 5 noch  
naher  beschiiftigen. 

1., 5., 6., 7. sind Feinheitsmal3e beziiglich _~, 2., 4 ,  9. beziiglich ~ ,  3., 8. 
beziiglich >'2. 

Jedem Feinheitsmafl f ordnen wit einFeinheitsmafl f beziiglich ~- zu vermiige 
der Festsetzung f(G) = Max  {f(G' )  I G ~- G'}.  

D a n n  ist z. B. h(G) = h'(G) = [(G) und d(G) = ~'(G) = ~(G). HADWIGERs Ver- 
m u t u n g  l~iBt sich dann  folgendermaBen formulieren:  ~ ( G ) =  h(G) f/Jr nile 
(endlichen) Graphen  G. 

Es werde noch auf folgendes interessante Problem hingewiesen - NORDnAt~S und GADDUM 
zeigten, dab fiir zueinander komplement~ire Graphen G und G gilt 2 . 1 / ~ ) <  ~(G) + ~(G) (s. [9], 
S. 227). Wenn HADWIGErts Vermutung richtig ist, miiBte sich 2.1/~r~__< h(G) + h(G) zeigen lassen. 
(Dies w~ire eine seh~irfere Abschiitzung als die sich aus dem Satz yon RAMSEY mittels der bisher 
bekannten Schranken fiir t(G)+ t((~) ergebende, die yon der Ordnung log~t(G) ist.) 

Es kann auch sinnvoll sein, FeinheitsmaBe zu betrachten, die nur auf einer Teilklasse F der 
Klasse aUer endlichen Graphen definiert sind (ira ~ibrigen abet die Bedingungen yon Def. 1 er- 
fiillen). Zum Beispicl sei F die Klasse der nicht ebenen Graphen. Ist G e F, so streiche man in jeder 
nicht ebenen Komponente von Gje eine beliebige Ecke. In jeder nicht ebenen Komponente des ent- 
stehenden Graphen streiche man wieder je eine beliebige Ecke; mit jeder der so entstehenden 
Komponenten, sofern nicht eben, verfahre man wieder so, usf. Nach endlich vielen, etwa n Schritten, 
entsteht ein ebener Graph. Das Minimum der Zahlen n, fiir aUe diese Streichungsverfahren, werde G 
als FeinheitsmaB f(G) zugeordnet. Dieses f(G) kann als ein MaB trur die ,Unebenheit" yon G auf- 
gefaBt werden. 

§ 2. Aquivalenz von Feinheitsmallen 

f ,  g seien FeinheitsmaBe. f heil3t nicht schwdcher als g, wenn gilt: Zu jeder  
natiirlichen Zahl  n gibt es ein m = m(f, n), so dab aus f (G)~  m folgt g ( G ) >  n. 
f ,  g heil3en ~iquivalent, wenn f nicht  schwiicher als g und g nicht  schwiicher als 
f i s t .  D a d u r c h  ist offenbar eine *quiva lenzre la t ion  im iiblichen Sinne erkltirt. 
Die ~quivalenzklassen sind teilweise geordnet  verm6ge der (fiir unsere f 
offenbar reflexiven und transitiven) Nicht-Schwiicher-Relation.  - -  Wir  nennen 
weiter f stiirker als g, wenn f nicht  schw~icher als g und nicht  ~iquivalent mit  g 
ist. Es gilt d a n n :  

(2.1) h(G) ist st~irkstes Feinheitsmafl beziiglich >-. 
(Denn sind f und n gegeben, so gilt:  h(G)>= n -  f (O)=~G~S(n -  f(O))== 

=} f(G) ~_ n.) 
Insbesondere  hat  man  
(2.2) Ist f normiert und beziiglich ),-, so ist f(G) ~ h(G) fur jeden Graphen G. 
(2.3) Sind f ,  g Feinheitsmafle (bezf~glich desselben Q), so ist auch re(G) 

= Max {f(G),  g(G)} ein Feinheitsmafl beziifflich O.. 
Die Frage  nach der ,~quivalenz best immter  Feinheitsmal3e liefert interes- 

sante und  schwierige Probleme. Das  erste allgemeine Ergebnis  in dieser Rich- 
tung ist der folgende Satz von  K. WAGNER [14] : 
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Satz  t .  h(G) und ~(G) sind dquivalent. 
Von H. A. JUNG [16] wurde (sch~irfer) bewiesen, dab  ~(G) nicht schw~icher 

als h'(G) ist. - -  Die Vermutung  (G,) aus [7] (S. 61) besagt (in unserer Ausdrucks-  
weise) die ~qu iva lenz  yon  h(G) und/~(G). Sie l~iBt sich mittels des Wagnerschen  
Beweisgedankens [ i4]  auf  paare  G r a p h e n  reduzieren. - -  Beispiele nicht 
~iquivalenter FeinheitsmaBe sind h(G) und t(G) bzw. h'(G) und t(G). Denn  fiir 

G = n x ( ~ ) i s t h ( G ) = h ' ( G ) = n ,  a b e r t ( G ) = 2 ( n = l ,  2 . . . .  ). - -  In einem Brief 

stellte mir B. GRf0NBAUM die Frage,  ob  zu j edem n ein f(n) derart  existiere, dab 
jeder  f (n)- fach zusammenh~ingende G r a p h  eine Unter te i lung von S(n) enth~ilt, 
ob  also h'(G) und z'(G) ~iquivalent seien. Diese Frage  l~iBt sich auf  die folgende 
zuriickfiihren : 

Vermutung. Zu jedem n gibt es ein p(n) mit folgender Eigenschaft :  Gib t  m a n  
in einem p(n)-fach zusammenh~ingenden Graphen  G zwei n-Tupel verschiedener 
Ecken a 1 . . . . .  a,, bl  . . . .  , b ,  beliebig, aber  in fester Reihenfolge vor, so kann  
m a n  stets n fremde Wege 14/1, ..., Wn in G finden derart,  dab  W~ von  a~ nach bi 
fiihrt (i = 1 . . . . .  n). 

Angenommen, diese Vermutung sea richtig. Man gebe ein n vor und setze k = ( ; ) s o w i e  

m = 2k + Max {p(k2), 2k2}. Es sei G irgendein m-fach zusammenh~ingender Graph; in G seien zwei 
k-Tupel verschiedener Ecken at ..... ak, bl ..... b k gegeben. Man bestimme nun zu jedem a~ k zu ai 
benachbarte Ecken a~j q = 1 ..... k) sowie zu jedem b~ k zu b~ benachbarte Ecken bii (] = i ..... k) 
derart, dab keine zwei der 2k + 2k 2 vielen Ecken a a b~, ao, bj~ zusamrnenfallen (das geht, weil der 
Grad jeder Ecke in G mindestens 2k + 2k 2 ist). G - { a  t . . . . .  ak, bl ..... bk} ist dann p(k2)-fach zu- 
sammenh~ingend, d. h. es gibt nach Annahme k 2 viete fremde Wege W~j (i,j = 1 ..... k) derart, dab 
stets W~j yon a~j nach b 0 fiihrt. Die Wij bilden zusammen mit den Kanten (at, ao), (b~, bji) eine Unter- 

teilung U eines k × k, dessen Verz~cigungspunkte at, ak, bt ..... b~ sind. Wegen k = (n) folgt 
- "  2 

dann U~_ U(S(n}). 

§ 3. sZ-treue Feinheitsmafle. Allgemeine Zerlegungss~tze 

Def. 3. Wir  nennen ein FeinheitsmaB f sZ-treu, wenn (sch~irfer als (3) in 
Def. 1) gilt 

(4) G = G' u G", G'c~ G" = S (Simplex) =:-f(G) = Max  {f(G'),  f (G")} .  
D u r c h  vollst~indige Induk t ion  folgt dann  fiir sZ-treues f (vgl. den § 2 

yon  [15]): 
(3. t)  Ist G~ . . . . .  Gl eine sZ yon G, so ist f (G)= Max {f(Ga) 12 = 1, ..., l}; 

insbesondere f (G) = Max { f (P )  [ e  prim, _~ G}. 
Wir  notieren folgenden Hilfssatz:  
(3.2) Es sei G = G'u  G", G 'n  G" = S (Simplex) und G >- H vermii#e einer 

homomorphen Abbildung tp. H', H" bzw. T (letzteres nicht notwendig Simplex) 
seien die Bilder yon G', G" bzw. S bei tp. Dann ist G' ~ H', G" >- H", S >- T verm6ge 
der entsprechenden Einschr?inkun#en yon ¢p, und es ist H = H' u H", H' c~ H" = T. 
lnsbesondere fol#t, wenn H mindestens (~(S)+ 1)-fach zusammenhiin#end ist, 
daft schon wenigstens einer der Graphen G', G" (verm6#e tp) > H sein muff. 

Dies folgt im wesentlichen daraus,  dab  fiir jeden zusammenh~-agenden 
Unte rgraphen  Z ~_ G stets auch jeder  der G r a p h e n  Z n G ' ,  Z n G "  zusammen-  
h[ingend (evtl. leer) ist. 
4* 
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Daraus erhalten wir nun: 
(3.3) Ist das Feinheitsmafl f(G) sZ-treu, so ist das Feinheitsmafl f(G) 

= Max { f ( n )  I G ~ H} gleichfalls sZ-treu. 
Beweis. Es sei H ein Graph mit G ~-H und f (H)=  f(G). G sei l~ings eines 

Simplexes S zerlegt: G= G'uG", G 'nG"=S.  Nach (3.2) ist H = H ' u H " ,  
H ' n  H" = T, wobei G' ~-H', G" >- H", S ~- T verm6ge der Homomorphie 
G>-H gilt. Daher kann T durch Adjunktion einer (evtl. leeren) Menge N von 
neuen Kanten zu einem Simplex erweitert werden, ohne dab unsere Homomor- 
phie zerst6rt wird, und es folgt f ( H  u N) = f(H) = f(G) wegen G ~ H u N ~ H. 
Wegen der sZ-Treue von f i s t  nun f ( n w N ) =  M a x { f ( n ' w N ) ,  f (H"wN)} ,  
und wegen G' >- H' w N, G" ~ H" u N hat man also f(G) > Max {f(G'), f(G")} > 
> Max { f (H'•  N), f ( H " u  N)} = f(G), womit die sZ-Treue von f folgt. 

Wir k6nnen feststellen: 
(3.4) Jedes der Feinheitsmafle @(G), h(G), h'(G), c~(G), t(G), z(G), z'(G), d(G) ist 

sZ-treu. 
Wir wollen, um unsere Ausfiihrungen nicht unn6tig zu komplizieren, in dem 

Rest dieses Paragraphen die betrachteten Feinheitsmal3e als normiert (s. Def. 1) 
voraussetzen. Dies bedeutet ja gegeniiber dem allgemeinen Falle nur eine 
Verschiebung um eine additive Konstante. 

Aus den Ergebnissen des § 2 von[ 15] folgt fiir jedes Feinheitsma8 f u n d  jede 
natiJrliche Zahl n die Existenz der Basis ~ * ( n )  von ~*(n) (s. Def. 2), so dab 
also jedes G e ~*(n) sich aus Graphen e ~ * ( n )  durch sukzessive Anheften 
l~ings Simplexen aufbauen lal3t. Dieser Aufbau soil im folgenden genauer 
untersucht werden. 

(3.5) Es s e i f  ein sZ-treues normiertes Feinheitsmafl beziiolich >- (oder auch 
beziiglich >'v, v>2). Es sei G=G'uG" ,  G ' n G " = S  (Simplex), G', G"3S.  
Notwendig und hinreichend daJfir, daft G in ~*(n) tiegt, ist, daft simultan die 
folgenden beiden Bedingunoen erf~llt sind : 

1. G', G" 9eh6ren beide zu ~*(n); 
2. Wenn ct(S) < n - 2, so gibt es in weniostens einem der Graphen G', G" kein 

Simplex, das S echt als Teilgraph enthiilt. 
Beweis. Die Bedingungen 1. und 2. sind notwendig fiir G e ~*(n). Denn ist 

z. B. G' ¢ ~*(n), so ist entweder f(G') > n (dann auch f (G) > n), oder es existiert 
eine nicht leere Menge N von neuen Kanten zu G', so dab f (G 'wN)<  n gilt; 
dann ist aber wegen der vorausgesetzten sZ-Treue f (G u N) = Max { f (G 'w N), 
f(G")} = f(G), d.h. G nicht maximal in ~*(n). - -  Ist die Bedingung 2. nicht 
erfiillt, so existieren also Ecken e'e G ' - S ,  e"e G " - S ,  die mit den Ecken 
von S zusammen Simplexe S' bzw. S" (die also S echt enthalten) in G' bzw. G" 
aufspannen; ct(S)< n - 2 .  Nun sei k die (nicht in G vorkommende) Kante 
(e', e"). S', S" und k spannen ein Simplex S* der Ordnung ~(S)+ 2 < n auf. 
Wir haben G w k = G ' w S * u G "  mit (G'wS*)c~G"=S", G'nS*=S' ,  so dab 
(wegen f(G'), f(S*), f(G") s~imtlich <n und der sZ-Treue von f )  auch 
f ( G u k )  < n folgt. 

Umgekehrt setzen wir die Bedingungen 1. und 2. als erfiillt voraus. Es sei k 
mit den Endpunkten p, q eine neue Kante zu G. Liegen p, q beide in G' (oder in G"), 
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so folgt f ( G w k ) >  f ( G ' w k ) >  n. Daher kann o. B. d. A. angenommen werden, 
dab p e G' - S, q E G" - S gilt. Sind p, q beide zu jeder Ecke eS benachbart, so muB 
~(S) > n - 2 gelten (wegen Bedingung 2.); p, q, S spannen dann zusammen mit k 
ein Simplex der Ordnung > n auf, und es folgt f (G  w k) > n. 

Also sei (etwa) p zu einer Ecke s e S nicht benachbart. Wir betrachten das 
Teilsimplex So yon S, in das eine Ecke eS genau dann aufgenommen werde, 
wenn sie von p aus (in G') durch einen Weg erreichbar ist, der keine innere 
Ecke mit S gemeinsam hat. 

Falls p mit So (in G') ein Simplex aufspannt, so folgt So ~ S - {s} ; So trennt 
dann also s und p in G'. Wegen der im ersten Beweisteil als notwendig er- 
kannten Bedingungen ffir G 'e  ~*(n) folgt somit ~(So)= n -  2. Ist nun auch q 
zu jeder Ecke ~S0 benachbart, so spannen p,q,So zusammen mit k ein S(n) auf. 
Ist q aber zu (wenigstens) einer Ecke s" ~ So nicht benachbart, so bilden k und 
(p, s") eine unterteilte neue Kante zu G". 

Es seijetzt p zu einer Ecke s' ~ So nicht benachbart. Ist nun q zu s' benachbart, 
so bilden k und (q, s') eine unterteilte neue Kante zu G'. Ist q aber zu s' nicht 
benachbart, so existiert nach Definition von So ein von p nach s' fiihrender Weg 
Z _~ G', der mit S aul3er s' keine Ecke gemeinsam hat. Z und k bilden dann zu- 
sammen eine unterteilte neue Kante zu G". 

In jedem Falle folgt f(Gwk)>= n aus der Maximalit~it von G', G". 
Aus (3.5) zusammen mit Satz 1 aus [15] erhalten wir jetzt (man beriick- 

sichtige insbesondere auch, dab wegen (3.5) die Basis von ~*(n) Teilmenge von 
~*(n) ist, also gerade aus allen primen Graphen ~ * ( n )  besteht): 

Satz 2. Es sei f ein normiertes, sZ-treues Feinheitsmafl beziiglich >- (oder 
auch beziiglich >-~ ]~r ein v > 2). Dann ist J~r jedes n = 1, 2 . . . .  die Gesamtheit 
~*(n) der maximalen Graphen der f-Klasse unterhalb n identisch mit der Klasse 
aller Graphen G der Form 

G = P1u ... u PI , 

wobei P1, ..., Pl aus der Basis ~ ~*(n) stammen und ~ r  jedes 2 = 2 . . . . .  I gilt: 
1. (P~u . . . uP~_I )nP~  ist ein Simplex S~ mit P 1 u . . . ~ P ~ _  1 3S~, P~3S~, 
2. Wenn ~(Sz)< n -  2 gilt, dann existiert in wenigstens einem der beiden 

Graphen P1 w . . .  w P~_ 1, P~ kein Simplex, das S~ als echten Teilgraph enth~'It. 
F/Jr die Elemente der Basis gilt folgende Charakterisierung: 
(3.6) Es s e i f  normiert, sZ-treu und beziiglich >-. Dann und nur dann geh6rt 

ein Graph G zur Basis fD~*(n) ]~r ein gewisses n, wenn gilt: 1. G e ~*(n) und 
2. G enth?ilt kein Element yon ~*(n), mit Ausnahme yon Simplexen der Ordnung 
<- n - 2, als echten Teilgraph. 

Beweis. DaB die Bedingungen 1. und 2. hinreichend fiir G e ~ * ( n )  sind, 
folgt sofort aus (3.5). (Denn ein G e ~*(n), das nicht prim ist, mul3 sich l~ings 
eines Simplexes in zwei Graphen G', G", die nach (3.5) wieder in ~*(n) liegen, 
aufspatten; wegen der sZ-Treue und (1.8) ist wenigstens einer der Graphen 
G', G" kein Simplex der Ordnung ~ n -  2.) 

Wegen (3.5) ist 1. auch notwendig fiir G e ~B~*(n). Ist 2. nicht erf'tillt, so sei 
H C G ein Graph e ~*(n); H kein Simplex der Ordnung _< n - 2. Existierte in G 
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eine neue Kante k zu H, so w~ire natiirlich f (G)>=f(Hwk)> f ( H ) =  n - 1 .  
Daher gibt es in G eine Ecke e ~ H. T sei die Menge aller Ecken e l l ,  die yon e 
aus erreichbar sind dutch Wege ~_ G, die keine inhere Ecke mit H gemeinsam 
haben. Zu je zwei Ecken e Tgibt es also in G einen Weg, der diese verbindet und 
keine innere Ecke mit H gemeinsam hat. Daraus folgt wegen der Maximalit~it 
yon H, dab T in G ein Simplex aufspannt. Existiert eine Ecke e' E H - T, so 
trennt T offenbar e und e', so dab G also nicht prim ist. Ist andererseits T = H, 
so nach Voraussetzung ~t(H)= n -  1. Dann aber folgt dutch Zusammenzug 
der e enthaltenden Komponente von G - T auf eine Ecke: G ~ T x 1, also 
f(G) >= n, mit Widerspruch. 

Bemerkung. Ist f e i n  Feinheitsmal3 beziiglich ~ mit v > 2, so kann man durch eine entsprechende 
(Jberlegung beweisen (wobei ein S(n- 1) ats echter Teilgraph in einem Basiselement yon ~*(n) 
vorkommen kann):  Es sei G On Graph, dessen Primgraphen-sZ nicht nur  aus lauter Simplexen der 
Ordnung n -  1 besteht. Dann  und nur  d a n n i s t  G ~ ~8~*(n), wenn 1. G ~ ~*(n) ist und 2. G kein 
Element e~*(n), das kein Simplex ist, als echten Teilgraphen enth~ilt. 

Man habe in einem Graphen G einen Untergraphen T. Mit S(T) bezeichnen 
wir das durch Hinzunahme neuer Kanten zu T (mit den Ecken yon T) gebildete 
Simplex. Wir nennen G auf S(T) identisch T-zusammenziehbar (s. [15], S. 132), 
wenn sich G auf S(T) so homomorph abbilden l~iBt, dab jede Ecke e T in sich 
iibergeht. Dann gilt: 

Satz 3. Es s e i f  ein normiertes, sZ-treues Feinheitsmafl bezi~glich ~ .  Ist 
G ~ ~*(n) J~r ein ffewisses n, hat man eine Zerlegung yon G der Form 

G = G ' w G " ,  G'c~G"=T, 

und ist weiter sowohl G' als auch G" auf S(T) identisch T-zusammenziehbar, 
so folgt : 

T = S(T),  

d.h. T ist Simplex. 
Beweis. Es sei S(T)= T u N ,  wo N eine Menge von neuen Kanten zu T ist. 

Ist N nicht leer, so folgt f ( G u N ) ~  n wegen G ~ ~*(n). Nun ist 

G u N = ( G ' u N ) w ( G " u N ) ,  (G'uN)r~(G"uN) = S(T),  

so dab wegen der sZ-Treue yon f gelten muB : f(G' w N) ~ n oder f (G" u N) >= n. 
Nun ist abet, wie man durch Zusammenzug von G" auf T u N  bzw. yon G' 
auf T u N  erkennt, sowohl G>-G'uN als auch G>-G"uN;  mithin miiBte 
auch f ( G ) >  Max { f (G 'uN) ,  f ( G " u N ) }  >= n sein, mit Widerspruch. Also ist N 
leer, und es folgt T =  S ( T ) .  

Speziell in den F~Ulen n < 5 l~iBt Satz 3 weitreichende Folgerungen zu, wie 
in den folgenden Paragraphen gezeigt werden soll. 

§ 4. Der  Fall n ~ 4 

In diesem Paragraphen bedeute stets f ein normiertes, sZ-treues Feinheits- 
maB beztiglich >- ; ~*(n) bezeichne die f-Klasse unterhalb n fiir n = 1, 2, . . . .  

(4.t) F/ir n > 4 ist jedes G ~ ~*(n) (mindestens) 2-fach zusammenhiinffend ; 
wird G ~ ~*(n) durch einen Untergraphen Tmi t  ~(T) = 2 ffetrennt, so ist T ein 
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Simplex, G also nicht prim. Jedes G ~ ~ * ( n )  (n ~ 4), mit Ausnahme der S(v) 
mit v < 3, ist daher (mindestens) 3-fach zusammenhiingend. 

Beweis. DaB G zusammenh~ingend ist und keine trennende Ecke besitzt, 
folgt sofort aus (3.5). Also ist G 2-fach zusammenh~ingend. - - T r e n n t  T mit den 
Ecken t', t" den Graphen G, so ist G = G'u G", G'c~ G"= T, G', G" D T. Wegen 
des 2-fachen Zusammenhanges gibt es sowohl in G' als auch in G" einen t' 
mit t" verbindenden Weg (vgl. etwa [8], (2.1), (d)). Damit folgt nach Satz 3 
S(T) = T. 

Satz 4. Fiir n < 4 besteht ~B~*(n) nur aus den Simplexen S(v) mit v <= n - 1. 
lnsbesondere folgt j~r jedes n < 4 die Gleichheit der Klassen ~* (n) j~r alle sZ- 
treuen und normierten Feinhei~mafle beziiglich ~ 5. Speziell ist ~*(2)= ~*(2) 
~leich der Klasse aller Graphen ohne Kanten, ~* (3) gleich der Klasse aller Biiume, 
~*(4) gleich der Klasse aller Graphen, die dutch sukzessives Zusammenheften 
yon Dreiecken ldngs Kanten entstehen (zuziiglich der S(v) mit v ~ 2). 

Beweis. Ist G ein Element yon ~B~*(4) mit ct(G)~ 4, so ist nach (4.1) G 
3-fach zusammenh~ingend. Jeder 3-fach zusammenh~ingende Graph G enth~ilt 
aber eine Unterteilung yon S(4). 6 Also k6nnen in ~ * ( 4 )  nur die S(v) mit v __< 3 
liegen. Daraus folgt (etwa mittels der Operation x 1) die Behauptung des Satzes 
auch f i i rn -- 1, 2, 3. 

Damit haben wir: 
Satz 4'. Fi~r jedes sZ-treue, normierte Feinheitsmafl beziiglich ~ (oder auch 

beziiglich ~ j~r ein v > 2) gilt : 

f (G) >__ 4¢~G D_ U(S(4)). 

Denn die Klasse ~*(4) ist nach Satz 4 ja gleich der (speziell aus h(G) resul- 
tierenden) Klasse .~*(4) aller nicht zu S(4) homomorphen Graphen. Weiter ist 
G ~-S(4) nach [6], (1.1) mit G ~ U(S(4)) gleichbedeutend. 

Aus diesem Grunde und wegen (3.3) haben wir: 
Satz 4". Fiir jedes sZ-treue, normierte Feinheitsmafl g (also beziiglich jeder 

der Relationen ~-, >'v) gilt: 

g(G) > 4=~G D U(S(4)). 

Dieser Satz enth~ilt fiir g = • die Richtigkeit der Hadwiger-Vermutung ffir 
n __< 4 als Spezialfall. 

§ 5. Der Fall n :  5 

Der Fall n = 5 ist der fiir das Vierfarbenproblem interessanteste. Nach einem 
Satz von K.WAGNER (S. etwa [13], Satz 1) ist der Vierfarbensatz mit der Rich- 
tigkeit der Aussage ,,O(G) > 5 =~ G ~-S(5), fiir alle G", der Hadwiger-Vermutung 
fiir n = 5, aquivalent. Man kann letztere Aussage auch so ausdriicken: Fiir 
die (speziellen) FeinheitsmaBe h(G) und O(G) sind die zugehSrigen Klassen 

Dies l~t3t sich auch noch fiir Feinheitsmat3e beziiglich >-~ (v > 2) zeigen. 
Siehe z. B. [1], Satz 8 oder auch [8], Satz 3. - -  Ist n~imlich k eine Kante in G, so gibt es zwei 

yon k verschiedene Wege Z, Z', die die Endpunkte yon k verbinden und sonst zueinander fremd sind. 
G, vermindert um diese Endpunkte, muB zusammenhlingend sein; daher existiert ein Weg Z", 
der innere Ecken yon Z, Z' verbindet und sonst zu ZuZ' fremd ist. ZuZ'uZ"uk bildet ein 
U(S(4)) c G. 
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unterhalb 5 gleich. Es wird deshalb von Interesse sein, Aussagen iiber die 
f-Klassen unterhalb 5, insbesondere fiber die Basen der ~*(5), zu gewinnen. 
Hier und in dem ganzen folgenden Paragraphen bedeute stets f ein sZ-treues, 
normiertes Feinheitsma8 beziiglich ~ ,  ~*(n) fiir jedes n die f -  Klasse unterhalb n. 

Wir beweisen zun~ichst zwei entscheidende Hilfss~itze. 
($.t) Es seien j~r n> 5 Elemente G, H aus der Basis ~ * ( n )  gegeben 

(~(H) _>_ 3). H enthalte kein Dreieck. Liegt dann in G eine Unterteilung yon H, so 
folgt  G = H. 

Beweis. Angenommen, es sei U(H)c G, U(H)=~H. Wegen (4.1) sind G 
und H beide 3-fach zusammenh~ingend. Ist Z eine unterteilte Kante von H, 
also ein Weg C U(H), der zwei verschiedene Verzweigungspunkte v, von 
U(H) verbindet und eine Ecke e ~: v', v" enthalt, so muB es einen Weg Q in G 
geben, der eine Ecke e ' e Z -  {v', v"} mit einer Ecke e"e U ( H ) - Z  verbindet 

t Dt¢ und Qc~U(H)={e',e"} erfiillt; andernfatls wiirden v, den Graphen G 
trennen. Es gibt dann einen Verzweigungspunkt v # v', v" in U(H), so dab 
entweder e" = v gilt oder e" Teilpunkt (nicht Verzweigungspunkt) einer unter- 
teilten, von v auslaufenden Kante Z* yon Hist .  Nach Voraussetzung existiert 
h6chstens eine der Kanten (v, v'), (v, v") in H. Ist etwa v zu v' in H nicht benach- 
bart, so ziehen wire" l/ings Z* mit v und e' l~ings Z mit v' zusammen. Es folgt so 
G ~ H w k ,  w o k  eine neue Kante zu H ist, mit Widerspruch zu G e ~*(n) und 
H e ~*(n). Also kann es keine unterteilte Kante von H geben, d. h. es ist G ___3 H. 
Mit Hilfe von (3.6) folgt dann sofort G = H. 

(5.2) Es sei G e ~B~*(n), n ~ 5 ; T mit den Ecken t, t', t" sei ein trennender 
Untergraph yon G. Dann gilt: 

1. Je zwei der Ecken t, t', t" sind in G nicht benachbart ; 
2. G - T hat genau zwei Komponenten; 
3. eine dieser Komponenten hat die Eckenzahl i, die andere eine Ecken- 

zahl > 2. 
Beweis. Es seien H1 . . . . .  H z (l -> 2) die Komponenten von G - T; der durch 

H a u  T aufgespannte Untergraph von G werde mit Gx bezeichnet (2 = 1, ...,/). 
Wegen (4.1) ist G 3-fach zusammenh~ingend; zu jeder Ecke e e Ha gibt es also 
drei bis auf e fremde Wege Z, Z', Z", die e m i t  resp. t, t', t" verbinden. 

Existiert nun in G etwa die Kante (t, t'), so sehen wir durch Zusammenzug 
von Z" auf t", dab G~ auf S(T) identisch T-zusammenziehbar ist. 

Als n~ichstes behandeln wir den Fall, dab (etwa) Z keine Kante ist. Da G 
durch e, t nicht getrennt wird, mu8 es dann in Gx einen Weg Q geben, der eine 
Ecke p e Z - {e, t} mit einer q ~ e aus Z ' u Z "  (etwa o. B. d. A. q e Z') verbindet 
und Q n ( Z w Z ' w Z " )  = {p, q} erfiillt. Wir ziehen nun p langs Z mi t t  und q l~ings 
Z' m i t t '  zusammen. Durch den weiteren Zusammenzug von Z" auf t" folgt 
dann, dab G~ auf S(T) identisch T-zusammenziehbar ist. 

Sind Z, Z', Z" s~imtlich Kanten und ist ~(Hx)> 2, so w~ihle man eine zu e 
benachbarte Ecke f e Hx. Da e nicht G trennt, existiert ein Weg Q von f zu 
einem der t, t', t" (etwa zu t), der e vermeidet und auBer t keine Ecke von T trifft. 
Dann folgt durch Ersetzung von Z durch Qu(e,  f )  nach dem vorigen Fall, 
dab Gx auf S(T) identisch T-zusammenziehbar ist. 
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Nach diesen ~berlegungen folgt: Gx ist sicher dann auf S(T) identisch 
T-zusammenziehbar, wenn es in G eine Kante gibt, die Ecken e T verbindet, 
oder wenn or(Ha) > 2 iNt. Daher folgt wegen der Primit~it von G nach Satz 3 die 
Behauptung 1. des Satzes und dab ~(Ha) > 2 nur for h6chstens eines der H~ gilt. 
(Ist etwa ~(HI)=>~(H2)~2 , so erf/illt G mit G'=G1, G " = G 2 u . . . u G  t die 
Bedingungen yon Satz 3.) 

Ist andererseits ~(H~) = 1 for 2 = 1 . . . . .  l, so ergiinzen wir Tdurch  Adjunktion 
neuer Kanten zu einem Dreieck. Der entstehende Graph ist dann aus lauter 
Tetraedern S(4) l~ings S(T) zusammengeheftet, wegen der sZ-Treue also 
e~*(5), entgegen der Maximalit~it von G. 

Daher ist fiir genau ein 2 (etwa 2 = 1) ~(H~) > 2. Ist l = 3, so sind natiirlich 
G ' =  G1 und G" =  G2u... u G  l beide auf S(T) identisch T-zusammenziehbar. 
Daher folgen wegen Satz 3 auch die Behauptungen 2. und 3. 

Nunmehr folgt : 
Satz 5. Es sei f ein normiertes, sZ-treues FeinheitsmaJ3 bezftglich ~.  Dann 

gilt: Als einziges nicht ebenes Element der Basis yon ~*(5) kommt nut der 
Graph W in Frage, der aus einem Achteck mit seinen vier Hauptdiagonalen 
besteht (s. etwa [15], S. 141, Fig. 5 oder [7], S. 49, Fig. 3). 

Beweis. Es sei G e ~ ~*(5) nicht eben. Wegen f (G)  < 5 folgt G ~ S(5). Daher 
ist nach KURATOWSKI G ~ U(3, 3). Aus dem Satz (2.2) in [7] folgt somit: 
Entweder gibt es in G eine trennende Eckenmenge T mit 3 Ecken, so dab 
G - Tmindestens 3 Komponenten hat, oder G enth~ilt eine Unterteilung yon W. 
Der erste Fall ist wegen (5.2) unm/Sglich. Im zweiten Falle ist notwendig 
f ( W ) < 5 ;  es ist W w k > S ( 5 )  fiir jede neue Kante k zu W (s. [7], (1.2)), d.h. 
W e ~*(5). Wist prim und enth~ilt kein Dreieck, so dab wegen (5.1) folgt G = W, 
womit der Satz bewiesen iNt. 

In dem speziellen Falle, dab f der Homomorp~eg ra d  hist ,  erhalten wir 
aus Satz 5 den Satz yon K. WAGNER, daft die Basis von ~*(5) aus den primen ebenen 
Dreiecksgraphen und dem Graphen W besteht (s. [13 ], Satz 4)7; denn We ~*(5), 
und die ebenen Dreiecksgraphen sind ja, wie relativ teicht folgt (s. etwa [6 ], 
Satz 4) gerade die ebenen Graphen, die nach Adjunktion irgendeiner neuen 
Kante >-S(5) werden. Ist f hingegen gleich 4,  so bildet die Bestimmung der 
ebenen Basiselemente im Fa l l en  = 5 gerade die entscheidende Schwierigkeit. 
Wir wollen die ~-Klasse unterhalb n mit ~*(n) bezeichnen; ~*(n) ist dann 
also gerade die Klasse der Graphen, die nicht homomorph zu einem Graphen 
mit der Fdrbungszahl >_ n sind. Offenbar ist W e  ~ 2*(5), und W ist nach Satz 5 
daN einzige nicht ebene Element dieser Basis. Ebene Elemente von ~ * ( 5 )  

7 Herr Prof. O. ORE wies reich auf die folgende LOcke in meinern Beweis dieses Satzes in [7] 
hin: Auf S. 53 wird aus (2.1) und (2.4) der Satz 1 geschlossen. Indessen braucht im Falle 
O = G'uG"e ~*(L), G'nG"= S(3) nicht notwendig jeder der Graphen G', G" wieder in ~*(L)zu 
liegen. Diese Liicke schlieBt sich wie folgt : Zun~ichst kann o.B.d.A.G als 3-fach zusammenh~ingend 
vorausgesetzt werden; dann sind auch G', G" 3-fach zusammenhangend. Mittels [7], (1.1), S. 49 und 
[6], (1.4), S. 4t schlieBt man nun unschwer fiir 3-fach zusammenh~ngendes H, ct(H):~5: 
H ~ ~*(L)c..B ~ ~*(S(5)).Damit folgt, dais G, G', G" in ~(S(5))liegen miissen, und G', G" mfissen 
dann auch in ~L) liegen, auBer wenn G', G" gleich Ds gilt; Ds reduziert sich aber weiter auf zwei 
S(4). 
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sind z. B. die unendlich vielen primen Dreiecksgraphen der Form C(v)x 2 
(C(v) bezeichnet einen Kreis der L~inge v), v = 4, 5 .....  die ja s~imtlich 4-f~irbbar 
sind und deren homomorphe Bilder, wie leicht zu sehen ist, ebenfalls eine 
zul~issige F~irbung mit h6chstens 4 Farben gestatten. Hingegen ist die Aus- 
sage, daft die ebenen Elemente yon ~ 2*(5) mit den primen ebenen Dreiecks- 
#raphen iibereinstimmen, ?iquivalent mit dem Herfarbensatz (denn sie ist ja 
offenbar ~iquivalent mit der Aussage, dab jedes homomorphe Bild eines jeden 
maximalen Graphen der Ebene h/Schstens die F~irbungszahl 4 hat). Es l~il3t sich 
nicht ohne weiteres schlieBen, dab die ebenen Elemente der Basis notwendig 
Dreiecksgraphen sind. Man kann nicht einmal sagen, ob alle 4-ffirbbaren 
primen ebenen Dreiecksgraphen zur Basis geh6ren, da man zeigen kann, dab 
es zu jedem ebenen Graphen G einen 3-f~irbbaren primen ebenen Dreiecks- 
graphen gibt, der eine Unterteilung von G enth~ilt. 

(O.B.d.A. sei G 2-fach zusammenh~ingend. Wit unterteilen jede Kante yon G durch je eine 
neue Ecke einmal (der entstehende Graph G' ist 2-f~irbbar) und tegen sodann in jedes Gebiet 15 
yon G' eine neue Ecke, die wir mit jeder Ecke des 15 berandenden Polygons durch eine Kante ver- 
binden. Der entstehende Dreiecksgraph leistet das Verlangte.) 

Wir betrachten nun das (in § 1 als 9. Beispiel definierte) FeinheitsmaB 
d(G). d(G) ist sZ-treu, aber nicht normiert. Dem Fall n = 5 bei normierten 
FeinheitsmaBen entsprieht wegen d(O) = - 1 der Fall d(G) = 4. 

Def. 4. Ein Graph G heiBe n-diinn, wenn er nicht homomorph zu einem 
n-fach zusammenh~ingenden Graphen ist; G heiBe maximal n-di~nn, wenn G 
n-diinn ist, aber nach Adjunktion einer beliebigen neuen Kante homomorph 
zu einem n-fach zusammenh~ingenden Graphen wird. Die Klasse der n- 
diinnen Graphen werde bezeichnet mit ~*(n), die der maximal n-diinnen 
also mit ~*(n). Somit: G ~ ~*(n)od(G) < n. 

• 4 e2q 

el Fi~ 1 S 

Ffir n ~ 3 sind die n-dfinnen Graphen im vorigen Paragraphen charak- 
terisiert worden. Unser Ziel fiir den Rest dieses Paragraphen ist die voll- 
stdndiffe Charakterisierung aller 4-diinnen Graphen. Natfirlich geniigt dazu die 
Kennzeichnung aller maximal 4-dfinnen Graphen und zu dieser wegen Satz 2 
d i e  Aufstellung der Basis von ~*(4). 

Unter einem Fiinfecksprisma Pv verstehen wir den folgenden Graphen 
' ' ' ' ' ' ' s e i n e  (S. Fig. 1): Seine Ecken seien el, e2, e3, e4, e5 = eo, el, e2, ea, e4, e5 = eo, 

Kanten seien (ei, ei+ 1), (e~,e~+l) fiir i=O . . . .  ,4, sowie (e~, e~) fiir i =  1, .... 5. 
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Nunmehr folgt : 
Satz 6. Die Basis ~ 3 " ( 4 )  besteht aus den Simplexen der Ordnung _~4, dem 

Graphen W sowie dem Graphen Pv. Bezeichnen wir das Dreieck sowie jeden 
irgendwie aus lauter Tetraedern Idngs Dreiecken zusammengehefteten Graphen 
kurz als einen G~, so folot (wegen Satz 2) : Die Gesamtheit der maximal 4-diinnen 
Graphen ist gleich der Gesamtheit aller Graphen G der Form 

G = G l W ' " w G t  , 

wo jedes G ~ entweder ein Gao oder isomorph zu W oder Pv ist und f~r 2 = 2 . . . . .  I gilt: 

(G1 w ... u G~_ 1)r~ G~ = S~ 

ist ein Simplex der Ordnung 2, wobei ferner nur die Einschriinkung gilt, daft 
keine zwei verschiedenen G~ unter den Gx eine gemeinsame Kante besitzen 
diirfen. 

Es ist leicht zu sehen (etwa dutch Betrachtung der Kanten- und Ecken- 
zahlen s), dab Wund Pv 4-diinn sind. Da das Oktaeder (2, 2, 2) 4-fach zusammen- 
hgngend ist, folgt somit Satz 6 aus dem aIlgemeineren 

Satz 6'. Es s e i f  ein normiertes, sZ-treues Feinheitsmafl beziiglich ~-. Dem 
Oktaeder (2, 2, 2) sei vermdge f der Wert 5 zugcordnet. Dann enth~ilt ~ * ( 5 )  
aufler den Simplexen der Ordnung <= 4 h6chstens die Graphen W und Pv 9. 

Beweis. Ist k eine neue Kante zu W, so folgt Wwk>-S(5) (vgl. [7], S. 50 
oben). Ist k eine neue Kante zu Pv, so genfigt es aus Symmetriegriinden, 
folgende drei F~ille zu betrachten : 

1. k=(el ,  e'2). Die Zusammenzfige der Kanten (e2, e3), (e4, es) , (e~,e:,), 
(el, e~) ffihren Pv w k in (2, 2, 2) fiber. 

2. k = (e 1, e~). Die Zusammenzfige derKanten (e 2, ea), (el, e~), (e,, es), (e~, e~), 
(e,, e:,), (es, e~) ffihren Pvwk in S(5) fiber. 

3. k=(el ,  e3). Die Zusammenzfige der Kanten (e2, e~), (e~, e:,), (e'l, e~), 
(e4, es) ffihren Pvwk in (2,2, 2) fiber. 

Daher folgt : Wenn W bzw. Pv in ~*(5) liegt, so auch in fD ~*(5). 
Es sei nun G (mit ct(G) ~ 5) ein Element von ~ ~*(5). Ist G nicht eben, so 

folgt wegen Satz 5 G = W. Daher haben wir nut  noch den Fall zu betrachten : 

Gis t  eben. 

W~ire a(G)= 5, so G notwendig gleich S(5), vermindert um eine Kante, 
zer f i e l e  also l~ings eines Dreiecks. Daher folgt ~(G) __> 6. 

Wegen (4.1) ist G 3-fach zusammenhiingend. Nach dem Satz 3 in [8] 
enth~ilt G entweder eine Unterteilung des Prismas Pm oder d e s  S t e r n e s  

(1, 2, 2) = X(5) l°. Gilt G _~ U(X(5)), so w~ihle man eine in G enthaltene Unter- 

s In einem 4-fach zusammenhiingcnden Graphen ist die Kantenzahl mindvstens doppclt 
so groB wie die Eckcnzahl. Beim Zusammenzug einer Kante erniedrigt sich die Eckenzahl um 1, 
die Kantenzahl um mindestens 1. Ein kubischer Graph der Eckenzahl _~ 10 kann daher nicht >- 
¢inem 4-fach zusammenh~ingendcn Graphen sein. 

9 Dann und nur dann enth[ilt ~*(5) ¢inen dieser beiden Graphen nicht, wenn sein f-Weft  
~ 5  ist. - -  Natfirlich sind bcid¢ Graphen prim. Ein¢ Abbildung des Oktacders (2, 2, 2) finder man 
etwa in [8 ], Fig. 4 (S. 86). 

~o Definition des Sternes und seines Zcntrums in [13], S. 446. 
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teilung U eines Sternes X(m) mit maximalem m. Ist eine der Kanten dieses 
X(m) echt unterteilt, so muB es einen Weg Z ~ G geben, der von einem echten 
Teilpunkt dieser Kante zu einer Ecke ~ U, die nicht der betr. (unterteilten) 
Kante angeh6rt, ffihrt und der keine innere Ecke mit U gemeinsam hat. Z ent- 
h~Ut das Zentrum yon X(m) nicht; sonst folgte niimlich, dab die betrachtete 
Kante mit dem Zentrum nicht inzident ist, und man erhielte einen Wider- 
spruch zur Maximalwahl von m. Man bekommt so, wie man durch die Be- 
trachtung einiger einfacher Fiille einsieht, jedenfalls zwei disjunkte Kreise 
in G. Auch wenn U = X(m) ist und in G eine Ecke ¢ U oder eine neue Kante zuU 
existiert, erh~ilt man (unter Ausnutzung des 3-fachen Zusammenhanges von G) 
stets zwei fremde Kreise ~ G. Das Enthaltensein zweier disjunkter Kreise in 
einem 3-fach zusammenh~ingenden Graphen ist aber gleichbedeutend damit, 
dab dieser eine Unterteilung von Pm enthalt xl. Natfirlich ist (etwa wegen (5.2)) 
kein Stern in ~3 ~?*(5) enthalten. Damit also folgt : 

G ~= U(Pm). 

Wir denken uns jetzt eine feste Einbettung von G in die Ebene gegeben. 
Jedes Pm zerlegt die Ebene in 5 Gebiete, von denen zwei durch Dreiecke, 
drei durch Vierecke des Pm berandet sind. Wir wollen die Vierecksgebiete 
mit I, II, III, die Dreiecksgebiete mit IV, V bezeichnen. Ohne Einschr~inkung 
der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dab III das AuBengebiet ist. 144r 
woUen allgemein bei einem Pm die Bezeichnung zugrundelegen, wie sie in Fig. 2 
beschrieben ist, und entsprechend wollen wir auch bei einer Unterteilung yon 
Pm bezeichnen. Sind x,y zwei in Pm benachbarte Verzweigungspunkte 

C ~f  C' 

I 

Fig, 2 

(= Ecken > 3. Grades) in U(Pm), so bezeichnet (x ,y )  die evtl. unterteilte 
Kante (Kantenzug der Unterteilung), die in U(Pm) zwischen x, y verl~iuft. 
Sind v, w Ecken aus (x, y), so bezeichnet (v, w) den Teilweg von (x, y), 
dessert Endpunkte v, w sind; wir setzen weiter (v, w( = (v, w ) -  {w}, )v, w) 
= (v, w) - {v}, )v, w( = (v, w) - {v, w}. Sind H, n '  disjunkte Teilgraphen von 
U(PwO, so heiBt ein Weg Z ~ G ein H, H'-We#, wenn er eine Ecke h e H mit 
einer Ecke h'~ H' verbindet und Zc~ U(PIu)= {h, h'} erfiillt. Ist K eine Kom- 

11 Hat man zwei fremde Kreise in einem 3-fach zusammenh~ingenden Graphen, so wiihle 
man auf diesen je ein Tripel yon Ecken sowie dazu ein Tripel yon Wegen gem~il3 [8], (2.1), (e); 
passend gew~ihlte Teilwege bilden dann zusammen mit den Kreisen ein U(Pm). - -  144r k6nnen 
festellen : Ein ebener 3-fach zusammenhangender Graph enthaIt #enau dann Rein U(Pnt}, wenn er 
ein Stern ist. 
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ponente von G -  U(Pm), so heiBen die Ecken e U(Pm), die zu (wenigstens) 
einer Ecke ~K benachbart sind, die Beriihrpunkte von K (in bezug auf das 
U(PIII)) 

Wir nennen ein U(Pm)__c G eine ausgezeichnete Unterteilung von Pro, 
wenn weder III noch IV noch V eine Ecke eG enthalten oder von einer Kante 
eG durchquert werden. Es soll jetzt gezeigt werden, dab es in G ein ausgezeich- 
netes U(Pm) gibt. 

Liegt n~imlich in III eine Ecke e e G (bei Zugrundelegung irgendeines 
U(Pm) = U __c G), so gibt es 3 fremde Wege, die yon e zu U hinftihren. Mittels 
dieser erh~ilt man entweder einen Weg Z, der Ecken p, q desselben Kanten- 
zuges von U verbindet, oder einen Weg Z, der Ecken p, q inzidenter Kanten- 
ziige von U verbindet (jeweils mit Zc~ U = {p, q}), wo p, q nicht beide Verzwei- 
gungspunkte von U sind. Im ersten Falle ersetze ich (p, q) durch Z ; im zweiten 
Falle (wenn etwa die Ecke, in der die betreffenden beiden Kantenztige inzi- 
dieren, b ist) ersetze ich den IV berandenden Kreis durch Z u  (b, p ) u ( b ,  q) 
(falls b' = q, so c 4: p, und ich kann II als Gebiet V in einer neuen Unterteilung 
von Pm w~ihlen). Nhnlich kann ich verfahren, wenn k eine Kante ¢ U ist, die 
durch III l~iuft und zwei Ecken des Randes von III verbindet, sofern k 4= (b, c'), 
4= (c, b') ist. In allen diesen Fallen erhalte ich durch passende Ab~inderung ein 
(neues) U(Pm), so dab das diesem entsprechende, ,,neue" Gebiet III weniger 
Ecken bzw. Kanten von G als das ,,alte" III enthalt. 

Ist dagegen k (etwa) gleich (b, c'), so k6nnen wir nach dem Vorigen annehmen, 
dab III bis auf k von Ecken und Kanten eG frei ist, da wir andernfalls wie eben 
III reduzieren k6nnen (die Kante (c, b') kann ja nicht auch in G liegen, weil 
sonst G),-S(5) folgte). Ist nun z. B. (c, c') keine Kante, so gibt es wegen des 
3-fachen Zusammenhanges einen Weg Z, der eine Ecke p e )e, c '(  mit einer 
Ecke q des Randes von II, die ¢(c, c') ist, verbindet und Zca U = {p, q} erf/illt. 
p, q zerlegen den Rand von II in zwei Teile ; derjenige dieser Teile, der c enth~ilt, 
zusammen mit Z einerseits, sowie k u (b, b') w (b', c ')  andererseits k6nnen dann 
als unterteilte Dreiecke eines neuen U(Pm) gew~ihlt werden, derart daB III mit 
G einen leeren Durchschnitt hat. Entsprechend schlieBt man auch, wenn 
(b, c) keine Kante ist. Daher k6nnen wir annehmen: (b, b'), (c, c'), (b, c), 
(b', c ')  sind Kanten. Ohne Einschr~inkung der Allgemeinheit kann weiter 
angenommen werden, dab IV (und ebenso V) gleich einem der beiden Gebiete 
von Gist, die (b, c) (bzw. (b', c')) aufdem Rande enthalten. Andernfalls k6nnen 
a, a' und die inzidierenden Kantenziige entsprechend abge~indert werden. 

Gibt es in G einen (c,a(,)c', a')-Weg Z, so folgt, da {b, a', c'} wegen (5.2) 
unser G nicht trennen kann, die Existenz eines (b', a'(, )b, a)  w (a, a'(-Weges Z' 
(IV und V enthalten ja keine Eeken und Kanten von G). Wir k6nnen so zu- 
sammenziehen, dab Z von c nach a', Z '  von b' nach a fiihrt (Fig. 3). Man er- 
halt dann eine Unterteilung von (2, 2, 2). 

Gibt es andererseits keinen solchen Weg Z, so gibt es m6glicherweise 
einen, wenn man (a, a ' )  durch einen anderen )c, a ) u  (a, b(, )c', a ' ) u  (a', b'(- 
Weg c_ G ersetzt. Es sei also nicht mfglich, auf diese Weise zu einem solchen Z 
zu getangen. Da G durch {b, a, c'} nach (5.2) nicht getrennt werden kann, 
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existieren (c, a( ,  )a, a '(-Wege in G. Es sei l die (von a aus betrachtet) letzte 
Ecke auf (a, a ') ,  die von (c, a (  aus durch einen solchen Weg Z* erreichbar ist. 
Wir k6nnen offenbar annehmen, daB (a, a ')  so gewiihlt ist, dab die Kanten- 
zahl × von (l, a ' )  minimal ist. Da nun G nach (5.2) durch {b, l, c'} nicht getrennt 
wird, existiert entweder ein )l, a'(, )b, a )u (a , / ( -Weg  Z" (dieser trifft dann Z* 
nicht, und indem man (a, a ' )  mit Hilfe von Z" in geeigneter Weise abiindert 

. z " %  Ik 

Fig.  3 

(Fig. 4), erhiilt man einen Widerspruch zur Minimalwahl von ~), oder es existiert 
ein (a', b'),  )b, a)  u (a , / ( -Weg Z** ; dieser trifft dann Z* nicht, und wir k6nnen 
(iihnlich wie in Fig. 3) durch passende Zusammenzfige erreichen, dab Z* 
von c nach a', Z** von b' nach a fiihrt, wodurch wir wieder G~-(2, 2, 2) er- 
halten mit Widerspruch. 

C C '  

' ~ ~ Z It 

_ Z I '  i 

Fig,  4 

Wir sehen, dab wir U(Pm)~_ G immer so wiihlen k6nnen, dab das AulMn- 
gebiet III von Ecken und Kanten aus G frei ist. DaB weiter dann auch noch die 
Gebiete IV und V von Ecken und Kanten eG frei gemacht werden k6nnen, ist 
sehr leicht zu sehen. Gibt es n~imlich einen Weg Z ~_ G, der etwa zwei Ecken 
p, q des Randes von IV verbindet und Z n  U(Pm)= {p, q} erffillt, so enth~ilt 
wenigstens eines der beiden durch p, q bestimmten Teilstiicke dieses Randes 
eine Kante yon (b, c ) ;  dieses Teilstiick zusammen mit Z kann als Rand des 
Gebietes IV eines neuen U(Pm) gew~ihlt werden, derart daft das ,,neue" Gebiet III 
wiederum frei von Gist ;  das ,,neue" IV enth~ilt dann weniger Ecken und Kanten 
von G als das ,,alte" IV. Durch Iteration dieses Schlusses folgt schlieBlich: 
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G enthiilt ein ausgezeichnetes U(Pm). 

Ein solches U(Pm)= U wollen wir also im folgenden stets, mit den Be- 
zeichnungen von Fig. 2, zugrundelegen. Jede Komponente yon G -  U liegt 
also in I oder II. Natiirlich ist G ~e U(Pm). 

Fall I. Es existiert eine Komponente K yon G - U, so daft die Beriihrpunkte 
yon K auf nicht weniger als3 K antenziigen yon U liegen. O.B.d.A. darfangenommen 
werden, dab K in I liegt. 

A. Die Zahl der Berfthrpunkte yon K ist > 4. 
Dann kann durch geeignete Zusammenziige von Teilwegen des Randes 

von I erreicht werden, dab alle 4 Ecken a, a', b, b' Beriihrpunkte yon K werden. 
Durch Zusammenzug von (c, c ')  sowie von K (jeweils auf eine Ecke) folgt 
G >(2,  2, 2). 

B. Die Zahl der Beriihrpunkte yon K ist 9enau 3. 
Sie seien t, t', t". Wegen (5.2) besteht K nur aus einer Ecke e, und keine zwei 

der Ecken t, t', t" sind benachbart. - -  Aus Symmetriegriinden ist die folgende 
Fallunterscheidung 1. bis 4. ersch6pfend. 

1. t ~ ) a , b ( ,  t '~)a ' ,b ' ( ,  t" ~ ) a , a ' ( .  
2. t ~ ) a , b ( ,  t 'E)a ' ,b ' ( ,  t " e ) b , b ' ( .  
In diesen beiden Fallen ist offenbar G ~ U(Pv). Da Pv kein Dreieck enthalt, 

folgt G = P v  wegen (5.1). 
3. t=a ,  t '~)a ' ,b ' ( ,  t " ~ ) b , b ' ( .  
G wird durch c, a, t" getrennt. Daher muB (b, a )  nach (5.2) eine Kante sein. 

b, a, c' k6nnen mithin nach (5.2) keinen trennenden Teilgraphen yon G bilden. 
Also muB es in G einen (c, a (  u (c, c'(, )a, a ' )  w (a', c ' (-Weg Z geben; durch 
passende Zusammenziige sieht man unschwer ein, dab Zc~U= {c,a'} an- 
genommen werden daft  (Fig. 5). Durch die Zusammenziige yon (b, t"), (e, t'), 
(b', c ' )  erhalt man dann G > (2, 2, 2). 

C C' 

Fig. 5 

4. t ~ ) a , a ' ( ,  t ' ~ ) a , b ( ,  t " ~ ) b , b ' ) .  
Naeh (5.2) kann {c, t, t"} keine trennende Eckenmenge yon G sein. Daher 

existiert entweder ein ) c , a ) • ( a ,  t(, )t, a ')-Weg Z oder ein )c, a ) w ( a ,  t(,  
)c, c ' )w)a ' ,  c')-Weg Z. Im ersten Falle kann Zc~ U = {a, a'} angenommen 
werden, und es folgt G>(2 ,  2, 2) durch die Zusammenziige von (e, t), (b, t '), 
(t", b'), (c, c ') je aufeine Ecke. Im zweiten Falle kann Zc~ U = {a, c'} angenom- 
men werden, und es folgt G>(2 ,  2, 2) durch die Zusammenziige yon ( t ,a ' ) ,  
(e, t'), (b, c), (t", b') je auf eine Eeke. 
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Fall lI. Es existieren Komponenten yon G - U; alle diese haben ihre Be- 
riihrpunkte in der Vereinigung zweier Kantenziige yon U. 

A. Es existiert eine Komponente K yon G -  U (o.B.d.A. in I), deren Beriihr- 
punkte nicht in einem einzigen Kantenzuge yon U enthalten sind. Wir bezeichnen 
die Menge der Beriihrpunkte von K mit B. 

1. B =C (b, b') w (a, b) (oder symmetrisch: ~ (b, b') w (a', b')). 
Es sei l die nachst a gelegene Ecke von B auf (b, a), I' die nachst b' gelegene 

Ecke von B auf (b, b'). l, l', c trennen G, und jede der beiden Komponenten 
von G - { l ,  l',c} hat mindestens 2 Ecken; dies kann nach (5.2) nicht sein. 

2. B ~ ( a , b ) u ( a ' , b ' ) .  
K hat auf einem der beiden Kantenziige (a, b), (a', b') (etwa auf (a', b')) 

nur einen Beriihrpunkt t; sonst folgte G >-(2, 2, 2) ~ihnlich wie im Falle I, A. 
Es seien l, l' die Ecken eB, die auf (a, b) nachst a bzw. b liegen. Nattirlich 
trennen l, l', t den Graphen G. Wegen (5.2) ist also ~(B)= 3, ~(K)= 1, und 
(l, l') ist keine Kante. p e )l, l'( wird aber durch l, l' von den Ecken eU - (l, l') 
getrennt, was nicht sein kann. 

3. B ~ _ ( a , a ' ) u ( b , b ' ) .  
~) Liegen auf (a, a') und (b, b') je mindestens zwei Bertihrpunkte, so 

folgt G >-(2, 2, 2) wie im Falle I, A. 
fl) Liegt auf (a, a ')  nur ein Beriihrpunkt t, so seien l, l' die auf (b, b') nachst 

b bzw. b' gelegenen Ecken ~B. t, l, l' trennen G. Wie in 2. folgt ein Widerspruch. 
7) Auf (b, b') liege nur ein t e B. l, l' seien die auf (a, a ')  nachst a bzw. a' 

gelegenen Ecken eB. O.B.d.A. kann t4=b' angenommen werden. Damit 
t, l', c' kein trennendes Dreieck bilden, muB nach (5.2) gelten: es existiert ein 
)l', a ') u (a', c'(, (a, l ' ( u  (a, c) u (c, c'(-Weg Z in G (falls l' = a' ist, folgt dies, 
weil (a', c') dann keine Kante sein kann). Falls ein solches Z nach )c, a) w (a, l'( 

c _ ~ ~ , . . _ , , .  Z NN~~c'  

b- f -b' 
Fig, 6 

fiihrt, folgt (durch passende Abanderung von U mittels Z), dab entweder der- 
selbe Fall mit einem weniger Ecken bzw. Kanten EG enthaltenden Gebiet II 
eintritt, oder wir zu dem Fall I zuriickgelangen. Daher miinde jedes solche Z 
in (c, c'(. l" sei die am n~ichsten bei c gelegene Ecke ¢ (c, c'(, die durch ein 

solches Z erreichbar ist (Fig. 6). l", l', t spannen dann nach (5.2) ein trennendes 
Dreieck auf. 

4. B _.£ (a, b> u (a, a') (oder symmetrisch: ~ (a', b') u (a, a')). 
Es sei l die auf (a, b) nachst b gelegene Ecke eB, und l' die auf (a, a') 

n~ichst a' gelegene Ecke eB. b, l', c' diirfen dann kein trennendes Dreieck bilden. 
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0t) Existiert ein )b, l), )b, b')-Weg Z'~_ G, so erhalten wir, falls Z' keine 
Kante ist, einen schon friiher behandelten Fall wieder (verm6ge der Komponente 
von G -  U, der die inneren Ecken von Z angeh6ren); ist aber Z'  Kante, so 
spannen c und die Endpunkte dieser Kante nach (5.2) ein trennendes Dreieck 
auf. Wir k6nnen daher die Existenz eines solchen Z' ausschliel3en. Ebenso 
k6nnen wir die Existenz eines )b, l), )b', a ')w(a' ,  l'(-Weges ausschliel3en; 
denn mittels eines solchen k6nnten wir leicht das U(Pm) so abiindern, dab 
wir zu Fall 2. zuriickgelangen. 

fl) Es existiert dann ein )l', a ' )  w (a', c'(, (a,  l ' (w (a, c) w (c, c'(-Weg Z. 
Wie im Falle 3. kann man annehmen, dab jedes solche Z auf (c, c '(  endet. 
l" sei die niichst c gelegene unter den Ecken e(c ' ,  c(, die durch ein solches Z 
erreichbar ist. Es folgt, dab b, l' ,l" einen trennenden Teilgraphen von G bilden, 
entgegen (5.2). 

B. Alle Beriihrpunkte yon K liegen auf demselben Kantenzuge yon U(Pm). 
(K liege etwa in I.) 

~) Ist dieser Kantenzug ( a, a'), so sei tder  niichst a, t' der n~ichst a' getegene 
Berfihrpunkt von K. Damit t, t' nicht G trennen, muB es einen )t, t '(, R-Weg Z 
geben, wo R den um (t, t ') verminderten Rand von II bezeichnet. Mtindet Z 
auf (a, a ' )  - (t,  t '),  so erhalten wir durch Abiinderung von (a, a ' )  mittels Z 
ein neues U(Pm), in dem derselbe Fall (mit K _~I) gilt, dessen Gebiet II aber 
weniger Ecken und Kanten eG enthlilt. Miindet Z aber nicht auf (a, a'), so 
ersetzen wir in (a, a ' )  das Stiick (t, t ' )  dutch einen von t nach t' fiber K fiihrenden 
Weg; dies fiihrt auf einen der friiher behandelten F~ille. 

fl) Ist dieser Kantenzug nicht (a, a ') ,  so bestimme man t, t' entsprechend 
wie in ~); t, t' miissen notwendig G trennen, was nicht sein kann. 

Als letztes haben wir den 
Fall III. Jede Ecke yon G liegt auf U ( P n l  ). 
1. Verbindet eine Kante eG Ecken des gleichen Kantenzuges yon U, 

so kann offenbar o.B.d.A, angenommen werden, dab diese Kante zu dem 
betreffenden Kantenzug geh6rt. 

2. Es existiert in G eine Kante (p, q) mit p e )a, a'(, q e )b, b'( (bzw. sym- 
metrisch : q e )c, c'(). 

p, q, c dtirfen G wegen (5.2) nicht trennen. Daher existiert eine Kante 
(r,s), wobei re  ) c , a ) u ( a , p ( ,  s entweder in )p ,a ' )u (a ' , c ' (  oder in )c,c') 
liegt. - I m  ersten Falle k6nnen wir U(Pm) mit Hilfe yon (r, s) so ab~indern, dab 
einer der F~ille I oder II eintritt. Daher k6nnen wir annehmen, dab fiir jedes 
solche (r, s) gilt s e )c, c'). Es sei I das n~ichst c' gelegene dieser s. p, q, I trennen G 
entgegen (5.2). 

3. Es gibt in G eine Kante k = (t9, q), die Ecken aus Kantenztigen von 
U(PIII) verbindet, welche aus inzidenten Kanten von Pm resultieren. 

0 0 Ist p e (a, b(,  q e )b, b'), so spannen c, q, p offenbar ein trennendes 
Dreieck auf. 

/~) Es sei nun p e )a, b), q e )a, a'). Damit c, p, q kein trennendes Dreieck 
aufspannen, mul3 eine Kante (r, s) in G existieren, die von )c, a ) u ( a ,  q(  nach 
)q, a ' )  u (a', c'( u (c', c(  f'tihrt. Liegt s in )q, a ' )  u (a',  c'(, so kann man durch 
5 Math. Ann. 172 
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Ab~inderung von U(Pm) mittels (r, s) erreichen, dab einer der frfiheren F~ille 
I, II eintritt. Liegt r in (a, c(,  s in )c, c'),  so erhalt man ~). Daher k6nnen wir 
annehmen, dab fiir jede solche Kante (r, s) gilt r e )a, q(, s e )c, c'}. Ist poe b, 
so k6nnen wir wieder U(Pm) mit Hilfe von k ab~indern. Ist p = b, so bilden 
b = p, q, c' eine trennende Eckenmenge yon G, die nicht mit (5.2) in Einklang 
steht. 

Die iibrigen nach 3. m6glichen F~ille sind symmetrisch zu ~) oder fl). 
4. In G existiert eine Kante k=(d,d') mit de)a,b(,  d'e)a',b'( (oder 

symmetrisch : d e )a, c(, d' e )a', c'(). 
Wir k6nnen annehmen, dab (a, a ' )  eine Kante ist ; andernfalls tauschen wir 

es gegen die Kante k aus und erhalten einen friJheren Fall. 
Existiert eine Ecke p e )b, b'(,  so mu8 es in G eine Kante geben, die von p 

zu (d, b (  oder (d', b ' (  f~ihrt, und wir erhalten Fall 3. Daher k6nnen wir an- 
nehmen, dab (b, b') und (symmetrisch dazu) (c, c ')  Kanten sind. 

Existiert eine Ecke p e )a, d(  und ist k ' =  (p, q) eine von p ausgehende 
Kante ¢U, so liegt q in (a',d'). Ist q~=a',d', so erhalten wir G=~ U(Pv), d. h. 
G = Pv nach (5.1). Ist q = a', so erhalten wir 3. ; ist q = d', so ersetzen wir (a, a ' )  
durch k und erhalten wiederum 3. 

Entsprechend schlieBen wit, wenn einer der Wege (a', d'), (a, c),  (a', c '),  
(d, b), (d', b ')  keine Kante ist. 

[ i  \ 
/ /  I \ \  

! \ ?\' 
t II \ \ \  

/I tl %X \ 

l ] /  ,,, \ 
11 / /  \x* x \ \  

el I / /  \ \  \ 

Fig. 7 

Wir k6nnen daher annehmen, dab Uuk gleich dem WiJrfelgraphen Pxv ist. 
Enth~ilt G eine neue Kante zu Pw, so erhalten wir jedenfalls einen der friJheren 
F~ille. Pw liegt aber keinesfalls in ~*(5) (auch nicht, wenn Pv ¢ ~*(5)), denn 
/'iv ist in einer sZ, deren Glieder lauter Tetraeder sind, enthalten (s. Fig. 7). 

Damit ist unser Satz bewiesen, da alle m6glichen F~ille ersch6pft sind. 

§ 6. Allgemeine Bemerkungen zur Struktur der sZ-treuen Feinheitsma~ 

In diesem Paragraphen werden wir untersuchen, wie die einzelnen Klassen 
bei einem sZ-treuen FeinheitsmaB allgemein aussehen, wie sie untereinander 
zusammenh~ngen und innerhalb welcher Grenzen wir die Basis fiir eine solche 
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Klasse frei w~ihlen k6nnen. Wir werden dabei gleichzeitig Beispiele von sZ-  
treuen FeinheitsmaBen in beliebiger Anzahl gewinnen. 

Der Einfachheit halber bedeute in diesem Paragraphen ,,FeinheitsmaB" 
stets dasselbe wie ,,sZ-treues, normiertes FeinheitsmaB beziiglich ~:~,,12 
~*(n) bezeichnet stets die f-Klasse unterhalb n fiir ein solches FeinheitsmaB f .  

Wegen (1.11) und der Neutralit~it des Primseins von Graphen gegeniiber 
x 1 haben wir zun~ichst: 

(6.t) G ~ f~ ~*(n)c~,G x 1 ~ ~ ~*(n + 1); durch ~*(n + 1) sind also alle 
Klassen ~*(v) mit v ~ n eindeutig bestimmt. 

Wir nennen eine Menge 99/von Graphen ein F-System, wenn gilt: 
1. G ~ ,  G~_H=~H~991; 
2. G = G ' u G " ,  G'c~G"=S (Simplex), G',G" egJI:----~G~gJI. 
Wir nennen 9J/ein Z-System, wenn gilt: 
1'. G ~ 931, G ~- H =~ H e gJI ; 
2. G = G 'u  G", G' c~ G" = S (Simplex), G', G" ~ ~ =~ G ~ 9~. 
Der Durchschnitt yon F-Systemen bzw. Z-Systemen ist stets wieder ein 

F-System bzw. ein S-System. Da die Klasse aller endlichen Graphen ein 
F-System und auch ein S-System ist, gibt es zu jeder Graphenmenge 9J/das 
kleinste 93l enthaltende (das dutch 9Jl erzeugte) F- bzw. S-System; es werde mit 
F93l bzw. zgJ/bezeichnet. 

(6.2) F gJl (bzw. Z gJI) ist die M enge aller Teilgraphen yon solchen Graphen, die 
eine s Z besitzen, deren Glieder lauter Elemente yon ~ (bzw. lauter homomorphe 
Bilder yon Elementen ~9~) sind. 

Beweis. Im Falle F93l ist offenbar alles klar. - DaB im Falle Z~0/die ge- 
nannte Menge in ~ l / l i e g t ,  ist auch sofort klar. Umgekehrt bildet diese Menge 
ein S-System: Liegt G in dieser Menge und ist G ~  H, so ist G--. G*, wo G* 
eine s Z  GT w. . .  w G* besitzt, so dab jedes G* homomorphes Bitd eines M~. ~ ~01 
ist. Es ist G*~-H etwa verm/Sge tp; mithin nach (3.2) H = ~o(GT)u .--wtp(G*); 
darin kSnnen wir die (tp(G*)w...uq~(G*_l))nq~(G*) fiir 2 = 2 , . . . , 1  durch 
Mengen N~. neuer Kanten zu Simplexen erweitern, ohne die Homomorphie q~ 
zu zerstSren. Wegen M a ~  G* ~-q~(G~)wNa folgt daher, daB auch H zu dieser 
Menge gehSrt. 2. ist leicht einzusehen. 

Man definiere fiir jede Graphenmenge 992: 

hl(~01)=Max{nlEx. GegT~ mit G~=S(n)}; 

h(gJ/)=Max{nl Ex. G ~ 0 /  mit G~-S(n)}, 

falls diese Maxima existieren ; sonst werde h1(93~) bzw. h(~)  gleich oo gesetzt. 
Wir wollen eine Graphenmenge ~J/vollstdndig nennen, wenn Z~II/= F~IR 

ist und sie alle S(n) mit n < h(gJ/) enthalt. 
Man sieht unschwer ein: 
(6.3) Es ist h~(~ll)=h~(FgJl), h($01)=h(~gY~). Dann und nur dann ist FgJI 

bzw. Z ~ ver schieden yon der Gesamtheit aller endlichen Graphen, wenn h ~ (92;l) < oo 
bzw. h(gYl) < ~ ist. 

~ stall ~- kann man auch eine der Relationen >-~ betrachten; man muB dann anstelle yon 
h(G) im folgenden die Funktion h~(G)= Max {nl G ~-~S(n)} treten lassen. 
5* 
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Hat man eine Graphenmenge S01 und einen Graphen T, so verstehen wir 
unter ~ / x  T die Menge {GI G = H x Tmit  H ~ 9)1}. 

Jedes ~*(n)13 ist offenbar ein E-System, und es ist h(qd*(n))= n -  1. Um- 
gekehrt gilt auch: 

(6.4) 1st ~ ein E-System mit h (~ )  = n - 1, so wird durch die Festsetzun9 
~ * ( n )  = ~;  

qd*(n+r+l)=F(qd*(n+r)x  1) fiir r = 0 , 1  . . . .  ; 

~ * ( n - r ) = { G I G x S ( r ) ~ l l }  fiir r = l  . . . . .  n - 1  

ein Feinheitsmafl f ~ 3 erkldrt. Ist G ein Graph, so ist f (G)  gleich dem Maximum 
aller Werte, die der Graph G bei irgendeinem Feinheitsmafl 13 besitzt, das jedem 
Graphen ~i)1 einen Wert ~ n - 1 zuordnet. 

Beweis. Jedes qd*(n-r) bildet ein E-System. Ist n~imlich H e  qd*(n-r), 
d. h. G x S(r) ~ 9Jl, und G ~ H, so G x S(r) ~- H x S(r) ~ 9J/, d. h. auch He  ~*(n - r). 
- Ist G=G'uG" ,  G ' n G " = S  (Simplex), G ' x S ( r ) ~ l l ,  G " x S ( r ) ~ l l ,  so 
G x S(r)= (G'x  S(r))u(G" × S(r)) mit (G' x S(r)) n (G" x S(r)) = S x S(r), d. h. 
G x S(r)~ ~ .  - Ferner gilt, wie leicht zu sehen ist, fiir jedes E-System 
~ : F ( E  x 1) ist ein S-System. 

Da also alle ~*(s) ~-Systeme bilden, haben wir: 
1) f ( G ) = s -  1, G ~ H = ~ H  ~ qd*(s- 1), d. h. f ( n ) ~ s -  1. 
Weiter hat man:  
2) G ~ qd*(s)~G x 1 ~ ~*(s + 1). 
Dies ist zunachst klar fiir s < n - 1 .  Ist s > n  und ist G x I e ~*(s+ 1), so 

gibt es also nach (6.2) einen Graphen H __3 G x t, der (o.B.d.A.) dieselbe Ecken- 
menge wie G x 1 hat und eine s Z  (G1 x 1) . . . .  , (Gl x 1) mit Ga e ~*(s) besitzt. 
Die (dem Faktor 1 entsprechende) Hauptecke von G x 1 liegt also in allen G~ x 1. 
Daher muB G die sZ  G 1 u " ' u G z  besitzen, d. h. G muB in ~*(s) liegen, da die 
Glieder der sZ dort liegen. 

Die umgekehrte Inklusion ist nach der obigen Festsetzung sofort klar. 
3) Die sZ-Treue unseres f i s t  eine unmittelbare Folgerung aus der De- 

finition der F-Systeme. 
4) Die Maximaleigenschaft unseres fe rg ib t  sich daraus, dab alle Feinheits- 

maBe 9, diejedem G ~ ~O/einen Wert < n - 1 zuordnen, (5 * (n) _~ ~0/, 15 * (n + r + 1) = 
~_ F((5*(n + t") x 1) erffillen miissen. 

Wir k6nnen feststellen: 
Satz 7. 1st 9.I irgendeine Menge yon Graphen mit h(g-0= n -  1, so gibt es 

Feinheitsmafle f derart, daft f (A )  < n - 1 J~r alle A ~ ~ gilt 13. Ordnet man 
jedem G das Maximum der Werte f (G)  j~r alle diese f zu, so liefert dies ein Fein- 
heitsmafl fa ; fa ist gerade das in (6.4) erkldrte f ,  wenn man ~fl = E ~ wdhlt. 

f~ (G) ist in gewissem Sinne kennzeichnend fiir die SteUung, die Stufe, die 
der Graph G in der Hierarchie der endlichen Graphen in bezug aufdie Graphen- 
menge 9.I einnimmt. 

Beispiele. 1.9.I besteht aus einem Simplex S(n - 1). Dann ist fga unabh/ingig 
von dem speziellen n, und fa ist dasjenige FeinheitsmaB, das jedem Graphen G 

ta Man beachte die Vereinbarung fiber f zu Beginn dieses Paragraphen ! 



Klassifikation der endlichen Graphen 69 

das M a x i m u m  aller Wer te  f (G) (ffir alle Feinhei tsmaBe f )  zuordnet .  Wir  wollen 
speziell dieses Feinhei tsmaB mit  s(G) bezeichnen, s(G) ist zugleich das  M i n i m u m  
aller Zahlen  t, so dab  G in e inem Graphen ,  dessen P r i m g r a p h e n - s Z  aus  lauter  
Simplexen der O r d n u n g  t (bzw. < t) besteht,  als Te i lgraph  (oder auch als 
h o m o m o r p h e s  Bild) enthal ten  ist. s(G)<t  ist auch  gle ichbedeutend mi t :  
Gis t  v o n d e r  F o r m  G 1 w . . .  w GI mi t  t. ~(Gz) < t (2 = 1, ..., l); 2. f i ir jedes 2 = 2 ... .  ,l 
existiert e i n / ~ < 2 ,  so dab  (G1u ... uG~_l)C~Ga sowohl  in Ga als auch in G,  
eclat en tha l ten  ist. 

2. 9 / i s t  die Menge  der ebenen  Graphen .  ~ 9 / i s t  dann  die Gesamthe i t  aller 
Tei lgraphen derjenigen G r a p h e n ,  die sich aus ebenen  Dre iecksgraphen  durch 
Zu sammenhe f t en  l~ings Dre iecken  aufbauen  lassen. Einen G r a p h e n  der  letzten 
Art  wollen wir (wie in [7 ], S. 54 oben)  kurz  einen G 3 nennen.  Fiir diese G r a p h e n  
ist der  f ~ - W e r t  < 4;  hingegen ist f~ (W) = f~ (S(5)) = 5. FaBt  m a n  fga (G) als ein 
MaB ffir die , ,Unebenhei t"  von  G auf, so sind also die aus  ebenen G r a p h e n  
zusammengehef te ten  14, nicht  ebenen  G r a p h e n  (also z. B. auch der Kura towsk i -  
sche G r a p h  (3, 3)) ,,in ger ingerem MaBe uneben"  als die G r a p h e n  W und  S(5). 
Aus dem Satz fiber die Basis von  S(5) erh~ilt m a n  unmi t t e lba r  folgende Er- 
weiterun 9 des Satzes yon KURATOWSKI: 

Satz  8. Der Graph Gist  9enau dann nicht eben, wenn er eine der drei folgenden 
Bedinoungen er3~llt, yon denen die beiden ersten (einerseits) und die dritte 
(andererseits) einander ausschlieflen : 

1. G ist homomorph zu S(5); 

2. G enthiilt eine Unterteilun9 yon W; 

3. G i s t  Teilgraph eines G 3 (insbesondere also aus lauter ebenen Graphen 
liings Graphen der Eckenzahl < 3 zusammengeheftet14), und es 9ibt eine Ecken- 
menge T yon 3 Ecken tl, t2, ta in G, so daft G - T mindestens 3 Komponenten 
K1, K2, K3 besitzt mit IKi, til = 1 15 f~r i , j =  1,2, 3. 

Es gibt also, entsprechend den Bedingungen 1., 2., 3. yon Satz 8, drei verschiedene Kategorien 
nicht ebener Graphen. Da jeder Graph der Eckenzaht ~t mit mehr als 3~t- 6 Kanten homomorph 
zu S(5) ist 16, folgt durch eine einfache Absch~itzung, dab mit wachsendem ct asymptotisch 100% 
aller endlichen Graphen zu der ersten Kategorie geh6ren. 

H a t  m a n  ein ~ -Sys tem ~ff/ mi t  h(~ff/)= n -  1, a lso ein ~*(n), gegeben, so 
kann  m a n  fragen, durch  welche Bedingung die m6gl ichen ~*(n + 1) charak-  
terisiert sind. Es ist klar,  daB die Bedingungen G x 1 e ~ * ( n +  1)=~G e ~*(n) 
und  ~ * ( n +  t ) ~ F ( ~ * ( n ) x  1) no twendig  sind. Mit tels  (6.4) folgt unschwer,  
dab  sie auch hinreichend sind. D a h e r  k6nnen  wir formul ie ren:  

t4 Genauere, einschr~inkende Bedingungen fiir diese Zusammenheftungen ergeben sich dureh 
Betrachtung der G 3. 

15 tK~, tjI = 1 bedeutet, dab es in G eine Kante gibt, die eine Ecke eK~ mit tj verbindet. - Es ist 
unmittelbar klar, dab Bedingung 3. das Vorhandensein eines U(3, 3) in G imptiziert. 

16 Dies kann man aus dem Basissatz ffir S(5) schlieBen. - Obrigens hat speziell jeder aus 
lauter Tetraedern l~ings Dreiecken zusammengeheftete Graph mit ~t Ecken die Kantenzahl 
3 ~ -  6; daher ist auch fiir jedes andere solche fde r  betrachteten Art 3~t- 5 die kleinste Zahl 2, 
so dab man aus a(G) = ~t und ~(G) ~ 2 folgern kann f(G) > 5. 
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Satz 9. Ist f ein Feinheitsmaf113, so bitden die ~*(n) eine echt aufsteigende 
Folge ~ 2  Q ~ 3  C ~ 4  C ... yon Graphenmengen, wobei folgendes gilt: 

1. Jedes ~11, ist ein S-System; 
2. h(~ff/n)=n-1 ( n = 2 , 3  . . . .  ); 
3. $ff/.+1 _~F(~(t/. x 1); 
4. G x 1E~J~n+l=~G~tl~n 17. 
Umgekehrt bestimmt jede Folge yon Graphenmengen ~tl 2 C 9J13 C 9Jl4 C .... 

die die obigen Bedingungen 1. bis 4. erfullt, eindeutig ein Feinheitsmafl ~3 ], 
so daft ~*(n) = ~ ~ r  n = 2, 3 . . . .  gilt. 

Man kann nach dem Gesagten zweierlei FeinheitsmaBe unterscheiden: 
1. Die f~ ; diese sind gekennzeichnet dadurch, dab von einer bestimmten 

Stelle n ab stets ~*(n + r + 1) = F(~*(n + r) x 1) gilt, 
2. die FeinheitsmaBe f ,  fiir die unendlich oft ~*(n + 1) 3 F(~*(n) x 1) gilt. 
Natfirlich ist anzunehmen, dab die in den friiheren Paragraphen auftreten- 

den FeinheitsmaBe h(G), ~(G), d(G) v o n d e r  zweiten Art sind; tats~ichlich weiB 
ich aber nicht einmal, ob es fiberhaupt FeinheitsmaBe zweiter Art gibt. 

Wir wollen speziell noch Bedingungen fiir die Basen der ~*(n) untersuchen. 
Es bedeute im folgenden stets ~3 eine Menge yon Primgraphen. ~3 heiBt vertrdg- 
lich, wenn fiir jedes G E ~ ,  jedes P c  ~ und jede neue Kante k zu P gilt: 
G ~ P w k .  

Dann und nur dann ist ~ in ~ ( ~ )  enthalten, wenn ~ vertr~iglich ist 18. 
Die vertr~iglichen ~ mit h ( ~ ) <  go sind also gerade die Teilmengen der Basen 
~*(~). 

Also ist z. B. jede Menge, die aus primen ebenen Dreiecksgraphen besteht, oder die Menge, 
die nur aus W besteht, vertraglich. Dagegen ist aber etwa das ~ ,  das nur aus dem Graphen (3, 3) 
besteht, nicht vertr~iglich, da (3, 3)~- S(4) gilt, (1, 1, 1, 3) 3 (3, 3) aber aus 3 langs eines gemeinsamen 
Dreiecks zusammengehefleten Tetraedern besteht. Entsprechendes gilt for den Wiirfelgraphen, 
der >- S(4) ist, abet  in einem Graphen enthalten ist, der aus 5 Tetraedern l~ings Dreiecken zusammen- 
geheftet ist (s. Fig. 7). 

Man kann zeigen, dab die Vertr~iglichkeit yon ~ ~tquivalent ist mit 
1. P' ~r Pwk fiir alle P, P' e ¢~ und jede neue Kante k zu P, und 
2. [ G e ~ ,  G= G'uG", G' c~G" =S (Simplex), PE ~, G~-P]~G'>-P oder G"~ P. 
Dann und nur dann ist ¢¢ vertr~iglich, wenn jede endliche Teilmenge yon ~3 vertraglich ist. 

Die Vereinigung einer aufsteigenden Kette vertraglicher ~ ist wieder vertr~iglich. Daher ist jedes 
vertr~igliche ~ in (wenigstens) einem vertr~iglichen ~ enthalten, das nach Hinzufiigung irgend- 
eines P, welches nicht isomorph zu einem P e ~ ,~  ist, unvertr~iglich wird. 

Ist ~ vertr~iglich, so ist die Gesamtheit aller Werte n, so dab ~ _  ~ ~*(n) 
fiireinpassendgewiihltes FeinheitsmaBgilt, bestimmt durchh(~)  + 1 < n < m + 1 ; 
dabei ist m das Maximum der Zahlen/~ derart, dab ~ w {S(/~)} vertraglich ist. 
(Ist z. B. P e ~ kein Simplex, so ist m < ~(P); natiirlich m > h(~) wegen der 
Vertr~glichkeit yon ~.)  Mit Hilfe von (6.2) zeigt man leicht: 

(6.5) Fiir ein vertriigliches ~ ist 

~a(= ~ )  = $ u ~ , 

~7 Aus h(~0/:) = 1 und 4. folgt schon h ( ~ )  = i - 1 fiir i = 3, 4 . . . . .  
~s ~ bezeichnet die maximalen Elemente yon ~ ,  ~(~, ~ )  die primen darunter.  
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wo ~ die Gesamtheit der primen Graphen Q q~ ~3 mit folgenden Eigenschaften ist : 
1. Q ist homomorphes Bild (mindestens) eines P ~ ~3, 

2. ~u{Q} ist vertWiglich. 

Jedes vertrdgliche ~3 mit h(~3) = n - 1 Idflt sich also durch Hinzufiigung ge- 
wisser homomorpher Bilder yon Graphen ~ 3  zu einem ~B ~*(n) erweitern. 

Weiter gilt : 
(6.6) Fi~r vertrdgliches ~ sind folgende Aussagen dquivalent : 
a) ~ (g ~3) = ~3; 
b) Ist P e ~3, P >- Q (Q prim) und ~3 w {Q} vertrdolich, so ist Q ~ ~ ; 
c) ~ ist vollstiindig ; 
d) Jedes prime homomorphe Bild eines P ~ ~ liegt in F~3, und ~ enthiilt alle 

Simplexe der Eckenzahl < h(~3). 
Die vertrdglichen und vollstdndigen Primgraphenmengen ~ mit h(~3) = n -  1 

sind also identisch mit den ~ ~*(n). 
Beweis. a )~b)  ist klar wegen (6.5). 
b)=>c): Zun~ichst sind natfirlich alle Simplexe der Eckenzahl < h(~) in 

enthalten, da diese mit ~3 vertr~iglich sind. Ist nun H e ~ ~,  so ist wegen (6.2) 
H ~ G ~ 3 ,  wo G eine Primgraphen-sZ G1 w .-. w Gl besitzt, in der die G~ 
homomorphe Bilder von Graphen e~3 sind. Natiirlich sind auch die Ga e ~ .  
Also: G ~ e ~ B ( ~ ) =  ~, mithin H e F t 3 ,  d. h. ~ _ F ~ 3 .  

c)=~d) ist klar. 
d)=~b): Es sei P c  ~, P~-Q (Q prim) und ~ w { Q }  vertr~iglich. Dann ist 

(wegen Q e F ~  und (6.2)) Q in einem Graphen enthalten, der eine Prim- 
graphen-sZ PI w. . .  uPt  ((P1 ~ " "  wPz_ 1)nPz = Sz (Simplex), 2 = 2, ..., l) mit 
P~e~3 besitzt. W~iren fiir ein 2 ( 2 < 2 < / )  Qc~((P~w. . .wP~_O-S~)  und 
Qc~(Px-Sx)  beide nicht leer, so wiirde Q durch Q~Sa  getrennt ; Qc~Sa kann 
daher wegen der Primit~it von Q kein Simplex sein. Dann l~ige aber Q w k fiir 
wenigstens eine neue Kante k zu Qc~Sx in N~, im Widerspruch zur Voraus- 
setzung, dab ~ w { Q }  vertr~iglich sein sollte. Daraus schlieBt man, dab Q 
in einem P~ enthalten ist, und zwar, wiederum wegen der Vertr~iglichkeit von 
~w{Q}, als Untergraph. Ist Q Simplex, so natfirlich von einer Ordnung 
< h(~), d. h. Q liegt in ~3. Ist Q kein Simplex, so folgt Q = Px, d. h. wiederum 
Q e ~3. (Denn existiert eine Ecke e e Pa - Q, so betrachte man alle Wege ~_ P~, 
die in e beginnen, in Q enden und mit Q nur den Endpunkt gemeinsam haben. 
Sind zwei verschiedene dieser Endpunkte, etwa q', q", nicht benachbart, so 
folgt offenbar Px ~ Q w (q', q") mit Widerspruch zur Vertr~iglichkeit yon ~ w {Q}. 
Andernfalls aber bilden diese Endpunkte ein trennendes Simplex von Px, was 
wiederum, wegen der Primit~it von P~, einen Widerspruch ergibt.) 

Weil die vertr~iglichen ~3 gerade die Teilmengen der ~ ~* (n) sind und wegen 
(6.1) hat man 

(6.7) ~ ist vertrdolich genau dann, wenn ~3 x 1 vertriiolich ist. 
Weiter hat man auch: 
(6.8) ~ ist vollstdndig genau dann, wenn ~ x 1 (zuziiglich des Nullgraphen) 

vollstdndig ist. 
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Beweis. Zun~ichst sei ~ vollst~indig. Natiirlich enth~ilt ~ x 1, bis auf den 
Nullgraphen, alle Simplexe der Eckenzahl < h(~ x i) = h(~3) + 1. Es sei nun 
H e ~ ( ~  x 1). Es existiert nach (6.2) ein G = H, so dab G = G i u ' "  u Gl eine sZ  
ist, wo die Ga homomorphe Bilder von Graphen e ~  x 1 sind, etwa P~ x 1 ~ Gx 
(2 = 1 . . . . .  /). Streicht man in Gx irgendeine Ecke und nennt den entstehenden 
Graphen G~ (,t = 1 . . . . .  /), so folgt Px~  G~. Weil ~3 vollst~indig ist, existieren 
also Graphen G* _3 G~, so dab G$ eine sZ  U P*, mit P~', e ~ besitzt. Dann ist 

also G$ x 1 = x 1 = U (P*, x 1) ~_ G~ x 1 ~ G~. Durch Zusammenhef- 
g 

tung der G* x 1 l~ings den Simplexen der sZ  von G erh~ilt man einen Graphen, 
der H als Teilgraph enthalt und in dessen Primgraphenzerlegung die P~, x 1 
auftreten. Also ist ~ ( ~  x 1) __c F ( ~  x 1). 

Ist umgekehrt ~ x 1 (zuziiglich des Nullgraphen) voUstandig, so mu8 
natiirlich alle S(n) mit n < h(~) enthalten. Ist G e ~ ,  so G x 1 e ( ~ )  x 1 
~ ( ~  x 1)= F ( ~  x 1);. Man erweitere G x 1 durch Adjunktion von Kanten 

zu einem H = G x 1 e F ( ~  x 1). In der Primgraphen-sZ von/q  treten nach (6.2) 
lauter Teilgraphen von Elementen e ~  x 1 auf. Alle diese Glieder haben die aus 
dem Faktor  1 resultierende Hauptecke y o n / q  gemeinsam; G ~ G hat daher 
eine s Z, in der aUe Glieder Teilgraphen von Graphen e ~ sind, d. h. G liegt in F ~. 

Man erh~ilt mittels (6.1) und (6.6) ~ e  folgende Charakterisierung der Fein- 
heitsmage f mit Hilfe der Basen der ~*(n): 

Satz t0. Ist f ein Feinheitsmafl t3, so bilden die ~ * ( n )  eine abzahlbare 
Fol#e yon Prim#raphenmengen ~ .  (n = 2, 3,...) mit folgenden Eigenschaften: 

1. Jedes ~3, ist vertr?i#lich und vollst?indi# ; 
2. h(~3,) = n - 1 ; 

3. ~ , + 1 ~ , ×  1; 
4. P x 1 e ~ , + ~ = ~ P e ~ , .  
Umoekehrt bestimmt jede Fol#e yon Prim#raphenmen#en ~3 2, ~3, . . . ,  die 

die obi#en Bedin#un#en 1. his 4. erJ~llt, eindeuti# ein Feinheitsmafl t3 f ,  so daft 
~*(n) = $3, J~r n = 2, 3,... #ilt. 

Aus (6.7) und (6.8) folgt, dab fiir eine Graphenmenge 93 mit h(93)= n -  1 
die Basen der ~ (n + r) (also beziiglich des durch 9.I induzierten Feinheits- 
maizes f~) gleich~(~gA)xS(r)  (zuziiglich der S(v) mit v < r - 1 )  sind, fiir 
r =  1,2, . . . .  

Aus (6.5) erh~ilt,man: Ist irgendein ~B ~*(n) sowie eine Zahl ~ > n - 1 ge- 
geben, so bilden schon die Elemente der Eckenzahl ~ ~t zuziiglich gewisser ihrer 
homomorpher Bilder ein ~ * ( n ) .  Daraus folgt durch Anwendung auf die 
Klasse der primen ebenen Dreiecksgraphen: 

Satz t t .  Es #ibt unendlich viele sZ-treue, normierte Feinheitsmafle f~ be- 
zii#lich >-,j~r die schon die entsprechenden ~*(5) zu je zweien verschieden sind. 

Es ist zu verrnuten, dab es sogar 2 ~° viele solche Feinheitsmafle gibt; zum 
Beweis dieser Vermutung mul3 man aber feinere Homomorphieeigenschaften 
der ebenen Dreiecksgraphen untersuchen. Es geniigte zu zeigen, daft es ein un- 
endliehes System yon primen ebenen Dreiecksgraphen gibt, in dem keine zwei 
verschiedenen in einer Homomorphiebeziehung stehen. 
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Satz 11 (in Verbindung mit Satz 4) wirft ein bezeichnendes Licht auf die 
Schwierigkeit des Vierfarbenproblems: W~ihrend unterhalb des Wertes 4 
alle Feinheitsmal3e f ,  also insbesondere auch h und ~, iabereinstimmen, 
f'fichern sie sich, grob anschaulich gesprochen, beim Ubergang auf den f-Wert  4 
gleich auf unendlich viele (vermutlich sogar kontinuum-viele) verschiedene auf. 

§ 7. Weitere Homomorphies/itze 
Fiir zwei natiirliche Zahlen m, n bezeichne ~*,n die Klasse aller Graphen, 

die nicht homomorph zu einem m-fach zusammenh~ingenden Graphen mit 
> n vielen Ecken sind. Wit werden im folgenden ~ * n  fiir m < 4 und beliebige n 
untersuchen 19. 

Es sei G=G'uG",  G ' n G " = T m i t  g(T)<2,  G',G"3T. H sei ein 3-fach 
zusammenh~ingender Graph. Ist T ein Simplex (dies ist sicher der Fall fiir 
~(T)____ 1) und G>-tt, so folgt aus (3.2), dab wenigstens einer der Graphen 
G', G" homomorph zu H sein muB. Ist G nicht durch ein Simplex mit =< 2 
vielen Ecken trennbar, besteht also T aus zwei nicht benachbarten Ecken 
t, t', so adjungiere man die Kante k = (t, t') zu G. 

Nun enth~ilt G sowohl eine Unterteilung yon G'uk als auch eine Unter- 
teilung yon G"uk, da t, t' sowohl in G" als auch in G' jeweils durch einen Weg 
verbindbar sind. Daher ist G w k >-H genau dann, wenn G >-H ist. 

Wenn daher ein Graph G homomorph zu einem 3-fach zusammenh~ingen- 
den Graphen H ist, so ist G (mit g(G) ~ g(H)) entweder selbst 3-fach zusammen- 
h~ingend, oder G enth~ilt eine Unterteilung eines Graphen G* mit ~(G*) < ~(G), 
so dab G*>-H ist. Damit folgt rekursiv: 

(7.t) Ist G homomorph zu einem 3-fach zusammenhiingenden Graphen H 
mit n Ecken, so enth~ilt G eine Unterteilung eines 3-fach zusammenhdngenden 
Graphen mit >= n vielen Ecken (der seinerseits ~-H ist ). ~ . n  ist also gleich der 
Klasse der Graphen, die keine Unterteilung eines 3-fach zusammenh~ingenden H 
mit ~t(H) >_ n enthalten. 

Ist G ~ ~ , ~  und nicht zusammenh~ingend, so verbinde man irgend zwei 
Ecken aus verschiedenen Komponenten durch eine neue Kante;  besitzt G 
eine trennende Ecke t, so verbinde man irgend zwei zu t benachbarte Ecken, 
die durch t getrennt werden, durch eine neue Kante. In beiden Fiillen folgt aus 
(3.2), dab der erweiterte Graph wiederum zu ~ , ~  geh6rt. Jeder Graph aus 
~ *  ~ (ausgenommen S(v), v <= 2) ist daher 2-fach zusammenh~ingend. Ist G E ~ ,  
mit g(G)__> n, so folgt die Existenz eines trennenden T mit g (T)=  2, und nach 
unseren obigen Oberlegungen ist T ein S(2). ~B ~*~ besteht also nur aus den 
S(v) mit v __< n - 1. Heftet man sukzessive Graphen der Ordnung __< n - 1 l~ings 
Kanten aneinander, so ist jeder auf diese Weise entstehende Graph G nach (3.2) 
aus ~ , n .  Haben zwei dieser Simplexe, etwa S' und S", eine Kante gemeinsam 
und gilt ~t(S')+~(S")<n+l, so kann man S'uS" durch Adjunktion neuer 
Kanten zu einem Simplex der Eckenzahl ~(S')+ or(S")- 2 erweitem; der ent- 
stehende Obergraph von G i s t  dann gleichfalls yon der genannten Gestalt, 

19 Es eriibrigt sich, den Fall m = 2 gesondert zu behandeln, da er analog dem Fall m = 3, 
nur noch einfacher, erledigt wird. 
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also e ~ * , ,  so dab G ~ ~ * ,  folgt. Haben umgekehrt je zwei der Simplexe, aus 
denen G aufgebaut ist, nur dann eine Kante gemeinsam, wenn die Summe ihrer 
Eckenzahlen > n + 2 ist, so folgt durch vollst~indige Induktion leicht G e ~3",. 
Damit haben wir: 

Satz 12. ~3~,, ist gleich der Gesamtheit aller Graphen G der Form 
G = $1 w . . .  uSl ,  mit ($1 u . - .  uS~_ 1)nS~ = k~ (Simplex der Ordnung 2) J~r 
2 = 2 . . . . .  l, wo S~ Simplexe mit 3 < ~(Sa) < n - 1 sind und j~r I~ < 2 nur dann 
S~nS~ = k~ gilt, wenn ~(S~) + ~(S~) > n + 2 ist. 

Ein Graph G enthfilt also dann und nut dann keine Unterteilung eines 3-fach 
zusammenhdngenden Graphen mit > n Ecken, wenn er die Form hat 
G=G1u. . .uGz ,  mit o t (Gx)<n-  1 (2= 1 . . . . .  l) und ~((Giu .--uGh_ 1)riGa) < 2, 
wo ferner ( G1 u . . . ~ G ~_ 1)n G ~ sowohl in G a als auch in mindestens einem der 
G~(/t < 2) echt enthalten ist (2 = 2 ..... /). 

Es bezeichne ~(~, n) die gr6Bte Zahl von Kanten, die ein Graph der Ecken- 
zahl ~ besitzen kann, ohne eine Unterteilung eines 3-fach zusammenh~ingenden 
Graphen mit > n vielen Ecken zu enthalten. Man schlieBt unschwer, dab 
G ~ ~*., mit ct(G) = ct genau dann 3(~, n) Kanten enth~lt, wenn es mit h6chstens 
einer Ausnahme aus lauter S(n - 1) zusammengeheftet ist. Eine einfache Rech- 
nung zeigt: 

~ - 2  r 
(7.2) 3(~,n)= I-~-~-~- ] . - . ( n - 3 ) + ( 2 ) ,  

w°bei r = ~ - n +  l -  [ ~ - n +  l~ "(n+ 3)+ 3 ist', 2 < r < n - 2 . _  

Aus dem Satz von KURATOWSKI in Verbindung mit [7], (1.1) schlieBt 
man, dab jeder nicht ebene 3-fach zusammenhangende Graph G mit ~(G) ~ 6 
ein U(3, 3) enth~ilt. Aus dieser Tatsache zusammen mit der Ful3note 11 folgt : 

(7.3) 1st G mit ~(G) > 6 3-fach zusammenh~'ngend, so enthdlt G eine Unter- 
teilung eines der Graphen (3, 3), Pro, X(6). 

Mittels Satz 12 ftir n=  6 ist die Klasse aller Graphen, die keine Unter- 
teilung eines dieser drei Graphen enthalten, charakterisiert. Es ist also ~3~,6 
gleich dem Durchschnitt der Klassen .~*(3, 3), ~*(Pm) und .~*(X(6)) z°. Diese 
drei Klassen k6nnen s~imtlich auch einzeln charakterisiert werden. Fiir die 
beiden ersten sind in frfiheren Arbeiten Charakterisierungen gegeben worden 
(s, [11] sowie [5], S. 68 und [7], S. 58). Im folgenden 16sen wir das Problem 
fiir ~*(X(6)). Wir bezeichnen mit T(0) ein Dreieck, mit T(1) ein Tetraeder S(4) 
und f~r m > 2 mit T(m) einen Graphen, der aus m l~ings eines gemeinsamen 
Dreiecks zusammengehefteten Tetraedern S(4) besteht. Dann gilt: 

Satz t3. Die Basis yon ~*(X(6)) besteht aus den Simplexen S(t) m i t t  < 5, 
dem Graphen L (s. [6 ], Fig. 1 ; er besteht aus einem (3, 3) mit zwei nicht inzidenten 
neuen Kanten), dem Oktaeder (2, 2, 2), dem in Fig. 8 dargestellten Graphen Q 
mit 7 Ecken und dem 14~rfelgraphen Piv. ~*(X(6)) ist gleich der Gesamtheit aller 
Graphen G der Form 

G = G  IU . . .~G~  

~0 -~*(G) bezeichnet die Klasse der nicht zu G homomorphen Graphen. 
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mit (G1 u ... u G;_ l )nG~= k~ (Simplex der Eckenzahl 2) J~r 2 = 2 ..... l, wo 
jedes G~ einer der Graphen S(5), L, (2, 2, 2), Q, Ply oder ein T(m) mit m 4:2 ist 
und wobei ferner, falls t~ 4:2 und G~ ein T(m), Gx ein Dreieck ist, niemals G~ 
eine Kante des den m Tetraedern yon T(m) gemeinsamen Dreiecks enthalt. 

Beweis. Man zeigt zunachst durch einige einfache Fallunterscheidungen, 
dab die angegebenen primen Graphen tats~ichlich Basiselemente von ~*(X(6)) 
sind, sodann durch vollstandige Induktion, dal~jeder Graph G der beschriebenen 
Form wirklich zu ~*(X(6)) geh6rt. 

/ \ J 

a 

Fig. 8 Fig. 9 

Es sei nun G e ~* (X(6)) mit c~(G) > 6.Wird G durch ein T m i t  e( r )  =< 2 ge- 
trennt, so folgt mit Hilfe yon (3.2) und iihnlichen Uberlegungen wie zu Beginn 
dieses Paragraphen, dab T in G ein trennendes Simplex S(2) bildet; die hier- 
durch bestimmten Bestandteile yon G liegen dann wegen (3.2) wieder in ~*(X(6)). 
Wir werden zeigen, dab G, falls es 3-fach zusammenh~ingend ist, gleich einem 
der Graphen L, (2, 2, 2), Q, Pw oder ein r(m) (wegen ~(G)> 6 natiirlich mit 
m > 3) ist. Damit wird dann bewiesen sein, dab jedes Element von .~* (X(6)) 
die im Satz genannte Form hat. (Die Einschr~inkung fiber die Durchsclanitte 
der S(3) und der T(m) unter den G~ ist n6tig; enth~ilt n~imlich S(3) eine Kante k 
des genannten Dreiecks von T(m), so erh~ilt man durch Verbindung der Ecken 
~k dieser beiden Dreiecke ein T(m + 1).) 

Fall I. Gist nicht eben. Wir wenden den Kuratowskischen Satz an. 
Enthalt G eine Unterteilung von S(5), in der wenigstens eine Kante echt 

unterteilt ist, so folgt wie im Beweis von [7 ], (1.1), dab G homomorph zu dem 
Graphen der Fig. 2 von [7 ] (s. S. 49) ist; dieser enth~ilt offenbar ein X(6) als 
Teilgraph. Enth~ilt G ein S(5), so wird dieses l~ings Kanten abgespalten. 

Andererseits enthalte G eine Unterteilung U von (3, 3), fiir das wir die Be- 
zeichnungen von [7 ] (s. S. 48) zugrundelegen. Existiert auf einem Kantenzuge 
von U, etwa aus SymmetriegriJ~den o.B.d.A, auf (1, 2), eine innere Ecke p 
(also p:~ 1, 2), so spannen die Ecken 1, 2 in G entweder ein trennendes S(2) auf, 
oder es gibt einen Weg Z, der eine innere Ecke p' von (1, 2) mit einer Ecke 
q e U - (1, 2) verbindet und Z n  U = {p', q} erfiillt. Ist q nicht Verzweigungs- 
punkt von U, so kann q mit einem Verzweigungspunkt 4: 1, 2 yon U (l~ings 
eines Teilkantenzuges von U) zusammengezogen werden. Wir k6nnen also 
(aus Symmetriegriinden o.B.d.A.) annehmen, dab Z von p' nach 1' fiihrt. 
Dann folgt durch Zusammenzug von (1', 2') auf eine Ecke: G~-X(6). 
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Daher k6nnen wir im folgenden annehmen, dab jedes U(3, 3) ~ G schon 
ein (3, 3) ist. Ist (3, 3)_~ G und p eine Ecke ~ G -  (3, 3), so betrachte man alle 
Wege __c G, die in p beginnen und genau nur den Endpunkt mit (3, 3) gemeinsam 
haben. G~ibe es zwei solche Wege mit Endpunkten, die verschiedenen Klassen 
yon (3, 3) angeh6ren, so k6nnte man die Kante yon (3, 3), die diese Ecken ver- 
bindet, mit Hilfe dieser beiden Wege durch einen echt unterteilten Kantenzug 
ersetzen. Daher kann angenommen werden, dab die genannten Endpunkte 
aUe einer Klasse yon (3, 3), etwa der Klasse 1, angeh6ren, und - -  weil andern- 
falls G durch ein S(2) getrennt wiJrde - -  dab die Ecken 1, 1', 1" durch Wege 
Z, Z', Z", die bis aufp  fremd sind (vgl. [8], (2.1) (d)) und keine innere Ecke mit 
(3, 3) gemeinsam haben, yon p aus erreichbar sind. Z, Z', Z" miissen Kanten 
sein ; andernfalls kSnnte man p mit Z, Z', Z" an die Stelle der Ecke 2 mit den 
yon ihr ausgehenden Kanten in (3, 3) treten lassen und erhielte ein U(3, 3) 
mit wenigstens einer echt unterteilten Kante. G~ibe es ein q e G -  (3, 3), yon 
dem aus 2, 2', 2" in der genannten Weise erreichbar w~iren, oder eine Kante 
k ~ G, die Ecken der Klasse 2 yon (3, 3), etwa die Ecken 2, 2', verbindet, so k~ime 
man (mittels Z, Z', Z") durch Zusammenzug der Kante (2", 1) leicht zu 
G>-X(6). 

Daher folgt, dab alle Ecken e G -  (3, 3) zu den Ecken derselben Klasse 
yon (3, 3) benachbart sind, ferner, falls wenigstens ein p e G -  (3, 3) existiert, 
dab keine zwei Ecken der anderen Klasse und keine zwei Ecken ~ G -  (3, 3) 
benachbart sind. (Denn jede Ecke e G - (3, 3) kann ja  aus Symmetriegriinden 
die Rolle einer Ecke dieser Klasse iibernehmen.) Es folgt dann sofort, dab G 
gleich einem T(m) mit m => 4 sein mu8. Enth~tlt aber G nur 6 Ecken, so folgt 
leicht, dab entweder G = L oder G = T(3) ist. - -  Damit ist der nicht ebene Fall 
erledigt. 

Fall II. G ist eben. Dann folgt aus (7.3) die Existenz eines U(Pm)~_ G; 
die Bezeichnungen seien wie in Fig. 2 gew~ihlt. 

Ist G ~ P~u, so folgt im Falle ~(G)= 6 leicht G = (2, 2, 2); wenn eine Ecke 
p~G-Pm existiert, so folgt, dab die p enthaltende Komponente yon G -  P~I 
nur 2 BeriJhrpunkte besitzt, dab G also l~ings einer Kante zerf~illt, da sich 
sonst durch Unterscheidung weniger einfacher F~ille G)-  X(6) erg/ibe. 

Es besitze also wenigstens ein Kantenzug von U(Pm) wirklich eine unter- 
teilende (innere) Ecke. 

Gibt es eine Ecke p ~ )a, a '( ,  so folgt, falls a, a' nicht trennen, die Existenz 
eines )a, a '( ,  )a, b ) •  (b, b ' ) u ( b ' ,  a ')-Weges Z in G (aus Symmetriegriinden 
o.B.d.A.). Durch Zusammenzug von )a,b)u(b,b')u(b',a'( auf eine Ecke 
folgt dann G)-X(6).  Also kann im folgenden (aus Symmetriegriinden) an- 
genommen werden, dab (a, a ') ,  (b, b'), (c, c ')  Kanten sind. 

Besitzt etwa (a, b )  eine innere Ecke und existiert ein )a, b(, )a, c)u(c, b(- 
Weg Z, so folgt durch Zusammenzug yon )a,c)u(c,b(w(c,  c') auf eine 
Ecke: G~X(6) .  Wenn daher G nicht durch a, b getrennt wird, mu8 ein 
)a, b(, (a', b ' )-Weg Z existieren. Falls Z in )a', b '(  endet, folgt G-~ U(P~v), 
und wit schlieBen wie in dem Beweis von (5.1), dab entweder G = P~v ist oder 
ein/ ' iv l~ings einer Kante abspaltet. Also ende Z (etwa) in a'. Enthielte Z eine 



Klassifikation der endlichen Graphen 77 

innere Ecke z, so g~ibe es beztiglich z mindestens 3 Berfihrpunkte auf U(Pm) 
(sonst zerf~illt G l~ings eines S(2)); man schlieBt unschwer, dab dann abet 
G>-X(6) w~ire. Also kann Z als eine Kante (p, a') angenommen werden. 

1) Existiert ein (b, c~, (b', c ' )-Weg (natiirlich verschieden von den Kanten 
(b, b'), (c, c')) in G, so kann durch geeignete Zusammenziige eingesehen werden, 
dab o.B.d.A, dieser Weg entweder als von b nach c' oder yon c nach b' fiihrend 
angenommen werden kann; es folgt dann aber G >-X(6) dutch Zusammenzug 
von (p, b~ bzw. yon (a, c~. 

2) Existiert ein (a, c), (a' ,  c ' )-Weg ( #  (a, a'), (c, c')), der nicht von a nach c' 
fiihrt, so folgt G >-X(6) durch Unterscheidung einiger einfacher F~ille. 

3) Existiert ein (a, b~, (a', b ' )-Weg ~e (p, a'), der nicht yon p nach b' fiihrt, 
so folgt wiederum leicht G >X(6).  

4) In den beiden Fallen (die nicht gleichzeitig auftreten k0nnen), dab 
ein p, a' oder ein a, c' verbindender Weg (der also nut  Endpunkte mit U(Pm) 
gemeinsam hat) existiert, folgt somit jeweils leicht G = Q bzw., dab G l~ings 
einer Kante zerf~illt. 

Aus Symmetriegriinden sind damit alle F~ille erschSpft, und unser Satz 
ist bewiesen. 

Aus diesem Satz zusammen mit [15 ], (3.4) folgt sofort: 
Satz t3'. ~ * ( C ( 5 ) )  besteht aus den S(n) mit n ~  4 (C(5) bezeichnet den 

Kreis der L?inge 5). Man erhdlt genau alle maximalen Graphen ohne einen Kreis 
der L?inge >= 5, indem man sukzessive Simplexe der Ordnung 2, 3 oder 4 sowie 
Graphen der Form (1, 1, m) (m __> 3) Idngs Ecken aneinanderheftet, wobei darauf 
zu achten ist, daft unter diesen Gliedern kein S(2) mit einem (1, t, m) (m ~ 2) einen 
Faktor 1 gemeinsam hat. 

Es sei nun G ein Element der Basis ~ , ,  mit ~(G)>n_>5. Dann ist G 
trennbar durch einen Untergraphen T mit ~ (T)<  3, der kein Simplex ist. 
Es folgt durch einen ganz ~ihnlichen SchluB wie in (5.2), dab G in der in (5.2) 
genannten Weise zerf~illt, d. h. G besitzt eine Ecke 3. Grades, die in keinem 
Dreieck von G enthalten ist. 

Man betrachte nun einen Graphen G e~3,~, n. G besitzt eine sZ  
GI ..... Gz ((G1 w . . - u G h _  1)c~G~ = S~, 2 = 2, ..., I), wo die G~ aus der oben ge- 
nannten Basis stammen. Sind diese Basiselemente nicht s~imtlich Simplexe der 
Ordnung ~ n -  1, so existiert also in (mindestens) einem der Gx eine Ecke e 
vom Grade 3 (in bezug auf Gx), die in keinem Dreieck von Gx enthalten ist. 
e besitzt auch in G den Grad 3, falls es in keinem der S~ liegt; fiir ein Sx, das e 
enthalt, muB aber ~(S~)~ 2 gelten. Daher k6nnen wir schlieBen: 

Satz t4. Ein 3-fach zusammenhiingender Graph G, in dem jede Ecke einen 
Grad > 4 hat, ist homomorph zu einem 4-fach zusammenhdngenden Graphen mit 
> n vielen Ecken genau dann, wenn er nicht yon der Form ist: 

G = G 1 u ' " w G I  

mit a(G~) < n (2 = 1 . . . . .  l) und a((G 1 u . . .  w G~_ 1) ca Ga) =3(2 = 2 . . . . .  l), sowie 
(Glw. . .~G~_Or~G~CG~ und CG~j~r ein /~<2 ( 2 = 2  . . . . .  /). 
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Hat namlich G die im Satz genannte Form, so vervollst~indige man jedes 
Ga durch Adjunktion neuer Kanten zu einem Simplex. Wegen (3.2) kann dann 
der entstehende Graph nicht homomorph zu einem 4-fach zusammenh~in- 
genden Graphen mit ~ n vielen Ecken sein. 

Ist umgekehrt G ~ ~*,.,so erweitere manG durch Adjunktion neuer Kanten 
zu einem G ~ ~3".,. Nach der oben angestellten lQberlegung ist ~J aus lauter 
Simplexen der Ordnung < n - 1  zusammengeheftet (l~ings Dreiecken) 2~ 
Daraus folgt sofort, dab G die behauptete Form hat. 

Auch fiir die 3-fach zusammenh~ingenden Graphen mit Graden > 4 l~iSt sich die Maxlmalzahl 
yon Kanten bei gegebener Eckenzahl, so dab G noch in 3 4 *  liegt, durch eine Formel analog (7.2) 
angeben; wir wollen dies aber nicht welter verfolgen. 
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21 H~itten zwei verschiedene der Basiselemente von (~ mit den Eckenzahlen cq und ~2 ein 
S(v) mit v ~ 4 gemeinsam, so miiflte ~t + ~2 - v ~ n - 1 gelten; die Vereinigung der beiden Graphen 
k6nnte dann aber zu einem Simplex erweitert werden, ohne dab der entstehende Graph aus 
34*  herausf~illt. 


