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1. Einleitung 

1.1. In dieser aus zwei Teilen bestehenden Arbeit sollen die Unter- 
suchungen aus 1-12] und [15] fiber Mittelwerts~itze Bombierischen Typs 
fortgesetzt werden. Eines der Hauptergebnisse ist 

Satz 1. Sei f : N ~ C eine multiplikative zahlentheoretische Funktion 
mit 

If(Pa)l<Dla °2 ffiralle p e p  und a e N ,  (1.1.1) 

I f ( p ) - z l ~ y ( l n y )  -AI furalle A l e R  + und y > 2 ,  (1.1.2) 
p < y  

wobei z eine komplexe Zahl und DI, D 2 positive reelle Konstanten sind. 
Dann gibt es zu jedem A > 0 eine yon A und f abhfin#ige positive Zahl A 2, 
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so daft ffir x > 2 und Q := x 2 (lnx) -A2 gilt: 

max 1 (k,,,=maxl y~,[ ~ f(n)---qg(k) .<=r ~" f(n) ~.x(lnx) -A (1.1.3) 
k < Q  -- n~_r 

n=-l(k) (n ,k)= 1 

(qg(k) ist die Eulersche Funktion). 
Im Falle - z E N O 9ilt 

max max l ~ f (n) ~x ( lnx )  -a .  (1.1.4) 
k~Q y_-<x n_~y 

n =- ! (k) 

Anmerkung: Wird A fest vorgegeben, so kann auch A~ in Abh~ingig- 
keit yon A und f festgelegt werden. 

Mit (1.1.3) bzw. (1.1.4) laat sich die Summe ~ f (n)d(n + a) (d(n) ist 
n ~ x  

die Teilerfunktion, a eine ganze Zahl # 0) berechnen. (Zur Geschichte 
dieses Problems s. Wolke [15]). 
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Satz  2. Geniigt f(n) den Bedingungen aus Satz 1, dann gilt die 
asymptotische Formel 

f (n) d(n + a) = E(f ,  a) x(ln x)' + O(x(lnx) R''- 1. (ln lnx)C). 
n~ix 

lm Fall - ~ E No ist E ( f  , a) = O. C hiinot yon f u n d  a ab. 

In ~thnlicher Weise, wenn auch etwas komplizierter, kann die Summe 

d(n) f (m - n) (ra e N, m hinreichend grol3) 
i I < m  

behandelt werden (s. hierzu Ufimeeva [13]). 
Satz 1 kann wesentlich allgemeiner formuliert werden. Wie unten 

gezeigt wird, l~iBt sich als erzeugende Dirichlet-Reihe ffir f (n)  (n < x) 
die Funktion 

F(s) = ~'(s) H(s) l-I I + (1.1.5) 
p~x pS 

benutzen. (H(s) ist eine fiir Re s > ½ holomorphe Funktion, die hinreichend 
schwach anw~ichst). Satz 1, (1.1.3) bleibt richtig, wenn F(s) die allgemeinere 
Gestalt hat 

F(s)  = l-I 1-[ 1 + - -  
I t=l  p~_x 

(a, natfirlich oder =0,g(p)  im Mittel hinreichend klein). W~ihlt man 
insbesondere #0 = 1, al = 1, g(p) = 0, z = - 1, so erh~ilt man den bekannten 
Primzahlsatz yon Bombieri [1]. Desgleichen daft in (1.1.5) an Stelle der 
~-Funktion ein Produkt aus Potenzen beliebiger, fester L-Reihen stehen. 
Hier muB (1.1.3) allerdings noch modifiziert werden (vgl. Motohashi [8], 
Siebert-Wolke [12]). 

Um den Beweis nicht unn6tig in die L~inge zu ziehen, wollen wir auf 
diese Verallgemeinerungen verzichten. 

Die Haupt-Hilfsmittel im Beweis zu Satz 1 sind das ,,GrofSe Sieb" ffir 
Charaktersummen (s. Gallagher [4]), S~itze yon Siegel (s. Prachar [9]) 
und Montgomery [7] fiber Nullstellen der L-Reihen sowie Ideen aus 
Gallagher [5] und Wolke [15]. Da wir an verschiedenen Stellen wie in 
den letztgenannten Arbeiten vorgehen, werden wir dort weitgehend auf 
Einzelheiten verzichten. 

Ahnlich wie in [12] und [15] zeigen wit (1.1.3) zuerst mit Riesz- 
Mitteln. Der Tauber-SchluB und die Herleitung yon (1.1.4) aus (1.1.3) 
geschieht wie in [12]. Ebenso verzichten wir im Beweis zu (1.1.3) auf das 
Maximum fiber y < x, da dies auBer Schreibarbeit keine Komplikationen 
mit sich bringt. 
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d, k, l, m, n, r: 
v, lt, O: 

p: 

s = a + i t :  
Imagin~irteil t. 

In Teil II sollen die hier entwickelten Methoden auf Folgen angewandt 
werden, die mit der Folge der Primzahlen verwandt sind. 

1.2. Bezeichnungen 

natiirliche Zahlen, 
nichtnegative, ganze Zahlen, 

Primzahlen, 

komplexe Variable mit dem Realteil tr und dem 

Im Beweis zu Satz 1 und 2 bezeichnet C positive, nicht notwendig 
gleiche Konstanten, die von DI, D2 und z abh~ingen k6nnen. BL . . . . .  Bt 3 
sind hinreichend groBe, von A, D1, Dz und z abh~ingende Konstanten. 
Jedes B; kann aul3erdem von B 1 , - ,  B j_ I abh~ingen. 

31, f12 . . . .  sind positive, hinreichend kleine Konstanten. 
Entsprechendes gilt in Teil II fiir C', B'I, - ,  B~. 
Die O- und ~-Konstanten kfnnen von allen vorkommenden Kon- 

stanten abh~ingen. 
x sei geniigend groB und fest gew~ihlt. 11 = lnx, 1;+ l = In/; ( j=  1, 2). 

p(n) = gr6Bter Primteiler von n, p(1)= 1. 

a,(n)= Z 1, 
n=nl...n~ pin 

(Die Schreibweise dc(n ) soll zus~itzlich zur obigen Festlegung beziiglich C 
stets implizieren, dab C ganzzahlig ist; ~ihnlich bei dkc(n).) 

x(n) ist stets ein Dirichletscher Charakter. Leere Summen werden als 0, 
leere Produkte als 1 definiert. 

~*  bedeutet Summation tiber alle primitiven Charaktere modulok. 
g modk 

2. Hilfss/itze 

Die ,~-Konstanten k6nnen hier auch von r abh~ingen. 

2.1. I-emma I. Fiir r >= 2 und y > 3 9ilt 

Z (d,(n)) 2 <- 9"Zy(lny) "~-l-  
n<=y 

Dies ist Lemma 7 aus Elliott [3]. 
lny 

Lemma 2. Sei y > 2, (ln y)2 < z < y und u = ~ n z "  Oann oilt die Un- 

91eichun9 
dr(n) ~ y(ln y)2"+ l e x p ( -  u lnu + 2"+ l u) . 

n<y,p(n)<z 

Dies kann entweder nach der Methode von de Bruijn [2] gezeigt werden 
oder mit Hilfe einer Idee von Rankin [10], z. B. wie in Wolke 1-14]. 
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Lemma 3.(Grofles Sieb). Fiir beliebige komplexe Zahlen a.(M < n 
< M + N) gilt 

~ * [  ~ ~((n) a.[ 2 4` (y2 + N) ~ 10,12 . 
k~y xmodk[ M < n ~ M + N  [ M < n < M + N  

Diese Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus (3) und (5) in Gallagher I-4 I. 

2.2. Die n~ichsten Lemmata befassen sich mit Charakteren, fiir die 
gewisse Charaktersummen groB werden. 

Fiir 
½__<a<l undganzes T (2.2.1) 

bezeichne (5(~, T) den Streifen 

a >__ a, T <_ t <_ T + I . (2.2.2) 
! 

Ftir hinreichend groBes y =< x 2 und komplexe Zahlen a(n) mit 

a(n) 4. (d(n)) c (2.2.3) 
schreiben wir x(n) a(n) 

B(s, Z) = B(s, Z, ill, Y') = ~, n ~ (2.2.4) 
y~t <n=<y' 

Lemma 4. Bezeichne AI(~, T) die Anzahl der Z= Z* modk, k < y, mit 

IB(s, X)I > 1 j~r ein s ~ (5(ct, T) . (2.2.5) 
Dann gilt 

8(1 -~) 

Al(ct, T)4 .y  3-2~ l c, falls y , < y 2 ,  (2.2.6) 

1--at 

AI (e ,T)4 .y6T:T ' I  2"+c, falls y '<yl[  (C=C(fll)).  (2.2.7) 

Beweis zu (2.2.6). Far  a > 2 ist offenbar [B(s, X)I < 1. Wir diirfen also 
0t < tr < 2 annehmen. 

Wenn wir das Intervall (yP 1, y~] in 4. In y Intervalle (z,, z v + 1] (zv + 1 < 2 z d 
und das Rechteck ct < tr < 2, T < t < T + 1 in 4. In a y Rechtecke 9t, mit 

1 
Seitenltingen < ~ einteilen, so folgt wie in Wolke [15], Lemma 8 

AI(~t,T)< ~ A~,~,Q ( 0 < 0 < l n 4 y ) .  (2.2.8) 
v,.,Q 

Dabei ist A~,,, o die Anzahl der Z mit 

{B~°)(s,, Z)[ = ~<,~=<~÷ 1 ( -  1)Q (lnn)¢ a(n)n ~.Z(n) (2.2.9) 

> (lnz,+ l) °-2 

(s, ist ein fester Punkt aus 91,). 
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Ftir beliebiges v,/~ und 0 sch~itzen wir A~.,,,o ab. Sei 

I21n  1 
d 1 = [  l n z v ] + l ,  d 2 = d  1 - 1  (a l sod l ,d2 ,~ l ) .  

Dann erh~ilt man wie in [15], Lemma 8 mit Lemma 3 

[a~(n)[ 
A*.u.o'~'(lnzv)(-2dsH°-2)(y2 + ~ j)" E n2 ~ (j= 1,2). 

z~ <nSzCb+l 

Dabei ist wegen (2.2.2) und (2.2.10) 

aj(n)= ~ ( -  1)°ds(lnnx)°...(lnnd) ° .a(nO...a(nd) 
n~nl. . .ndj 

Z v < n l  ~zv+1;l= l , . . . ,d j  

,~ (In z~ + OoaJ(d(n)) c 
und 

latin)[ z ,~ (lnz~+ ~)2oaj y' (d(n))C 
n n ~ z ~ +  1 

(In z~ + 1)2 odj ~ (In y)C. 

Aus den letzten Zeilen folgt 

A~,u,Q ~ ~ min(z 2d'(1 -~). y2 ~2(1-2a)) , 

Sei 

z~eiz= ylT1 yT  ( / = 1 , 2  . . . .  ). 
Hier ist 

dl = d 2 +  1 = / +  1. 

(2.2.10) 

(2.2.12) 

Innerhalb von Iz w~ichst z 2d'(1 -~) mit z v, w~ihrend 32 22~v 2(1- 2~) Nllt. Das 
Minimum wird am gr6Bten, wenn beide Ausdrficke tibereinstimmen, 
d.h. ffir 

zv = y2(a2+ 2(1-~,-' (2.2.13) 

(Aufgrund von½ < ~ < 1 liegt dieser Wert in ll .) Ffir jedes list daher das 
Minimum in (2.2.12) 4(d2+1)O-,~ 

<= y d~+ 20-~) (2.2.14) 

Der Exponent yon y ist eine in d2 fallende Funktion. Wegen d~ > 1 erh~ilt 
man daher aus (2.2.12) s (1 - ~) 

A~,~,,Q ~ lC y 3-2~ (2.2.14) 

Summieren wir diese Ungleichung gem/il3 (2.2.8) fiber v, p und 0, so ergibt 
sich die Behauptung (2.2.6). 

Zu (2.2.7): Wit verfahren in der gleichen Weise, nur setzen wir statt 
(2.2.10) 

= [21ny l ]  
d, [ ~ l  + 1, d 2 = d, - 1, Yl = yl] .  

(2.2.11) 
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Wegen y'----Yl ist hier d 2 >2.  In (2.2.12) und den folgenden Zeilen steht 
nun y~ an Stelle von y. Setzen wir in (2.2.14) d 2 = 2, so folgt wegen 

4(d2 - 1)  (1  - ~ )  1 - 
< 6  < 2  

d 2 + 2 ( 1 - 5 )  2 - a  - 
die Behauptung (2.2.7). 

Im n~ichsten Lemma behandeln wir einen Spezialfall von (2.2.6). 

Lemma 5. Gelte zusi~tzlich zu (2.2.3) 

a (n )=0  f~r p(n)>R~=exp(l~ ~6~) 

und bezeichne A2(~, T) die Anzahl der ~* modk, k < y mit 

B(s,z)= 
y < n . y  2 

Jfir ein 
I x  

Dann 9ilt ffir y ~ exp (l~) 

a(n)g(n) ( 2--£~-5) 
n ~ ~> exp - tiny) (2.2.15) 

s ~ ~(a, T). 

8(1 - a t  

A2(~ , T) ,~y 3-2a (2.2.16) 

Beweis. FiJr y< zv< y 2 ist (s. (2.2.11)) 

laj(n)l z ~. (lnz,+x) °dj ~ dC(n). 
n n<=z~+l 

p(nl<~R~ 

Die letzte Summe l~iBt sich nach Lemma 2 absch~itzen durch 

mit 
,¢1c~ j e x p ( -  ½u lnu) 

_• 24 
ln~J > > lny = (lny)2--g 

u = lnR1 xoo 
also 11 (In y) 2 5 

~[aj(n)12~lnQa~zv+l.~Jexp(--3(lny)~). 
n 

Der Rest ergibt sich wie im Beweis zu Lemma 4, (2.2.6). 
Im Fall, daB B(s, ~) nicht bei y~, sondern bereits bei 1 beginnt, sind 

die Aussagen schwiicher. Gelte 
a(n) ~ dc(n ) (2.2.17) 

und sei 

BI(s, z)= ~ a(n) z(n) (2.2.18) 
n <__ y2 rl s 
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A3(~t, T) bzw. A4(~, T) bezeichne die Anzahl der ~(* modk, k < y  mit 

( ' )  
IB1 (s, 7~)1 > exp (In y)-~ f'tir ein 

bzw. 

]L(s, )~)] > exp Iny) ~- far ein 
Wir zeigen 

Lemma 6. 

s e 15(ct, T) (2.2.19) 

s e tS(e, T). (2.2.20) 

( , )  1 
Ai(ct, T) ~ y 3-2a exp (lny) ~- , falls ITl ~. y ~ 

Beweis zu der Ungleichung mit A3: Wegen 

a(n) z(n) dC(n) 

n < exp((ln Y) ~, ) n s ~ ~ 1 _ n ~exp( l lny) l )  / I ' 2  

~ exp tny 

(i = 3, 4). (2.2.21) 

(2.2.22) 

brauchen wir uns nur mit der Summe von exp (lny bis y2 ZU befassen. 
Dies verl~iuft in gleicher Weise wie in Lemma 4. Wir definieren A,,~. Q wie 

in (2.2.9), wobei zv allerdings zwischen exp (lny) ~- und y2 liegen daft. 
Wegen 

~, dc(nl).., dc(%) < dcaj(n ) 
/'1 = n l ,  . , F ld j  

erhalten wir hier in Analogie zu (2.2.11) 
1 

~,laj(n)12~(lnz~+l)z~a~C aJ ~ (dcaj(n)) z mit dj,~(lny) ~-. (2.2.23) 
n n ~ z ~ J + l  

Die letzte Summe ist nach Lemma 1 ( ' )  
~ ~J+ 1( c lny) ~c"~J2 "~ ~ 1 (lny) ctlny~* <= ~J+ 1 exp (lny) 5 . 

(2.2.23) und die letzte Zeile fiihren in ~ihnlicher Weise wie in Lemma 4 zur 
behaupteten Ungleichung. 

Die zweite Aussage des Lemmas folgt aus der ersten und aus 

x(n) f u- -i L(s, Z) = ~ n--- q -  + O (ITI + 1) z(n) du 
n<y' y' _ 

x(n) + O(lny) y '= . 
n<_y ' 

Zum Beweis von Satz 1 bentitigen wir einen Dichtesatz fiber die Null- 
stellen der L-Reihen. Die Abschatzung von Montgomery [7] scheint ftir 
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unsere Zwecke die giinstigste zu sein. Die T-Abh~ingigkeit, worauf dort 
Wert gelegt wird, spielt bei uns keine entscheidende Rolle. Wir benutzen 
Montgomerys Satz in folgender abgeschw~ichter Form. 

Lemma 7. Sei As(or, T) die Anzahl der X* modk, k < y mit 

L(s, Z) = 0 fiir ein s ~ I5(ct, T).  
Dann gilt 6 ( 1 - ¢t) 

As(or, T ) ~ ( I T I +  1)2(lny)13y 2-a 

3. Beweis zu Satz 1, (1.1.3) 

Unser Ziel ist zun~ichst (1.1.3). A1 und A 2 denken wir uns in Abh~ingig- 
keit von A, Dx, D2 und z hinreichend groB gew~ihlt. Eine explizite Dar- 
stellung yon A1 und A2 k6nnte aus dem Beweis entnommen werden. 

Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten. Das Ergebnis der ein- 
zelnen Schritte ist jeweils zu Beginn der Abschnitte vermerkt. 

3.1. 14fr zeigen zuerst durch elementare Schlfisse, daft es ausreicht, 
(1.1.3) J~r die einfacheren, in (3.t.3) und (3.1.4) definierten Funktionen 
f l  und f2 zu beweisen (s. (3.1.6)). 

Sei tl I die Menge der pe(R~,  x] RI = exp(/~ ~°) mit 

I f ( p ) -  z] > l[ B2 . (3.1.1) 

Dann folgt aus (1.1.2) fiir jedes y ~ (R 1 , x) 

~ l<=l~ 2 ~ l f ( p ) - z ] ~ l ~ 2 y ( l n y ) - A ' ~ y l ~  B4. (3.1.2) 
p-<y pNy 
pe$/l 

Wir definieren zwei multiplikative Funktionen f~ und f2 durch 

z,  falls v = 1 
fl(P~)= f ( f )  sonst. 

f l  fiir pC 9.I1, 
f 2 ( f )  = ~0 sonst. 

und p e ( R  1 ,x ] ,  
(3.1.3) 

FiJr k =< Q und (k,/) = 1 (im folgenden sollen k und 1 stets diese Bedin- 
gungen erfiillen), sei 

i 
A(x, k, l)= ~ f (n ) -  - -  ~ f (n) . (3.1.5) 

.<=,, ¢p(k) ,<_x 
n=-l (k )  ( n , k ) =  1 

d (~ und d (2~ erkRiren wir entsprechend mit fl(n) bzw. f2(n). 
Es sei bereits bewiesen 

max ]At~)(x, k, l)l '~ x k_~Q (k,l)= 1 l~--- q- (V = 1, 2). (3.1.6) 

(3.1.4) 
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1~' bzw. E" bedeute in diesem Abschnitt Summation iiber n mit 

d(n) ~ IB12 bzw. d(n) > l~ 2 . (3.1.7) 

(Die erste Ungleichung impliziert insbesondere v(n) ~ 12 .) 
Aus (1.1.1) folgt 

f (n),  f~(n) ~ (d(n)) c iv = 1, 2) (3.1.8) 
und somit 

If(n)l'~ l~'a2 ~ (d(n))C. 
n ~ x  n ~ x  

n=-l(k) n=_l(k) 

Die letzte Summe 1/il3t sich absch~itzen durch 
X ~. ~- ~(d(k)) c 

(s. Siebert, Wolke [12], Lemma 5). 
Man erh~ilt 

m a x [  ~"  If(n)l, l-L-- y;' (3.1.9) 
n<_x n<x  l°~(k) <n(k) (.,k):l 

Entspreohendes zeigt man fiir f i  und f2- (3.1.9) bedingt 

A(x, k, l) - Atl)(x, k, l) 

kF~-B2(d(k))C+ ~ '  I f (n) - - f~(n) l+-- i  ~ ,  

n=-l(k) (n,k) = 1 

If(n)l) <~ ~-- l~l -B~(d(k)) c . 

I f ( n ) -  fl(n)l 

= k ~-8~(d(k))C + F..'~ + X'2. (3.1.10) 

Wir befassen uns mit E~. E~ l~igt sich mit ~ihnlichen Argumenten, 
aber wesentlich einfacher absch~itzen. 

Die in E~ erfagten Zahlen teilen wir in drei Teilmengen auf: 
A) Fiir kein p > R1 gilt pin und p2~/n; 

B) n~-O(pl)VplEg.ll ,  aber P2ln und p2Xn fiir mindestens ein 
P2 E (RI, x] \9,I 1 ; 

C) n -= 0(p) f'tir mindestens ein p ~ 9,I 1 . 
E~, s und E~, c seien die entsprechenden Summen. Aufgrund von 

(3.1.3) ist f (n )= fl(n) fiJr n e A), also 

E~ < E~,n+ E~. c . (3.1.11) 

Zu E'l,a: Wir setzen b(n)= I-I p. 
ptn 

pr=(R 1, x], p2/(n 
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Ffir p lb(n) gilt hier das Gegenteil von (3.1.1) und daher im Fall ~ ~ 0 
mit (3.1.7) 

f (b(n)) = I-I f (p) = 1-I (z + O(l-i as)) 
p l b(n) P l b(n) 

= f l  (b(n)) { 1 + O(l 2 I['~)} 

= f l  (b(n)) + 0(1~ 8 9 . 

Das gteiche erh~ilt man im Fall T = 0. Da f'tir die in X' erfaBten n 1,B 

f n n 

gilt, haben wir 

i t . ) - i , ( . )  
% x / ! 

und somit (d(k)f E~B417 n' ~ (7(n))C<t×17 B'+c (3.1.12) 
' ~ _ ~  k 

n--l(k) 

In X'1,c sch~tzen wir If(n)-fl(n)l trivial dutch <~ (d(n))C__< ~B~ ab 
und erhalten 

nNx, n-:l(k) 
n=--O(pj, p~9.11 

< Fll it2 [ ~ 1 - - - 1  ~ 1 
,,~x ~o(k) .<_~ 

J n~l(k) (n,k)= 1 
n=--.O(p),p~ftll n~O(p},p~'ill 

+ <,(k----7 Z 1. n~x,(n,k)= l 

Die letzte Summe ist wegen (3.1.2) 

R1t2<2 v = y N x  

Mit  (3.1.4) und elementarer Rechnung folgt aus den letzten Zeilen 

Zl .c  ~ l~l s2 1 ~p(k) n<xE 1 

X /~1 B2 + 3_  B4 +/~l B2 IA(2}(x, k,/)l + ~-  (3.1.13) 

X 
,~ I cB~ Izl(21(x, k,/)1 + - -  

kl.~+ l • 
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X 
(3.1.10), (3.1.11), (3.1.I3), die Ungleichung Z~ ,~ kl~+------- T, sowie (3.1.6) 

zusammen ergeben 

max IA(x,k,l)l~, ~ max tA~l~(x,k,l)l 
k<_Q (k,t)= 1 k~_Q (k3)= 1 

t , x } + ~ max (Z'~+Z~)(x,k,l)+-~l~ A-1 
k~t2 I. (k,O= 1 

X /~1 n2 [A/2)(x, k,/)1 '~ x "~ 1--~-1 + 2 max - - ,  
k< e (k,l) = 1 1"~ 

womit das Ziel dieses Abschnittes erreicht ist. 

3.2. For tan  stehe f f'tir eine der beiden Funkt ionen f t  oder f2. 
(1.1.1) gilt f'fir beide (evtL miJssen D I und D 2 z u  1 vergriSBert werden). 
(1.1.2) gilt fiir f l  mit den gleichen Konstanten,  f'tir f2 mit z = 1 und A 1 - B2 
statt A 1- 

In diesem Abschnitt sollen die in (1.1.3) abzuschiitzende Summe mit 
Riesz-Mitteln analytisch dargestellt und erste, schon in [12] und [15] 
vorgenommene Umformungen durchgef~hrt werden. 

Mit R = 9 + I[Rez]l • 
schreiben wir 

(3.2.1) 

dR(x ,k , l )=  ~ f(n) ln R ( x )  1 ~ f(n) ln ~ ( x ) .  (3.2.2) 
,__~ . - -  (p(k) ,<~ 

n==-l(k) (n,k)= 1 

S = ~ max IAR(x, k,/)1 (3.2.3) 
k__<Q (k j ) =  1 

und 
S'= ~ max IAR(x, k,/)t- (3.2.4) 

k_~Q (k,O= 1 
v(k) < Bsl2 

Wie in Teil 3.2 sieht man  x 
S ,~ S' + (3.2.5) 

/ I""  

Im folgenden werde daher v(k) < B512 vorausgesetzt. 
Sei Z = X modk  ein beliebiger Charakter.  Fiir a > 1 setzen wir 

p_~x p~ + - . .  1 + - -  . (3.2.6) 

Dann  zeigt man ~ihnlich wie in [12], Lemma 1 

F(s, ~) = L'(s, Z) G(s, ~) n(s, Z) (a > ½) (3.2.7) 
mit 

( (f(p)--z)X(p)) G(s,z)= I ]  1 + pS • (3.2.8) 
p ~ x  
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~ H(s, Z) ist eine fiir tr > ½ analytische Funktion mit 

H(s, x) ~ I + ~. ( ( (2a) )  c .~  I c , falls ~ >__ -~ + li- 1. (3.2.9) 

Ist Z*=X* modk*(k*lk) der I erzeugende primitive Charakter, dann 
sieht man wie in [12] mit (1.1.1) 

F(s, X) = F(s, Z*) H(s, )~*, k). (3.2.10) 
wobei 

H(s,g*,k)4(v(k))C~l  c8', falls a > ½ .  (3.2.11) 

Trivialerweise erh~ilt man 

F(s,z)~, l  c ( a >  1 + l~-X). (3.2.12) 

Die Darstellung von S' durch Integrale erfolgt wie in [12], ebenso das 
Ordnen nach primitiven Charakteren und das Abschneiden der Integrale. 

1 
E y-' E' E* E' 

0.5 1 xmodk k l  Q 
y=2"~2Q ke(2,Y ] k,< V (3.2.13) 

"+SY' xS ds x 
• sR+I F(s,z)H(s ,x ,  kkO + IB-- 7 .  

I ~ - i y l  
Dabei ist 1 ± 

y4,  falls k e  , y ,  exp l~ < y < 2 Q .  

~ '  bedeutet Summation tiber k mit v(k) < B s 12, ct = 1 + l-~ 1 
k 

3.3. Im niichsten Schritt zeigen wit, daft bei einem zuliissi.qen Fehler yon 
X 

~" ~1" in den Integralen in (3.2.13) 

G(s, X)= 1 + pS X(P) 

e r s e t z t  werden darf durch 

mit 

und 

GI(S,Z) = ~ g(n)z(n) 
n < R 2 left 

# (n) l--I (f(P)--  z), falls p(n) <= x ,  
o ( n )  = p l .  

0 sonst, 

R 2 = m a x  2, exp , z = x m o d k ,  k e  Y , y  

(3.3.1) 

(3.3.2) 
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Wir setzen 

912 = {P e (R a, x], g(p) 4= 0}, R 3 = exp . (3.3.3) 

Dann folgt fiir z' e (R 4, x] aus (1.1.2), (3.1.3) und (3.1.4) 
Z' 

1 ,~ l~" " (3.3.4) 

Fiir ein typisches y aus (3.2.13) schreiben wir 

1 ~*1 g(n)x(n) l  U =  U ( s , y ) =  Y ~. >~a n~ . (3.3.5) 
2 < k ~ y  X n 2 

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und Lemma 3 erhalten 
wir f'tir ~ = 1 + l[ l (Ij = (R2 e j, R2 e j+ 1]) 

1 I (3.3.6) 
"~ j~o ( (R2e~)-I ~.~,j Ig(n)'2) ~ - =  ja__o ~ ((R2ed)-I Uj)~- ' bzw. 

Im Fall z = R2 e j > x ~ sch~itzen wir g(n) trivial ab durch ,~ dC(n) und 
bekommen mit Lemma 2 

3 

U~4. ~ d C ( n ) . ~ l C z e x p ( - ½ u l n u ) + z  '* 
n ~ e z  

p(ni~_x 

<{/12B6 exp ( - 2 ( lnz~) ,  
da 

lnz Z 
u = - -  > (In z) z . 

lnx 
Dies fiihrt zu 

( z - l U ~ ) ~ l ~  s~ ~ exp j <~l[ -n". (3.3.7) 
j t~ j~  1 

z = R2eJ  >=x 

Sei nun R2 < z = Re e / ~ x l~. Offenbar gilt 

Uj ~ (Ej, A +--" + Ej.D)lg(n)l 2 

mit den Summationsbedingungen n E (z, ez] und 

A) v(n) > B 812, 

B) p(n) ~ R 3, 
C) v(n) < B 8 l 2 ; n ~ O(p), p ~ 9I 2, 
D) n = 0(p), p e (R 3, x]\912. 
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£~,A sch~itzen wir wie in 3.1, I;j, e ~ihnlich wie oben mit Lemma 2 
z 

durch ,~ ~ ab. 

Bei E~.c verwenden wir (3.3.4): 

~j .c~t  cB. y. 1 
n ~ e z  

n=-O(p),pe~12 

z B, X z'-' E 1 
R 2  < 2 v ~z" <= 2ez  p¢91~. 

~ Zl l3B" p~z" 

Ej, o verschwindet. 

Durch Zusammenfassung der letzten Zeiten sieht man 

1 

E (z -~U~¢l '~  B6" (3.3.8) 
z =g2Je~x t~ 

(3.3.6), (3.3.7) und (3.3.8) implizieren 

U(s,y)~l-i e6, falls ¢ = 1 + I ~  1 (3.3.9) 

Die Behauptung dieses Abschnittes erh~ilt man nun rasch aus (3.2.11), 
(3.2.12), (3.2.13) und (3.3.9). 

3.4. Wir zeigen als n~chstes, daft der Beitrag der k =< R4 = exp l zu 
X 

(3.3.13) sich durch ,~ ~1" absch&zen lgtflt. 

Wir beginnen mit denjenigen X(X2= Xo), die evtl. eine Siegel-Null- 
stelle besitzen. Nach dem Satz yon Siegel (s. Prachar [9], IV) sind deren 
Modutn -O(ko), wobei k o > l~ l° gewiihlt werden daft. Da (3.2.12) richtig 
bleibt, wenn wir G(s, )0 durch G~(s, X) (s. 3.3.1) ersetzen, erhalten wir mit 
(3.2.1t) und (3.2.12), wenn E s den Anteil dieser X an (3.2.13) bezeichnet, 

Idsi 
E~,~ ~ k-llCes+Cx f tslR+t 

k=<R4 o =  1 + i i -  1 
k ~ 0 (ko) 

X 

"~ 11"" 

(3.4.1) 

Sei nun X = X* modk, k ~ R4 ftir den Rest dieses Abschnittes ein nicht in 
E~ gezS.hlter Charakter und gelte 

¢ >= ¢0 = 1 - Ii 3, {t[ = < exp . (3.4.2) 



W e r t e  z a h l e n t h e o r e t i s c h e r  F u n k t i o n e n  15 

Nach [9], IV, Satz 6.9 ist L(s, X) im Bereich (3.4.2) von Null verschieden, 
12(s, ~) ist dort also eine eindeutige analytische Funktion. Im Falle 
Rez >= 0 haben wir (s. [9], IV, Satz 5.4) 

,L'(s, Z)"~ exp (l~). (3.4.3) 

Fiir Re~ < 0  erhalt man wie in [9], S. 71 mit 
L' 2 

L - l ( l + l { l + i t ,  x)4,1t und -~-(s,x),~I ~ 

(s. [9], VI, Satz 7.1) 1 

log [L- l(s, X)[ '~ 114 
und daraus 

(/7) [L'(s,x)l~exp , falls R e ~ < 0 .  (3.4.4) 
! 

Schlieglich sch~itzen wir ftir e>_aoG1(s,x ) trivial ab durch ,~ exp l] . 
Aus (3.2.7), (3.2.11), (3.4.3), {3.4.4) und (3.4.1) folgt, dab der Beitrag 

der k N R4 zu (3.2.13) 

( 2 2*  xRT* e- ' lc+ce~+ x~°exp + llC, 
z k~_R4 

X 

I~" 

ist, was wir zeigen wollten. 

3.5. Der folgende Abschnitt bezieht sich nut auf den Fall Rez < 0. Mit 
H ilfe einer I dee yon Gallagher [5] f~hren wit diesen Fall-  #rob yesprochen - 
auf Re z > 0 zuriick. 

(:,) Wir halten wieder ein y > exp lest. Ftir a > i ist 

(3.5.1) 
mit , = 1 

al(n) ,~ dc(n) (das gleiche gilt f'tir a2(n) und as(n), s.u.). (3.5.2) 

Es lassen sich komplexe Zahten a2(n) angeben, so dab mit 

die Gteichung 

M(s, X) = ~ az(n) )~(n) (3.5.3) 
n < y Ipn rls 

1 - (L(s ,  Z))-~ M(s ,  Z) = 2 a 3 (n) x(n) (3.5.4) 
n>yl~* ns 

= R(s, Z) 
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erfiillt ist. Aus (3.5.4) folgt 

L ~ = L~R 2 + {2M - L-'M2}.  (3.5.5) 

,Khnlich wie in Gallagher [5] zeigt man mit (3.5.1) . . . . .  (3.5.5), Lemma 3, 
(3.2.11) und (3.2.12), dab der Beitrag des Terms L'R 2 zu (3.2.13) sich durch 

X 
,~ ~ absch~itzen l~il3t. 

Fassen wir die Ergebnisse der letzten vier Abschnitte zusammen, so 
erhatten wir als wichtiges Zwischenresultat 

1 
S~,12 E Y- '  ~; E* E - -  

,,p(l, )< 2~ =,__<_ 2e (3.5.6) 

• i +'r~+iy'S s,+ x~ 1 F,(s, Z)H(s,)~,kkl)d~+ l:-ff-d - 
+li" t -iy?t 

Dabei hat F 1 die Gestalt 

F 1 (s, ,,y,) = ~_, g(n) z(n) 
n<y2 I"1 s 

r r 
mit t \ .  _-< yt~11 n ~ rlpn 

bl,b2(n)'~dc(n), z l = z  oder = - ' c ,  

b2 (n~j ((n) } 
(3.5.7) 

Rez 1 > O. (3.5.8) 

Die geschweifte Klammer reduziert sich im Fall R e z > 0  auf L~(s,z). 
Zur Def. von S, H und E' s. 3.2, zu g(n) s. (3.3.1)• 

3.6. Es ist unser Ziel, die Integrale in (3•5.6) m6glichst weit nach links 
zu verschieben. Wir werden die Integrationswege so w~ihlen, dab auf 
ihnen und links davon L(s, X) von Null verschieden und dem Betrage 
nach klein ist, und die Summen in (3.5.7) von kleiner GriSflenordnung 
sind. Wie Lemma 4 zeigt, ist es von Bedeutung, ob die Summen bis yl~" 
oder bis y2 laufen. 

Wir beginnen mit dem Fall f = f l  (s. (3.1.3)) (f2 wird wegen z(f2) = 1 
leichter zu behandeln sein) und schreiben 

= y+ )nZS (n) L~I(s,z)( ~.~ bl(n~: (n) 
y<n---<y 2 \n_<y/~l l  

(n~y g(rt) X(n)) b2(r/) X ( n ) ( 3 . 6 . t )  
+ + 2 ns 2 n s y<n<y 2 n~_ylltht 

-~ (FI, t q -F1 .2 ) (S ,Z )+(F1 ,3  q-FI,4)(s ,)~) , bzw. 
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In diesem Abschnitt soil F1,1 ausjfihrlich diskutiert 
behandelt man analog. 

Wir halten wieder ein y aus (3.5.6) fest und setzen noch 

werden : El ,  3 

b3(n ) = 9(n), 

X bezeichne stets ein z * m o d k ,  k e ( 2 ,  y ]. 

Die Anzahl der X mit  

L(s, )0 = 0 
oder 

bj(n) z(n) 

oder Y"' <"~y@' 
n s 

r"' ~ bj(n) x(n) ] 
<,<=y nS > 1 

15 l 
fiJr ein s mit a >= ~ , It[ < y 4 

ist nach Lemma 4, (2.2.6) und Lemma 7 

b4(n ) = 1. 

> 1  ( /=  1,2) 

( j=  3,4) 

(3.6.2) 

(3.6.3) 

1 6(l-a) 1 6(l-a) s ( 1 ~ )  
~ y 4 y  2 - ~ 1 2 ~ l + C + y 2 y  2-~ i~3,~yV o~= . 

Wenn wir wie schon ffiiher die zu diesen X geh6renden Integrale in (3.5.6) 
trivial abschS.tzen, erhalten wir nach Summat ion  fiber y einen Beitrag 

xl; A4. 
ErfiJlle also X im folgenden das Gegenteil yon (3.6.3), d. h. 

L(s, Z) 4: O, r~, ~ bj(n) z(n) t < 1 ~j = 1 . . . . .  4) 
<n<y bzw. <yl~n ns ~--- 

= - (3.6.4) 

t5 L 
fiJr a >  ~-6-, [ t l<y  4 . 

Sei 
~ = ½ + v l ; 1 .  , v =  l , . . . , V o ,  

v o ist der kleinste Index mit e~o > ~-~ und 

T o = y  4 , T I =  

(3.6.5) 

[1] 1 
T 2 = T 1 - 1 . . . . .  Ta_ 1 = - y~- , TQ = - - ) ~  (3.6.6) 



18 D. Wolke: 

Fiir 1 < v < Vo, 1 </~ < Q bezeichne R~,~ die Menge der X mit der Eigen- 
schaft: 

A) v = 1. (3.6.4) gelte fiir alle s mit tr ~ 0q, Tu ~ t < 7",_ 1. 

B) v >  t. (3.6.3) gelte f'tir mindestens ein s mit ~,-1 < a < ~ ,  
Tu < t < T,_ 1, aber (3.6.4) sei richtig fiir alle s mit a > ct~, Tu < t < T¢_ 1. 

Fiir jedes p wird hierdurch eine Klasseneinteilung der betrachteten X 
vorgenommen. 

Zu jedem X aus (3.6.4) erkliiren wir einen Integrationsweg IS(X) in 
folgender Weise: Zu jedem/~ mit 1 < # < Q gibt es eindeutig ein v=  v(x, #*), 
so dab Z E Ru,,~. Wir setzen 

su, t ( X ) = ~ + i T u - i ,  Su, z = ~ + i T ~ .  

~(X) bezeichne den Polygonzug, welcher die Punkte 

1 1 

1 + 1( 1 + iy4, sx" l(X), SI,2(X),  S2, I(X) . . . . .  S0, l(X) '  St/,2(X)' 1 + l~- 1 --  iy4 

miteinander verbindet. 
Jedes IS(X) teilen wir in Q + 2 Teile auf. 

Iso(X) bzw. IS~+I(X)seien die Strecken [sa,a(X), 1+  l~ l+  iy+J bzw. 

sQ,2(x),l+l-(1--iy . Fiir l__<#Nff bestehe IS.(Z) aus der Strecke 
[s.,l(X),s.,2(X)] sowie der Strecke [s._l,2(X),s.,l(Z) ], falls v ( x , # - 1 )  
< v(x, #), sowie der Strecke 

[su+ 1, I(X), su,2(X)], falls v( x, # + 1) < v(X, #). 

Aus der Konstruktion der Wege IS(X) folgt, dab auf dem Rande und 

im Innern des yon IS(X) und der Strecke 1 + l[ 1 + iy-~, 1 + l( t _ i 
begrenzten Gebietes (3.6.4) erfiillt ist. Insbesondere erh~ilt man daraus, 
dab auf IS(X) 

arg L(s, Z) ~ 1 (3.6.7) 

gilt. Aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes dtirfen wir in (3.5.6) die von 
Ft i herriihrenden Integrale ersetzen durch diejenigen fiber IS(Z), und 
wir erhalten mit (3.2.11), wenn $1,1 = SI, I(Y) den Bextrag emes y be- 
zeichnet, 

St 1 ' ~ l c " ~ l  Z 2 .1 I s--g¥vFl,t(s,x)ds (3.6.8) 

(Z 1 bedeutet Summation iJber die Z, wofiir IS(Z) erkl~irt ist.) 
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Auf ~;(X) ist wegen (3.6.4) und 
gleichung 

L(s, x)= 
z(n) z(n) 

Z .-v-+ 2 
n ~ y  pl yOl<n<y 

z(n) 
= ~ n--Z- + o(Itl + 1). 

n ~ y #  1 

Mit (3.6.7), Rez 1 > 0 und (3.2.1) folgt hieraus 

IL~'(s, x)t-- lexp((ln fL(s, Z)I + i argL(s, X)) rll 
= IL(s, Z)I R~' e x p ( -  Imz 1 • argL(s, Z)) 

,~ ( , ~ , _  X(n)nS +C( , t l+  1)) tR¢m+l 

n < Y  pl 1 
"~ ~ z(n) [ge,11+ + ( I t l + l )  R-s 

g/s 

Ebenso gilt auf~(g) wegen (3.6.4) fiirj = 1, 2, 3 

bj(n) )~(n) _ ~ b~(n) )~(n) + 0(1). 
n<y bzw. < y1~11 l'lS n <_ y~l ?ls 

der Polya-Vinogradovschen U n -  

- -  + O  Itl+ 1)y~-lny • 

(3.6.9) 

(3.6.10) 

Aus (3.6.1), (3.6.9) und (3.6.10) erh~ilt man durch Zusammenfassen und 
Ausmultiplizieren 

Fl l ( s , )O~([ t [+l )e - s~  2 bj(n)z(n) I (sel£O0) (3.6.tl) 
' 1=5 n<=y Pls 

mit 
bi(n) ~ (d(n)) c (j ~ 12). (3.6.12) 

Aus (3.6.8) und (3.6.1 i) ersieht man, dab es ausreicht, den Ausdruck 

l cR~ xqltl + 1) a-8 
o , -  E 2 .1 .f is:+1 

- -  < k ~ y  

2 (3.6.13) 

~<=r a(n)~(n) " n~ ]tdsl 

(die a(n) geniigen (3.6.12)) abzuschatzen. 
Zuerst behandeln wir die Integrale fiber die horizontalen Strecken 

Eo(Z) und fi;0+l(X). Dort gilt 

a(n) z(n) ~ Y, 
n < y ?'Is 
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und daher ist ihr Beitrag zu D r 

IC B ~ 17. 1 (R+ 1)y~- ( R -  8) 1 
• ~ q y2xyy  "~ ~.xy  5 (3.6.14) 

Y 

Sei ~*,, der offene rechteckige Weg, der die Punkte ~ l+ iTu+ l ,  
ct~ + iT u+ 1 = ~ +iTs,  ~1 + iTu miteinander verbindet. Dann ist offenbar 
fiJr l < p < O  

x'( l t l+ 1) R-8 ~ a(n)z(n)llds I 
± E E * ' I  N.+, ., 
Y Z<kZy x %(z) _y 

2 

1 

(3.6.15) 

- - ( I T . l +  1) - 4  
Y 

t a(n) z(n) 
l<v=<vo ¢~,,,~, ze~v,~ n<=v 

Idsl. 

4 1 1 
Sei m l = 4 ,  m z = - v ,  a l s o - + - - = 1 .  Mit der H61derschen Un- 

. 5  m l  m 2 

gleichung und Lemma 3 folgt fiir s e g,.u 

a(n) z(n) f = E 
Z e.,qv, ~ n=y ?Is [ 

a'(n) z(n) ~7 (3.6.16) 

1 1 
,~ [~v,~,lm2 (y2lC)m,. 

Lemma 4, (2.2.7) und Lemma 7 implizieren 

a-,~_, ll3y 6 ,-,~_, - ~-~S~- ,  tav , . t  ¢ 12Blt+Cy 6 2 - a , , - ~  + (IZul + 1) 2 

1 1 - ~ 2 (1  - 2 ~ )  4 
- - -  = 2 + < 2 + (t - 2e) und FiJr 1 > ~ ~ ~- haben wir 6 2 - c~ 2 - ~ 3- 

- 1  daher, wegen {c% - c%_ 11 --< 11 , 

jR,, u],~ (ITu] + 1)2/2m, +Cy z+3(~-2~,. 

Eingesetzt in (3.6.16), ergibt dies 
2 4 2 

U~,u(s) ~ (I T, I + l )212Bl~+Cy ~ - ; + ~ ° -  2"°+-~7~ 

= (ITul + I)2/lzs" y a-z'v 

(Hier 
Statt 

sieht man, weshalb die Ungleichung (2.2.6) nicht ausreicht, 
- 2 ~  im Exponenten erhielten wir - ( 2 -  e )~ ,  was jedoch zu 
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schwach ist.) Hieraus, aus (9.6.13), (9.6.14) und (9.6.15) folgt nun rasch 
die gewiinschte Absch~itzung. 

- ±  1 3 20t 2 B  D y ~ x y  5 +~(ITul+l)-Z~x~v--y. __ Y - ~la " 

1 

~ x y  s +12Bll~x,~ye~l-,v) 

Wegen y < x l/z ist in der letzten Summe der Term mit v = 1 am gr6Bten. 

x >I~A~ ist (x_~t~-', Dank -~- = xCq y2(l_a,)= x < xl-1 A~ 

und damit 
K I - B 1 2  D r ~ x q  . (3.6.17) 

Summieren wir dies tiber die ~ l~ m6glichen y-Werte, so erhalten wir 
mit der zu Beginn gemachten Bemerkung fiber die in (3.6.3) gez~ihlten Z, 
dab die F~. l(s, Z) zu (3.5.6) den Beitrag ,~ xl~ B" liefern. 

3.7. In iihnlicher Weise wie in 3.6. behandeln wit F1.2(s, Z) (s. (3.6.1)). 

Aufgrund der Definitionen fi.ir f l(n) und 9(n) (s. (3.t.3) und (3.3.2)) 
sieht man, dab die Voraussetzungen zu Lemma 5 erffillt sind. ,~hnlich 
wie in 3.6 definieren wir R~., durch die Ungleichungen 

~ g ( n ) x ( n )  ( z , )  
Y<n<Y 2 / , / ~  ,~exp - ( l n y )  -~-g , L(s,z)4=O 

und 

n' + IL(s, X)I '~ exp lny) (j = 1, 2) 

an Stelle von (3.6.4). Ebenso (~(X), usw. Lemma 5, 6 und 7 implizieren 

8,, (, 
IRv., l~y 3-2=~ + e x p  lny +y  

( 4 )  
,~ya-2~vexp ( l n y ) :  (IT.I + 1) 2 , 

da ffir tr>½ 

ist. 

2-~v (ITu I + 1)2(lny)13 

6 ( 1 - ~ )  < 8 ( 1 - ~ )  = 2 +  2 ( 1 - 2 ~ )  < 3 - 2 ~  
2-c~ 3 - 2 ~  3 - 2 ~  - 

Aus (3.7.1) folgt fiir s G (~(~) ( 9) 
FI, 2(s, )0 '~ exp - (lny) T6- . 

(3.7.1) 

(3.7.3) 

(3.7.2) 
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(3.7.2) und (3.7.3) bedingen, wenn SL2(y ) den Beitrag der F1, 2 ffir ein y 
bezeichnet, 

SL2(Y) ' ~ I c B ' ' l "  E E *~ f [sIR<~ [FI,2(s,z)lldsl 
2 

,~ lC"' . y -  exp (lny) ( I T ~ l + l ) - 4 y x ~ l S t J + x l - f " ' - I  
¥ 

~ ex p (-- ( ln y)-} ) x~q y 2 - 2 ~q -{- X l l B 4 - 1  <f~ x l l B 4 -1 " 

Durch Summation tiber y sieht man, daB auch der Anteil der F1.2 und 
ebenso der F1.4 sich geeignet abschgtzen l~ilBt. 

3.8. Schliefllich betrachten wir (3.5.6) im Fall f (n)= f2(n) (s. (3.1.4)). 
Da bier z = 1 ist, hat F~(s, )0 die einfache Gestalt 

Fds, z) = Z;(s, z) 2 g(n) z(n) ,__<y2 n~ , Ig(n)l < t .  

Ftir jedes )¢ verschieben wit den Integrationsweg nach links bis rr = ½. 
Auf den Horizontalen schgtzen wir wieder trivial ab und erhalten 

S~x l?B"+X21CnSEY-1  I ISI,+I 
y ½ - iy~ 

"k~,2 ~*z IL(s, Z)I ,,~,~ g(n)n ~Z(n) . 

Die Doppelsumme ist 
und Lemma 3 

und daher 

nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 

1 1 
S 2 I~CV2~2 (V 2 (I 1 . . . . .  i c ~  ~ y2 Isl 1 c 

1 
- -  X X 

3.9. Fassen wir die Ergebnisse von 3.5 . . . . .  3.8 zusammen, so folgt ftir 
f = f l  oder f = f2 

X 
s ( f )  ~ 19 " 

Der Schlug yon f in) In k (-~-) auf f in) erfolgt in gleicher Weise wie in [12] 

oder [15]. Damit ist (3.1.6) und somit Satz 1, (1.1.3) bewiesen. 
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4. Beweis zu Satz 1, (1.1.4) und Satz 2 

4.1. Sei f(n) von nun an wieder eine der in Satz 1 betrachteten Funk- 
tionen. Wir geben einige Hinweise zum Beweis der Formel 

f(n) = D(f) I ]  1 - I-I (1 + G(p)). xl]- 
n<=x plk pX k (4.1.1) 

(n,k) = 1 

+ O(x 
mit 

D(f)=O, falls z = O , - 1 , - 2  .. . .  

(k < Q, G(p) wird in (4.1.5) definiert.) 
Wir benutzen als Erzeugende die durch die Dirichlet-Reihe 

Fk(S)= [ I  (1 + f(p) f(p2) ) --P-~)-'  p~ , 7 -  + ~ + ' " /  l~ (I (a > I) (4.1.2) 
p > x  

gegebene Funktion. Man erh~ilt 

Fk(S)=~'(s)l-I(1--P-~)" rI (l+G(p,s)) (4.1.3) 
mit p lk  p < x ,  pXk 

f (p) - z h(p 2) h(p 3) 
G(p, s ) -  pS + - - ~  + - ~  + "", h(p ~) ,~ v c , (4.1.4) 

G(p) = G(p, 1). (4.1.5) 
Mit (1.1.2) sieht man 

Gk(S)= l-I (l +G(p,s))~.l, falls a_>ao=l  B1312 (4.1.6) 
p<-_x, pXk - -  ll ' 

und 

H (l+G(p, 1))-1= p>l~ x(1 f ( p ) - z  +0(p_2))=1+0(1~2)" (4.1.7) 
p > x  P 

Der mittlere Faktor in (4.1.3) l~il3t sich fiir a ~ a0 absch~itzen durch 

p ~ l k ( l + ~ ) ~ e x p ( C p ;  P-"°) ~Ic" (4.1.8) 

Der Beweis zu (4.1.1), auf den wir nicht weiter eingehen mtichten, wird 
nun mit Hilfe der letzten Zeilen nach der Methode von Selberg [11] 
(s. hierzu auch Kubilius [6], Lemma 9.2) geftihrt. 

4.2. Wit schlieBen mit einigen Bemerkungen zu Satz I, (1.1.4) und 
Satz 2. 

A) (1.1.4) ergibt sich wie in Siebert-Wolke [2] aus (1.1.3) und (4.1.1). 
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B) Bei Satz 2 beschr~inken wir uns auf den Fall a = - 1. Wie in 
Wolke 1-15] sieht man mit (1.1.3) und (4.1.1) 

H(x) = ~ f (n )  d ( n -  1) 
nN_x 

1 
= 2 Z ~a(k) Z 

k=~e .<x (4.2.1) (n,k)= 1 

f (n) + O(xI~ ~ -  I12C ) 

I 
¢(k) I ]  (I - p -  1), I ]  (1 + G(p)) 

pik p,rk 
= 2D(f )  xl] -1 ~ - -  

k<-Q 

+ O(xl~'~-11c). 
Sei 

N = I ]  P" (4.2.2) 
p, l +G(p)=O 

(Dank (4.1.4) und (1.1.2) kann es nur endlich vide p mit 1 +G(p)=O 
geben.) Fiir k mit NXk haben wir I ]  ( l+G(p) )=O,  ftir NIk  ist wegen 

(4.1.7) p,k 

1-I ( l + G ( p ) ) =  1--I (I+G(P)) -I l-I ( l + G ( p ) ) = O l ( f )  I-I ( l+G(p) ) - ' .  
pXk plk, p,,~N p~:N plk 

p):N 

Zusammen mit (4.2.1) ergibt dies 

1 
H ( x ) = O 2 ( f ) x l ]  -1 Z I - [ ( I - P - * )  ' I-I ( I+G(P))  -1 

k<-e q~(k) plk Plk'pXN (4.2.3) 
k-~O(N) 

+ O(xl": 11 ). 

Von der Bedingung k = 0(N) befreien wir uns folgendermaBen: 

.(N) Z = Z - 2 .(a) Z 
k,k=-O(N) k,(k,N)= l dlN, d<N k,k=-O(d} 

Wenden wir diesen Schlul3 erneut auf die innerste Summe an, so erhalten 
wir ~ als Linearkombination yon Summen der Gestalt ~ mit 

k k,(k,a)= 1 
k-~O(N) 

dl N. Die Gewichte in den Summen haben die Form k -  i lq  (1 + gl(P)) mit 
plk 

g l ( p ) ~ p  -~. In bekannter analytischer Weise gelangen wit daher mit 
(4.2.3) zu 

H(x) = 33(f)  xl] - ~ lnQ(1 + O(17 ~ lC)) + O(xl~ ~ -  l lC) 

= ½3a(f) xl'~ + O(xl~ ~'- l lC), 

was wir zeigen wollten. 
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