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1. Einleitung

1.1. In dieser aus zwei Teilen bestehenden Arbeit sollen die Unter-
suchungen aus [12] und [15] iiber Mittelwertsdtze Bombierischen Typs
fortgesetzt werden. Eines der Hauptergebnisse ist

Satz 1. Sei f:N—C eine multiplikative zahlentheoretische Funktion
mit
[f(p)£D,a” fiiralle peP und aeN, (1.1.1)

Y If(p)—tl<y(lny) 4t fiiralle AjeR* und y=2, (1.12)

PEYy

wobei T eine komplexe Zahl und D, D, positive reelle Konstanien sind.
Dann gibt es zu jedem A >0 eine von A und f abhiingige positive Zahl A,,
1

so daB fiir x=2und Q:= x? (Inx)~42 gilt:

1 -4
z Jnax max néy f(n)—W ’éy f(n)| < x(Inx) (1.1.3)
n=1{k) e
(@(k) ist die Eulersche Funktion).
Im Falle —te N, gilt
Y max max| Y f(n)] <x(lnx)"*. (1.1.4)
kse P vEF | agy
n=1(k)

Anmerkung: Wird A fest vorgegeben, so kann auch A4, in Abhidngig-
keit von 4 und f festgelegt werden.
Mit (1.1.3) bzw. (1.1.4) 14Bt sich die Summe Y, f(n)d(n+ a) (d(n) ist

nsx
die Teilerfunktion, a eine ganze Zahl #0) berechnen. (Zur Geschichte
dieses Problems s. Wolke [15]).
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Satz 2. Geniigt f(n) den Bedingungen aus Satz 1, dann gilt die
asymptotische Formel

Y, f(n)d(n+ay=E(f, a) x(Inx)* + O(x(In x)**~* . (In In x)°) .

nsx

Im Fall —teNyist E(f,a)=0. C hiingt von f und a ab.
In dhnlicher Weise, wenn auch etwas komplizierter, kann die Summe

Y d(m) f(m—n) (meN,m hinreichend groB)
behandelt werden {s. hierzu Ufimceva [13]).
Satz 1 kann wesentlich allgemeiner formuliert werden. Wie unten
gezeigt wird, 1aBt sich als erzeugende Dirichlet-Reihe fiir f(n) (n< x)
die Funktion

F(s)= C's)H(s)n(1+ f("; ) (1.1.5)

pEx

benutzen. (H(s) ist eine fiir Res > 4 holomorphe Funktion, die hinreichend

schwach anwichst). Satz 1,(1.1.3) bleibt richtig, wenn F(s) die allgemeinere
Gestalt hat

& 9(p)

F(s)={*(s) ﬂ ()™ - His)- [] ( = )

PEXx

(a, natiirlich oder =0,g(p) im Mittel hinreichend klein). Wahlt man
insbesondere u, = 1,4, = 1,¢g(p) =0, 7= — 1, so erhdlt man den bekannten
Primzahlsatz von Bombieri [1]. Desgleichen darf in (1.1.5) an Stelle der
{-Funktion ein Produkt aus Potenzen beliebiger, fester L-Reihen stehen.
Hier muf} (1.1.3) allerdings noch modifiziert werden (vgl. Motohashi [8],
Siebert-Wolke [12]).

Um den Beweis nicht unnotig in die Linge zu ziehen, wollen wir auf
diese Verallgemeinerungen verzichten.

Die Haupt-Hilfsmittel im Beweis zu Satz 1 sind das ,,Grofle Sieb™ fiir
Charaktersummen (s. Gallagher [4]), Sétze von Siegel (s. Prachar [9])
und Montgomery [7] iiber Nulistellen der L-Reihen sowie Ideen aus
Gallagher [5] und Wolke [15]. Da wir an verschiedenen Stellen wie in
den letztgenannten Arbeiten vorgehen, werden wir dort weitgehend auf
Einzetheiten verzichten.

Ahnlich wie in [12] und [15] zeigen wir (1.1.3) zuerst mit Riesz-
Mitteln. Der Tauber-Schlufl und die Herleitung von (1.1.4) aus (1.1.3)
geschieht wie in [12]. Ebenso verzichten wir im Beweis zu (1.1.3) auf das
Maximum iiber y £ x, da dies auBer Schreibarbeit keine Komplikationen
mit sich bringt.
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In Teil I sollen die hier entwickelten Methoden auf Folgen angewandt
werden, die mit der Folge der Primzahlen verwandt sind.

1.2. Bezeichnungen
d, k,I,m n,r. natiirliche Zahlen,

v, 4, 0 nichtnegative, ganze Zahlen,
p: Primzahien,
s=o+it: komplexe Variable mit dem Realteil ¢ und dem

Imaginirteil ¢.

Im Beweis zu Satz 1 und 2 bezeichnet C positive, nicht notwendig
gleiche Konstanten, die von Dy, D, und t abhéingen konnen. B,, ..., B,;
sind hinreichend groBe, von 4, D,, D, und t abhingende Konstanten.
Jedes B; kann auBerdem von By, —, B;_, abhiingen.

B, B,, ... sind positive, hinreichend kleine Konstanten.

Entsprechendes giit in Teil II fiir C', B}, —, Bg.

Die 0- und <-Konstanten kénnen von allen vorkommenden Kon-
stanten abhingen.

x sei geniigend grof3 und fest gewihlt. [, =Inx, [;,,=1Inl; (= 1,2).
p(n) = groBter Primteiler von n, p(1) = 1.

dm= Y 1, vn=)Y1.
n=Ay Ly pln
(Die Schreibweise d(n) soll zusitzlich zur obigen Festlegung beziiglich C
stets implizieren, daf} C ganzzahlig ist; dhnlich bei d,c(n).)

x(n) ist stets ein Dirichletscher Charakter. Leere Summen werden als 0,

leere Produkte als 1 definiert.

> * bedeutet Summation iiber alle primitiven Charaktere modulok.
ymodk

2. Hilfssiitze

Die <-Konstanten kGnnen hier auch von r abhingen.

2.1. Lemma 1. Fiir r 22 und y 2 3 gilt
Y, [y £97y(lnyy* 1.
nEy

Dies ist Lemma 7 aus Elliott [3].

I
Lemma 2. Sei y=2, (Iny)*<z<y und u= Iﬁ—ﬁ Dann gilt die Un-

gleichung
Z d'(")<y“ny)2'“exp(—ulnu+2’“u).

nzy, pnsz

Dies kann entweder nach der Methode von de Bruijn [2] gezeigt werden
oder mit Hilfe einer Idee von Rankin [10], z. B. wie in Wolke [14].
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Lemma 3.(Grofles Sieb). Fiir beliebige komplexe Zahlen a,(M <n
SM+ N)gilt

r ¥

ksSy xmodk

Y ama,

M<nsM+N

P<(P+N) Y g

M<ns<M+N

Diese Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus (3) und (5) in Gallagher [4].

2.2. Die niachsten Lemmata befassen sich mit Charakteren, fiir die
gewisse Charaktersummen grofl werden.
Fiir

1<a<l undganzes T (2.2.1)

bezeichne ®(a, T') den Streifen

cza, T=tsT+1. (2.2.2)
1
Fiir hinreichend groBes y < x? und komplexe Zahlen a(n) mit

a(n) < (d(n))© (223)
schreiben wir
B(s, x)=B(s, 1, B1,y) = ; Y , l(flaﬂ (2.2.4)

Lemma 4. Bezeichne A(a, T) die Anzahl der y = y* modk,k <y, mit

B(s,pl=1 fiirein se®(,T). (2.2.5)
Dann gilt
8(l—a)
Ao, T)<y > 2 I, falls y<y?, (2.2.6)

1-a

A, T)<y T B*C, falls y<yli  (C=C(By). (227)

Beweis zu (2.2.6). Fiir 6 =2 ist offenbar |B(s, y)| < 1. Wir diirfen also
a <0 <2 annchmen.

Wenn wir das Intervall (y#,y] in < Iny Intervalle(z,,z,,](z,4+ <2z,)
und das Rechteck a <6 <2, T<t<T+1 in < In*y Rechtecke R, mit

1 .
Seitenldngen < Tny einteilen, so folgt wie in Wolke [15], Lemma 8

Al(a’ T)é Z Av,u,g (0§Q§1n4y)' (228)
V.l @
Dabei ist 4, , , die Anzahl der x mit
BOG 0= T (~neame LD 05)

Zv<nSzys+1

> (lnzv+ 1)0_2

(s, ist ein fester Punkt aus R,).
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Fiir beliebiges v,  und g schédtzen wir A ab. Sei

.40
2Ilny
Inz

Dann erhdlt man wie in [15], Lemma 8 mit Lemma 3

1=

+1, dy=d,—1 (alsod,,d,<1). (22.10)

v

2
Ay, <lnzy e gz y 1Ol Gy g

2a
2 <ngzdi n

Dabei ist wegen (2.2.2) und (2.2.10)

ajn)= Y (— 1)®%(lnny)°...(Inn, )% - aln,)...a(n, )
Zv<m ;:vn:;.:.l'zjl,-..,dj
<(nz 1)adj(d(n))c
un
< 2 0d; c
; Iaj(n)lz < (ln Zv+ l) n§zzei+l (d(n)) (2211)

<(Inz,, ,)?*4 2 (Iny).
Aus den letzten Zeilen folgt

Sei A, o< min(z29: (72 . 2 20 =20 (2.2.12)

2 2
zveI,:[y’+l y’] I=12,.).
d1=d2+1:l+1.

Hier ist

Innerhalb von I, wichst 229~ mit z,, widhrend y? 242! 729 gi]lt. Das
Minimum wird am gréf3ten, wenn beide Ausdriicke iibereinstimmen,

d. h. fir z,=yRat2-art (2.2.13)

(Aufgrund von § <« <1 liegt dieser Wert in I, ) Fiir jedes [ ist daher das
Minimum in (2.2.12)

4(dy+1)(1-a)

<y BP0 (2.2.14)

Der Exponent von y ist eine in d, fallende Funktion. Wegen d;, = 1 erhilt

man daher aus (2.2.12) 8(1 - )

A, ,<Cy3 2 (2.2.14)

Summieren wir diese Ungleichung gemaB (2.2.8) iiber v, p und g, so ergibt
sich die Behauptung (2.2.6).

Zu (2.2.7): Wir verfahren in der gleichen Weise, nur setzen wir statt
(2.2.10)

2Iny,

dy= Inz,

+1, dy=d,-1, y,=yl.
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Wegen y' < y, ist hier d; 22. In (2.2.12) und den folgenden Zeilen steht
nun y, an Stelle von y. Setzen wir in (2.2.14) d, = 2, so folgt wegen

4d,— }(1—o) <6 1—a <2
dz + 2(1 d a) 2 -~
die Behauptung (2.2.7).
Im ndchsten Lemma behandeln wir einen Spezialfall von (2.2.6).

Lemma 5. Gelte zusitzlich zu (2.2.3)
1
aimy=0 fiir pn)>R,=exp (I,TW)

und bezeichne A,(x, T) die Anzahl der y* modk, k <y mit

24
B(s, )= Y a(")X() >exp( (lny)_ﬁ) (2.2.15)

y<ngy?
firein se®(@,T).

1
Dann gilt fiir y2 exp (If) 8(1—a

Ay, T) <y ™% (2.2.16)

Beweis. Fiir y <z, < y? ist (s. (2.2.11))
Z |aj(n)|2< (Inz,, )" z d(n).

ngzdieg
pPM=Ry

Die letzte Summe 148t sich nach Lemma 2 abschiitzen durch

<2 exp(—Sulnu)

mit
i 24
u= 112123 > 0 5 IV gy,
1 1100 (lny)2
also 1

24
la;m)> < In®z,, - 2% exp|—3(Iny)?° |.
7

Der Rest ergibt sich wie im Beweis zu Lemma 4, (2.2.6).
Im Fall, daB B(s, x) nicht bei y#, sondern bereits bei 1 beginnt, sind
die Aussagen schwicher. Gelte

a(n) < dq(n) (2.2.17)

Bis, 0= Y A

S
"_<_.y2 n

und sei
{2.2.18)
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Aslo, T) bzw. A, (a, T) bezeichne die Anzahl der x* modk, k <y mit

4
. [B,{s, )| > exp((ln y)° ) firein se®o,T) (2.2.19)
ZW.

4
1L(s, 0| > exp((lny)s) firein se®(a,T). (2.2.20)
Wir zeigen

Lemma 6.
8(1 a)

1
Afo, T)<y 3~ 2* exp((lny) ), falls |Ti<y* (i=3,49. (2221)
Beweis zu der Ungleichung mit 45: Wegen

a{n) y{n) < Z d(n)

5 1
nZexp((Iny)?) n nSexp((iny)i) n‘i‘ (2222

3
< exp (( In y)T‘“)

3
brauchen wir uns nur mit der Summe von exp((ln ) ) bis y? zu befassen.

Dies verlauft in gleicher Weise wie in Lemma 4. Wir definieren 4 wie
3

in (2.2.9), wobei z, allerdings zwischen exp|(Iny)* | und y* liegen darf.

Wegen
Z de(ny)... dc("a,-) = dca,-(")

n=m...ndj

Vb @

erhalten wir hier in Analogie zu (2.2.11)
z lan)* <(Inz,,,)?% C% Z (dea My mit d;< (lny)"’ . (2223
nSzéiy,

Die letzte Summe ist nach Lemma 1 .
<24, (Clny)\ <24 (Inyf o’ < 24 | exp(iln yﬁ)-

(2.2.23) und die letzte Zeile fiihren in dhnlicher Weise wie in Lemma 4 zur
behaupteten Ungleichung.
Die zweite Aussage des Lemmas folgt aus der ersten und aus

Lis, )= 3, (n) ((IT!H)H“ "2 an) du)
nsy nsu
S
=3 "‘”+oany) (y’=y2).
ngy

Zum Beweis von Satz 1 benotigen wir einen Dichtesatz iiber die Null-
stellen der L-Reihen. Die Abschidtzung von Montgomery [7] scheint fiir
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unsere Zwecke die giinstigste zu sein. Die T-Abhingigkeit, worauf dort
Wert gelegt wird, spielt bei uns keine entscheidende Rolle. Wir benutzen
Montgomerys Satz in folgender abgeschwichter Form.

Lemma 7. Sei A {a, T) die Anzahl der y* modk,k <y mit
Lis,1)=0 firein se®(aT).

6(1—a)

As(o, T)<(|T)+ 12 (Iny)3y 277

Dann gilt

3. Beweis zu Satz 1, (1.1.3)

Unser Ziel ist zunédchst (1.1.3). 4, und A4, denken wir uns in Abhingig-
keit von A4, D, D, und 7 hinreichend gro gewihlt. Eine explizite Dar-
stellung von 4, und A, konnte aus dem Beweis entnommen werden.

Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten. Das Ergebnis der ein-
zelnen Schritte ist jeweils zu Beginn der Abschnitte vermerkt.

3.1. Wir zeigen zuerst durch elementare Schliisse, daff es ausreicht,
(1.1.3) fiir die einfacheren, in (3.1.3) und (3.1.4) definierten Funktionen
J1 und f; zu beweisen (s. (3.1.6)).

1
Sei U, die Menge der pe(R,,x]\R, = exp(il“’o)) mit

If ()=l > 175 (.11
Dann folgt aus (1.1.2) fiir jedes y e (R, x)
ISR Y () —t< B y(lny) 4 <yl B (31.2)
psy pPEY
pell,

Wir definieren zwei multiplikative Funktionen f; und f, durch

w_ JTs falls v=1 und pe{R,,x],
f;(p)—-{ 1 sonst. (3.13)
[t fir p¢¥A,,
12(p) = {0 sonst . (3.1.4)

Fir k<Q und (k,)=1 (im folgenden sollen k und [ stets diese Bedin-
gungen erfiillen), sei

1
Ax, k)= Y f(")"’};(—k)' Y f). (3.1.5)
nnsél()lc‘) (n?kgfil

4% und A'® erkldren wir entsprechend mit f,(n) bzw. f,(n).
Es sei bereits bewiesen

Y max [A‘“’(x k,l)| <

k=g &

(v=12). (3.1.6)

zBs
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¥ bzw. " bedeute in diesem Abschnitt Summation iiber n mit
dim)<B bzw. d(n)> 152, 3.1.7

(Die erste Ungleichung impliziert insbesondere v(n) <1, .)
Aus (1.1.1) folgt

f), fm<dm)t (v=1,2) (3.1.8)
und somit

Y <y ® Y (dm)F.

"HE%(J‘C‘) nnE§l(J;()

Die letzte Summe 148t sich abschitzen durch
< K@i
(s. Siebert, Wolke [12], Lemma 5).

Man erhilt
1
max [ 3 |f oG T 100 < ETRA0F . (3.19)
n=1k) {nky=1

Entsprechendes zeigt man fiir f, und f,. (3.1.9) bedingt
A(x, k, ) — A4V (x, k, D)

X -~ Ba t 1 ’
<~k—ff Ba(d(k))© + 2, lf(n)~f1(n)l+m gx {fn)— f1(n)|
n=1(k) mk)=1
= —k)f- E=Bd(R)C + T + . (3.1.10)

Wir befassen uns mit ;. X, 148t sich mit dhnlichen Argumenten,
aber wesentlich einfacher abschiitzen.

Die in ¥} erfaliten Zahlen teilen wir in drei Teilmengen auf:

A) Fiir kein p> R, gilt p|n und p* ¥ n;

B) n£0(p,)V p,e¥U,, aber p,|n und pZjtn fiir mindestens ein
pre(Ry, x]NY,;

C) n=0(p) fiir mindestens ein pe U,.

X} p und Xj . seien die entsprechenden Summen. Aufgrund von
(3.1.3)ist f(n)= f,(n) fiir ne A), also

S < Bie. (3.1.11)
Zu Xy p: Wirsetzen b(m)=  [[ p.

pin
pe(R1.x1,p2fn
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Fiir p{b(n) gilt hier das Gegenteil von (3.1.1) und daher im Fall t+0
it (3.1.7
MO feey= 1T fo)= TT G+00)
pibim plb(m)
= f1(b(m)) {1 + 01,17 %}
= f1(bm)+ 07 ).

Das gleiche erhilt man im Fall 1=0. Da fiir die in Z| gerfalitenn

(b() b‘”))’l sowie f(b(n)) f‘(’b’%)‘)

gilt, haben wir

f(n)-f1(n)<<f(b( ))l B <l Bid(n))©
und somit c
WD) (d(n))c<xll"”+cg%—»—.

ngx

n=l(k)

In ¥ ¢ schitzen wir |f(n)— f,(n)| trivial durch <(d(n)°<I{® ab
und erhalten

(3.1.12)

Lesl® Y

nsx.nslk)
nz0(p), pely
1
<£% Y 1-——" Y
="'
nEx (P(k) nsx
n=lk) (nk)=1
n=0(p), pely n=0(p}, pedl;
<2
+ o )y 1.
(P() nsx,(nky=1
n=0(p), pe¥ly

Die letzte Summe ist wegen (3.1.2)

1 x
~1
<x )} —=x Y y' ¥ 1<pr.
pe¥, p v pell,pSy 1
Ryjp<2V=ygx

Mit (3.1.4) und elementarer Rechnung folgt aus den letzten Zeilen

1
Ty <P 1= — 1
BT L 1o X
nzlk) (nk)=1
+ [SB2 4@ x, k, [)|+ ICBz+3 Ba (3.1.13)

X

<P AP0 DI+
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(3.1.10), (3.1.11), (3.1.13), die Ungleichung X} < kl““ , sowie {3.1.6)
zusammen ergeben

Y max [A(x,k, Dl< > max |4D(x, k, D)
Kso® ks kh=1

X
+ max {Z} + Z5) (x, k, +—-l“"}
ng{(k.l)=l( ! 2) (x I) k 1

<=+ 3, K% max |AP(x,k, D)< -,
l k2Q *k,hD=1 l

womit das Ziel dieses Abschnittes erreicht ist.

3.2. Fortan stehe f flir eine der beiden Funktionen f, oder f,.
(1.1.1) gilt fiir beide (evtl. miissen D, und D, zu 1 vergroBlert werden).
(1.1.2) gilt fiir £, mit den gleichen Konstanten, fir f, mitt=lund 4, —
statt A4,.

In diesem Abschnitt sollen die in (1.1.3) abzuschiitzende Summe mit
Riesz-Mitteln analytisch dargestellt und erste, schon in [12] und [15]
vorgenommene Umformungen durchgefiihrt werden.

Mit
schreiben wir
1
Ax(x k)= T f(n)InR (_";‘») —— Y[R (-i‘-) (32.2)

ngx (P(k) nsx
n=1(k) nky=1

R=9+]|[Ret]|. (3.2.1)

S= Z max [dg(x, k, D] {3.2.3)
ks &D=
und
§'= Z max |4x(x,k,D}. (3.2.4)
rse ®D=1
v(k)SBsly

Wie in Teil 3.2 sicht man

S<S + (3.2.5)

IB‘ '

Im folgenden werde daher v(k) < Bsl, vorausgesetzt.
Sei y = y mod k ein beliebiger Charakter. Fiir o > 1 setzen wir

Fis,n=T1 (1+—’—‘%{—@+---)n (1+ ”;(p)> (3.2.6)

pPEx p>x

Dann zeigt man ghnlich wie in {12}, Lemma 1

Fis,)=L(s,) Gs, ) H(s,x) (6>} (3.27)
G5, 1) = n( (f(p)p )x(p))

pEx

mit
(3.2.8)
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~ H(s, y) ist eine fiir ¢ > § analytische Funktion mit

H(s, 1) < 1’](1 + p%) <o) <IS, falls o2 % +I. (329)

p

Ist x*=x* modk*(k*|k) der y erzeugende primitive Charakter, dann
sicht man wie in [12] mit (1.1.1)

) F(s, x)=F(s, x*) H(s, x*, k). (3.2.10)
wobel H(s, x* k) < (v(k)C < ISBs, falls o=14. (3.2.11)
Trivialerweise erhdlt man

Fis,0<I (e=1+17h). (3.2.12)

Die Darstellung von S’ durch Integrale erfolgt wie in [ 12], ebenso das
Ordnen nach primitiven Charakteren und das Abschneiden der Integrale.

1

S<l, Y y' Y X ¥
uz1 y xmodk Q 1
y=2152Q ke(;,y] ky .

- (3.2.13)
a+iyy s
f FS;TF(S, x) H(s, y, kky)ds

a—iyy

X
+ 7?4_ .
Dabei ist

g 1
exp(ly), falls y=<exp(}),
Vi=¢ 1 y 1
y4, falls ke(?,y}, exp I} <y<£20.
Y bedeutet Summation iiber k mit v(k) < Bsly, a=1+17".
k

3.3. Imndchsten Schritt zeigen wir, daf3 bei einem zuldssigen Fehler von
< —13;4— in den Integralen in (3.2.13)
1

o6s.0= T (14 L2 y00)

p=sx
ersetzt werden darf durch
Gisp= y S0 (3.3.1)
. nZR> n
mit s
B[ (f—-1), falls pm)<x,
g(n)= pin (3.32)
0 sonst ,
und

1

R, = max (yz, exp(l?)), x=yxmodk, ke (%, y} :
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Wir setzen 1
Ay={pe(Ry,x],g(p)*+0}, R;= exp(lf). (3.3.3)
Dann folgt fiir 2’ € (R,, x] aus (1.1.2), (3.1.3) und (3.1.4)
Y i< (3.3.4)
psz,pe¥s 1

Fiir ein typisches y aus (3.2.13) schreiben wir

¥ g(n) x(n)

n>R;

U-Ubp=— T T (335)

X

k
2<§

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und Lemma 3 erhalten
wir fiir o =1+17'(I;= (R, ¢/, R, & 1])

g(n) x(n)
U< ¥ [ A
;Z:O (kéy ;l "Ezlj n )
A B 1 (3.3.6)
<3 ((RzeJr‘ y ag(n)tZ)z =Y (R, &)'U)T, bzw.
jz0 nel; jz0

Im Fall z=R, e’/ > x schitzen wir g(n) trivial ab durch <d(n) und

bekommen mit Lemma 2
3

U< Y dm)<i§zexp(—ulnu)+z*
nZez
pimEx

1
<17 %P exp (—2(lnz)2),

da
1 1
U= il =(Inz)?
Inx
Dies fithrt zu .
RS EY
Z (z7! U; 2 gl Z exp (—\jz) <5, (3.3.7)

Joop Jjz1
z=Raelzx™

Sei nun R, <z=R, e < x'1. Offenbar gilt
UiS(E 4+ +Z; plg)?
mit den Summationsbedingungen ne(z, ez} und
A) v(n)> Bgl,,
B) p(n)=R;,
C) v(n) = Bgly; n=0(p), pe U,,
D) n=0(p), pe (R3, x]\U,.
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X, 4 schitzen wir wie in 3.1, Z; 5 dhnlich wie oben mit Lemma 2
durch < T{‘i"? ab.
Bei X; - verwenden wir (3.3.4):

L€l Y1

nSez
n=0(p), pe¥,
<<Zl?33 Z Zl——l z i
Rz<2“;z’§2ez ';e;:ﬁ
-~ 3 B¢ =
<€zl P,

I, p verschwindet.

Durch Zusammenfassung der letzten Zeilen sicht man

1
T U<l (3338)
b
z=R;zef§,>cﬁ

(3.3.6), (3.3.7) und (3.3.8) implizieren
U(s,y)<IiB, falls o=1+17". (3.3.9)

Die Behauptung dieses Abschnittes erhdalt man nun rasch aus (3.2.11),
(3.2.12), (3.2.13) und (3.3.9).

1
3.4. Wir zeigen als ndchstes, daff der Beitrag der k SR, = exp(l{‘) zu
(3.3.13) sich durch < 72’; abschdtzen laft.

Wir beginnen mit denjenigen y(x*=y,), die evtl. eine Siegel-Null-
stelle besitzen. Nach dem Satz von Siegel (s. Prachar {9], IV) sind deren
Moduln =0(k,), wobei ko > [81° gewiihlt werden darf. Da (3.2.12) richtig
bleibt, wenn wir Gls, y) durch G,{s, ¥} (s. 3.3.1) ersetzen, erhalten wir mit
(3.2.11) und (3.2.12), wenn X, den Anteil dieser y an (3.2.13) bezeichnet,

e % okgrrex ol
k<Rs4 A
k=0(ko) (3.4.1)
X

< B

Sei nun y=y* modk, k £ R, fiir den Rest dieses Abschnittes ein nicht in
%, gezihlter Charakter und gelte

1 i
o2ay=1-1,3, Jf< exp(lf), (3.4.2)
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Nach [9], IV, Satz 6.9 ist L(s, y) im Bereich (3.4.2) von Null verschieden,
I*(s,x) ist dort also eine eindeutige analytische Funktion. Im Falle
Ret Z 0 haben wir (s. [9], IV, Satz 5.4)

1
[L(s, )l < exp (I,Z) (34.3)
Fiir Ret <0 erhdlt man wie in [9], S. 71 mit

' 1
LY+ +it, ) <], und —lé(s,x)<lf

{s. [9], VI, Satz 7.1)

1
log|L™ (s, )l < I¥
und daraus !
1

|L:(s, x);<exp(1]f), falls Ret<O0. (3.4.4)
1

SchlieBlich schitzen wir fiir ¢ = g, G,(s, y) trivial ab durch <exp 1:2” .
Aus (3.2.7), (3.2.11}, (3.4.3), (3.4.4) und (3.4.1) folgt, daf} der Beitrag
der k£ R, zu (3.2.13)

1
<Y Z*(xR;R“‘I’f”cs’+x"°exp(4lf))+—l)f-c-;

kE2Ra x
X
< IB«:
1

ist, was wir zeigen wollten.

3.5. Der folgende Abschnitt bezieht sich nur auf den Fall Ret < 0. Mit
Hilfe einer 1dee von Gallagher [ 5] fiihren wir diesen Fall - grob yesprochen—
auf Ret=0 zuriick.

i
Wir halten wieder ein y > exp([ f) fest. Fiir o > 1 ist
a,(n)

(Lis, x)}’=§ s x(n) (3.5.1)

n=1

mit
a,(n)<dc(n) (das gleiche gilt fiir a,(n) und as(n),s.w.). (3.5.2)

Es lassen sich komplexe Zahlen a,(n) angeben, so dafl mit

Msn= 2, E‘Z@;*X(n—) (3.5.3)
die Gleichung ngyipu
S LR
n>y ‘18“

= R(s, %)
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erfiillt ist. Aus (3.5.4) folgt
L=CR*+{2M - LM%}, (3.5.5)

Ahnlich wie in Gallagher [5] zeigt man mit (3.5.1), ...,(3.5.5), Lemma 3,
(3.2.11) und (3.2.12), daB der Beitrag des Terms L7 R? zu (3.2.13) sich durch

< —%; abschétzen 148t.
1

Fassen wir die Ergebnisse der letzten vier Abschnitte zusammen, so
erhalten wir als wichtiges Zwischenresultat

1

S<l, Y yrY Y Y -

3 B y VX g kl
exp(if)<2v=y<2Q *E(?Y) ks {3.5.6)
1+iyt+iyh

X
W—I—Fl(s, x) H(S,X,kkl) d% -+ ‘1713;‘-

1+l t=iyd
Dabei hat F, die Gestalt

Fl(s, X): Z M

nsy? n*
b()}y)l b
n n n n
-{L“(s,x)( y _L_S7C_) + ¥ _..2..,..51___}
nSylfu n nSyiPu n
bl’ bz(n)<dc(n}, T1=7 Odel‘ = -1, Refl go. (3.5.8)

Die geschweifte Klammer reduziert sich im Fall Ret20 auf I'(s, 3).
Zur Def. von S, Hund X' s. 3.2, zu g{n) s. (3.3.1).

3.6. Esist unser Ziel, die Integrale in (3.5.6) méglichst weit nach links
zu verschieben. Wir werden die Integrationswege so wihlen, dafi auf
ihnen und links davon L(s, y) von Null verschieden und dem Betrage
nach klein ist, und die Summen in (3.5.7) von kleiner GroBenordnung
sind. Wie Lemma 4 zeigt, ist es von Bedeutung, ob die Summen bis y/5!:
oder bis y? laufen.

Wir beginnen mit dem Fall = f, (s. (3.1.3)) (f, wird wegen 1(f,)=1
leichter zu behandeln sein) und schreiben

2
Rep=(g + 5 SO0 o p( 5 D)

ngy  y<nsy? n ngylPu n
b,(n
+(Z ) ———-—g("}f(n)> y 26y
nsy  y<nsy? n ngylPn h

= (Fy y+Fy ) (8, 0+ (Fy 3+ F 4)(s, 1), bzw.
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In diesem Abschnitt soll F, ; ausfiihrlich diskutiert werden. F, 5
behandelt man analog.

Wir halten wieder ein y aus {3.5.6) fest und setzen noch

by(my=g(n), bym=1. (3.6.2)

y bezeichne stets ein x* modk, ke (_y‘, y}.

2
Die Anzahl der y mit

Lis,x)=0
oder *

by(n) x(n) .
S > (=12

yP1<nZylPu

by(n) ()

oder (3.6.3)

>1 i=3.4
yPi<nsy

1

15 +
fiir ein s mit o= e S

ist nach Lemma 4, (2.2.6) und Lemma 7

1 6(1-a) 1 6(1—a) 8 15
<y4y 2—a l%Bn"'C_%_yzy 2~a l%3<<y9 (a:-———>‘

16

Wenn wir wie schon frither die zu diesen y geh6renden Integrale in (3.5.6)
trivial abschitzen, erhalten wir nach Summation iiber y einen Beitrag
< xI7 B,

Erfiille also y im folgenden das Gegenteil von (3.6.3), d. h.

Lis, 1) %0, bWy oy,
yBr <nZy bzw. Sylfu n (3 64)
15 =
i > < y?
fir o2 16,Itlzy .
Sei
a=5+vI{t; v=1,..,v; (3.6.5)
. . . 15
Vo ist der kleinste Index mit a, > T3 und

1
T{):y4’ le

1 1 1
y4}, T2=T1—1,...,T_1=—{y4}, T,=—y* (3.6.6)

14 4
1
(Q<y“ .
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Fiir 1Sv<v,, 1S p <0 bezeichne K, , die Menge der y mit der Eigen-
schaft:

A) v=1.(364) gelte firallesmito 2 ay, T, St<T, .

B) v>1. (3.63) geite fir mindestens ein s mit o, , <o<a,
T,<t<T,_,,aber(3.64)seirichtig firallesmite 2 a,, T,<t<7T,_,.

Fiir jedes u wird hierdurch eine Klasseneinteilung der betrachteten g
vorgenommen,

Zu jedem y aus (3.6.4) erkldren wir einen Integrationsweg €(y) in
folgender Weise: Zu jedem p mit 1 < p < ¢ gibt es eindeutig ein v=v(y, u),
sodaB ye &, ,. Wir setzen

Sei0=0,+iT, 1, s,,=0,+iT,.

€ (y) bezeichne den Polygonzug, welcher die Punkte

1 1
T+IT iy, S1,100 s1,200, 52,1005 --+585,100s S, 2(0)s t+17 —iy*

miteinander verbindet.
Jedes €(y) teilen wir in ¢ + 2 Teile auf.

1
Coly) bzw. €, ,(x) seien die Strecken [51,10(),1‘*“’1_1 +iy4] bzw.
1

[sq,z(x),1+ll“—iy7]. Fir 1<pu<¢ besteche €,(y) aus der Strecke

[5,,1(0), 5,.2(0)] sowie der Strecke [s,-q 2(x), 5, (0], falls v(y,u—1)
<v(yx, 1), sowie der Strecke

Bspr1,1(0s 80, 2(0], falls v(g u+ D <viy,p).
Aus der Konstruktion der Wege €(y) folgt, dafl auf dem Rande und

i 1
im Innern des von €(y) und der Strecke {1 +IT iyt 1407 ——iy“}
begrenzten Gebietes (3.6.4) erfiillt ist. Insbesondere erhilt man daraus,
daBl auf €{y)
arg L(s, r) < 1 3.6.7)

gilt. Aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes diirfen wir in (3.5.6) die von
Fy , herrithrenden Integrale ersetzen durch diejen}gen iiber €(y), und
wir erhalten mit (3.2.11), wenn S, ; =S, {(y) den Beitrag eines y be-
zeichnet,

1
Siali®— ¥ P |
yke(i] P 103)
7

x
~rrT Fuals n)ds (3.6.8)

(X! bedeutet Summation iiber die y, wofiir €(y) erklart ist.)
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Auf €(y) ist wegen (3.64) und der Polya-Vinogradovschen Un-
gleichung .

Lis,p= Y A ¥ —’-‘-g)-+0((iti+l}y7lny~y_?)

ngym M yPl<nzy

=¥ _X’Z‘_)+0(|t|+1).

ngyf

Mit (3.6.7), Ret, = 0 und (3.2.1) folgt hieraus

IL (s, Yl = lexp((In|L(s, x)| + i arg L(s, x)) 7,
= |L(s, p)I**** exp(—Imt, - arg L(s, 1))

[Rety}+ 1
< ( 5 x(n) )

<

+C(H+ 1) (3.6.9)

nZyfl

¥ x(n)

S

{Rety]+1
+ (g + )R8,

ns yhl
Ebenso gilt auf €(y) wegen (3.6.4) firj=1,2,3
bim) x(m) _ v b(n) x(n)

s s
n<y bzw. gylPu n ngyht n

+0(1).  (3.6.10)

Aus (3.6.1), (3.6.9) und (3.6.10) erhilt man durch Zusammenfassen und
Ausmultiplizieren

12
Fy s, 0<(tl+ D823 1% bﬂlx—(")— (seC(y) (36.11)
mit 1=5ingy
bimy<(@m)© (=12). (3.6.12)

Aus (3.6.8) und (3.6.11) ersicht man, dal3 es ausreicht, den Ausdruck

lCBs xu(lt|+1)R—8
D=~ DI | BT
V' v e, 1 W
g (3.6.13)
ain n
Iy (Lic() s
n<y

(die a(n) geniigen (3.6.12)) abzuschitzen.
Zuerst behandeln wir die Integrale iiber die horizontalen Strecken
€o(x) und €, ,(y). Dort gilt

¥ a(n) x(n) <y

n$

*
n<y
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und daher ist ihr Beitrag zu D,

1 1 1
< Bs ~4 (R+1) 7 (R-8) —5

< yixyy y <xy °. (3.6.14)

Sei @, , der offene rechteckige Weg, der die Punkte o, +iT,,,
a,+iT,, =a,+iT,, a; +iT, miteinander verbindet. Dann ist offenbar
firlsp<o

1 x*(Jt] + DR 8

— *1 a(n) x(n) s 3615
y l<k$yg €. 'SIR+1 ,,gy n® ' I ( - )
5 <ks
< i(lTu;“*“ n-* Z x* f Z Z M \ds| .
y 1EvEve o, yefy, . lnsv W

i, aiso—Lw +L=1. Mit der Holderschen Un-
3 my  my

gleichung und Lemma 3 folgt fiir se €, ,

Set m=4m,=

Uv,”(s)z Z z M
XERy, 4 "<y n
a'(n)x(n
< IR, ™ (z T+ Y _(_%(_l ) (3.6.16)
ksy nsy?
< mv,ﬁ? (I
Lemma 4, (2.2.7) und Lemma 7 implizieren
1~y 1-ay-,
IR, BB EY TR (T 4 1713 T
1 1~ 2 4
Fiir1>a_2_-habenwir6~——a=2+—*—a) 2+ — {1 -2 und
2 2~0 2—0 3

daher, wegen o, — o, | S I77,
St 4
| vmz<ﬂT,‘l+1)22%311+Cy2+3(1‘2%).

Eingesetzt in (3.6.16), ergibt dies

& (=200 + -
T (1= 2+ 5

2
U, f(8) <(T,| + 12 B +Cyma 3
= (T, + 12 3B 3200

(Hier sicht man, weshalb die Ungleichung (2.2.6) nicht ausreicht.
Statt —2a, im Exponenten erhielten wir —(2—¢)a,, was jedoch zu
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schwach ist.) Hieraus, aus (9.6.13), (9.6.14) und (9.6.15) folgt nun rasch
die gewlinschte Abschitzung

1
5 1
Dy< xy S+ Z(IT,;I + 1)*22 xa"-;—y:;"z“vlfBu
u v

1
<Xy 5 + I%Bn Z xa\'yz(l‘av) .

172

Wegen y < x*'* ist in der letzten Summe der Term mit v= 1 am groBten.

X
S > 242 o
Dank y2 = 11 ist e ))2(1 ey (;Xz‘) gXI;Az
und damit
Dy<xlfB”~ (3.6.17)

Summieren wir dies iiber die <!, moglichen y-Werte, so erhalten wir
mit der zu Beginn gemachten Bemerkung iiber die in (3.6.3) geziihlten y,
daB die F, (s, ) zu (3.5.6) den Beitrag < xI7 ¢ liefern.

3.7. In dhnlicher Weise wie in 3.6. behandeln wir F, ,(s, x) (s. (3.6.1)).

Aufgrund der Definitionen fiir f(n) und g(n) (s. (3.1.3) und"(3.3.2))
sieht man, daBl die Voraussetzungen zu Lemma 5 erfiillt sind. Ahnlich
wie in 3.6 definieren wir &, , durch die Ungleichungen

24
g(n) X( ) < exp ( (]ny)f), Ls, X) +0
- <ty 3.7.1)

4
2 s d<espling’) =12

B
nZyiPa

an Stelle von (3.6.4). Ebenso €(y), usw. Lemma 5, 6 und 7 implizieren

8(1~ay) 4 6(1 —ay)
ERTRRE (1 +exp ((lny)s)) +y 27 (T4 120y

(3.72)
4
<y’ *™exp\(Iny)® J(IT,| + 1)?,
dafire>?
6(1—a) _ 8(1—q) 2(1 - 24
< = < ——
o 1w = 3035 2T 3o =3
1st.

Aus (3.7.1) folgt fiir se €(y)

9
Fy (s, y) < exp ("’ (ln}’)w) . (3.7.3)
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(3.7.2) und (3.7.3) bedingen, wenn S, ,(y) den Beitrag der F, , fiir ein y
bezeichnet,

1 x7
Sx,z(Y)<IfBS"‘y" Z Z*l 5 "”IRT‘Fx,z(S’X)HdS‘

Yavgy 1 €W ls

1 2
< I§5s 5 exp (— (lny)‘o) YAT I+ D7) x™IR, J+xI7 B!
" v
S 4
<exp (— i(iny ‘°>exp<(lny)5)}:(}?;l +1)72 Y xryr T g Bamt
B v

4
< exp (— (Iny)® )x“‘yz““' +xlpPeolgxlBot,

Durch Summation iiber y sieht man, da3 auch der Anteil der F, , und
ebenso der F, , sich geeignet abschétzen 140t.

3.8. Schiieflich betrachten wir (3.5.6) im Fall f(n)= f,(n) (5. (3.1.4)).
Da hier 7 = 1 ist, hat F, (s, x) die einfache Gestalt

Fis.)=Lisp ¥ 20X o<t

§
n<y?

Fiir jedes y verschieben wir den Integrationsweg nach links bis ¢ = 4.
Auf den Horizontalen schidtzen wir wieder trivial ab und erhalten

1 bei g
SexlyM+x? P Yyt |t
y iyt Is]
(n) x(n
. Z Z* |L(s, )| Z _g_)TX)_ .
ksy «x n<y? n

Die Doppelsumme ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

und Lemma 3 ' '

und daher <(sPI5y)7 (219 * <yl IS

X
B

X
<_.__

1
S<l{BtCxy+ 7
1

3.9. Fassen wir die Ergebnisse von 3.5, ..., 3.8 zusammen, so folgt fiir
f=f1oder f=f, x
S(f)< P
1
Der SchluB3 von f(n) In® (—E—) auf f(n)erfolgt in gleicher Weise wie in [12]
oder [15]. Damit ist (3.1.6) und somit Satz 1, (1.1.3) bewiesen.
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4. Beweis zu Satz 1, (1.1.4) und Satz 2

4.1. Sei f(n) von nun an wieder eine der in Satz 1 betrachteten Funk-
tionen. Wir geben einige Hinweise zum Beweis der Formel

1'[
) f(n)=D<f>H(1——) IT(1+G)-xI5*
w1 pik\ P/ otk @4.1.1)
+O(xRe=2 )
D(f)=0, falls t=0,-1,-2,...

mit

(k £ Q, G(p) wird in (4.1.5) definiert.)
Wir benutzen als Erzeugende die durch die Dirichlet-Reihe

2
Fk(s)=H(1+%)~+i;—2’35—1+---)]‘[(1-—p'5)” @>1) (412

A% p>x

gegebene Funktion. Man erhilt

Fe)=0[[0-p7 1 (1+Gp,9) (4.1.3)
mit plk pEx,plk
. 2 3
G(p, 5= 127" hf,’z’s) + h[(,’is) Foey hP)<Y©, (414)
G(p)=G(p, 1). (4.1.5)
Mit {1.1.2) sicht man
Gs)= [l (1+G(p,s)<1, falls ogaozl—B—?!&, (4.1.6)
pEx,plk 1
und
[TU+Ge,H)y =[] (1—1%11+0(p*2))=1+0(1;2). 4.1.7
p>x prx

Der mittlere Faktor in {4.1.3) 148t sich fiir 6 = o, abschétzen durch

]—II(H pcm,) «exp(C Y p“"") <. 4.1.8)
14

psls

Der Beweis zu (4.1.1), auf den wir nicht weiter eingehen méchten, wird
nun mit Hilfe der letzten Zeilen nach der Methode von Selberg [11]
(s. hierzu auch Kubilius [6], Lemma 9.2) gefiihrt.

4.2. Wir schlieBen mit einigen Bemerkungen zu Satz 1, (1.1.4) und
Satz 2.

A) (1.1.4) ergibt sich wie in Siebert-Wolke [2] aus (1.1.3) und (4.1.1).
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B) Bei Satz 2 beschrinken wir uns auf den Fall a= — 1. Wie in
Wolke [15] sieht man mit (1.1.3) und (4.1.1)

Hx= Y f(n)dn~1)

nsx

=23 —%5 Y fm+0xBeE)
kse PV msx 4.2.1)
1
=2D(N)xlit Y — [T0=p7 'y [1 1+Gp)
o k) o phk
+O(xRe1S).
Sei
N= T ». 422
p,1+G(p=0

(Dank (4.1.4) und (1.1.2) kann es nur endlich viele p mit 1+ G(p)=0
geben.) Fiir k mit Nyk haben wir [] (1+ G(p))=0, fiir N|k ist wegen

4.1.7) Pl
[Ta+G6e)= T1 A+GE)'TI1+Gp)=9,(N]] (1+Gp)~"
pik plk, p¥N PAN plk

pIN

Zusammen mit (4.2.1) ergibt dies

Hx=%(Nxi5" Y — [Ta-=p ' ] (1+GE)~*
ki%?m @(k) o plk pIN (4.2.3)

+O(xB 1.
Von der Bedingung k = O(N) befreien wir uns folgendermallen:

MN) Y = Y = Y pd Y

k,k=0(N) ki, Ny=1 di{N,d<N k k=0

Wenden wir diesen SchluB erneut auf die innerste Summe an, so erhalten

wir Y, als Linearkombination von Summen der Gestalt Y  mit
k

k. (k,dy=1
k=0(N)

d|N. Die Gewichte in den Summen haben die Form k™! [] (1 + g,(p)) mit
pik

g1(p)<p~'. In bekannter analytischer Weise gelangen wir daher mit

(4.2.3) zu

H(x)=9;(f) xI[{" ' InQ(1 + O(; ' 15) + O(x [*" "' I5)
= $95(f) x5 +O(x B 1),

was wir zeigen wollten.
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