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Dichte, Archimedizitiat und Starrheit
geordneter Korper

REINHOLD BAER*

Emil Artin und Otto Schreier haben in ihren klassischen Arbeiten gezeigt,
daB sich die algebraische Substanz der Theorie der reellen Zahlen in ihrer
Theorie der formal reellen Korper wiederfindet, ja erst richtig zeigt. Doch
gibt es auszeichnende Eigenschaften der K 6rper reeller Zahlen, die wir zunéchst
diskutieren wollen, da sie den Hintergrund fiir unsere Uberlegungen liefern
werden.

Dichte und Archimedizitdt. Der algebraisch angeordnete Koérper K ist
archimedisch iiber seinem Unterkdrper U, wenn es zu jedem ke K ein ue U
mit k<u gibt; und U ist dicht in K, wenn es zu jedem Paar verschiedener
Elemente aus K ein zwischen ihnen gelegenes Element aus U gibt. Dann und
nur dann ist der angeordnete Korper K im Korper R aller reellen Zahlen ent-
halten, wenn K dicht ist in jeder die Ordnung von K fortsetzenden, iiber K
archimedischen Erweiterung von K. [Satz 1.2.]

Dichte im reellen Abschluff. Der angeordnete Korper K ist dann und nur
dann in R enthalten, wenn jeder Unterkdrper von K in seinem reellen [alge-
braischen] Abschluf3 dicht ist {Satz 5.6].

Dedekindsche Schnitte. Ein dedekindscher Schnitt im angeordneten K&rper
K ist eine Partition von K in zwei nicht leere Teilmengen S, D mit s <d fiir
jedes se S und d e D. Dieser dedekindsche Schnitt S, D heifle eigentlich, wenn
es zu jedem positiven k in K Elemente se S und de D mit 0 <d—s<k gibt.
In Unterk6rpern von R ist bekanntlich jeder dedekindsche Schnitt eigentlich.
Umgekehrt gilt: dann und nur dann ist jeder dedekindsche Schnitt im an-
geordneten Korper K eigentlich, wenn K C R ist [Satz 1.2].

Starrheit. Der angeordnete Korper K heille starr, wenn 1 der einzige
ordnungerhaltende Automorphismus von K ist. Dann und nur dann ist der
angeordnete Korper K € R, wenn alle Unterkorper von K starr sind [Satz 1.2].

Wir wollen nun diese Uberlegungen in einen allgemeineren Rahmen stellen,
indem wir sie relativieren. Die Basis dafiir bilden die verschiedenen moglichen
Arten von AbschlieBungen angeordneter Korper.

Reeller Abschluff. Der Korper R ist der reelle AbschiuB des angeordneten
Kérpers K, wenn R einmal ein reell abgeschlossener und als solcher ein an-
geordneter Korper ist, und wenn weiter R eine algebraische, die Ordnung von K
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fortsetzende Erweiterung von K ist. Es ist ein klassischer Satz, daB jeder an-
geordnete Korper sich auf eine und im wesentlichen nur eine Weise reell
abschiieBen 140t.

Stetiger Abschiuff. Der angeordnete K&rper S ist stetiger Abschluf seines
Unterkorpers K, wenn einmal K in S dicht ist, und wenn es weiter keine echte,
die Ordnung von S fortsetzende Erweiterung von S gibt, in der S bzw. K
dicht ist. Der stetige Abschlul} eines angeordneten Korpers K ist im wesent-
lichen der in iblicher Weise konstruierte Korper der eigentlichen dedekind-
schen Schnitte in K [Satz 2.5 und Lemma 2.9].

Aus einer oben gemachten Bemerkung 148t sich erschlieBen, daB3 der stetige
Abschlul} eines angeordneten Korpers K nicht notwendig reell abgeschlossen
ist; vgl. Satz 5.1. Andererseits ist der stetige AbschiuB eines reell abgeschlossenen
Korpers stets reell abgeschlossen [Satz 3.3} Dies fithrt zu der folgenden
Begriffsbildung.

Dedekindscher Abschluff. Dies ist der stetige AbschiuBl des reellen Ab-
schlusses. Er ist im wesentlichen eindeutig bestimmt; fiir Kennzeichnungen
vgl. Satz 3.9. Wichtig fiir uns sind Kriterien dafiir, da ein angeordneter
Korper K und sein Unterkdrper U denselben dedekindschen AbschluB haben:
dies ist z. B. dann und nur dann der Fall, wenn der reelle Abschluff R von K
einen U enthaltenden Unterkdrper besitzt, der Gber U algebraisch und in R
dicht ist [Zusatz 3.117]. — Es sei darauf hingewiesen, daB der reelle AbschiuBl
des stetigen Abschlusses im allgemeinen ein echter Unterk&rper des dedekind-
schen Abschlusses ist [Satz 5.4].

Starrheitskriterium [Satz 4.3]. Die folgenden Eigenschaften des geordneten
Kdrpers K und seines Unterk6rpers U sind dquivalent:

(i) K und U haben denselben dedekindschen AbschluB3.

(i) Ist Z ein Unterkorper mit US Z € K, so ist 1 der einzige alle Elemente
aus U fixierende, ordnungserhaltende Isomorphismus von Z in K.

(iit) Ist k ein Uber U transcendentes Element aus K, so ist 1 der einzige
alle Elemente aus U fixierende, ordnungerhaltende Automorphismus von
Utk).

Im Abschnitt 0 stellen wir fiir die Bequemlichkeit des Lesers die bendtigten
Tatsachen aus der Artin-Schreierschen Theorie in einer fiir uns zweckmiBigen
Form zusammen. Da die eine oder andere dieser Bemerkungen sich nicht in
der Literatur zu finden scheint, werden wir aufler Hinweisen auf Standard-
werke auch hie und da Beweisandeutungen machen miissen.

Bezeichnungen

Q= Korper der rationalen Zahlen.
R = Korper aller [im klassischen Sinne] reellen Zahlen.
Auty K = Gruppe aller die Elemente aus U fixierenden Automorphismen von K.
Auty K = Gruppe aller Automorphismen aus Auty K, die die Anordnung des angeordneten
Korpers K erhalten.
ACB:=:4ist ein echter Unterkorper von B.
U(M) = durch die Teilmenge M erzeugter Erweiterungskdrper von U.
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0. Zusammenstellung der bendtigten Resultate
aus der Artin-Schreierschen Theorie

Im folgenden werden wir die von uns bendtigten Resultate aus der Artin-
Schreierschen Theorie der {formal-]reellen Korper in einer fiir uns zweck-
méBigen Form zusammenstellen. Im allgemeinen werden wir fir die Beweise
auf die geldufige Literatur verweisen kénnen; und nur selten wird es notig
werden, eine Ableitung anzudeuten.

Die Grundbegriffe wie formal-reeller Korper, angeordneter Kérper und
reell-abgeschlossener Kdrper werden wir in der iiblichen Form benutzen; man
vergleiche etwa Jacobson [p. 270, Definition 1; p. 271, Definition 2; p. 273,
Definition 3] oder van der Waerden [p. 235, 254]. Insbesondere werden wir
unter einem Unterkdrper des angeordneten Korpers K stets den in Uber-
einstimmung mit K angeordneten Korper verstehen.

Satz A. Die folgenden Eigenschafien des Kérpers K sind dquivalent:

(i) K ist reell abgeschlossen.

(i) K ist ein angeordneter Kirper; ist f ein Polynom iiber K, sind a, b
Zahlen aus K mit a<b und f(a) f(b) <0, so gibt es ce K mit a<c<b und
floy=0 [Weierstraf].

(iti) K ist ein angeordneter Korper; positive Zahlen aus K sind Quadrate
in K; Polynome ungeraden Grades aus K haben Nullstellen in K.

{iv) K ist nicht algebraisch abgeschlossen; aber K(\/—-_I) ist algebraisch
abgeschlossen.

(v) K ist nicht algebraisch abgeschlossen und die Grade iiber K irreduzibler
Polynome sind 1 und 2 [ Euler].

(vi) K ist nicht algebraisch abgeschlossen und die Grade der iiber K
irreduziblen Polynome sind beschrinkt.

(vii) K ist nicht algebraisch abgeschlossen und der algebraische Abschluff
von K ist endlich iiber K.

(viii) Jede endliche Teilmenge von K ist in einem reell abgeschlossenen
Unterkirper von K enthalten.

Beweis. Daf} ein reell abgeschlossener Korper auf eine und nur eine Art
geordnet werden kann, ist in van der Waerden [p. 254, Satz 1] enthalten.
DaB in reell abgeschlossenen Korpern der WeierstraBsche Nullstellensatz
[oder Zwischenwertsatz] gilt, findet sich bei van der Waerden [p. 257, Satz 5].
Also folgt (i1) aus (1).

Die einfache, in iblicher Art erfolgende Ableitung von (iii) aus (ii) sei dem
Leser iiberlassen.

DaB (iv) aus (iii) folgt, ist etwa in van der Waerden [p. 256, Satz 3a] ent-
halten.

Die naheliegende Ableitung von (v) aus (iv) sei dem Leser iiberlassen; und
(vi) ist nur eine abgeschwichte Form von (v), folgt also aus (v).

Gilt (vi), so gibt es eine positive ganze Zahl n derart, daB alle {iber K
irreduziblen Polynome einen n nicht iiberschreitenden Grad haben.
12>
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Wir nehmen zun#chst an, daB K nicht perfekt ist. Dann folgt — etwa aus
Jacobson [p. 146, Theorem 3] — daB die Charakteristik von K eine Primzahl p
und K?# K ist. Es gibt dann ein ke K, das keine p-te Potenz in K ist; und
hieraus folgert man die Irreduzibilitit aller Polynome x? — a. Dann wire aber
p' < n fiir jedes positive ganze i, ein Widerspruch: K ist perfekt.

Ist E eine endliche Erweiterung von K, so ist E = K(e) wegen der Perfektheit
von K eine einfache algebraische Erweiterung von K siche etwa Jacobson
[p. 54, Theorem 14]. Natiirlich geniigt e einer irreduziblen Gleichung iiber K,
deren Grad [wegen (vi)] n nicht tiberschreitet. Also ist auch [E: K] <n; und
wir haben gezeigt, daB die endlichen Erweiterungen von K beschrinkte
[n nicht iiberschreitende] Grade iiber K haben.

Es gibt also insbesondere eine endliche algebraische Erweiterung M
maximalen Grades [M: K]=m iiber K. Sei 4 irgendeine algebraische, alge-
braisch abgeschlossene Erweiterung von M. Ist a € 4, so ist M(a) eine endliche
algebraische Erweiterung von K; und aus der Maximalitit von M folgt
M = M{(a). Also liegt @ in M und es ist M = A algebraisch abgeschlossen. Damit
haben wir (vii) aus (vi) hergeleitet.

DaB schlieBSlich (i) aus (vii) folgt, ergibt sich aus einem wunderschénen
Satz von Artin-Schreier; siehe Jacobson [p. 316, Theorem 17]: Die Aquivalenz
der Eigenschaften (i)—(vii) von K ist dargetan.

Natiirlich ist (viii) nur eine abgeschwichte Form von (i). Gilt umgekehrt
(viii), so bemerken wir zuniichst, daB die Gleichung x? + 1 =0 in keinem reell
abgeschlossenen Unterkdrper von K und also auch in K selbst keine Losung
hat: K ist nicht aigebraisch abgeschlossen. Ist zweitens f(x) ein irreduzibles
Polynom tiiber K, so liegen seine [endlich vielen] Coeffizienten wegen (viii)
in einem reell abgeschlossenen Unterkdrper U. Da f in K irreduzibel ist, ist
f auch iiber U irreduzibel. In U gilt (v}, so daB der Grad von f hochstens 2 ist.
Damit haben wir (v) aus (viii) hergeleitet und die Aquivalenz von (i)—(viii)
dargetan. '

Zusatz B. In reell abgeschlossenen Kirpern gelten der Satz von Rolle, der

Mittelwertsatz der Differentialrechnung und der Satz, dafi Polynome in ab-
geschlossenen Intervallen grifite und kleinste Werte haben und annehmen.
Siehe Jacobson [p. 284, Exercises 1, 2, 3] oder van der Waerden [p. 251,
Aufgaben 4, 5, 7].
Ist K ein angeordneter Korper, ist der reell abgeschiossene Korper R eine
algebraische;, die ©Ordnung von K fortsetzende Erweiterung von K, so werde R
als reeller Abschlufi von K bezeichnet.

Satz C. Jéder angeordnete Korper besitzt einen und im wesentlichen nur
einen reellen Abschlug.

Siehe Jacobson [p. 285, Theorem 8] oder van der Waerden [p. 259, Satz 8.

Satz D. Ist R, fir i=1,2 der reelle Abschluf} des angeordneten Korpers K,
ist o ein ordnungserhaltender Isomorphismus von K, auf K,, so gibt es einen
und nur einen mit ¢ auf K, ibereinstimmenden Isomorphismus von R, auf R,.

Siehe Jacobson [p. 285, Theorem 8].
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Lemma E. (I) Ist R ein reell abgeschlossener Unterkérper des angeordneten
Korpers K, so enthdilt R jedes tiber R algebraische Element aus K.

(II) Ist U ein Unterkirper des reell abgeschlossenen Kdrpers R, so ist die
Menge der iiber U algebraischen Elemente aus R ein reell abgeschlossener Unter-
korper von R.

(II1) Der Durchschnitt einer nicht leeren Menge reell abgeschlossener Unter-
kirper des angeordneten Kérpers K ist ein reell abgeschlossener Unterkdrper
von K.

(I) folgt unmittelbar aus der Definition der reellen Abgeschlossenheit; fiir
(I1) vgl. Jacobson [p. 278, Corollary]; und (III) ergibt sich durch Combination
von (I) und (ID).

Der angeordnete Korper K heilt archimedisch iber seinem Unterkérper U,
wenn ¢s zu jedem ke K ein u e U mit k <u gibt. Diese Eigenschaft ist offenbar
gleichwertig mit der Forderung: Zu jedem ke K mit 0 <k gibt es ein ueU
mit 0 <u<k.

Lemma F. Ist der angeordnete Korper K algebraisch iiber seinem Unter-
korper U, so ist K archimedisch iiber U.

Einer der mdglichen Beweise dieser einfachen Tatsache ist etwa in van der
Waerden [p. 238, Aufgabe 2] enthalten.

Das Compositum des angeordneten Korpers K mit dem reellen Abschiufi
seines Unterkérpers U erhiit man folgendermaflen: Sei R der nach Satz C im
wesentlichen eindeutig bestimmte reelle AbschluB von K. Wegen Lemma E,
(II) ist die Menge A aller iiber U algebraischen Elemente aus R ein reell ab-
geschlossener Unterkérper von R, also der reelle AbschiuB von U. Das
Erzeugnis C der Unterk6rper A und K von R ist dann im wesentlichen ein-
deutig durch U K bestimmt und das gesuchte Compositum von K mit dem
reellen Abschlufl 4 von U.

1. Die Unterkorper des Korpers R aller reellen Zahlen

Wir erinnern zunfchst an die Definition des dedekindschen Schnitts [im
weiteren Sinne]. Dies ist ein Paar S,D von Teilmengen eines angeordneten
Korpers K mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Weder S noch D ist leer und K ist die Vereinigungsmenge von S und D.

(b} s<d fiir jedes Paar se Sund de D.

Insbesondere liegt also jedes Element aus K in einer und nur einer der
Mengen S und D; weiter enthilt S mit einem Element alle kleineren Elemente
aus K und D enthilt mit einem Element alle gréBeren Elemente aus K.

Dann gilt der folgende Erweiterungssatz

Lemma 1.1. Ist S, D ein dedekindscher Schnitt in dem angeordneten K érper K,
so gibt es eine die Ordnung von K fortsetzende, iiber K archimedische Erweiterung
E von K und ein Element t € E mit der Eigenschaft:

k<t . [keS
IstkeKund{t<k}, sozst{kep}.

Kurz: t € E bestimmt den dedekindschen Schnitt S, D in K.
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Beweis im Spezialfall eines reell abgeschlossenen Korpers K: Enthilt
zunéchst S ein gréBtes oder D ein kleinstes Element, so kGnnen wir fir t dieses
extremale Element und E=K wihlen. Wir machen also im folgenden die
Annahme:

(1) Es gibt kein groBtes Element in § und kein kleinstes Element in D.

Sei E eine cinfache transcendente Erweiterung von K. Dann ist E= K(f)
der Korper aller rationalen Funktionen in t mit Coefficienten aus K. Wir
definieren: Das Polynom f(¢) aus E ist positiv, wenn f der folgenden Bedingung
genligt:

(P) Es gibt se S und de D mit 0< f(2) fir s<z<d.

Ist f;(t) fiir i = 1, 2 ein positives Polynom aus E, so gibt es wegen (P) Elemente
s;€8,d;e Dmit 0< fi(z) filr 5, £z d;. Ist s=max[s,, s,} und d=min[d,, d,],

soist se€ S, deD und 0< fi{z) fir s£2<d, so daB} auch
0<fi@+f,(2) und 0<fi(2) f2(z) fir sszsd

gelten. Damit haben wir gezeigt:

(2) Summe und Produkt positiver Polynome sind positiv.

Klar ist:

(3) 0 ist kein positives Polynom.

Ist das Polynom f iiber K nicht das 0-Polynom, so hat f nur endlich viele
Nullstellen in K. Da § kein maximales und D kein minimales Element besitzt
[wegen (1)}, erschlieBt man hieraus sofort die Existenz von s€ § und d € D mit
f(z)=#0 fir s<z<d. Angenommen es gibe a,b in K mit sSa<b=<d und
fl(a) f(b)< 0. Aus der reellen Abgeschlossenheit von K folgt wegen des Weier-
straBschen Nullstellensatzes — Satz A, (ii) — die Existenz von ke K mita<k <b
und f(k) =0, ein Widerspruch. Damit haben wir gezeigt, daB entweder 0 < f(2)
oder f(z)<0 fiir alle ze K mit s<z<4d gilt; und hieraus folgt:

(4) Ist das Polynom f iiber K nicht das 0-Polynom, so ist genau eines der
Polynome f und —f positiv.

Aus (2), (3), (4) ergibt sich aber, daB unsere Definition (P) eine algebraische
Anordnung im Ringe der Polynome f(t) tiber K definiert. Da E der Quotienten-
korper dieses Ringes ist, 148t sich die durch (P) im Ringe der Polynome aus E
definierte Anordnung auf eine und nur eine Art auf E fortsetzen; siche etwa
van der Waerden [p. 237, Hilfssatz]. Wir werden diese Anordnung von E die
durch (P) definierte Anordnung von E nennen. Es ist klar, daB sie die durch die
reelle Abgeschlossenheit von K bestimmte Anordnung von K fortsetzt.
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Ist de D, so ist d nicht das kleinste Element aus D und es folgt, dall d —¢
ein positives Polynom aus E ist. Entsprechend ist ¢ — s fiir s § ein positives
Polynom aus E. Also wird

(5) s<t<d fiir seS und deD;

und dies ist gleichwertig damit, daBl der dedekindsche Schnitt S, D durch ¢
in K bestimmt wird.
Aus (5) folgert man miihelos:

(6) Ist f(¢) ein positives Polynom aus E, so gibt es de D mit f(f)<d.

Ist f(¢) ein positives Polynom aus E, so folgt aus (P) die Existenz von s€ §
und de D mit 0< f(z) fir alle z aus K mit s<z<d. Da K ein reell abge-
schlossener Korper ist, kénnen wir Zusatz B anwenden: f nimmt im Intervall
[s,d] sein Minimum an. Hieraus ergibt sich die Existenz einer positiven Zahl
ke K mit k< f(2) fir ze K mit s<z=<d. Dann ist aber {k < f(z); und wir
haben gezeigt:

(7) Ist f(t) ein positives Polynom aus E, so gibt es ein pe K mit 0 < p < f(t).

Ist e ein positives Element aus E, so gibt es positive Polynome f(¢), g(t)
aus E mit e= f(t) g(t)~'. Aus (6) und (7) folgern wir die Existenz positiver
Zahlen p, q aus K mit f(f) <p und g <g(t). Dann ist aber e <pgq~?, so daB E
iber K archimedisch ist: das Paar E, t leistet im vorliegenden Spezialfall das
Verlangte.

Bemerkung. Robinson [p. 103, 4.2.18 Theorem] zeigt, dal die von uns
angegebene Anordnung von E die einzige unsern Anforderungen geniigende
Anordnung von E ist.

Riickfiihrung des allgemeinen Falles auf den Spezialfall. Nach dem funda-
mentalen Artin-Schreierschen Existenzsatz gibt es einen und im wesentlichen
nur einen liber K algebraischen, die Ordnung von K fortsetzenden, reell-
abgeschlossenen Kdrper R; vgl. Satz C. Aus Lemma F folgt:

(8) R ist archimedisch iiber K.
Gibt es ein Element re R mit s<r=d fiir jedes seS und jedes de D, so

haben wir bereits das gewiinschte Paar ¢ =r, E = R gefunden. Wir nehmen also
im folgenden an:

(9) IstreR, soist entweder r< s fiir ein se S oder d <r fiir ein de D.

Unter S* wollen wir die Menge aller r € R mit r < s fiir ein se S verstehen;
und entsprechend sei D* die Menge aller r € R mit d Zr fiir ein d e D. Wegen
(8) und (9) gilt:

(10) S* R* ist ein dedekindscher Schnitt in R mit SE S* und D € D*.
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Auf den dedekindschen Schnitt $*, R* im reell abgeschlossenen Korper R
kénnen wir den bereits bewiesenen Spezialfall anwenden: Es gibt eine die
Ordnung von R fortsetzende, {iber R archimedische Erweiterung E von R und
ein Element t € E mit der Eigenschaft:

%
Ist reR und {r<t}, 80 ist {reS }
t<r

re D*

Da R die Anordnung von K fortsetzt und E die Anordnung von R fortsetzt,
setzt E die Anordnung von K fort. Da E archimedisch iiber R und R archimedisch
tiber K ist, ist E auch archimedisch {iber K. Aus S € $* und D ¢ D* folgt schlieB-
lich, daB ¢ den dedekindischen Schnitt S, D in K bestimmt, womit alles bewiesen
ist.

Im folgenden sei unter Q der Kdrper aller rationalen Zahlen und unter R der
Kdrper aller reellen Zahlen [im klassischen Sinne] verstanden. Weiter wollen
wir unter einem eigentlichen dedekindschen Schnitt einen dedekindschen Schnitt
S, D im angeordneten K&rper K verstehen, der noch der folgenden Bedingung
geniigt:

Zu jedem positiven ee K gibt esseSundde D mit 0 <d—s<e.

Satz 1.2. Die folgenden Eigenschaften des angeordneten Korpers K sind
dquivalent:
(i) KSR
(i) Q ist dicht in K.
(iii) K ist archimedisch iiber Q.
(iv) K ist in jeder die Ordnung von K fortsetzenden, iiber K archimedischen
Erweiterung von K dicht.
(v) Jeder dedekindsche Schnitt in K ist eigentlich.
(vi) Ist U ein Unterkdrper von K, so ist 1 der einzige ordnungerhaitende
Automorphismus von U,
(vii) Die Mdchtigkeiten der die Anordnung von K fortsetzenden, iiber K
archimedischen Erweiterungen von K sind beschrdnkt.
(viil) Es gibt maximale, die Anordnung von K fortsetzende, iiber K archimedi-
sche Erweiterungen von K.

Bemerkungen. A. Bedingung (i) besagt genauer, dall es einen ordnung-
erhaltenden Isomorphismus von K in R gibt; aber schlieBlich ist auch R nur
bis auf Isomorphie eindeutig gegeben.

B. Die wohlbekannte Aquivalenz der Bedingungen (i) — (iii) wird nur aus
Griinden der Beweisbequemlichkeit angegeben.

C. Eine weitere Kennzeichnung der Unterkorper von R findet sich unten
in Satz 5.6.

Dem Beweis dieses Satzes sei der Beweis eines einfachen, wohlbekannten,
von uns mechrfach benutzten Hilfssatzes vorausgeschickt.

(1.2.4) Ist der angeordnete Korper K iiber seinem Unterkérper U nicht
archimedisch, so gibt es einen Zwischenkorper Z mit U C Z G K und einen von 1
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verschiedenen, die Elemente aus U fixierenden, ordnungerhaltenden Auto-
morphismus von Z.

Beweis. Da K iiber U nicht archimedisch ist, gibt es we K mit u<w fiir
jedes ue U. Aus Lemma F folgt, daB w transcendent {iber U ist. Also ist U{w)
der Kérper aller rationalen Funktionen in w mit Coefficienten aus U. Natiirlich
ist auch UCU(w)=Z < K. Es gibt einen und nur einen Automorphismus ¢
von Z, der alle Elemente aus U fixiert und w auf 2w abbildet. Ist

n

p= ), u;w mit u,+0 und y; € U, so ist dann und nur dann 0 < p, wenn 0 <u,
i=0

ist. Das Element p®= ) 2'u,w' ist offenbar dann und nur dann positiv, wenn
i=0

0 < 2"u,ist: 0 < p dann und nur dann, wenn 0 < p® Hieraus folgert man miihelos,

daBl o ein von 1 verschiedener, ordnungerhaltender, die Elemente aus U

fixierender Automorphismus von Z ist.

Beweis von Satz 1.2. Alle Definitionen von R schlieBen ein, daBl der Prim-
koérper Q von R in R dicht ist. Also folgt aus (i) auch, daB Q in K dicht ist: (ii)
folgt aus (i); und es ist klar, daB (iii) aus (i) folgt. Daf} schlieBlich (i) aus (iii)
folgt, ist wohlbekannt; siche etwa van der Waerden [p. 245, 1.].

Wir nehmen als néchstes die Giiltigkeit der dquivalenten Bedingungen
(1)—(iii) an; und betrachten eine die Ordnung von K fortsetzende, liber K
archimedische Erweiterung E von K. Da K wegen (iii) iiber Q archimedisch
ist, ist auch E iiber Q archimedisch; und aus der Aquivalenz von (i) und (iii)
ergibt sich, dal Q in E dicht ist. Also ist auch der Zwischenk6rper K in E dicht:
(iv) folgt aus den dquivalenten Bedingungen (i)-(iii).

Wir nehmen die Giiltigkeit von (iv) an und betrachten einen dedekindschen
Schnitt S, D im angeordneten Korper K. Aus Lemma 1.1 folgt die Existenz
einer die Anordnung von K fortsetzenden Erweiterung E von K, die iiber K
archimedisch ist, und eines Elementes t € E, das den dedekindschen Schnitt
S, D in K bestimmt. Aus (iv) folgt, daB K in E dicht ist. Ist 0 <keK, so ist
t—47'k<t—5 'k <t; und aus der Dichte von K in E folgt die Existenz eines
Elements se K mit t —4 'k <s<t—5"'k<t, so daB insbesondere se S ist.
Ebenso folgt die Existenz eines Elementsde Dmitr<t+ 5 'k <d<t+47 k.
Dann ist aber auch

O<d-ssik<k,

so daB S, D ein ecigentlicher dedekindscher Schnitt in K ist: (v) folgt aus (iv).

Wir nehmen die Giiltigkeit von (v) an. Wire K nicht archimedischiiber Q,
so ware die Menge D aller Elemente aus K, die groBer als alle rationalen Zahlen
sind, nicht leer. Das Complement S von D in K enthilt alle rationalen Zahlen,
ist also nicht leer, so daB S, D ein dedekindscher Schnitt in K ist. Dieser ist
eigentlich wegen (v). Also gibt es s€§ und deD mit 0<d—s<1. Da s im
Complement von D in K liegt, gibt es eine rationale Zahl r mit s < r. Hieraus
folgt

d=d~s)+ss1+r.
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Da 1 + r rational ist und d zu D gehort, wird 1 +r < d, ein Widerspruch: K ist
archimedisch iiberQ. Damit haben wir (iii) aus (v) hergeleitet und die Aquivalenz
von (i)—(v) dargetan.

Ist @ dicht in K|, so ist Q auch dicht in jedem Unterkorper U von K. Ein
ordnungerhaltender Automorphismus von U fixiert alle Elemente aus Q, ist
also 1. Ist umgekehrt K nicht archimedisch iber Q, so folgt aus Hilfssatz (1.2.+)
die Ungiiltigkeit von (vi), so daB (iii) aus (vi) folgt, womit die Aquivalenz der
Bedingungen (i)—(vi) dargetan ist.

Ist KSR und E eine die Anordnung von K fortsetzende, {iber K archime-
dische Erweiterung von K, so ist K wegen (iii} archimedisch iiber @, so dal}
auch E archimedisch iiber Q ist und ECR aus der Aquivalenz von (i) und (jii)
folgt. Dann ist aber die Michtigkeit von E nicht gréBer als die von R, womit
(vii) aus den dquivalenten Bedingungen (i) und (iii) abgeleitet ist.

Dem Nachweis, daB (viil) aus (vii) folgt, sei eine einfache Vorbemerkung
vorausgeschickt. Sei M eine Menge angeordneter K&rper mit folgenden Eigen-
schaften:

(a) Sind X, Y Koérper aus M mit X CY, so ist X ein angeordneter Unter-
korper von Y.

(b) Sind X, Y Korper aus M,soist XC Y oder Y C X.

Man sicht dann sofort ein, daB sich die Vereinigungsmenge V der Elemente
aus Korpern aus M auf eine und nur eine Weise derart zu einem angeordneten
Korper machen 1dBt, daB jeder Korper X € M ein angeordneter Unterkorper
von V ist.

Gilt Bedingung (viii) nicht, so betrachten wir e¢ine beliebige Ordinalzaht 2
und definieren durch volistindige transfinite Induktion firr jede Ordinalzahl
o < X einen angeordneten Koérper K, mit folgenden Eigenschaften:

(a) K=K,.

(b) Ist o < 4, so ist K eine echte, die Ordnung von K, fortsetzende, iiber K,
archimedische Erweiterung von K.

DaB man solche Kérper K, konstruieren kann, folgt beim Schritt von ¢
auf o + 1 aus der Ungiiltigkeit von (viii) und beim Limesschritt aus der Vor-
bemerkung.

Aus (a), (b) folgt sofort, daB die Machtigkeit von K, und insbesondere die
von K; wenigstens so grofl wie die der Ordinalzahl o bzw. X ist. Also folgt aus
der Ungiiltigkeit von (viii) auch die von (vii), so daB (viii) aus (vii) folgt.

Gilt (viii), so sei M eine maximale, die Anordnung von K fortsetzende,
iiber K archimedische Erweiterung von K. Ist S, D ein dedekindscher Schnitt
in M, so folgt aus Lemma 1.1 die Existenz einer die Ordnung von M fort-
setzenden, iiber M archimedischen Erweiterung E von M und eines Elements
e € E mit folgender Eigenschaft:

IstmeMund{m<e },so ist{mes}.

e<m meD
Da M iiber K und E iiber M archimedisch ist, ist auch E eine die Ordnung
von K fortsetzende, iiber K archimedische Erweiterung von K, so daB M = E
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aus der Maximalitdt von M folgt. Insbesondere liegt ¢ in M, so daB §, D ein
eigentlicher dedekindscher Schnitt in M ist. Also geniigt M der Bedingung (v);
und aus der Aquivalenz von (i) und (v) folgt KCM CR, so daB (i) aus (viii)
folgt: Die Bedingungen (i}—(viii) sind dquivalent.

Satz 1.3. Die folgenden Eigenschaften des angeordneten Korpers K sind
dquivalent :

(1) K =R ist der Kéorper aller reellen Zahlen.
(ii) Jeder dedekindsche Schnitt in K wird durch ein Element in K bestimmt.
(iii) Es gibt keine echte, die Ordnung von K fortsetzende, iiber K archime-
dische Erweiterung von K.

(a) Jeder dedekindsche Schnitt in K ist eigentlich.

(iv){ (b} Es gibt keine echte, die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung
von K, inder K dicht ist.
(a) Ist U ein Unterkirper von K, so ist 1 der einzige ordnungerhaltende
Automorphismus von U.

(v)$ (b) Ist E eine die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung von K, so
gibt es einen Zwischenkidrper Z mit KCZ CE und einen von 1 ver-
schiedenen, ordnungerhaltenden Automorphismus von Z.

Beweis. Dal} jeder dedekindsche Schnitt im Bereich der reellen Zahlen
durch eine reelle Zahl bestimmt wird, ist eine der wohlbekannten, den K&rper R
definierenden Eigenschaften: (ii) folgt aus (i).

Wir nehmen die Giiltigkeit von (ii} an und betrachten eine die Ordnung
von K fortsetzende, iiber K archimedische Erweiterung E von K. Ist e€ E,
so sei S die Menge aller s € K mit s < e; und es sei D die Menge aller d ¢ K mit
e=d. Aus der Archimedizitdt von E iiber K foigt, daB S, D ein dedekindscher
Schnitt in K ist; und aus (ii) folgt die Existenz eines Elements k € K mit folgender
Eigenschaft:

Ist se Kund s<k,soist s€8;

istdeKundk<d,soistdeD.

Wiire e <k, so gibe es wegen der Archimedizitit von K in E ein Element
he K mitO<h<k—e Aus k—h<kfolgt k—hesS, da k und h und also auch
k—h zu K gehoren; und hieraus folgt k—h<e<k—h, ein Widerspruch.
Ebenso sieht man die Unmoglichkeit von k< e ein, so dal e=ke K ist und
also E =K wird. Damit haben wir (iii) aus (ii) abgeleitet.

Gilt (iii), so gilt Bedingung (viii) des Satzes 1.2, woraus K C R folgt. Da aber
jeder Unterkérper von R in R dicht ist [Satz 1.2, (i) + (ii)], so folgt K = R aus
(iii): Die Bedingungen (i)-—(iii) sind #quivalent.

Gelten die dquivalenten Bedingungen (i)—(iii), so folgt (iv.a) aus (i) und
(iv.b) aus (iii), da ja Dichte Archimedizitit nach sich zieht. — Gilt umgekehrt (iv),
so ergibt sich K £ R aus (iv.a) und Satz 1.2, (v). Mit Q ist also auch K in Rdicht;
und wir folgern K = R aus (iv. b): Die Bedingungen (i)—(iv) sind dquivalent.

Die Aquivalenz der untereinander dquivalenten Bedingungen (i)—(iv) mit (v)
ergibt sich miihelos aus Satz 1.2 und Hilfssatz (1.2.+).
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Bemerkung 1.4. A. Es gibt eine Fiille echter Unterkérper von R; und diese
geniigen alle der Bedingung (iv.a), woraus die Unentbehrlichkeit von (iv.b)
folgt.

B. Die Unentbehrlichkeit von (iv.a) wird in Bemerkung 2.8 bewiesen
werden.

C. Unter Benutzung der {iblichen transfiniten Schliisse leitet man miihelos
aus Lemma 1.1 die folgende Existenzaussage ab:

(1.4.C) Zu jedem angeordneten Korper K gibt es einen die Ordnung von K
fortsetzenden, iiber K archimedischen Korper E derart, daB jeder dedekindsche
Schnitt in K durch Elemente aus E bestimmt wird.

DaB man durch transfinite Iteration dieser Existenzaussage nur in Aus-
nahmefillen einen angeordneten Korper A erhalten wird, dessen simitliche
dedekindsche Schnitte durch Elemente aus A bestimmt werden, sicht man
aus der Aquivalenz der Eigenschaften (i) und (ii) des Satzes 1.3.

(1.4.C) zeigt auch die Unmdoglichkeit, die Unterkérper U von R durch
ihre Einbettbarkeit in einen K&rper zu charakterisieren, dessen Elemente die
dedekindschen Schuitte in U bestimmen.

2. Dichte und stetiger Abschlufi

Ist U ein Unterkdrper des angeordneten Korpers K und S, D ein dedekind-
scher Schnitt in K, so setzen wir

wgw(S, D)= wy(S, D)=w(S,D)=S~U,DnU;

hierbei werden wir von den mdglichen Indices nur soviel benutzen, wie zur
Vermeidung von MiBverstindnissen notig scheint. Ist insbesondere ke K,
so bestimmt k zwei im aligemeinen verschiedene dedekindsche Schnitte in K.
Von diesen wihlen wir

S(k) = Menge aller se K mit s<k;
D(k) = Menge aller de K mit k<d.

Anstelle von wg,y(S(k), D(k)) werden wir kiirzer g, (k) schreiben.

Lemma 2.1. Die folgenden Eigenschaften des Unterkorpers U des ange-

ordneten Korpers K sind dquivalent:
(i) K ist archimedisch iiber U.

(i) wgy(S, D)ist fiir jeden dedekindschen Schnitt S, D in K ein dedekindscher
Schnitt in U.

(ili) wg (k) ist fiir jedes k € K ein dedekindscher Schnitt in U.

(iv) Ist S, D ein dedekindscher Schnitt in K und wgy(S, D) ein eigentlicher
dedekindscher Schnitt in U, so ist 8, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K.

Beweis. Ist K archimedisch iiber U, so gibt es zu jedem k ¢ K Elemente
%, vin U mit u < k < v. Aus dieser Bemerkung folgt, daB fiir jeden dedekindschen
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Schnitt S, D in K die Durchschnitte S~ U, DU nicht leer sind, dieses Paar
also ein dedekindscher Schnitt in U ist; (ii) folgt aus (i).

Es ist klar, daB der Spezialfall (iii) von (ii) aus (ii) folgt. Gilt (iii), so ist D{F)n U
fiir jedes ke K eine nicht leere Menge. Es gibt also zu jedem ke K ein ue U
mit k < u, so daBl K archimedisch tiber U ist: (i)—(iii) sind dquivalent.

Sei K archimedisch iiber U und S, D ein dedekindscher Schnitt in K mit
der Eigenschaft: SnU, DU ist ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U.
Ist dann O<ec K, so folgt aus der Archimedizitit von K iiber U die Exi-
stenz eines Elements ue U mit O<u<e. Aus der Eigentlichkeit von SN U,
DU ergibt sich die Existenz von Elementen se SNU und de DA U mit
0<d—s<u<e, woraus die Eigentlichkeit von S, D folgt. Also folgt (iv) aus {i).

Wir nehmen die Giltigkeit von (iv) an. Sei D die Menge aller k € K mit der
Eigenschaft:

Es gibt ue U mit O<u=<k.

Weiter sei S das Komplement von D in K. Man iiberzeugt sich sofort davon,
daB DnU die Menge aller positiven Zahlen aus U und SnU die Menge aller
nicht positiven Zahlen aus U ist. Hieraus folgt sofort, da} 8, D ein dedekind-
scher Schnitt in K und w(S, D) ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U ist.
Aus (iv) folgt dann, da} S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K ist.
Ist 0<keK, so gibt es folglich Elemente deD und seS mit O0<d—s<k.
Aus der Definition des Paares S, D ergibt sich die Existenz eines Elementes
ueUmit 0<u<d Dasim Komplement S von D liegt, ist s< Jue U, so dal

O<itu=u—-{u<d-s<k

wird. Also ist K archimedisch tiber U; die Bedingungen (i) und (iv) und also
auch die Bedingungen (i)—(iv) sind dquivalent.

Lemma 2.2. Ist U ein Unterkorper des angeordneten Kérpers K und S*, D*
ein dedekindscher Schnitt in U, so gibt es einen dedekindschen Schnitt S, D in K
mit wgy(S, D)= S*, D*.

Beweis. Man wihle fiir D die Menge aller ke K, zu denen es ein te D*
mit ¢ <k gibt; und § sei das Komplement von D in K. Dann ist offenbar S, D
ein dedekindscher Schnitt in K mit

S*=SnU,D¥*=DnU undalso (S, D)=S* D*.

Lemma 2.3. Die folgenden Eigenschaften des Unterkorpers U des an-
geordneten Korpers K sind diquivalent ;

(1) U ist dicht in K.

(il) Fiir jedes k € K ist U dicht in U(k).

(iii) Ist ke K und 0<eeK, so gibt es Elemente v',u" in U mit ' <k<u"
und O<u”" —u' <e.

(iv) Ist S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K, so ist wgu(S, D)
ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U.

(V) wgy(k) ist fiir jedes k € K ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U.
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Beweis. Ist U dicht in K, so ist a fortiori U dicht in jedem K6rper zwischen
U und K, so daB (i) aus (i) folgt. — Gilt (ii), ist k e K und 0 < e € K, s0 ist erstens
U dicht in U(e), so daB insbesondere U(e) archimedisch iiber U ist. Also gibt es
ue U mit 0<u< }e Zweitens ist U dicht in U(k). Also gibt es Elemente ', u”
in U mit

k—usugk—ju<k<k+iusuw <k+u;
und es wird
O<v'—ustkh+u~tk-u=2u<e.

Also folgt (iii) aus (ii).

Gilt (iii), ist S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K und 0 < ee U,
so gibt es Elemente seS und de D mit 0<d —s<4" e Aus (iii) folgern wir
die Existenz von Elementen 4',d”, s, ¢’ in U mit § <s<s", d <d<d" und

O0<s' —s <47 le, O<d’ —d <4 e,
Aus se§ und de D folgen dann s’ SnU und d"e DU ; und es wird
O<d’—§=(d"—d)+(d—s)+(s—5)
< d —dY+d—s)+("—s)<e.

Also ist SNU, DU ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U; und wir
haben (iv) aus (iii) abgeleitet.

Da S(k), D(k) offenbar ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K ist,
folgt (v) aus (iv).

Gilt (v), so gilt auch Bedingung (iii) des Lemma 2.1, so daB3 K archimedisch
iiber U ist. Sei weiter k', k" ein Elementepaar aus K mit k' <k”. Aus 0 <k’ — k'
und der Archimedizitit von K iiber U folgt die Existenz von ue U mit
O<u<4~1(k"— k). Istk=%(k' + k"), so folgt aus (v) die Existenz von Elementen
s5,din U mit

s<k<d und O<d-s<u<4 Y K'-k).
Hieraus ergibt sich aber
td=4ts+id-9)<is+d—-s<ik+4 'k -k)=}k",
4k =3k—4" 'k -K)<id—(d-s)<id—L({d-s=1s,
so daB k' < s <d < k” wird: U ist dicht in K; und wir haben die Aquivalenz der
Bedingungen (i)—(v) dargetan.

Bemerkung 2.4. Ist U ein Unterkérper des angeordneten Kérpers K, ist K
archimedisch iiber U, so bewirkt wg,; wegen Lemma 2.1 und 2.2 eine eindeutige
Abbildung des Bereichs aller dedekindschen Schnitte in K auf die Menge aller
dedekindschen Schnitte in U. Ist U dicht in K, so folgern wir aus Lemma 2.1
und 2.3, daB wg,y, sogar eine eineindeutige Abbildung zwischen der Menge der
eigentlichen dedekindschen Schnitte in K und der Menge der eigentlichen
dedekindschen Schnitte in U induziert.
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Satz 2.5. Zu jedem angeordneten Kérper K gibt es einen und im wesentlichen
nur einen die Ordnung von K fortsetzenden, angeordneten Oberkirper K von K
mit folgenden Eigenschaften:

(a) K ist dicht in K.

(b} Ist Z ein die Anordnung von K fortsetzender, angeordneter Oberkirper
von K, ist K dicht in Z, so gibt es einen und nur einen die Elemente aus K
fixierenden, ordnungserhaltenden Isomorphismus von Z in K.

(c) Es gibt keine echte, die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung von K,
in der K dicht ist. .

(d) Die Abbildung t— wg (1) ist eine eineindeutige Abbildung von K auf die
Menge aller eigentlichen dedekindschen Schnitte in K.

Wir werden K den stetigen Abschluf von K nennen.

Beweis. Aus der Menge der eigentlichen dedekindschen Schnitte in K
kann man in der Gblichen Weise einen die Ordnung von K fortsetzenden,
angeordneten Oberkdrper K von K machen; vgl. hierzu Baer [p. 217]. Dann
ist wg(t) fiir jedes teK ein elgenthcher dedekindscher Schnitt in K; und es
folgt aus Lemma 2.3, daB K in K dicht ist. — Ist Z ein die Anordnung von K
fortsetzender, angeordneter Oberkdrper von K, ist K dicht in Z, so ist wx(2)
fiir jedes ze Z wegen Lemma 2.3 ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K;;
und die Abbildung z— w,k(z) induziert den gesuchten und offenbar eindeutig
bestimmten, die Elemfinte aus K fixierenden, ordnungserhaltenden Iso-
morphismus von Z in K. — Ist E ein die Ordnung von K fortsetzender, an-
geordneter Oberkorper von K, ist K dicht in E, so folgt aus der Dichtheit von K
in K, daB K in E dicht ist; und Anwendung der Eigenschaft (b) zeigt E= K.
Also geniigt K den Bedingungen (a)—(d); und daB K hierdurch wesentlich
eindeutig bestimmt ist, erschlieBt man etwa aus (a), (b).

Zusatz 2.6. Die folgenden Eigenschaften des angeordneten Korpers K sind

dquivalent:
(i) K=K.

(i) K="U fiir wenigstens einen Unterkiorper U von K.

(iti) Es gibt keine echte, die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung von K,
in der K dicht ist.

(iv) Ist der Unterkorper U von K dicht in K, so ist K = U.

(v} Jeder eigentliche dedekindsche Schnitt in K wird durch ein Element aus K
bestimmt.

Wir werden Korper K mit den #quivalenten Eigenschaften (i)—(v) stetig
abgeschlossene Kdrper nennen.

Beweis. Es ist klar, daB (ii) aus (i) folgt. DaB (iii) aus (ii) folgt, ergibt sich
aus Satz 2.5, (c). Gilt (iii), ist der Unterkorper U von K dicht in K, so folgt aus
Satz 2.5, (b) die Existenz eines ordnungerhaltenden, die Elemente aus U
fixierenden Isomorphismus von K in U. Wir kdnnen also o. B. d. A. annehmen,
daBB KC U ist. Aus USKC U folgt wegen Satz 2.5, (a), daB K in U dicht ist,
so daB aus (iii) sich K = U ergibt: (iv) folgt aus (iii). Da K in K dicht ist, folgt (i)
aus (iv): Die Eigenschaften (i)—(iv) sind dquivalent.
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Anwendung von Satz 2.5, (d) zeigt, daB (v) aus (i) folgt. Gilt umgekehrt (v),
so ergibt Anwendung von Satz 2.5, (d) die Identitdt K = K: Die Bedingungen
(i—(v) sind &quivalent.

Folgerung 2.7. Der Unterkdrper U des angeordneten Korpers K ist dann
und nur dann dicht in K, wenn UC K C U gilt [wenn es also einen die Elemente
in U fixierenden, ordnungerhaltenden Isomorphlsmus von K in U gibt].

Dies folgt mithelos aus Satz 2.5.

Bemerkung 2.8, Es gibt bekanntlich viele angeordnete Korper K, die iiber
ihrem Primkorper Q nicht archimedisch sind. Die wegen Satz 2.5 existierende
Erweiterung K von K ist dann ebenfalls nicht iiber Q archimedisch und ist
also kein Unterkorper von R [Satz 1.2]. Andererseits gibt es keine echte Er-
weiterung von K, in der K dicht ist [Satz 2.5, (¢)]. Hieraus folgt die Unentbehr-
lichkeit der Bedingung (iv.a) des Satzes 1.3.

Lemma 2.9. Ist der angeordnete Kdrper K archimedisch iiber seinem
Unterkérper U, so hat die Menge E = Ey; aller ke K mit eigentlichem wg (k)
die folgenden Eigenschaften:

(a) E ist ein U enthaltender Unterkdrper von K, in dem U dicht ist.

(b) Der Unterkirper V mit ULV S K ist dann und nur dann in E enthalten,
wenn U in V dicht ist.

(¢) E ist das Compositum aller U enthaltenden Unterkdrper von K, in denen
U dicht ist.

Beweis. Es ist klar, dal wg () fir jedes ue U eigentlich ist, daB3 also U
in E enthalten ist.

Sind a, b Elemente aus E, ist 0 <e € K, so folgt aus der Eigentlichkeit der
dedekindschen Schnitte wgy(a) und wg(b) die Existenz von Elementen
a,a’,b,b" in U mit

d<a<a und O<a —a<ie,
b<b<b” und O<b' —b <ie.
Dann ist auch
a+b<a+b<a” +b",
O<(@+b)—(@+b)=(@ —a)+(b"—b)<e,
ad—-b<a-b<d -V,
O<(@ —b)y—(ad —b)={a" —a)+{(h" —b)<e.

Damit haben wir gezeigt, daB w(a + b) und wg{a — b) eigentliche dedekind-
sche Schnitte in U sind; und es folgt:

(1) Mit a und b gehdren aucha+ bund a-—b zu E.

Wir betrachten positive Elemente g, b aus E und O <ee K. Aus der Ar-
chimedizitdt von K tiber U folgt die Existenz von uc U mit a<u und b<u.
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Insbesondere ist 0 < u, so daBl auch f = 3 u~!e ein positives Element aus K ist.
Aus der Eigentlichkeit von wg,;(a) und wy,(b) ergibt sich die Existenz von
Elementen a*, a**, b*, b** in U mit

a*<a<a** und O<a*™*-a*<f,
b*<b<b** und O<b*™—-b*<f.

Da a und b positiv sind und a <u, b <u ist, konnen wir o. B. d. A. annehmen,

daB
O0fa*<a**5u, 0Sb*<b*™*<u

ist. Dann wird auch
a*b* <ab < a**b**,
0 < a** b** —_ a* b* — a**(b** — b*) + b*(a** — a*)<
<@*+b"yfL2uf =e.
Also ist wg,y(ab) eigentlich und ab e E. Wir haben gezeigt:
(2) Sind a, b positive Elemente aus E, so ist auch ab e E.

Sind a, b irgendwelche Elemente aus E, so gehort ab sicher dann zu E,
wenn a oder b Null ist. Sei also ab 0. Haben a und b gleiches Vorzeichen,
so folgt aus ab={(—a)(—b) und (2) die Zugehdorigkeit von ab zu E. Haben a
und b entgegengesetztes Vorzeichen, so folgt aus a(—b)j= —ab=(—a)b und
(2) die Zugehorigkeit von —ab zu E; und es folgt aus (1) die Zugehorigkeit von
ab zu E. Damit haben wir gezeigt:

(3) Eistein U umfassender Unterring von K.

Wir betrachten ein Element ¢ mit 0 < ¢ € E und ein Element e mit 0 <ee K.
Aus der Archimedizitdt von K iiber U folgt die Existenz eines Elements ue U
mit 0<u < ¢ Dann ist auch f=eu® ein positives Element aus K. Aus der
Eigentlichkeit von wg,(c) folgt die Existenz von Elementen ¢/, ¢” in U mit

d<c<c” und O<c"—c¢'<f.
Wegen 0 < u < ¢ kénnen wir 0. B. d. A. annehmen, daB
g
O<uszc

ist. Dann wird

O<c" t<elce tgu™t;
und es wird

O<c ' =" P =(c"~c) e <fu 2 =e.

Also ist wgy(c™?) ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U; und wir haben
gezeigt:

4) IstO0<cekE,soistauchc™'eE.
13 Math. Ann. 188
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Aus (3) und (4) folgt ohne weiteres, dal} E ein U umfassender Unterkorper
von K ist. Aus der Definition von E ergibt sich sofort, daB Bedingung (v) des
Lemma 2.3 von dem angeordneten Korper E und seinem Unterkdrper U
erfiillt wird. Also ist U dicht in E.

Ist V ein Unterkdrper von K mit US VCE, so ist U dicht in V, da ja U
dicht in E ist. — Ist umgekehrt V ein U enthaltender Unterk6rper von K, in dem
U dicht ist, so ist wy y(v) fiir jedes v e V wegen Lemma 2.3, (v) eigentlich, so daB3
aus wg,y(v) = wyy(v) die Zugehodrigkeit von v zu E und V < E folgen. Damit
haben wir (a) und (b) bewiesen; und (c) ergibt sich durch Combination von
(a) und (b).

Bemerkung 2.10. A. Wire K nicht archimedisch iiber U, so gibe es
Elemente j € K mit 0 <j <u fiir jedes positive u € U. Dann wiirde aber wg y(j)
aus der Klasse der nicht positiven und der Klasse der positiven Elemente aus U
bestehen, wire also ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U. Damit héitten
wir die Zugehdrigkeit von j zu E dargetan. Daraus wiirde aber folgen, dal U
gewil} nicht dicht in E ist: Die Voraussetzung der Archimedizitit von K iiber U
ist unentbehrlich fiir die Giltigkeit von Lemma 2.9.

B. Den im Beweis des Satzes 2.5 enthaltenen, durch einen Hinweis auf die
Literatur erledigten Beweis fiir die Existenz des Erweiterungskorpers K von K
konnte man auch folgendermaBen fiihren: Man bildet zundchst gemafl Be-
merkung 1.4, C einen die Anordnung von K fortsetzenden, iiber K archime-
dischen Korper H mit der Eigenschaft, daB alle dedekindschen Schnitte aus K
durch Elemente aus H definiert werden, bildet dann gemél Satz 2.9 den Unter-
korper Ey x und zeigt seine Identitit mit K.

Folgerung 2.11. Ist der angeordnete Korper K=K archimedisch iiber
seinem Unterkirper U, so ist das Compositum Eyy aller U enthaltenden Unter-
kérper von K, in denen U dicht ist, im wesentlichen mit U identisch.

Beweis. Es folgt aus Lemma 2.9, daB die Menge E aller k € K mit eigentlichem
wg,u(k) ein U enthaltender Unterkorper von K ist, in dem U dicht ist, und der
alle U enthaltenden Unterkorper von K, in denen U dicht ist, enthalt.

Ist S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U, so folgt aus Lemma 2.2
die Existenz eines dedekindschen Schnitts $* D* in K mit S=UnS* und
D =UnD* Anwendung von Lemma 2.1, (iv) zeigt, daB} S*, D* ein eigentlicher
dedekindscher Schnitt in K ist, da j ja K archimedisch iiber U und S, D eigentlich
ist. Aus K =K folgt die Existenz eines $*, D* definierenden Elements k in K.
Dann ist wK,U(k) eigentlich, so dafl k€ E ist. Damit haben wir UCE gezeigt.
Da aber U in E dicht ist, folgt E= U aus Satz 2.5, (c).

Bemerkung 2.12. Fiir die Unmdglichkeit U=K zu beweisen vgl. etwa
Satz 5.4. Es gibt auch einfachere Beispiele.

Folgerung 2.13. Ist der angeordnete Korper K iiber seinem Unterkorper U
archimedisch, ist M eine Menge von Unterkérpern von K, iiber denen K archi-
medisch ist, ist Un X dicht in jedem X € M, so ist U dicht im Compositum von U
und den Unterkérpern aus M.
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Beweis. Da K archimedisch iiber U ist, ist die Menge E = Eg; aller ke K
mit eigentlichem wg,;(k) wegen Lemma 2.9 ein U enthaltender Unterkdrper
von K, in dem U dicht ist. Sei te X e M und O<ue U. Da K archimedisch
fiber X ist, gibt es xe X mit 0 <x <u. Da XU dicht in X ist, folgt aus
Lemma 2.3, (iil) die Existenz von Elementen ¢, in XU mit ¢’ <t <t’ und
O0<t"—t <x<u. Hieraus folgt aber die Eigentlichkeit des dedekindschen
Schnittes wg (t), so daB t € E ist. Damit haben wir aber X CE fiir jedes X e M
dargetan. Da U CE ist, folgt, dall das Compositum C von U und den Unter-
korpern X € M in E enthalten ist. Aus U CC ¢ E und der Dichte von U in E
folgt, daB U in C dicht ist.

3. Dedekindscher Abschlufl

Das folgende Resultat wird zwar im Verlauf unserer Uberlegungen nicht
benétigt werden, wird aber im Zusammenhang mit den Beispielen des Ab-
schnitts 5 die hier behandelten Probleme ins rechte Licht setzen.

Satz 3.1. Ist n eine positive ganze Zahl und jedes positive Element in dem
angeordneten Korper K eine n-te Potenz eines positiven Elements aus K, so ist
auch jedes positive Element aus K eine n-te Potenz eines positiven Elements
aus K.

Beweis. Ist 0<peK, so ist wix(p)=S, D der p definierende eigentliche
dedekindsche Schnitt in K. Aus O < p folgt, daB S positive Elemente enthilt
und D nur aus positiven Elementen besteht. Aus unserer Voraussetzung folgt,
daB es fiir jedes k mit 0<keK ein und nur ein k' mit O<k'e K und kK"=k
gibt. Da D nur aus positiven Elementen besteht, ist die Menge D’ aller d' mit
d € D wohlbestimmt; und das Complement $’ von D’ in K ist genau die Menge
aller nicht positiven Elemente aus K zusammen mit allen & mit 0<seS.
Man sieht sofort ein, daBB §’, D’ ein dedekindscher Schnitt in K ist.

Aus 0 < p folgt die Existenz eines r mit 0 <re S. Ist weiter e mit 0 <ee K
gegeben, so setzen wir e* =nr'""le, so daBl auch O<e*e K ist. Da S,D ein
eigentlicher dedekindscher Schnitt in K ist, gibt es se€ S und de D mit 0 <d
—s<e*; und wir kénnen o. B. d. A. annehmen, daf} r <s ist. Dann wird auch
0<r <5 <d’; und hieraus folgt

n—1
nrrm—lé Z drism—l—:“
. . i=0
Weiter ist

n—1
d—s=d"—s"=(d' ~5) ¥ dig" 1
i=0

und also
d~s=(d~5s)

n—1 -1
2 d”'S"’“'"l} <e*n lylih=e,
i=0

Damit haben wir die Eigentlichkeit des dedekindschen Schnitts §', D" in K
dargetan. Das durch §', D’ definierte Element p’ in K ist offenbar positiv und
geniigt der Gleichung p'" = p.

13+
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Bemerkung 3.2. A. Die Unentbehrlichkeit der in Satz 3.1 gemachten
Voraussetzung wird durch Satz 5.1 in Evidenz gesetzt.

B. Ist die multiplikative Gruppe der positiven Zahlen aus dem angeord-
neten Korper K radizierbar, so ist die Voraussetzung von Satz 3.1 fiir jedes
ganze positive n erfiillt; und hieraus folgt, daB auch die multiplikative Gruppe
der positiven Elemente aus K radizierbar ist.

C. Ist der Korper R reell abgeschlossen, so folgt aus Satz A, (iii), daB jede
positive Zahl aus R fiir jedes positive ganze n eine n-te Potenz ist; und hieraus
folgt die Radizierbarkeit der multiplikativen Gruppe der positiven Zahlen aus R.
Dies gestattet die Anwendung der Bemerkung B auf R. Das so erhaltene
Resultat ist aber auch im folgenden Resultat enthalten.

Satz 3.3. Mit R ist auch R reell abgeschlossen.

Beweis. Es gibt eine und im wesentlichen nur eine reell abgeschlossene,
iiber R algebraische, die Ordnung von R fortsetzende Erweiterung E von R
[Satz C]. Da R wegen Satz 2.5, (a) in R dicht ist, ist R iiber R archimedisch.
Da E iiber R algebraisch ist, ist E wegen Lemma F iiber R archimedisch.
Also folgt:

(1) E ist tiber R archimedisch.

Ist se R und e E mit s <e, so folgt aus der Archimedizitit von E iiber R
die Existenz von reR mit 0<r<e—s, so dal s<r+s<e ist. Da R wegen
Satz 2.5, (a) in R dicht ist, gibt es ein 7 € R mit s <7 <r + s < e. Damit haben wir
[aus Symmetriegriinden] gezeigt:

(2) Ist acR und a+bekE, so gibt es ce R [zwischen a und b, also] mit
0<(b-0)(c—a).

Wire unser Satz falsch, so wire R CE. Dann gibe es also Elemente in E,
die nicht in R liegen. Da E nach Konstruktion algebraisch tiber R ist, geniigt
jedes dieser Elemente einer algebraischen Gleichung iiber R. Es gibt also unter
diesen Elementen eines w, das Nullstelle eines Polynoms f(x) minimalen
Grades n iiber R ist. Wir notieren die folgenden Eigenschaften von w, f, n:
(3) weE, w¢R, f(x) ist ein Polynom des Grades n iiber R und f(w)=0.
(4) Ist der Grad des Polynoms h iiber R Kleiner als n, ist ve E und h(v)=0,

so ist ve R.

Wiire f reduzibel iiber R, so geniigte w einer Gleichung iiber R, deren Grad
kleiner als n wire. Wegen (4) ldge dann w in R, was (3) widerspricht. Also gilt:

(5) f ist irreduzibel iiber R.

Der Grad des g. g. T. (f, ) ist hochstens n— 1. Also folgt aus (5), daB der
Grad von (f, f') Null ist:

(6) f und [’ sind teilerfremd.
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Hieraus folgt insbesondere:

() f und f” haben keine gemeinsamen Nulistellen [in E] und f hat keine
,.mehrfachen” Nullstellen.

Die in E liegenden Nullstellen von f wollen wir der GréBe nach anordnen:
ry<.-<r, und mgn.

Lége eines der r; in R, so folgte aus der Irreduzibilitit von f, daB n=1 ist
und also w=r, in R ldge. Dies widerspricht (3); und es gilt:

(8) 1<n und kein r, liegt in R,
so daB wir o. B. d. A. annehmen kénnen:
9 w=r.

Wegen Zusatz B gilt in E der Satz von Rolle. Es folgt, daB ' in E zwischen
r; und r;,, [mit AusschluBl der Gleichheit] eine Nullstelle besitzt; und diese
gehort wegen (4) zu R. Wir notieren dies:

(10) Zu jedem i mit 0<i<m gibt es wenigstens ein se€ R mit r,<s<r;,,
und f'(s)=0.

Da f’ nur endlich viele Nullstellen in E besitzt, die wegen (7). sdmtlich von
den r; verschieden sind, k&nnen wir aus (9), (10), (1) und (2) folgendes erschlieBen:

(11) Es gibt Elemente a,b in R mit folgenden Eigenschaften: a<w<b;
aussasr<bundreE folgt f'(r)+0; ausreE,asr<bund r+w folgt

f(r)=*0.

Da f’ im abgeschlossenen Intervall {q, b] aller ce E mit a ¢ <b keine
Nullstellen besitzt, ergibt Zusatz B die Existenz eines positiven ¢ e E, so daB
entweder e < f'(r) fir alle refa, b] oder f'(N< —e fir alle re[a, b] gilt.
Wegen (—f) = —f" kénnen wir o.B.d. A. die Giiltigkeit der ersten dieser
Alternativen annehmen. Aus der Archimedizitét von E {iber R folgt weiter die
Existenz eines k€ R mit 0 <k <e. Folglich gilt:

(12) Es gibt ein se R mit 0<s< f'(¢) fiir alle t e [a, b].

Wegen Zusatz B gilt in E der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
Folglich gibt es ein ¢ e [a, b} mit

0<s<f)=LfB)~ fWIb—wl"'=f(B)[b—w]"",

woraus insbesondere 0 < f(b) folgt. Entsprechend gilt f(a) <0. Wir notieren
dieses Ergebnis:

(13) f(@ <0< f(b).

Mit a, b gehort auch das Maximum d der Zahlen |d¥], |b| fir 0Si<n zu R;
und es ist gewiB 1 Sd e R. Aus (13) folgt, daB das Minimum der Zahlen — f(a),
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f(b) eine positive Zahl aus E ist; und aus der Archimedizitit von E tiber R folgt
also die Existenz einer Zahl re R mit O <r < — f(a), f(b). Mit n+ 1, d, r gehirt
auch $(n+1)"'d 'r=j zu R; und es gilt

(14) 0<2(n+1)dj=r< —f(a), f(b).

Ist p irgendeine positive Zahl aus E, so folgt aus der Archimedizitit von E
iiber R [wegen (1)] die Existenz eines g€ R mit O0<g<p Dann ist
(n+ 1)~ 1d~!sq [wegen (12)] eine positive Zahl aus R, so daB auch das Minimum
e der Zahlen j und (n+ 1)"*d " 'sq zu R gehdrt. Damit haben wir gezeigt:

(14) Zu jeder positiven Zahl pe E gibt es eine positive Zahl e=e(p)eR
mit 0<2(n+1)de< — f(a),f(b) und (n+1)ds 'e<p. Hierbei ist
O0<s<f'(¢) fiir be[a,b] und d das Maximum der |a|, |b'| mit 0Li<n.

Wir betrachten im folgenden zu vorgegebenem positivem pe E eine den
Bedingungen von {14) geniigende positive Zahl e € R, Wir erinnern daran, dall

f(x)= }"jﬁxi mit f,eR
i=0

ist. Da R wegen Satz 2.5, (a) in R dicht ist, gibt es Elemente g; € R mit | f; — g| <e
fir 0 <i<n. Setzen wir

gx)= ) g:x',
i=0

so wird also fiir y € {a, b]

Lf)—g0) =

» (ﬁ-g»y"\ < S 1fi-adlli <@+ Ded.
i=0 i=0
Wir notieren dieses Resuitat:

(15 fO)—gWi<in+l)ed fir yela b].

Ist w=* ye [a, b], so folgt aus dem wegen Zusatz B in E geltenden Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung die Existenz eines Elementes y* € [a, b] mit

O =) —fwW=0-wf'om;
und hieraus ergibt sich wegen (12)
0<f O™ = —w ) <5t
Damit haben wir gezeigt:
(16) Istw#ye[ab],soist0<(y—~w) f(y) ' <s L
Wire 0 £ g(a), so wirde aus (14), (15) folgen, daB3
0<2(n+ Dde< —~fla)s —f@+gl@)=|f@—gla)| <@+ 1)ed

ist, ein Widerspruch. Also ist g(a)<0; und ebenso sieht man 0<g(b) ein
Da der Korper R reell abgeschlossen ist, gilt in R der Weierstraflsche Null-
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stellensatz [Satz A, (ii)]. Also gibt es ein te R mit a<t<b und ¢g(t)=0. Aus
(15) folgt dann

fOI=1fO—g@I<(n+1ed. (+)

Da teR und w¢ R [wegen (3)] ist, ist w=t €[4, b]; und Anwendung von (16)
ergibt

O<(t—w)f()y *<st.
Hieraus folgt wegen (+) und (14)
lt—wl<|f@®)ls '<(n+eds ' <p.
Damit haben wir gezeigt:
(17) IstO<pekE, sogibteseinteR mit [a<t<bund] t—wj<p.

Ist 0< peE, so gibt es wegen der Archimedizitit von E {iber R [siche (1)]
ein g€ R mit 0 < g < 3 p. Wenden wir (17) auf q an, so folgt die Existenz eines
Elements te R mit |t —w|]<gq. Ist erstens t<w, so wird O<w-—t<gq und
w—g<t<w<t+gmittund t+qin R und |t —(t+g)| < L p. Ist aber w<t,
so wird sogar w<t, da w nicht in R Hegt; und es folgt 0<t—w<qund t—g
<w<tmitt—qund ¢in R und |t — (t — )| < § p. Also gilt:

(18) IstO<pekFE,sogibtes Elementet,t"in Rmit ¢ <w<t"und [t —t']<p.

Hieraus folgt aber, da der von w in R induzierte dedekindsche Schnitt
wgr (W) eigentlich ist. Dieser wird also durch ein Element re R definiert. Aus
(18) folgt aber

fw—rl<p fiir jedes positive pekE,

so daB w=re R ist im Widerspruch zu (3). Aus diesem Widerspruch folgt die
Richtigkeit unseres Satzes.

Bemerkung 3.4. Ohne die Voraussetzung der reellen Abgeschlossenheit
von R kann man im allgemeinen nicht die reelle Abgeschlossenheit von R
beweisen; siche Satz 5.1, (b). Ist andererseits R der Korper der rationalen
Zahlen, so ist R der reell abgeschlossene Korper R. Damit haben wir gezeigt,
daB die Voraussetzung der reellen Abgeschlossenheit von R fiir die reelle Ab-
geschlossenheit von R zwar unentbehrlich, aber nicht notwendig ist.

Zusatz 3.5. (A) Ist der reell abgeschlossene Korper R archimedisch iiber
seinem reell abgeschlossenen Unterkorper U, so ist die Menge E = Ey; aller
r € R mit eigentlichem wgy(r) ein reell abgeschlossener [U enthaltender] Unter-
korper von R.

(B) Ist der reell abgeschlossene Korper R=R archimedisch iiber seinem
reell abgeschlossenen Unterkorper U, so ist ER/(;:ER!U reell abgeschlossen
[und stetig abgeschlossen]. .

(C) Ist der angeordnete Korper K=K archimedisch iiber seinem reell
abgeschlossenen Unterkorper R, so gibt es einen reell abgeschlossenen, R ent-
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haltenden Unterkirper M = M von K derart, daB M der einzige M enthaltende,
reell abgeschlossene Unterkirper von K ist.

Beweis. Ist der reell abgeschlossene Korper R archimedisch iiber seinem
reell abgeschlossenen Unterkdrper U, so folgt aus Lemma 2.9, dal E= Eg
ein U enthaltender Unterkdrper von R ist, daB U in E dicht ist, und daB E das
Compositum aller U enthaltenden Unterkérper von R ist, in denen U dicht
ist. Wir bilden den stetigen AbschluB E von E; und bemerken, daB E wegen
Lemma 2.5, (a) in E dicht ist. Da U in E und E in E dicht ist, ist U in E dicht.
Aus Folgerung 2.7 folgern wir U € E < U; und dies ergibt E = U wegen Lemma
2,5, (a),{c). Aus der reellen Abgeschlossenbeit von U folgt wegen Satz 3.3
die reelle Abgeschlossenheit von U=E. Sei A4 die Menge der iiber E alge-
braischen Elemente aus R und B die Menge der liber E algebraischen Elemente
aus E. Aus der reellen Abgeschlossenheit von R und E folgt wegen Lemma E, (1),
daBl 4 und B reell abgeschlossene Korper sind. Also ist sowohl A wie B ein
reeller AbschluB von E; und es folgt aus Satz C, daB A und B #quivalente
Erweiterungen von E sind. Wegen Lemma 2.5, (a) ist E in E dicht. Hieraus folgt,
daB E in B und also auch in 4 dicht ist. Da aber U in E dicht ist, ist U auch
in 4 dicht; und da E das Compositum aller U enthaltenden Unterkorper
von R ist, in denen U dicht ist, folgt 4 € E < A4, so daB E = A reell abgeschlossen
ist. Damit haben wir (A) bewiesen.

(B) ergibt sich sofort aus Folgerung 2.11 und (A).

Ist der angeordnete Korper K =K archimedisch iiber seinem reell ab-
geschlossenen Unterkérper R, so ist die Menge M der R enthaltenden, reell
abgeschlossenen Unterkérper von K nicht leer [R e M]. Da die Eigenschaft
der reellen Abgeschlossenheit wegen Satz A, (viii) eine lokale Eigenschatft ist,
konnen wir das Maximumprinzip der Mengenlehre auf M anwenden: Es gibt
ein maximales Element M € M. Dann ist M ein R enthaltender, reell abge-
schlossener Unterkdrper von K; und M ist der einzige M enthaltende, reell
abgeschlossene Unterkdrper von K. Da K iiber R archimedisch ist, ist K auch
iber M archimedisch. Wegen Lemma 2.9, (c) ist Eg/, das Compositum aller M
enthaltenden Unterkdrper von K, in denen M dicht ist; und aus K = K folgt
Exm —EK,M wegen Folgerung 2.11. Da M in Ey ) dicht ist [Lemma 2.9, (a)],
konnen wir aus EK/M—E xm> Lemma 2.5 und Folgerung 2.7 erschlieBen, daB
M= Exy ist. Mit M ist wegen Satz 3.3 auch M reell abgeschlossen; und aus
MEMSK und der Maximalitit von M ergibt sich M =M.

Satz 3.6. Die folgenden Eigenschaften des angeordneten Korpers K sind
dquivalent:

(i) K ist reell abgeschlossen und K = K.
(ii) Ist E eine echte, die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung von K,
50 gibt es keinen iiber K algebraischen und in E dichten Kérper zwischen K und E.
(@) Es gibt einen reell abgeschlossenen, in K dichten Unterkorper von K.
(iii) {(b) Es gibt keine echte, die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung
von K, in der K dicht ist.
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(a) Es gibt einen reell abgeschlossenen Unterkorper von K, iiber dem K
archimedisch ist.

(b) Es gibt keine echte, die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung
(iv) svon K, in der K dicht ist. .

(¢} Ist K iiber seinem reell abgeschlossenen Unterkérper U=U +K
archimedisch, so gibt es einen reell abgeschlossenen Unterkorper V mit
UCVEK.

Korper K mit den dquivalenten Eigenschaften (i)—(iv) wollen wir dedekind-
abgeschlossen nennen.

Beweis. Gilt (i), ist E eine die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung von
K und Z ein Ko6rper zwischen K und E, der iiber K algebraisch und in E dicht
ist, so ist Z=K, da K reell abgeschlossen ist: und aus Lemma 2.5, (c) folgt
K=E, da K=K und K in E dicht ist. Also ist (ii) eine Folge von (i). — Geniigt
weiter K der Bedingung (ii), so betrachten wir zunichst den wegen Satz C
existierenden reellen AbschluB von K, der wegen (ii) gleich K sein muB: X ist
reell abgeschlossen. Aus Satz 2.5, (a) folgt, daB3 K in K dicht ist; und es folgt aus
(i), daB K = K ist. Also gilt (i) und wir haben die Aquivalenz von (i) und (ii)
gezeigt.

Es ist klar, daf} die Bedingungen (iii. a) und (iv. a, ¢) aus (i) und die identischen
Bedingungen (iii. b) = (iv. b) aus (ii) folgen; die Bedingungen (iii) und (iv) folgen
aus den fiquivalenten Bedingungen (i) und (ii).

Gilt schlieBlich eine der Bedingungen (iii) oder (iv), so folgt K=K aus
den identischen Bedingungen (iii. b) == (iv.b), da ja K wegen Satz 2.5, (a) in K
dicht ist. Aus (iii. a) folgt natiirlich (iv.a), so daB Anwendung von Zusatz 3.5,(C)
die Existenz eines reell abgeschlossenen Unterkdrpers M =M CK ergibt,
iiber dem K archimedisch ist, und der unter den reell abgeschlossenen Unter-
korpern von K maximal ist. Natiirlich ist M im Falle der Giiltigkeit von (iii. a)
sogar in K dicht. Gilt (iv. ¢), so folgt sofort K = M. Gilt (iii.a), so ist M =M in K
dicht; und K = M folgt aus Satz 2.5, (c). Also ist in beiden Fillen K=K=M
reell abgeschlossen: (i) folgt aus (iii) und auch aus (iv), so daB die Bedingungen
{i)—(iv) dquivalent sind.

Folgerung 3.7. Ist ein reell abgeschlossener Unterkdrper des angeordneten
Koérpers K dicht in K, so ist K dicht in seinem reellen Abschluf.

Beweis. Wir bilden den stetigen AbschluB K. Dann folgt aus Satz 2.5, (c),
daB K der Bedingung (iii.b) des Satzes 3.6 geniigt. Wegen Satz 2.5, (a) ist K
dicht in K, so daB der nach Voraussetzung existierende reell abgeschlossene
Unterkdrper von K auch in K dicht ist: K geniigt also der Bedingung (iii) des
Satzes 3.6, so daB K reell abgeschlossen ist. Die Menge R der iiber K alge-
braischen Elemente aus K ist also wegen Lemma E, (I1) ein reell abgeschlossener
Unterkorper von K. Da R algebraisch tiber K ist und natiirlich die Anordnung
von K fortsetzt, ist R der reelle AbschiuB von K. Da K dicht in K ist [Satz 2.5,
(@)], ist K auch dicht in dem Zwischenkorper R.



190 R. Baer:

Bemerkung 3.8. A. Ist K reell abgeschlossen und aigebralsch iiber seinem
Unterkdrper U = U, so braucht K = K nicht zu gelten, wie aus Satz 5.4 hervor-
geht. Die Voraussetzung von Folgerung 3.7 ist wegen Satz 5.1, (b) unentbehrlich.

B. Es ist wohibekannt, daB der Korper R aller reellen Zahlen dedekind-
abgeschlossen ist. Ein Uberblick iiber die Constructionsméglichkeiten
dedekind-abgeschiossener Korper findet sich im folgenden Kriterium, zu
dessen bequemer Formulierung wir den folgenden Begriff bendtigen:

Der Unterkorper U des angeordneten Korpers K ist dedekindsch in K
[und K ist dedekindsch iiber U], wenn es einen Korper zwischen U und K
gibt, der algebraisch iiber U und dicht in K ist.

NaturgemiBl kann man die Wahl des in dieser Definition auftretenden
Zwischenkérpers dadurch eindeutig machen, dal man fiir ihn die Menge aller
liber U algebraischen Elemente aus K wihlt; siehe Lemma E, (I1).

Satz 3.9. Die folgenden Eigenschaften des Unterkirpers U des angeordneten
Korpers K sind dquivalent ;
(i) U ist dedekindsch in K und K ist dedekind-abgeschlossen.
(i) Der Korper A der iiber U algebraischen Elemente aus K ist reell ab-
geschlossen mit K = A.
(a) K ist dedekind-abgeschlossen.
(iii) {(b) K ist archimedisch tiber U.
(¢) Zwischenkorper Z mit U C Z C K sind nicht dedekind-abgeschlossen.
(a) U ist dedekindsch in K.
(iv) {(b) Es gibt keine echte, die Ordnung von K fortsetzende, iiber K
dedekindsche Erweiterung von K.

Geniigen U und K den &quivalenten Bedingungen (i)—(iv), so wollen wir K
den dedekindschen Abschluf von U nennen. Die eindeutige Bestimmtheit des
dedekindschen Abschlusses wird in Folgerung 3.10 erwiesen. — Fiir weitere
Charakterisierungen des dedekindschen Abschlusses siche unten Satz 4.2.

Beweis. Gilt (i), so ist K reell abgeschlossen; und es folgt aus Lemma E, (II),
daB die Menge A der {iber U algebraischen Elemente aus K ein reell ab-
geschlossener Zwischenkorper ist. Da U dedekindsch in K ist, ist ein Unter-
korper von A und also auch 4 selbst dicht in K. Da K = K wegen (i) gilt, folgt
nun K =4 aus Zusatz 2.6, (iv). Damit haben wir (i) aus (i) hergeleitet. Gilt
umgekehrt (ii), so ist A wegen Satz 2.5, (a) dicht in K = A, so daB U dedekindsch
in K ist. Mit 4 ist wegen Satz 3.3 auch A=K reell abgeschlossen; und aus
A=K folgt K=K wegen Zusatz 2.6, (iv). Damit ist die Aquivalenz von (i)
und (ii) dargetan.

Da (iv.b) wegen Satz 3.6 mit der Dedekind-Abgeschlossenheit von K
dquivalent ist, sind auch die Bedingungen (i) und (iv) dquivalent.

Wir nehmen die Giiltigkeit der dquivalenten Bedingungen (i), (it} und (iv)
an. Dann ist K wegen (i) dedekind-abgeschlossen. Weiter gibt es wegen (i)
einen Zwischenkdrper Z, der iiber U algebraisch und in K dicht ist. Es folgt
aus Lemma F, dall Z iiber U archimedisch ist; und K ist selbstverstindlich
auch archimedisch iiber Z. Also ist K archimedisch iiber U. Sei weiter D ein
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dedekind-abgeschlossener Korper mit USDE K. Da D reell abgeschlossen
ist, ist auch AC D, so daB 4 und also auch D wegen (i) in K dicht ist. Dann
kénnen wir aber auf den dedekind-abgeschlossenen Korper D Satz 3.6, (iii. b)
anwenden, so dafl D = K aus der Dichte von D in K folgt. Damit haben wir (iii)
aus (i) abgeleitet. — Gilt umgekehrt (ii1), so ist die Menge A der liber U alge-
braischen Elemente aus K wegen der reellen Abgeschlossenheit von K und
Lemma E, (II) ein reell abgeschlossener Zwischenkdrper. Da K archimedisch
iiber U ist, ist K=K auch archimedisch iiber 4; und wir folgern ACK aus
Folgerung 2.11. Anwendung von (iii.c) auf den dedekind-abgeschlossenen
Zwischenkorper A ergibt K = A. Wir haben (ii) aus (iii) hergeleitet und die
Aquivalenz von (i)—(iv) bewiesen.

Folgerung 3.10. Jeder angeordnete Kérper besitzt einen und im wesentlichen
nur einen dedekindschen Abschluf.

Beweis. Ist K ein angeordneter Korper, so besitzt K wegen Satz C einen
und im wesentlichen nur einen reellen AbschluB R; und es folgt aus Satz 3.9, (ii),
daB R ein dedekindscher AbschluB von K ist. — Ist D irgendein dedekindscher
AbschluB von K, so folgt aus Satz 3.9, (i), dal} dic Menge A der itber K aige-
braischen Elemente aus D ein reell abgeschlossener Zwischenkdrper mit
D=A ist. Da R und A beide reelle Abschliisse von K sind, sind R und 4 im
wesentlichen identisch [Satz C). Also sind auch R und 4 = D im wesentlichen
identisch.

Folgerung 3.11. Ist D der dedekindsche Abschluf3 des angeordneten Korpers
K, so ist der reelle Abschiuff von K in D enthalten.

Beweis. Da D wegen Satz 3.9, (iii. b) archimedisch iiber K ist, ist die Menge
E=Epy aller Elemente d e D mit eigentlichem wy(d) ein K enthaltender
Unterkorper von D, in dem K dicht ist [Lemma 2.9, (a)]. Da D wegen Satz 3.9, (i)
dedekind-abgeschlossen ist, ist D wegen Satz 3.6, (i) reell abgeschlossen mit
D= D Anwendung von Lemma 2.9, (c) und Folgerung 2.11 zeigt nun, daf
E = K ist. Da D reell abgeschlossen ist, folgt aus Lemma E, (II), daB die Menge R
aller iiber E algebraischen Elemente aus D ein reell abgeschlossener Zwischen-
korper ist: R ist der reelle AbschluB von E=K.

Bemerkung 3.12. DalB der dedekindsche AbschluB D des angeordneten
Korpers K im allgemeinen vom reellen AbschiuBl von K verschieden ist, werden
wir in Satz 5.4 zeigen.

Satz 3.13. Die folgenden Eigenschaften des angeordneten Kirpers K und
seines Unterkdrpers U sind dquivalent:
(i) K und U haben denselben dedekindschen Abschluf.
(ii) Es gibt eine die Ordnung von K fortsetzende, dedekind-abgeschlossene
Erweiterung von K, in der U dedekindsch ist.
(iii) Der reelle Abschluft von K ist dedekindsch iiber U.
(iv) Es gibt eine Teilmenge M von K mit folgenden Eigenschaften:
(a) K ist algebraisch iiber U(M) und archimedisch iiber U.
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(b) Ist 0FueU und te M, so existiert ein Element a in dem [im reellen
Abschluff von K gebildeten] reellen Abschluf von U mit 0 <(t+u—a)(a—1).
(v) Der reelle Abschiuf von U ist dicht in seinem [ im reellen Abschluff von K
gebildeten] Compositum mit K.
(vi) Es gibt eine die Ordnung von K fortsetzende, iiber U dedekindsche Er-
weiterung von K.
(vii) Ist Z ein Zwischenkorper mit U S Z € K, so haben Z und K den gleichen
dedekindschen Abschiuf.

Beweis. Aussage (i) besagt, dafl der dedekindsche AbschluB D von K
gleichzeitig dedekindscher AbschluB von U ist. Aus Satz 3.9, (i) folgt dann,
daB D dedekind-abgeschlossen und U dedekindsch in D ist: (ii) folgt aus (i).

Gilt (ii), so gibt es eine die Ordnung von K fortsetzende, dedekind-ab-
geschlossene Erweiterung E von K, in der U dedekindsch ist. Da E insbesondere
reell abgeschlossen ist, folgt aus Lemma E, (IT), da die Menge R der iiber K
algebraischen Elemente aus E ein reell abgeschlossener Zwischenkérper ist:
R ist der reelle AbschiuBl von K. Aus UL K< RCE folgt, dal U dedekindsch
in R ist. Denn es gibt ja einen ZwischenkOrper Z, der liber U algebraisch und
in E dicht ist; und da die Elemente aus Z iiber U algebraisch sind, sind sie erst
recht liber K algebraisch, so dal Z € R und also Z in R dicht ist: (iii) folgt aus (ii).

Ist der reelle Abschlul R von K dedekindsch iiber U, so ist R archimedisch
iiber U und es ist wegen Lemma E, (II) die Menge A der iiber U algebraischen
Elemente aus R ein reell abgeschlossener Unterk&rper von R. Natiirlich ist
dann A4 der reelle Abschiull von U. Da es einen iiber U algebraischen Zwischen-
korper gibt, der in R dicht ist, ist auch 4 in R dicht. Istalsote Kund O < pe U,
so gibt es @’,a" in A mit t —p<a <t<a”<t+ p. Hieraus folgt:

IstteKund Oue U, so gibtesac A mit 0<{(t+u—a)(a—1).

Aus dieser Eigenschaft folgt aber (iv) [mit M = K.

Wir nehmen die Giltigkeit von (iv) an und bilden wie oben in dem reellen
Abschltul R von K das Compositum C des reellen Abschlusses 4 von U mit K.
Da K archimedisch {iber U und R wegen Lemma F archimedisch tiber K ist,
ist R archimedisch {iber U, also auch iiber A. Wir kénnen folglich Zusatz 3.5, (A)
anwenden: Die Menge E = Eg/, der r € R mit eigentlichem g, ,(r) ist ein reell
abgeschlossener, 4 enthaltender UnterkSrper von R, in dem 4 wegen Lemma
2.9, (a) dicht ist. Ist te M und 0 <r e R, so folgt aus der Archimedizitit von R
iiber U die Existenz eines Elements ue U mit O <u <r; und wir folgern aus
Bedingung (iv. b) die Existenz von Elementen &/, ¢” in 4 mit

t—u<a<t<a <t+u.

Also ist wg,(t) ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in 4, so daB te E gilt.
Damit haben wir UM)S A(M)CE gezeigt. Da E reell abgeschlossen ist,
enthélt E alle iiber E, und besonders die iiber U(M) algebraischen Elemente,
so daBl K C E aus (iv.a) folgt. Also ist sogar ACCCE; und da 4 in E dicht ist,
ist 4 auch in C dicht: Wir haben (v) aus (iv) hergeleitet.

Es ist klar, daB (vi) aus (v) folgt.
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Sei E gemiB (vi) eine die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung von K,
in der U dedekindsch ist. Es gibt also einen Zwischenkorper Z, der tiber U
algebraisch und in E dicht ist. Insbesondere ist E iiber U archimedisch [Lem-
ma F]. Wegen Folgerung 3.10 gibt es einen dedekindschen AbschluB3 D von E.
Wegen Satz 3.9, (iii. b) ist D {iber E archimedisch. Also gilt:

D ist iiber U archimedisch; und D ist dedekind-abgeschlossen.

Also ist D reell abgeschlossen [Satz 3.6]. Anwendung von Lemma E, (1)
ergibt, daB die Menge A der iiber U algebraischen Elemente aus D ein reell
abgeschlossener UnterkGrper ist. Natiirlich ist Z € 4. Da Diiber U archimedisch
und Z in E dicht ist, ergibt Folgerung 2.13, daBl A dicht ist in dem [in D ge-
bildeten] Compositum C von 4 und E. Da D dedekind-abgeschlossen ist,
ist D=D; und da D tiber U archimedisch ist, folgt ACCE A aus Folgerung 2.7
und A D aus Folgerung 2.11. Aus Satz 3.3 und der reellen Abgeschlossenheit
von A ergibt sich die Dedekind-Abgeschlossenheit von A. Aus ECCLALD
ergibt sich wegen Satz 3.9, (iii.c), daB der Dedekind-Abschlu3 D von E nicht
von A verschieden sein kann. Also ist D= A dedekindsch iiber U, so da3 D
gleichzeitig der Dedekind-AbschluB von U ist: (i) folgt aus (vi) und (i)~(vi)
sind dquivalent.

Gelten die Aquivalenten Bedingungen (i)—(vi), so ist wegen (iii) der reelle
AbschluB R von K dedekindsch iiber U. Wegen Lemma E, (I1) ist die Menge 4
aller iiber U algebraischen Elemente aus R ein reell abgeschlossener Zwischen-
korper. Es gibt einen iiber U algebraischen und in R dichten Zwischenkdrper.
Da dieser in 4 enthalten ist, ist A dicht in R. Ist nun Z ein Zwischenkorper mit
UCZCK, soist das Compositum B von Z und A iiber Z algebraisch und in R
dicht: also ist Z dedekindsch in R, so daf} Z der Bedingung (iii) geniigt und also
den gleichen dedekindschen Abschluf3 wie K hat: (vii) folgt aus (iii). — Um-
gekehrt ist (i) eine Abschwichung von (vii): Wir haben die Aquivalenz von
(i)—{vii) dargetan.

Folgerung 3.14. (A) Ist der angeordnete Korper K dedekindsch iiber seinem
Unterkérper U, so haben K und U den gleichen dedekindschen Abschluf.

(B) Der reell abgeschlossene Kérper R und sein Unterkorper U haben dann
und nur dann den gleichen dedekindschen Abschluff, wenn R iiber U dedekindsch ist.

(C) Der angeordnete K érper K und sein reell abgeschlossener Unterkirper A
haben dann und nur dann den gleichen dedekindschen Abschluf, wenn A in K
dicht ist.

Beweis. (A) wie auch das Hinreichen der ad (B) angegebenen Bedingung
sind in Satz 3.13, (vi) enthalten. — Haben der reell abgeschlossene Kérper R
und sein Unterkorper U den gleichen dedekindschen AbschluB, so folgt aus
Satz 3.13, (iii), daB R dedekindsch iiber U ist. — (C) schlieBlich folgt unmittelbar
aus Satz 3.13, (v).

Folgerung 3.15. Ist X die Mdichtigkeit des angeordneten Kirpers K, so ist
die Mdichtigkeit des dedekindschen Abschlusses von K héchstens 28,

Beweis. Aus Satz 3.9, (ii) folgt, daB man den dedekindschen AbschluB von K
folgendermaBen erhilt: Sei R der wegen Satz C existierende reelle AbschluB
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von K; dann ist R der dedekindsche AbschluB von K. Nun haben K und R
die gleiche Michtigkeit ; und die Michtigkeit von R ist wegen Satz 2.5, (d)
nicht gréBer als die Méchtigkeit 2% der Menge aller Teilmengen von R.

Bemerkung 3.16. Der Korper R aller reellen Zahlen ist der dedekindsche
Abschiull des Korpers @ aller rationalen Zahlen. Dies zeigt, dafl die in Fol-
gerung 3.15 angegebene obere Schranke wirklich erreicht werden kann. Eine
Familie weiterer Beispiele fiir dieses Phénomen werden wir weiter unten
angeben; vgl. Folgerung 5.3.

4, Starre Erweiterungen

Ist A ein Unterkdrper des Kdrpers B, so verstehen wir wie iiblich unter
Aut B die Gruppe aller die Elemente aus A fixierenden Automorphismen von B.
Ist B iiberdies ein angeordneter Korper, so sei Aut B die Gruppe aller ordnung-
erhaltenden Automorphismen aus Aut,B. Diese beiden Gruppen sind hiufig
identisch, vornehmlich wenn die Anordnung von B natiirlich ist, etwa wenn
die positiven Elemente aus B genau die von 0 verschiedenen Quadratsummen
sind. Starrheit der Erweiterung B von A ist Trivialitdt von Aut B bzw. Aut} B.

Lemma 4.1. Haben der angeordnete Korper K und sein Unterkorper U den
gleichen dedekindschen Abschluf, ist der dedekind-abgeschlossene Kdérper A
archimedisch iiber seinem Unterkérper B, so wird jeder ordnungerhaltende
Isomorphismus von U auf B durch einen und nur einen ordnungerhaltenden
Isomorphismus von K in A induziert.

Dem Beweise dieses fundamentalen Lemmas schicken wir die Beweise
einiger Hilfssdtze voraus, die allerdings sdmtlich als Spezialfille in diesem
Lemma enthalten sind.

@.1.1) Ist D der dedekindsche. Abschiuf seines Unterkdrpers U, so ist
AutyD=1.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Menge A der iiber U algebraischen
Elemente aus D ein reell abgeschlossener Zwischenkdrper mit D = A [Satz 3.9,
(ii)). Ist o € Aut, D, so induziert ¢ in 4 einen Automorphismus aus Aut, 4= 1;
vgl. Satz D. Da D wegen Satz 3.9, (i) dedekind-abgeschlossen und also wegen
Satz 3.6, (i) reell abgeschlossen ist, ist ¢ ein ordnungerhaltender Automor-
phismus von D. Da aber 4 in D= A wegen Satz 2.5, (a) dicht ist, und da ¢ alle
Elemente aus A fixiert, ist o =1.

(4.1.2) Ist D, der dedekindsche Abschlufl seines Unterkdrpers U, fir i=1,2,
so wird jeder ordnungerhaltende Isomorphismus vom U, auf U, durch einen und
nur einen [ordnungerhaltenden] Isomorphismus von D, auf D, induziert.

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage ist in (4.1.1) enthalten, — Nach Voraus-
setzung ist die Menge A; der iiber U, algebraischen Elemente aus D; ein reell
abgeschlossener Zwischenkorper mit A, = D, [Satz 3.9, (ii)]. Ist ¢ ein ordnung-
erhaltender Isomorphismus von U, auf U,, so folgt aus Satz D die Existenz
von einem [und nur einem] ¢ in U, induzierenden Isomorphismus A von 4,
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auf 4,. Aus der reellen Abgeschlossenheit von 4, folgt, daB auch A die Ordnung
erhélt; und hieraus ergibt sich natiirlich, daB3 4 von einem [und nur einem] Iso-
morphismus w von A, = D, auf 4, = D, induziert wird [Satz 2.5, (d)]. Natiirlich
wird o von @ in U, induziert.

Beweis von Lemma 4.1. Sei D der wegen Folgerung 3.10 existierende [und
im wesentlichen eindeutig bestimmte] dedekindsche Abschlufl von K, so daB3 D
nach Voraussetzung auch der dedekindsche Abschlul von U ist.

Da A dedekind-abgeschlossen ist, ist 4 auch reell abgeschlossen [Satz 3.6,
(i}]. Aus Lemma E, (II) folgt also, daBl die Menge R der iiber B algebraischen
Elemente aus A ein reell abgeschlossener Zwischenkorper ist. Da A4 iiber B
archimedisch ist, ist 4 auch iiber R archimedisch. Aus der dedekindschen
Abgeschlossenheit von A folgt A=A [Satz 3.6, (i)]. Anwendung von Fol-
gerung 2.11 ergibt RS A. Da R der reelle AbschluB von B ist, ist R wegen
Satz 3.9, (i) der dedekindsche AbschiuB3 von B.

Ist o ein ordnungerhaltender Isomorphismus von U auf B, so folgt aus (4.1.2)
die Existenz von einem und nur einem Isomorphismus A von D auf R, der ¢ in U
induziert; und es ist klar, daB ¢ in K einen ordnungerhaltenden Isomorphismus
o von K in RC A induziert, Damit ist die Existenzaussage des Lemma 4.1
voll bewiesen,

Sei nun ' ein weiterer ordnungerhaltender Isomorphismus von K in A4,
der ebenfalls ¢ in U induziert. Aus der bereits bewiesenen Existenzaussage des
Lemma 4.1 ergibt sich dann die Existenz eines ' in K induzierenden [ord-
nungerhaltenden] Isomorphismus A’ von D in A. Da D der dedekindsche
AbschluB von K ist, ist D* ein dedekindscher AbschluB von K® in A. Aus
B=U’=U* C D* C 4 folgern wir zunichst, daB der reelle AbschluB R von B
in 4 auch in D* enthalten ist; und aus der Archimedizitit von A Gber B ergibt
sich dann R=D* [Satz 39, (ii)]. Also sind 4 und A’ Isomorphismen von D
auf R, die ¢ in U induzieren. Da aber D und R dedekindsche Abschliisse von
U sind, folgt A=1" aus (4.1.2); und hieraus folgt natiirlich w =w’, womit auch
die Eindeutigkeitsaussage unseres Lemma 4.1 bewiesen ist.

Satz 4.2. Die folgenden Eigenschaften des Unterkidrpers U des angeordneten
Kdérpers K sind dquivalent :

(1) K ist der dedekindsche Abschlufi von U.

(a) K ist dedekind-abgeschlossen und archimedisch iiber U.

(b} Ist E eine die Ordnung von U fortsetzende, dedekind-abgeschlossene,

(ii}¢ diber U archimedische Erweiterung von U, so gibt es einen und nur einen

die Elemente von U fixierenden [ordnungerhaltenden] Isomorphismus

von K in E.

(a) U ist dedekindsch in K.

(i) (b) Ist E eine die Ordnung von U fortsetzende, iiber U dedekindsche
Erweiterung von U, so gibt es einen die Elemente von U fixierenden,

ordnungerhaltenden Isomorphismus von E in K.

Beweis. Ist K der dedekindsche Abschlu3 von U, so ist K wegen Satz 3.9
dedekind-abgeschlossen und archimedisch iiber U; und K und U haben den




196 R. Baer:

gleichen dedekindschen Abschlufl [ndmlich K. Ist weiter E eine die Ordnung
von U fortsetzende, dedekind-abgeschlossene, iiber U archimedische Er-
weiterung von U, so k6nnen wir Lemma 4.1 anwenden: Der 1-Automorphismus
von U wird durch einen und nur einen ordnungerhaltenden Isomorphismus von
K in E induziert, so daB (ii} aus (i) folgt.

Gilt (ii), so gilt sicher Bedingung (iii.a und by des Satzes 3.9. Ist weiter Z
ein dedekind-abgeschlossener Zwischenkorper: USZCK, so ist Z mit K
fiber U archimedisch; und Anwendung von (ii. b) zeigt die Existenz eines die
Elemente aus U fixierenden [ordnungerhaltenden] Isomorphismus ¢ von K
in Z € K. Eine zweite Anwendung von (ii. b) zeigt, daB 1 der einzige, die Elemente
von U fixierende [ordnungerhaltende] Isomorphismus von K in K ist. Also
ist o =1, woraus

K=K°CZCK und K=2Z

folgt. Damit haben wir auch Bedingung (iii.c) des Satzes 3.9 aus (ii) abgeleitet.
Also ist K der dedekindsche Abschlufl von U: Die Bedingungen (i) und (ii)
sind dquivalent.

Ist wieder K der dedekindsche AbschluB von U, so folgern wir aus Satz 3.9,
(iv.a), daBB U dedekindsch in K ist. Ist weiter E eine die Ordnung von U fort-
setzende, Giber U dedekindsche Erweiterung von U, so bilden wir den dedekind-
schen AbschluBl D von E, der wegen Folgerung 3.10 existiert. Aus Folgerung
3.14, (A) ergibt sich, daBl U und E den gleichen dedekindschen Abschlufl D
haben. Da der dedekindsche AbschluB von U wegen Folgerung 3.10 im wesent-
lichen eindeutig bestimmt ist, gibt es einen die Elemente von U fixierenden,
ordnungerhaltenden Isomorphismus von D auf K; und dieser induziert einen
die Elemente von U fixierenden, ordnungerhaltenden Isomorphismus von E
in K, so dabB (iii) aus (i) folgt.

Gilt (iii), so gilt auch Bedingung {iv.a) des Satzes 3.9. Ist E eine die Ordnung
von K fortsetzende, iiber K dedekindsche Erweiterung von K, so ergibt sich
aus Folgerung 3.14, (A), daB K und E denselben dedekindschen Abschiuf3
haben; und aus (iii.a) folgt, daB} auch U und K denselben dedekindschen
AbschluB haben. Insbesondere ist U dedekindsch in dem dedekindschen Ab-
schiuB D von E; siche Satz 3.9, (i}. Anwendung von (iii. b) zeigt die Existenz
eines die Elemente von U fixierenden, ordnungerhaltenden Isomorphismus o
von D in K. Also ist

UCECD°CKCECD.
Da D der dedekindsche Abschlufl von U ist, ist wegen Lemma 4.1 der {-Auto-

morphismus der einzige die Elemente aus U fixierende, ordnungerhaltende
Isomorphismus von D in sich. Es folgt, da3 o =1 und also

E=E"CKCE

ist; es wird K=FE und wir haben auch Bedingung (iv.b) des Satzes 3.9 aus
unserer Bedingung (iii) hergeleitet, womit die Aquivalenz der Bedingungen
{i)—(ii1) dargetan ist.
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Satz 4.3. Die folgenden Eigenschaften des Unterkirpers U des angeordneten
Korpers K sind dquivalent:

(i) K und U haben denselben dedekindschen Abschlufs.
(i) Ist Z ein Zwischenkdrper mit U € Z € K, so ist 1 der einzige, die Elemente
aus U fixierende, ordnungerhaltende 1somorphismus von Z in K.

(i) Ist k ein itber U transcendentes Element aus K, so ist AutyU(k)=1.

(iv) Es gibt eine Teilmenge M von K mit folgenden Eigenschaften:

(@) K ist algebraisch iiber U{(M) und archimedisch iiber U.

(b) Auti U(t)=1 fiir jedes te M.
(@) Aut; K=1.

{(vi4 (b) Ist Z ein Zwischenkdrper mit UCZ S K, so wird jeder Automor-
phismus aus Auty Z durch einen Automorphismus aus Auty K induziert.

Beweis. Gilt (i}, so ist der [wegen Folgerung 3.10 existierende] dedekindsche
Abschlul D von K gleichzeitig der dedekindsche AbschluBl von U. Ist Z ein
Zwischenkorper mit UCSZC K und o eine die Elemente aus U fixierender,
ordnungerhaltender Isomorphismus von Z in K, so gilt auch UL Z°C K; und
wir erschlieBen aus Satz 3.13, (vii), dal D der dedekindsche Abschlufl von Z
wie auch von Z° ist. Aus Satz 3.9 ergibt sich die Anwendbarkeit von Lemma 4.1.
Also gibt es einen und nur einen ordnungerhaltenden Automorphismus A
von D, der ¢ in Z induziert. Da D der dedekindsche AbschiuBl von U ist, foigt
Auty,D=1 aus (4.1.1) [oder Lemma 4.1]. Also ist A=1, woraus o=1 folgt.
Damit haben wir gezeigt, daB3 (i) aus (i) folgt; und es ist klar, daf (iii) ein
Spezialfall von (ii) ist.

Gilt (iii), so folgt aus Hilfssatz (1.2.4), daB K iiber U archimedisch ist,
und daB also (iv) aus (iii) [mit M = K] folgt.

Wir nehmen weiter die Existenz einer den Bedingungen (iv.a + b) genligen-
den Teilmenge M von K an. Im reellen AbschluB R von K bilden wir den
reellen Abschlu8 A von U; siehe Satz C und Lemma E, (II). Wir konnen
0.B.d. A. annehmen, daB} alle Elemente aus M iber U transcendent sind,
da ja die Teilmenge der iiber U transcendenten Elemente aus M immer noch
den Bedingungen (iv.a + b) geniigt. Wir bemerken, daB unsere Bedingung (iv. a)
mit der Bedingung (iv.a) des Satz 3.13 iibercinstimmt. Wir betrachten ein
Element u mit 0%u e U und ein Element te M. Da ¢ liber U transcendent ist,
gibt es genau einen die Elemente aus U fixierenden und ¢ auf t + u abbildenden
Automorphismus von U(t). Da o %1 und Aut; U(t)=1 wegen (iv.b) ist, wird
die Anordnung in U(¢) von o nicht erhalten. Da U(f) wegen der Transcendenz
von ¢t iiber U der Koérper der rationalen Funktionen in ¢ mit Coefficienten
aus U ist, folgt hieraus die Existenz eines Polynoms f(x) iiber U mit
J{8) f{t +u) < 0. Wir wenden den WeierstraBBschen Nullstellensatz [Satz A, (ii)]
auf das Polynom f iiber UC A an: Es gibt ein ae A mit f{a)=0 und
O0<{t+u—aj(a—1). Damit haben wir auch Bedingung (iv.b) des Satz 3.13
hergeleitet: K und U haben den gleichen dedekindschen AbschluB. Damit
haben wir (i) aus (iv) hergeleitet und die Aquivalenz der Bedingungen (i)—(iv)
bewiesen.

14 Math. Ann. 188
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SchlieBlich sieht man miihelos ein, daBl die Eigenschaften (i) und (v)
dquivalent sind.

Folgerung 4.4. Dann und nur dann ist der reell abgeschlossene Korper R
dedekindsch iiber seinem Unterkorper U, wenn AutyZ =1 fiir jeden reell ab-
geschlossene Zwischenkdrper Z mit U CZ C R und Transcendenzgrad 1 von Z
iiber U.

Beweis. Ist R dedekindsch iiber U, so haben R und U denselben dedekind-
schen Abschiufl [Folgerung 3.14, (A)]. Anwendung von Satz 4.3, (ii) zeigt dann
die Notwendigkeit unserer Bedingung, da ja alle Automorphismen reell ab-
geschlossener Korper die [natiirliche] Anordnung erhalten.

Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit unserer Bedingung an und betrachten
ein Uber U transcendentes Element t& R. Anwendung von Lemma E, (1)
zeigt, dall die Menge Z aller iiber U(f) algebraischen Elemente aus dem
reell abgeschlossenen Korper R ein reell abgeschlossener Zwischenkdrper:
UcU(t)S Z SR mit Transcendenzgrad 1 von Z iiber U ist. Ist 6 € Autj U (1),
so folgt aus Satz D die Existenz eines eindeutig bestimmten Automorphismus 4
von Z, der ¢ in U(t) induziert.

Es folgt Ae AutyZ =1 aus unserer Bedingung, so daBl A= 1 und also auch
o =1 wird. Damit haben wir die Giiltigkeit der Bedingung (iii) des Satzes 4.3
bewiesen: R und U haben denselben dedekindschen AbschluB. Anwendung
von Folgerung 3.14, (B), zeigt, daB U dedekindsch in dem reell abgeschlossenen
Korper R ist.

Folgerung 4.5. Der reell abgeschlossene Unterkorper A des angeordneten
Kdérpers K ist dann und nur dann dicht in K, wenn AutS A(k) =1 fiir jedes [nicht
in A enthaltene] Element ke K.

Beweis. Aus Folgerung 3.14, (C) folgt, dal 4 dann und nur dann dicht in K
ist, wenn K und A den gleichen dedekindschen AbschluBB haben. Nicht in A
enthaltene Elemente aus K sind transcendent iiber 4. Anwendung der
Aquivalenz der Bedingungen (i) und (iii) des Satzes 4.3 zeigt jetzt die Giiltigkeit
unserer Behauptung.

Bemerkung 4.6, Ist R ein reell abgeschlossener UnterkOrper des reell
abgeschlossenen Kdorpers F, ist weiter der Transcendenzgrad von F iiber R
genau 1, so ist R wegen Folgerung 44 dann und nur dann dicht in F, wenn
Autp F=1. Dr. Geyer [Heidelberg] hat mir ein Beispiel mitgeteilt, aus dem
hervorgeht, dal die Transcendenzgradvoraussetzung unentbehrlich ist: In
diesem Beispiel ist der Transcendenzgrad von F iiber R gleich 2; es ist
Autg F=1; aber R ist nicht dicht in F.

Satz 4.7. Der angeordnete Kirper K ist dann und nur dann dedekind-
abgeschlossen, wenn Auty E <1 fiir jede echte, die Ordnung von K fortsetzende,
einfache Erweiterung E von K gilt.

Beweis. Ist erstens K dedekind-abgeschlossen und E eine echte, die Ordnung
von K fortsetzende, einfache Erweiterung von K, so ist K reell abgeschlossen
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[Satz 3.6, (i)] und also E nicht algebraisch iiber K. Aus Satz 3.6, (iv.b) folgt,
daB K nicht dicht in E ist; und Anwendung von Folgerung 4.5 ergibt Auty E=+1.

Ist zweitens K nicht dedekind-abgeschlossen, so gibt es eine echte, die Ord-
nung von K fortsetzende Erweiterung E von K und einen Zwischenkorper Z,
der iiber K algebraisch und in E dicht ist [Satz 3.6, (ii)]. Da E eine dedekindsche
Erweiterung von K ist, ergibt Satz 3.13, dall K und E denselben dedekindschen
AbschiuB haben. Es gibt ein Element e € E mit e ¢ K; und aus Satz 4.3, (ii) folgt
Autg K(e)= 1: unsere Bedingung ist notwendig und hinreichend fiir Dedekind-
Abgeschlossenheit von K.

Bemerkung 4.8. Kennzeichnungen des dedekindschen Abschlusses eines
angeordneten Korpers ergeben sich durch naheliegende Kombination der
Sétze 4.3 und 4.7.

5. Kinfache nicht archimedische Erweiterungen

Ist der angeordnete Korper L einfach iiber seinem Unterkorper K, ist
weiter L nicht archimedisch iiber K, so ergibt sich aus Lemma E, (II), daB L
eine reine transcendente Erweiterung von K ist. Wir werden deshalb im
folgenden einen angeordneten Korper K und eine einfache transcendente
Erweiterung L = K(j) von K betrachten. Dann ist L der Korper der rationalen
Funktionen in j mit Coefficienten aus K; und jedes von 0 verschiedene Element
aus L kann auf die folgende ,,Normalform* (N) gebracht werden:

N) kPLL+j 1T +jg( ™"

hierbei ist 0+ k€ K und n eine ganze Zahl [positiv, 0 oder negativ], wihrend
FG), g(j) Polynome in j mit Coefficienten aus K sind. Man bemerke, dall zwar k
und n, aber nicht f und g Invarianten des gegebenen Elements sind.

Wir werden das gemif (N) normalisierte Element

kP LL+if 1 [ +jg()1™"

dann und nur dann positiv nennen, wenn 0 < k in der vorgegebenen Anordnung
von K gilt. Man erhélt hierdurch eine [algebraische] Anordnung von L, die
offenbar durch die beiden folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmt ist:

(a) Die Anordnung von L = K(j) setzt die vorgegebene Anordnung von K
fort.

(b) 0<j<k fiir jedes 0<keK.

Aus (b) folgt natiirlich, daB3 L iiber K nicht archimedisch ist; und wegen (b)
konnen wir L als Erweiterung von K durch das [ positive ] infinitesimale Element j
bezeichnen, besonders da ja, wie oben vermerkt, die Erweiterung wesentlich
durch die Eigenschaften (a) und (b) bestimmt ist.

Satz 5.1. Ist K ein angeordneter Korper und L= K{j) Erweiterung von K
durch das [ positive] infinitesimale Element j, so gilt:
(a) Istieine ganze Zahlmit 1 < i, so hat die Gleichung x* = j keine Lisung in L.
(b) L ist nicht dicht in seinem reellen Abschiug.
(c) L ist nicht reell abgeschlossen.
14*
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Dem eigentlichen Beweis schicken wir den Beweis zweier Hilfssidtze voraus.

(5.1.1) Der alle Elemente aus K fixierende und j auf i/ mit 1 <i abbildende
Isomorphismus von K(j) auf K(j*) erhdlt die Anordnung.

Beweis. Das gemaB (N) normierte Element
kP41 +jg(h] ™!

wird durch unsern Isomorphismus auf das ebenfalls gemaB (N) normierte

Element ‘ . .
ki OGN L+ Gt

abgebildet; und hieraus folgt sofort, daB unser Isomorphismus die Anordnung
erhilt.

(5.1.2) Ist 1<, soliegt zwischen den Elementen kj mit 0 <k € K kein Element
aus K(j.

Beweis. Sei 0<ke K und 0%re K(j). Dieses Element r hat dann die
Normalform (N) in K(j):
r=sfr UL+ (]
Wir betrachten das Element ¢ =kj —r.
Fall 1. O0<n.
Dann wird 0<in -2, so daB
h()=j~" g() — sk™1 "2 (L + £ ()]

ein Polynom in j mit Coefficienten aus K wird. Die Normalform (N) in K{j)
von t wird dann:

t=kj[1+jhMITL+j {7 g1t .
Aus O <k folgt also 0 <¢; und dies ist gleichwertig mit
r<kj.
Fall2. n<0.
Eswird0<i—1und 05 —in, so dal3
HG) =71 f() —ks™ j7"[1 + g(9)]

ein Polynom in j mit Coefficienten aus K wird. Die Normalform (N) von ¢ in
K(j) wird dann

t=(=8)j"[L+jHGOI 1+ g(GR17".

Also ist dann und nur dann 0 < ¢, wenn s <0 ist; und es ist dann und nur dann
t<0, wenn 0<s ist. Dies ist aber gleichwertig mit

r<kj dann und nur dann, wenn s5<0;

kj<r dannund nur dann, wenn 0<s.
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Zusammenfassend ergibt sich, daB ein Element aus K(j¥) entweder links von
allen kj mit 0 <k liegt — dies ist der Fall, wenn entweder 0 <n oder n <0 und
s< 0 ist — oder rechts von allen kj liegt — dies ist der Fall, wenn n£0und 0<s
ist. Die Null liegt natiirlich links von allen kj mit 0 <k e K, da ja 0 <. Damit
ist alles bewiesen.

Beweis des Satzes 5.1. Wire die Aussage (a) falsch, so gédbe es eine ganze
Zahl i mit 1 <i und ein Element w e L mit w' =j. Natiirlich ist

K(HSK()=L=KW)SKw)=LwEL.

Ist o der alle Elemente aus K fixierende und j auf j* abbildende Isomorphismus
von L auf K (%), so folgt aus (5.1.1), daB ¢ ein ordnungerhaltender Isomorphismus
ist. Dieser wird in L durch einen ebenfalls ordnungerhaltenden, die Elemente
aus K fixierenden und w auf w'=j abbildenden Isomorphismus 4 von K(w)
auf L induziert. Da L wegen Lemma 2.5, (a) in L dicht ist, ist L auch in K(w)
dicht. Also ist I*= K(j) in K(w)*= K(w")= K(j) dicht; und dies widerspricht
(5.1.2), womit {a) bewiesen ist.

Wiire L dicht in seinem reellen AbschluB R, so folgte R € I aus Folgerung2.7.
Wegen Satz A, (iii) ist aber fiir jede ganze Zahl i mit 1 <i die Gleichung x'=j
[wegen 0<j] in R losbar. Dies widerspricht RCL und (a), womit (b)
bewiesen ist.

(c) folgt sofort aus (a) und Satz A, (iii).

Ist K ein angeordneter Korper, so sei K((j)) der Korper aller formalen
Potenzreihen in j mit Coefficienten aus K. Die von 0 verschiedenen Elemente
aus K(j) konnen wir folgendermaBen normieren:

o)

kj"[1+ Yk
i=1

i=

; N™)

hierbei sind k und die k; Elemente aus K und » ist eine ganze Zahl [positiv,
0 oder negativ]. DaB} dies ein Korper ist, entnimmt man etwa Fuchs [p. 137,
Theorem 10]. Es sei darauf hingewiesen, dal} dieses Mal nicht nur n und k,
sondern auch alle andern k; Invarianten des betrachteten Elements sind, und
daB K(j) ein Unterkorper von K((j)) ist. Wir werden das gemiB (N*) normali-
sierte Element

kj’*[l + Y k,.jf}

i=1
dann und nur dann positiv nennen, wenn 0 < k [in K] gilt. Man erhélt hierdurch
eine [algebraische] Anordnung von K((j)), die offenbar die von uns am Anfang
dieses Abschnitts eingefiihrte Anordnung von K(j) — gemifB (a) und (b) —
fortsetzt; siehe Fuchs [p. 137, Corollary 11].

Satz 5.2. Ist L= K(j) die Erweiterung des angeordneten Korpers K durch
das [ positive] infinitesimale Element j, so ist L im wesentlichen mit dem formalen
Potenzreihenkirper K ((j)) identisch.
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Beweis. Sei zunichst p € K((j)). Wir wollen p einen eigentlichen dedekind-
schen Schnitt in L zuordnen. Hierbei wollen wir zunichst annehmen, daB3
p¢ L und also insbesondere p kein Polynom in j mit Coefficienten aus K ist;
und wir werden spiter schen, daBb wir diese Annahme o.B.d. A. machen
konnen. Dann hat also p wegen (N*) die Form:

p=kj"{1+ ) kd'];
i=1

Hierbei ist n eine ganze Zahl [ positiv, 0 oder negativ]; k und die k; sind Elemente
aus K; und es ist k & 0 und unendlich viele k; sind von 0 verschieden.
Wir setzen

fir O<m.

Dann sei

Dp die Menge aller ye L mit p,, <y fiir unendlich viele m,
Sp die Menge aller ye L mit y<p,, fiir unendlich viele m,

Angenommen nun, es gibe d € Dp und s € Sp mit d < s. Ist dann u eine beliebige
positive ganze Zahl, so gibt es ganze Zahlen «', &’ mitu <u’,u<u” und p, <d
und s<p,.. Also wird

0Ss—dSpe—po=ki"| ¥ kii= Y kyj

i=u+1 i=u+1

—_ kjn+u+ If(]) s

wobei f(j) ein Polynom in j mit Coefficienten aus K ist. Da diese Abschidtzung
fir alle positiven ganzen Zahlen u gilt, ergibt die Definition der Anordnung
in L = K{j), daB s=d ist; und hieraus folgt dann insbesondere,dal p=s=de L
ist. Dies haben wir aber ausgeschlossen; und nun sieht man miihelos ein, dal
Sp, Dp ein dedekindscher Schnitt ist. Dal} $p, Dp ein eigentlicher dedekindscher
Schnitt in L ist, folgt aus p,, — kj"*™e Sp und p,, + kj"*™ e Dp. Es ist nun leicht,
diese Abbildung p— Sp, Dp auf ganz K((j)) auszudehnen, indem man jedem
pe L irgendwie einen der beiden durch p in L bestimmten dedekindschen
Schnitte zuordnet; und man iiberzeugt sich leicht davon, daBl man auf diese
Weise einen ordnungerhaltenden Isomorphismus A von K((j)) in L erhilt,
der [im wesentlichen] die Elemente aus L fixiert.
Ist

o0

L+ Y kij
i= 1

p=kj"

ein normalisiertes, von O verschiedenes Element aus K((j)), so ist

1+ Z kii£}+kjn+m+l z kiji—m—l;

i=1 i=m+1

p=kj"
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und wir kdnnen durch hinreichend groBe Wahl von m erreichen, daB das zweite
Glied absolut genommen kleiner wird als eine beliebig vorgegebene positive
Potenz von j. Hieraus folgt weiter:

Ist S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K{((j)), so gibt es zu jeder
positiven ganzen Zahl n Polynome s(j), d(j) in j mit Coefficienten aus K derart,
daB s() € S, d(j) € D und 0 < d(j) — s(j) </".

Uberlegt man sich weiter, daB zwei Polynome, deren Differenz absolut
genommen j* fiir positives ganzes n nicht iiberschreitet, in ihren ersten n
Gliedern iibereinstimmen miissen, so ist es nicht schwer einzusehen, daf} jeder
eigentliche dedekindsche Schnitt in K((j)) durch ein Element aus K ((j)) definiert

wird, so daB also insbesondere L ¢ K{(j)) wird, woraus die gewiinschte wesent-
liche Identitit von L und K ((j)) folgt.

Folgerung 5.3. Ist R die Mdchtigkeit des angeordneten Kérpers K, ist
L=K{(j) die Erweiterung von K durch das [positive] infinitesimale Element j,
so ist 2% die Mdichtigkeit von L und von dem dedekindschen Abschluf von L.

Beweis. Es ist klar, dal K und K(j)= L die gleiche Michtigkeit X haben;
und hieraus folgt, daB der Korper K((j)) der formalen Potenzreihen die Mich-
tigkeit 2% hat. Aus Satz 5.2 folgt dann, daB auch L die Machtigkeit 2¥ hat.

Ist D der dedekindsche Abschlull von L, so ergibt sich aus Folgerung 3.15,
daf3 D hochstens die Machngkelt 2% hat. Aus Folgerung 3.14, (a) und Satz 2. .5, (@)
ergibt sich, daB D im wesentlichen der dedekindsche AbschiuB von L ist,
so daB die Machtigkeit von D mindestens 2% und also gleich 2" ist.

Satz 5.4. Ist L=K(j) die Erweiterung des angeordneten Korpers K durch
das [ positive] infinitesimale Element j, so ist der reelle Abschiuff von L nicht
der dedekindsche Abschluf von L.

Beweis. Wegen Satz 5.2, ist L im wesentlichen mit dem formalen Potenz-
reihenkdrper K ((j) identisch. Sei R der reelle AbschluB von L = K((j)). Man
folgert aus Satz A, (iii), daB jedes positive Element aus R fiir jede positive ganze
Zahl die n-te Potenz eines und nur eines positiven Elements aus R ist. Dies gilt
insbesondere fiir j, so daB wir fiir jede positive ganze Zahl n unter j* ' die ein-
deutig bestimmte, in R enthaltene, positive Losung der Gleichung x"=j
verstehen kénnen.

Sei D der dedekindsche AbschluBl von L. Wegen Folgerung 3.11 ist RCD.
Da D reell abgeschlossen ist, ist die Menge A aller iiber L algebraischen
Elemente aus D ein reell abgeschlossener Zwischenkdrper [Lemma E, (II}];
und natiirlich ist A€ R. Aus Satz 3.9, (ii) folgern wir D = A. Insbesondere ist A
dicht in D [Satz 2.5, {a)], so daB auch R dicht in D ist und D= D = R aus Fol-
gerung 2.11 sich ergibt.

Sei r(n) irgendeine mit n gegen unendlich strebende Folge rationaler Zahlen.
Wir setzen

f(n)= )ii jr(i)~
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Da die /' wohlbestimmte Elemente aus R sind, sind auch die j/ wohl-
bestimmte Elemente aus R, so daf} auch jedes f(n) e R ist. Sei

T die Menge aller t € R mit f(n) <t fiir alle n;

S = Complement von T in R.

Man sieht sofort, daB 1€ T und 0 € S und daB also S, T ein dedekindscher
Schnitt in R ist. Fiir jede positive ganze Zahl k gilt h < r(j) fiir fast alle i und also
J@ < j* fiir fast alle i; und hieraus folgt leicht, daB S, T ein eigentlicher dedekind-
scher Schnitt in R ist, der also durch ein Element d € D= R definiert wird.

Wir wollen jetzt die Folge r(n) rationaler Zahlen spezialisieren. Sel
r(n)=N(n)Z(n)~! mit teilerfremden ganzen N (n) und Z(n). Wir fordern nun, daf}
die Menge der verschiedenen Primteiler aller Z(n) unendlich ist. Wire dann
d e R, so wire d algebraisch iiber K((j)); und wir wollen mit g den Grad von d
tiber K((j)) bezeichnen. Anwendung von Schilling [p. 56, Corollary 2] zeigt
dann, daB3 die Primteiler der Z(n) simtlich Teiler von g sind — im Widerspruch
zur Unendlichkeit der Menge der Primteiler der Z(n). Also liegt 4 zwar in D,
aber nicht in R; und damit haben wir RC D dargetan.

Bemerkung 5.5. Man kann zeigen, daB der dedekindsche AbschluBl D
von L [in der Bezeichnung von Satz 5.4] im wesentlichen mit dem Koérper
aller formalen Potenzreihen der Form

M

k "}-r {n)

n=0

identisch ist; hierbei sind die k, € K und die #(n) bilden eine mit n gegen unend-
lich strebende Folge rationaler Zahlen.
Wir geben eine Anwendung der vorhergehenden Resultate.

Satz 5.6. Der angeordnete Korper K ist dann und nur dann ein Unterkdrper
des Korpers R aller reellen Zahlen, wenn gilt: Jeder Unterkérper von K ist in
seinem reellen Abschluf dicht.

Beweis. Ist KSR und UL K, so ist auch USR. Sei A der nach Satz C
existierende reelle Abschlu3 von U. Dann ist A wegen Lemma E, (II) tber U
archimedisch; und es folgt aus Satz 1.2, (iv), daB U in A dicht ist: Unsere Be-
dingung ist notwendig.

Ist umgekehrt K nicht in R enthalten, so folgt aus Satz 1.2, (ii1), daB K nicht
archimedisch {iber seinem Primkdrper Qist. Also gibt es ein Element j € K mit
O<j<r fir jede positive rationale Zahl reQ. Es ist U=Q()EK; und
Anwendung von Satz 5.1, (b) zeigt, daB U in seinem reellen AbschluB nicht
dicht ist: Unsere Bedingung ist hinreichend.

Zusatz bei der Korrektur [28. Mai 1970]: Vor kurzem wurde ich auf die folgenden beiden
Arbeiten aufmerksam gemacht, die mit unseren Untersuchungen verwandt sind:

Kurt Hauschild: Cauchyfolgen h8heren Typus in angeordneten Kdrpern. Zeitschrift fiir math.
Logik und Grundlagen der Math, 13, 5566 (1967).

Dana Scott: On completing ordered fields. Applications of Model Theory. Proc. International
Symposium Cal. Tech. (1967), 274-—278. Holt, Rinchart & Winston; New York 1969.
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Insbesondere ist unser Satz 3.3 als Spezialfall in Hauschilds Satz 14 [p. 62] enthalten; und
Scott’s Theorem 2 [p. 275] héngt mit unserer Folgerung 3.11 zusammen.

Auch finden einige der von uns behandelten bzw. benutzten Beispiele bei diesen beiden
Autoren wie natiirlich auch bei Artin-Schreier Erwdhnung.
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