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Dichte, Archimedizit it und Starrheit 
geordneter K6rper 

REINHOLD BAER * 

Emit Artin und Otto Schreier haben in ihren klassischen Arbeiten gezeigt, 
dab sich die algebraische Substanz der Theorie der reellen Zahlen in ihrer 
Theorie der formal reellen K6rper wiederfindet, ja erst richtig zeigt. Doch 
gibt es auszeichnende Eigenschaften der K6rper reeller Zahlen, die wit zun~ichst 
diskutieren wollen, da sie den Hintergrund f'tir unsere Uberlegungen liefern 
werden. 

Dichte und Archimedizitiit. Der algebraisch angeordnete K6rper K ist 
archimedisch fiber seinem Unterk6rper U, wenn es zu jedem k e K ein u e U 
mit k < u gibt; und U ist dicht in K, wenn es zu jedem Paar verschiedener 
Elemente aus K ein zwischen ihnen gelegenes Element aus U gibt. Dann und 
nur dann ist der angeordnete K6rper K im K6rper R aller reellen Zahlen ent- 
halten, wenn K dicht ist in jeder die Ordnung von K fortsetzenden, fiber K 
archimedischen Erweiterung von K. [Satz 1.2.] 

Dichte im reellen Abschlufl. Der angeordnete K6rper K ist dann und nur 
dann in R enthalten, wenn jeder Unterk6rper von K in seinem reellen [alge- 
braischen] AbschluB dicht ist [Satz 5.6]. 

Dedekindsche Schnitte. Ein dedekindscher Schnitt im angeordneten K6rper 
K ist eine Partition von K in zwei nicht leere Teilmengen S, D mit s < d fiir 
jedes s ~ S und d ~ D. Dieser dedekindsche Schnitt S, D heiBe eigentlich, wenn 
es zu jedem positiven k in K Elemente s e S und d e D mit 0 < d - s < k gibt. 
In Unterk6rpern von R ist bekanntlich jeder dedekindsche Schnitt eigentlich. 
Umgekehrt gilt: dann und nur dann ist jeder dedekindsche Schnitt im an- 
geordneten K6rper  K eigentlich, werm K __c R ist [Satz t.2]. 

Starrheit. Der angeordnete K6rper  K heiBe starr, wenn 1 der einzige 
ordnungerhaltende Automorphismus von K ist. Dann und nur dann ist der 
angeordnete K6rper  K ~ R, wenn alle Unterk6rper von K starr sind [Satz 1.2]. 

Wir wollen nun diese (Jberlegungen in einen allgemeineren Rahmen stetlen, 
indem wir sie relativieren. Die Basis daf'tir bilden die verschiedenen m6glichen 
Arten von Abschliel3ungen angeordneter K6rper. 

Reeller Abschlufl. Der K6rper R ist der reelle AbschluB des angeordneten 
K6rpers K, wenn R einmal ein reell abgeschlossener und als solcher ein an- 
geordneter K6rper  ist, und wenn weiter R eine algebraische, die Ordnung von K 
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fortsetzende Erweiterung von K ist. Es ist ein ktassischer Satz, dab jeder an- 
geordnete K6rper sich auf eine und im wesentlichen nur eine Weise reell 
abschlie~n l~iBt. 

Stetiger Abschlufl. Der angeordnete K6rper S ist stetiger AbschluB seines 
Unterk6rpers K, wenn einmal K in S dicht ist, und wenn es weiter keine echte, 
die Ordnung von S fortsetzende Erweiterung von S gibt, in der S bzw. K 
dicht ist. Der stetige Abschlul3 eines angeordneten K6rpers K ist im wesent- 
lichen der in fiblicher Weise konstruierte K6rper der eigentlichen dedekind- 
schen Schnitte in K [Satz 2.5 und Lemma 2.9]. 

Aus einer oben gemachten Bemerkung l~iBt sich erschliel3en, dab der stetige 
Abschlul3 eines angeordneten K6rpers K nicht notwendig reell abgeschlossen 
ist; vgl. Satz 5.1. Andererseits ist der stetige AbschluB eines reell abgeschlossenen 
K6rpers stets reeU abgeschlossen [Satz 3.3]. Dies ffihrt zu der fotgenden 
Begriffsbildung. 

Dedekindscher Abschlufl. Dies ist der stetige AbschluB des reellen Ab- 
schlusses. Er ist im wesentlichen eindeutig bestimmt; ffir Kennzeichnungen 
vgl. Satz 3.9. Wichtig ffir uns sind Kriterien daffir, dab ein angeordneter 
K6rper K und sein Unterk6rper U denselben dedekindschen AbschluB haben: 
dies ist z. B. dann und nur dann der Fall, wenn der reelle Abschlul3 R von K 
einen U enthaltenden Unterk6rper besitzt, der fiber U algebraisch und in R 
dicht ist [Zusatz 3 . t i ] . -  Es sei darauf hingewiesen, dab der reelle Abschlul3 
des stetigen Abschlusses im allgemeinen ein echter Unterk6rper des dedekind- 
schen Abschlusses ist [Satz 5.4]. 

Starrheitskriterium [Satz 4.3]. Die folgenden Eigenschaften des geordneten 
K6rpers K und seines Unterk6rpers U sind ~iquivalent: 

(i) K und U haben denselben dedekindschen AbschluB. 
(ii) Ist Z ein Unterk6rper mit U C Z __. K, so ist 1 der einzige alle Elemente 

aus U fixierende, ordnungserhaltende Isomorphismus von Z in K. 
(iii) Ist k ein fiber U transcendentes Element aus K, so ist 1 der einzige 

alle Elemente aus U fixierende, ordnungerhaltende Automorphismus von 
U(k). 

Im Abschnitt 0 stetlen wir ffir die Bequemlichkeit des Lesers die ben6tigten 
Tatsachen aus der Artin-Schreierschen Theorie in einer ffir uns zweckm~iBigen 
Form zusammen. Da die eine oder andere dieser Bemerkungen sich nicht in 
der Literatur zu finden scheint, werden wir auBer Hinweisen auf Standard- 
werke auch hie und da BeweiSandeutungen machen mfissen. 

Bezeichnungen 

Q= K/~rper der rationalen Zahlen. 
R = KOrper aller Jim klassischen Sinne] reelten Zahlen. 

Autt, K = Gruppe atler die Elemente aus U fixierenden Automorphismen yon K. 
Aut~,K = Gruppe aUer Automorphismen aus AutvK, die die Anordnung des angeordneten 

K/~rpers K erhalten. 
A C B: =: A ist ein echter UnterkSrper yon B. 

U(M) = durch die Teilmenge M erzeugter ErweiterungskSrper yon U. 
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O. Zusammenstellung der benftigten Resultate 
aus der Artin-Schreierschen Theorie 

Im folgenden werden wir die von uns ben6tigten Resultate aus der Artin- 
Schreierschen Theorie der [formal-] reellen K6rper in einer ffir uns zwezk- 
m~Bigen Form zusammenstellen. Im allgemeinen werden wir ffir die Beweise 
auf die gel~ufige Literatur verweisen kSnnen; und nur selten wird es n6tig 
werden, eine Ableitung anzudeuten. 

Die Grundbegriffe wie formal-reeUer K6rper, angeordneter K6rper und 
reell-abgeschlossener K6rper werden wir in der fiblichen Form benutzen; man 
vergleiche etwa Jacobson [p. 270, Definition 1; p. 271, Definition 2; p. 273, 
Definition 3] oder van der Waerden [p. 235, 254]. Insbesondere werden wir 
unter einem Unterk6rper des angeordneten K6rpers K stets den in Ober- 
einstimmung mit K angeordneten K6rper verstehen. 

Satz A. Die folgenden Eigenschaften des K6rpers K sind 6quivalent: 
(i) K ist reell abgeschlossen. 

(ii) K ist ein an qeordneter K6rper; ist f ein Polynom fiber K, sind a, b 
Zahlen aus K mit a < b  und f (a) f (b)<O,  so 9ibt es c e K  mit a < c < b  und 
f (c) = 0 [ Weierstrafl J. 

(iii) K ist ein angeordneter KSrper; positive Zahlen aus K sind Quadrate 
in K; Polynome ungeraden Grades aus K haben Nullstellen in K. 

(iv) K ist nicht algebraisch abgeschlossen; aber K ( ~ - I )  ist algebraisch 
abgesehlossen. 

(v) K ist nicht algebraisch abgeschlossen und die Grade fiber K irreduzibler 
Polynome sind 1 und 2 [Euler]. 

(vi) K ist nieht algebraisch abgeschlossen und die Grade der fiber K 
irreduzibten Polynome sind beschrdnkt. 

(vii) K ist nicht algebraisch abgeschlossen und der algebraische Absehtufl 
yon K ist endlich fiber K. 

(viii) Jede endliche Teilmenge yon K ist in einem reell abgesehlossenen 
UnterkSrper yon K enthalten. 

Beweis. DaB ein reell abgeschlossener K6rper auf eine und nur eine Art 
geordnet werden kann, ist in van der Waerden [p. 254, Satz 1] enthalten. 
DaB in reell abgeschlossenen K6rpem der WeierstraBsche Nullstellensatz 
[oder Zwischenwertsatz] gilt, findet sich bei van der Waerden [p. 257, Satz 5]. 
Also folgt (ii) aus (i). 

Die einfache, in fiblicher Art erfolgende Ableitung von (iii) aus (ii) sei dem 
Leser/.iberlassen. 

DaB (iv) aus (iii) folgt, ist etwa in van der Waerden [p. 256, Satz 3 a] ent- 
halten. 

Die naheliegende Ableitung yon (v) aus (iv) sei dem Leser fiberlassen; und 
(vi) ist nur eine abgeschw~ichte Form yon (v), folgt also aus (v). 

Gilt (vi), so gibt es eine positive ganze Zahl n derart, dab alle fiber K 
irreduziblen Polynome einen n nicht fiberschreitenden Grad haben. 
12" 
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Wir nehmen zun~chst an, dab K nicht perfekt ist. Dann folgt - etwa aus 
Jacobson [p. 146, Theorem 3] - dab die Charakteristik yon K eine Primzahl p 
und K P ~ K  ist. Es gibt dann ein k e  K, das keine p-te Potenz in K ist; und 
hieraus folgert man die Irreduzibilit~t aller Polynome x p' - a. Dann w~re aber 
pi __< n fiir jedes positive ganze i, ein Widerspruch: K ist perfekt. 

Ist E eine endliche Erweiterung von K, so ist E = K(e) wegen der Perfektheit 
von K eine einfache algebraische Erweiterung von K; siehe etwa Jacobson 
[p. 54, Theorem 14]. Natfirlich genfigt e einer irreduziblen Gleichung fiber K, 
deren Grad [wegen (vi)] n nicht fiberschreitet. Also ist auch [ E : K ]  ~ n; und 
wir haben gezeigt, dab die endlichen Erweiterungen yon K beschr~nkte 
[n nicht fiberschreitende] Grade fiber K haben. 

Es gibt also insbesondere eine endliche algebraische Erweiterung M 
maximalen Grades [ M : K ]  = m fiber K. Sei A irgendeine algebraische, alge- 
braisch abgeschlossene Erweiterung von M. Ist a e A, so ist M(a) eine endliche 
atgebraische Erweiterung von K; und aus der Maximalit~t von M folgt 
M = M(a). Also liegt a in M und es ist M = A algebraisch abgeschlossen. Damit 
haben wir (vii) aus (vi) hergeleitet. 

DaB schlieBlich (i) aus (vii) folgt, ergibt sich aus einem wundersch6nen 
Satz von Artin-Schreier; siehe Jacobson [p. 316, Theorem 17]: Die .~quivalenz 
der Eigenschaften (i)-(vii) yon K ist dargetan. 

Natfirlich ist (viii) nur eine abgeschw~chte Form yon (i). Gilt umgekehrt 
(viii), so bemerken wit zun~chst, dab die Gleichung x 2 + 1 = 0 in keinem reell 
abgeschlossenen Unterk6rper yon K und also auch in K selbst keine L6sung 
hat: K ist nicht algebraisch abgeschlossen. Ist zweitens f (x )  ein irreduzibles 
Polynom fiber K, so liegen seine [endlich vielen] Coeffizienten wegen (viii) 
in einem reell abgeschlossenen Unterk6rper U. Da f in K irreduzibel ist, ist 
f auch tiber U irreduzibel. In U gilt (V), so dab der Grad yon f h6chstens 2 ist. 
Damit haben wit (v) aus (viii) hergeleitet und die ~quivalenz von (i)-(viii) 
dargetan. 

Zusatz B. In reeU abgeschlossenen K6rpern 9elten der Satz yon Rolte, der 
Mittelwertsatz der Differentialrechnun9 und der Satz, daft PoIynome in ab- 
9eschlossenen Intervallen gr6flte und kleinste Werte haben und annehmen. 

Siehe Jacobson [p. 284, Exercises 1, 2, 3] oder van der Waerden [p. 251, 
Aufgaben 4, 5, 7]. 

Ist K ein angeordneter K6rper, ist der reell abgeschlossene K6rper R eine 
algebraisch~, die Ordnung yon K fortsetzende Erweiterung von K, so werde R 
als reeller Abschlufl yon K bezeichnet. 

Satz C. Jed~r angeordnete K6rper besitzt einen und im wesentlichen nut 
einen reellen Abschlufl. 

Siehe Jacobson [p. 285, Theorem 8] oder van der Waerden [19. 259, Satz 8]. 

Satz D. Ist Ri ffir i = 1, 2 der reelle Abschlufl des angeordneten K6rpers K i, 
ist ~ ein ordnungserhaltender Isomorphismus yon K 1 auf K2, so gibt es einen 
und nur einen mit ~ auf K 1 fibereinstimmenden Isomorphismus yon R 1 auf R 2. 

Siehe Jacobson [p. 285, Theorem 8]. 
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Lemma E. (I) Ist Rein reell abgeschlossener Unterk6rper des angeordneten 
K6rpers K, so enthiilt R jedes fiber R algebraische Element aus K. 

(II) Ist U ein Unterk6rper des reell abgeschlossenen K6rpers R, so ist die 
Menge der fiber U algebraischen Elemente aus Rein reeU abgeschlossener Unter- 
k6rper yon R. 

(III) Der Durchschnitt einer nicht leeren Menge reell abgeschlossener Unter- 
k6rper des angeordneten K6rpers K ist ein reell abgeschlossener Unterk6rper 
yon K. 

(I) folgt unmittelbar aus der Definition der reellen Abgeschlossenheit; ffir 
(II) vgl. Jacobson [p. 278, Corollary]; und (III) ergibt sich durch Combination 
von (I) und (II). 

Der angeordnete K6rper K heiBt archimedisch fiber seinem Unterk6rper U, 
welm es zu jedem k ~ K ein u e U mit k < u gibt. Diese Eigenschaft ist offenbar 
gleichwertig mit der Forderung: Zu jedem k e K  mit 0 < k  gibt es ein u~'U 
mit 0 < u < k .  

Lemma F. Ist der angeordnete K6rper K algebraisch fiber seinem Unter- 
k6rper U, so ist K archimediseh fiber U. 

Einer der m6glichen Beweise dieser einfachen Tatsache ist etwa in van der 
Waerden [p. 238, Aufgabe 2] enthalten. 

Das Compositum des angeordneten K6rpers K mit dem reellen Abschlufl 
seines Unterk6rpers U erh~ilt man folgendermaBen: Sei R der nach Satz C im 
wesentlichen eindeutig bestimmte reelle AbschluB von K. Wegen Lemma E, 
(II) ist die Menge A aller fiber U algebraischen Elemente aus R e i n  reell ab- 
geschlossener Unterk6rper von R, also der reelle AbschluB von U. Das 
Erzeugnis C der Unterk6rper A und K von R ist dann im wesentlichen ein- 
deutig durch U_  K bestimmt und das gesuchte Compositum von K mit dem 
reellen AbschluB A yon U. 

1. Die Unterk~rper des Kfrpers R aller reellen Zahlen 

Wir erinnern zun~ichst an die Definition des dedekindschen Schnitts Jim 
weiteren Sinne]. Dies ist ein Paar S, D von Teilmengen eines angeordneten 
K6rpers K mit den folgenden Eigenschaften: 

(a) Weder S noch D ist leer und K ist die Vereinigungsmenge von S und D. 
(b) s < d fiir jedes Paar s E S und d e D. 
Insbesondere liegt also jedes Element aus K in einer und nur einer der 

Mengen S und D; weiter enth~ilt S mit einem Element alle kleineren Elemente 
aus K und D enth~ilt mit einem Element alle gr6Beren Elemente aus K. 

Dann gilt der folgende Erweiterungssatz 
Lemma 1.1. Ist S, D ein dedekindscher Schnitt in dem angeordneten K6rper K, 

so gibt es eine die Ordnuno yon K fortsetzende, fiber K archimedische Erweiterun 9 
E yon K und ein Element t ~ E mit der Eigenschaft: 

< ' [k e D l" 

Kurz : t ~ E bestimmt den dedekindschen Schnitt S, D in K. 
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Beweis im Spezialfall eines reell abgeschlossenen K6rpers K: Enth~ilt 
zun~ichst S ein gr613tes oder D ein kleinstes Element, so k6nnen wir fox t dieses 
extremale Element und E = K w~ihlen. Wir machen also im folgenden die 
Annahme: 

(1) Es gibt kein gr6Btes Element in S und kein kleinstes Element in D. 

Sei E eine einfache transcendente Erweiterung von K. Dann ist E=K(t)  
der KSrper aller rationalen Funktionen in t mit Coefficienten aus K. Wir 
definieren: Das Polynom f(t) aus E ist positiv, wenn f der folgenden Bedingung 
gentigt: 

(P) Es gibt sES und d s D  mit 0 < f ( z )  ffir s < z < d .  

Ist fi(t) for i = 1, 2 ein positives Polynom aus E, so gibt es wegen (P) Elemente 
si ~ S, d, e Omi t  0 < f,(z) ffir st ~ z < dv Ist s = max Is1, s2] und d = rain [dl, d2], 
so ist s~S, d~D und 0<f~(z) ftir s<_z<d, so dab auch 

O< fl(z)+ f2(z) und O< fl(z)fz(z) fiir s<_z<d 

gelten. Damit haben wir gezeigt: 

(2) Summe und Produkt positiver Polynome sind positiv. 

Klar ist: 

(3) 0 ist kein positives Polynom. 

Ist das Polynom f fiber K nicht das 0-Polynom, so hat f nur endlich viele 
Nullstellen in K. Da Ske in  maximales und D kein minimales Element besitzt 
[wegen (1)], erschliel3t man hieraus sofort die Existenz von s ~ S und d ~ D mit 
f(z) 4:0 for s < z < d. Angenommen es g~ibe a, b in K mit s < a < b < d und 
f(a)f(b) < 0. Aus der reellen Abgeschlossenheit von K folgt wegen des Weier- 
stral3schen Nullstellensatzes - Satz A, (ii) - die Existenz von k e K mi t a  < k < b 
und f(k) = 0, ein Widerspruch. Damit haben wir gezeigt, dab entweder 0 < f(z) 
oder f ( z ) < 0  ftir alle z~ K mit s < z < d  gilt; und hieraus folgt: 

(4) Ist das Polynom f tiber K nicht das 0-Polynom, so ist genau eines der 
Polynome f u n d  - f  positiv. 

Aus (2), (3), (4) ergibt sich aber, dab unsere Definition (P) eine algebraische 
Anordnung im Ringe der Polynome f(t) fiber K definiert. Da E der Quotienten- 
kfrper  dieses Ringes ist, l~il3t sich die durch (P) im Ringe der Polynome aus E 
definierte Anordnung auf eine und nur eine Art auf E fortsetzen; siehe etwa 
van der Waerden [p. 237, Hilfssatz]. Wir werden diese Anordnung von E die 
dutch (P) definierte Anordnuno yon E nennen. Es ist klar, dab sie die durch die 
reelle Abgeschlossenheit von K bestimmte Anordnung von K fortsetzt. 
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Ist d ~ D, so ist d nicht das kleinste Element aus D u n d e s  folgt, dab d -  t 
ein positives Polynom aus E ist. Entsprechend ist t -  s ffir s e S ein positives 
Polynom aus E. Also wird 

(5) s < t < d  ffir s ~ S  und deD;  

und dies ist gleichwertig damit, dab der dedekindsche Schnitt S, D durch t 
in K best immt wird. 

Aus (5) folgert man mfihelos: 

(6) Ist f(t) ein positives Polynom aus E, so gibt es d ~ D mit f ( t )< d. 

Ist f(t) ein positives Polynom aus E, so folgt aus (P) die Existenz von s ~. S 
und d e D mit 0 < f(z) ffir alle z aus K mit s _< z < d. Da K ein reel! abg~- 
schlossener K6rper  ist, k6nnen wir Zusatz B anwenden: f nimmt im Intervall 
Is, d] sein Minimum an. Hieraus ergibt sich die Existenz einer positiven Zahl 
k ~ K mit k < f(z) ffir z ~ K mit s < z _< d. Dann ist aber ½ k < f(z); und wir 
haben gezeigt: 

(7) Ist f(t) ein positives Polynom aus E, so gibt es ein p ~ K mit 0 < p < f(t). 

Ist e ein positives Element aus E, so gibt es positive Polynome f(t), 9(0 
aus E m i t  e = f ( t ) g ( t ) - 1  Aus (6) und (7) folgern wir die Existenz positiver 
Zahlen p, q aus K mit f ( t )< p und q < g(t). Dann ist aber e < pq-1, so dab E 
fiber K archimedisch ist: das Paar E, t leistet im vorliegenden Spezialfall das 
Verlangte. 

Bemerkuncj. Robinson [p. 103, 4.2.18. Theorem] zeigt, dal3 die von uns 
angegebene Anordnung von E die einzige unsern Anforderungen genfigende 
Anordnung von E ist. 

RiickJfihrung des allgemeinen Falles auf den SpezialfaIL Nach dem funda- 
mentalen Artin-Schreierschen Existenzsatz gibt es einen und im wesentlichen 
nur einen fiber K algebraischen, die Ordnung von K fortsetzenden, reell- 
abgeschlossenen K6rper  R; vgl. Satz C. Aus Lemma F folgt: 

(8) R ist archimedisch fiber K. 

Gibt  es ein Element r ~ R mit s _< r _< d ffir jedes s s S und jedes d e D, so 
haben wir bereits das gewfinschte Paar  t -- r, E = R gefunden. Wir nehmen also 
im folgenden an: 

(9) Ist r e R, so ist entweder r < s ffir ein s e S oder d < r ffir ein d e D. 

Unter  S* wollen wir die Menge aller r ~ R mit r < s ffir ein s E S verstehen; 
und entsprechend sei D* die Menge aller r ~ R mit d < r ffir ein d ~ D. Wegen 
(8) und (9) gilt: 

(10) S*, R* ist ein dedekindscher Schnitt in R mit S ~ S* und D ~ D*. 
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Auf den dedekindschen Schnitt S*, R* im reell abgeschlossenen K6rper R 
k6nnen wir den bereits bewiesenen Spezialfall anwenden: Es gibt eine die 
Ordnung yon R fortsetzende, fiber R archimedische Erweiterung E yon R und 
ein Element t~  E m i t  der Eigenschaft: 

l: s*/ Ist r e R  und [ t<rJ '  so ist eD* " 

Da R die Anordnung yon K fortsetzt und E die Anordnung yon R fortsetzt, 
setzt E die Anordnung yon K fort. Da E archimedisch tiber R und R archimedisch 
fiber K ist, ist E auch archimedisch tiber K. Aus S c__ S* und D ~ D* folgt schlieB- 
lich, dab t den dedekindischen Schnitt S, D in K bestimmt, womit alles bewiesen 
ist. 

Im folgenden sei unter Q der Kdrper aller rationalen Zahlen und unter R der 
KSrper aller reellen Zahlen [im klassischen Sinne] verstanden. Weiter wollen 
wir unter einem eigentlichen dedekindschen Schnitt einen dedekindschen Schnitt 
S, D i m  angeordneten K6rper K verstehen, der noch der folgenden Bedingung 
gentigt: 

Zu jedem positiven e e K gibt es s e S und d s D mit 0 < d - s < e. 

Satz 1.2. Die folgenden Eigenschaften des angeordneten Kdrpers K sind 
~iquivalent : 

(i) K C_R. 
(ii) Q ist dicht in K. 

(iii) K ist archimedisch fiber Q. 
(iv) K ist in jeder die Ordnung yon K fortsetzenden, fiber K archimedischen 

Erweiterung yon K dicht. 
(v) Jeder dedekindsche Schnitt in K ist eigentlich. 

(vi) Ist U ein Unterk6rper yon K, so ist 1 der einzige ordnungerhaltende 
Automorphismus yon U. 

(vii) Die M?ichtigkeiten der die Anordnung yon K fortsetzenden, fiber K 
archimedischen Erweiterurujen yon K sind beschrginkt. 

(viii) Es gibt maximale, die Anordnung yon K fortsetzende, fiber K archimedi- 
sche Erweiterungen yon K. 

Bemerkungen. A. Bedingung (i) besagt genauer, dab es einen ordnung- 
erhaltenden Isomorphismus von K in R gibt; aber schlieBlich ist auch R nur 
bis auf Isomorphie eindeutig gegeben. 

B. Die wohlbekannte )~quivalenz der Bedingungen (i)-(iii) wird nur aus 
Grtinden der Beweisbequemlichkeit angegeben. 

C. Eine weitere Kennzeichnung der Unterk6rper von R findet sich unten 
in Satz 5.6. 

Dem Beweis dieses Satzes sei der Beweis eines einfachen, wohlbekannten, 
von uns mehrfach benutzten Hilfssatzes vorausgeschickt. 

(1.2.+) Ist der angeordnete K6rper K fiber seinem Unterk6rper U nicht 
archimedisch, so 9ibt es einen Zwischenk6rper Z mit U C Z ~_ K und einen yon 1 
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verschiedenen, die Etemente aus U fixierenden, ordnungerhaltenden Auto- 
morphismus yon Z. 

Beweis. Da K fiber U nicht archimedisch ist, gibt es w ~ K mit u < w ffir 
jedes u e U. Aus Lemma F folgt, dab w transcendent fiber U ist. Also ist U(w) 
der K6rper  aller rationalen Funktionen in w mit Coefficienten aus U. Natfirlich 
ist auch U C U ( w ) = Z  c= K. Es gibt einen und nur einen Automorphismus a 
von Z, der alle Elemente aus U fixiert und w auf 2w abbildet. Ist 

i . p =  ul w' mit u, ~ O und u~ e U, so ist dann und nur dann O < p, wenn O < u, 
i=O 

ist. Das Element p~= ~ 2~u~w ~ ist offenbar dann und nur dann positiv, wenn 
i=0 

0 < 2"u, ist: 0 < p dann und nur dann, wenn 0 < pL Hieraus folgert man mfihelos, 
dab e ein yon 1 verschiedener, ordnungerhaltender, die Elemente aus U 
fixierender Automorphismus yon Z ist. 

Beweis yon Satz 1.2. Alle Definitionen yon R schlieBen ein, dab der Prim- 
k6rper Q yon R in R dicht ist. Also folgt aus (i) auch, dab Q in K dicht ist: (ii) 
folgt aus (i); und es ist klar, dal3 (iii) aus (ii) folgt. DaB schliel31ich (i) aus (iii) 
folgt, ist wohlbekannt; siehe etwa van der Waerden [p. 245, 1.]. 

Wir nehmen als niichstes die Gfiltigkeit der ~iquivalenten Bedingungen 
(i)-(iii) an; und betrachten eine die Ordnung yon K fortsetzende, fiber K 
archimedische Erweiterung E yon K. Da K wegen (iii)fiber Q archimedisch 
ist, ist auch E fiber Q archimedisch; und aus der )~quivalenz yon (ii) und (iii) 
ergibt sich, dab Q in E dicht ist. Also ist auch der Zwischenk6rper K in E dicht: 
(iv) folgt aus den ~iquivalenten Bedingungen (i)-(iii). 

Wir nehmen die Gfiltigkeit yon (iv) an und betrachten einen dedekindschen 
Schnitt S, D i m  angeordneten K6rper K. Aus Lemma 1.1 folgt die Existenz 
einer die Anordnung yon K fortsetzenden Erweiterung E yon K, die fiber K 
archimedisch ist, und eines Elementes t e E, das den dedekindschen Schnitt 
S, D in K bestimmt. Aus (iv) folgt, dab K in E dicht ist. Ist 0 < k e K, so ist 
t -- 4-1 k < t - 5-1 k < t; und aus der Dichte von K in E folgt die Existenz eines 
Elements s ~ K m i t t  - 4-1 k < s < t - 5 -  ~ k < t, so dab insbesondere s e S ist. 
Ebenso folgt die Existenz eines Elements d e D m i t t  < t + 5-1 k _< d < t + 4 -  I k. 
Dann ist aber auch 

O < d - s ~ ½ k < k ,  

so dab S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K ist: (v) folgt aus (iv). 
Wir nehmen die Gtiltigkeit von (v) an. W~ire K nicht archimedischiiberQ, 

so ware die Menge D aller Elemente aus K, die gr613er als aUe rationalen Zahlen 
sind, nicht leer. Das Complement S von D in K enth~ilt alle rationalen Zahlen, 
ist also nicht leer, so dab S, D ein dedekindscher Schnitt in K ist. Dieser ist 
eigentlich wegen (v). Also gibt es s ~ S und d ~ D mit 0 < d -  s < 1. Da s im 
Complement von D in K liegt, gibt es eine rationale Zahl r mit s ~ r. Hieraus 
folgt 

d = ( d - s ) + s < = l  + r .  
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Da 1 + r rational ist und d zu D geh6rt, wird 1 + r < d, ein Widerspruch: K ist 
archimedisch fiberQ. Damit haben wir (iii) aus (v) hergeleitet und die ,ikquivalenz 
von (i)-(v) dargetan. 

Ist Q dicht in K, so ist Q auch dicht in jedem Unterk6rper U von K. Ein 
ordnungerhaltender Automorphismus yon U fixiert alle Elemente aus Q, ist 
also 1. Ist umgekehrt K nicht archimedisch fiberQ, so folgt aus Hilfssatz (1.2. +)  
die Ungfiltigkeit von (vi), so dab (iii) aus (vi) folgt, womit die Aquivalenz der 
Bedingungen (i)-(vi) dargetan ist. 

Ist K ~ R und E eine die Anordnung von K fortsetzende, fiber K archime- 
dische Erweiterung von K, so ist K wegen (iii) archimedisch fiber Q, so daB 
auch E archimedisch fiber Q ist und E c= R aus der Aquivalenz von (i) und (iii) 
folgt. Dann ist aber die M~ichtigkeit von E nicht gr6Ber als die von R, womit 
(vii) aus den ~iquivalenten Bedingungen (i) und (iii) abgeleitet ist. 

Dem Nachweis, dab (viii) aus (vii) folgt, sei eine einfache Vorbemerkung 
vorausgeschickt. Sei M eine Menge angeordneter K6rper mit folgenden Eigen- 
schaften: 

(a) Sind X, Y K6rper aus M mit X C Y, so ist X ein angeordneter Unter- 
k6rper von Y. 

(b) Sind X, Y K6rper aus M, so ist X ~ Y oder Y C X. 
Man sieht dann sofort ein, daB sich die Vereinigungsmenge V der Elemente 

aus K6rpern aus M a u f  eine und nur eine Weise derart zu einem angeordneten 
K6rper machen l~iBt, dab jeder K6rper X ~ M ein angeordneter Unterk6rper 
von V ist. 

Gilt Bedingung (viii) nicht, so betrachten wir eine beliebige Ordinalzahl Z 
und definieren durch vollst~indige transfinite Induktion ffir jede Ordinalzahl 
a = Z einen angeordneten KSrper K ,  mit folgenden Eigenschaften: 

(a) K = K0. 
(b) Ist a < ~ so ist K~ eine echte, die Ordnung von K ,  fortsetzende, fiber K ,  

archimedische Erweiterung von K, .  
DaB man solche K6rper K ,  konstruieren kann, folgt beim Schritt von a 

auf a + 1 aus der Ungfiltigkeit von (viii) und beim Limesschritt aus der Vor- 
bemerkung. 

Aus (a), (b) folgt sofort, dab die M~ichtigkeit von K ,  und insbesondere die 
von K~ wenigstens so groB wie die der Ordinalzahl tr bzw. Z ist. Also folgt aus 
der Ungiiltigkeit von (viii) auch die von (vii), so daB (viii) aus (vii) folgt. 

Gilt (viii), so sei M eine maximale, die Anordnung von K fortsetzende, 
fiber K archimedische Erweiterung von K. Ist S, D ein dedekindscher Schnitt 
in M, so folgt aus Lemma I.I die Existenz einer die Ordnung von M fort- 
setzenden, fiber M archimedischen Erweiterung E von M und eines Elements 
e ~ E m i t  folgender Eigenschaft: 

istmEMund{m<e} {m~S} , so ist 
e . ( m  m E  

Da M fiber K und E fiber M archimedisch ist, ist auch E eine die Ordnung 
yon K fortsetzende, fiber K archimedische Erweiterung yon K, so dab M = E 
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aus der Maximalit~it von M folgt. Insbesondere liegt e in M, so dab S, D ein 
eigentlicher dedekindscher Schnitt in Mist .  Also genfigt M der Bedingung (v); 
und aus der Aquivalenz von (i) und (v) folgt K ___ M __. R, so dab (i) aus (viii) 
folgt: Die Bedingungen (i)-(viii) sind ~iquivalent. 

Satz 1.3. Die folgenden Eigenschaften des angeordneten K6rpers K sind 
(iquivalent : 

(i) K = 11 ist der K6rper alIer reeUen Zahlen. 
(ii) Jeder dedekindsche Schnitt in K wird durch ein Element in K bestimmt. 

(iii) Es gibt keine echte, die Ordnung yon K fortsetzende, fiber K archime- 
dische Erweiterun 9 yon K. 

(a) Jeder dedekindsche Sehnitt in K ist eigentlich. 
(iv) (b) Es gibt keine echte, die Ordnun 9 yon K fortsetzende Erweiteruno 

yon K, in der K dieht ist. 

I 
(a) 1st U ein Unterk6rper yon K, so ist 1 der einzige ordnungerhaltende 
Automorphismus yon U. 

(v) (b) Ist E eine die Ordnun 9 yon K fortsetzende Erweiterung yon K, so 
gibt es einen Zwischenk6rper Z mit K C Z c= E und einen yon 1 ver- 
schiedenen, ordnungerhaItenden Automorphismus yon Z. 

Beweis. DaB jeder dedekindsche Schnitt im Bereich der reellen Zahlen 
durch eine reelle Zahl bestimmt wird, ist eine der wohlbekannten, den K6rper R 
definierenden Eigenschaften: (ii) folgt aus (i). 

Wir nehmen die Gfiltigkeit von (ii) an und betrachten eine die Ordnung 
von K fortsetzende, fiber K archimedische Erweiterung E von K. Ist e e E, 
so sei S die Menge aller s e K mit s < e; und es sei D die Menge aller d ~ K mit 
e < d. Aus der Archimedizit~it von E fiber K folgt, dab S, D ein dedekindscher 
Schnitt in K ist; und aus (ii) folgt die Existenz eines Elements k e K mit folgender 
Eigenschaft: 

Ist s ~ K und s < k, so ist s e S; 
ist d e K und k < d, so ist d e D. 

W~re e < k, so g~be es wegen der Archimedizit~t yon K in E ein Element 
h e K mit 0 < h < k - e. Aus k - h < k folgt k - h e S, da k und h und also auch 
k -  h zu K geh6ren; und hieraus folgt k -  h < e < k -  h, ein Widerspruch. 
Ebenso sieht man die Unm6glichkeit von k < e ein, so dab e = k e K ist und 
also E = K wird. Damit haben wir (iii) aus (ii) abgeleitet. 

Gilt (iii), so gilt Bedingung (viii) des Satzes 1.2, woraus K c__ R folgt. Da aber 
jeder Unterk6rper yon R in R dicht ist [Satz 1.2, (i)+ (ii)], so folgt K = R aus 
(iii): Die Bedingungen (i)-(iii) sind ~quivalent. 

Gelten die ~iquivalenten Bedingungen (i)-(iii), so folgt (iv. a) aus (ii) und 
(iv. b) aus (iii), da ja  Dichte Archimedizit~t nach sich zieht . -  Gilt umgekehrt (iv), 
so ergibt sich K _ R aus (iv.a) und Satz 1.2, (v). Mit Q ist also auch K in R dicht; 
und wit folgem K = R aus (iv. b): Die Bedingungen (i)-(iv) sind ~iquivalent. 

Die Aquivalenz der untereinander ~iquivalenten Bedingungen (i)-(iv) mit (v) 
ergibt sich mfihelos aus Satz 1.2 und Hilfssatz (1.2.+). 
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Bemerkung 1.4. A. Es gibt eine Ftille echter Unterk6rper von R; und diese 
geniigen alle der Bedingung (iv. a), woraus die Unentbehrlichkeit von (iv.b) 
folgt. 

B. Die Unentbehrlichkeit von (iv.a) wird in Bemerkung 2.8 bewiesen 
werden. 

C. Unter Benutzung der tibtichen transfiniten Schltisse teitet man mtihelos 
aus Lemma t.t  die folgende Existenzaussage ab: 

(1.4. C) Zu jedem angeordneten K6rper K gibt es einen die Ordnung von K 
fortsetzenden, tiber K archimedischen K6rper E derart, dab jeder dedekindsche 
Schnitt in K durch Elemente aus E bestimmt wird. 

DaB man durch transfinite Iteration dieser Existenzaussage nut in Aus- 
nahmef~illen einen angeordneten K6rper A erhalten wird, dessen s~imtliche 
dedekindsche Schnitte durch Elemente aus A bestimmt werden, sieht man 
aus der ~quivalenz der Eigenschaften (i) und (ii) des Satzes 1.3. 

(1.4.C) zeigt auch die Unm6glichkeit, die Unterk~Srper U von R durch 
ihre Einbettbarkeit in einen K6rper zu charakterisieren, dessen Elemente die 
dedekindschen Schnitte in U bestimmen. 

2. Dichte und stetiger AbschluB 

Ist U ein Unterk6rper des angeordneten K6rpers K und S, D ein dedekind- 
scher Schnitt in K, so setzen wir 

O~K/v(S, D) = ~ov(S, D) = o~(S, D) = S c~ U, D ca U ; 

hierbei werden wit yon den m6glichen Indices nur soviel benutzen, wie zur 
Vermeidung yon MiBverst~indnissen n6tig scheint. Ist insbesondere k e K, 
so bestimmt k zwei im allgemeinen verschiedene dedekindsche Schnitte in K. 
Von diesen w~ihlen wir 

S(k) = Menge aller s e K mit s < k ; 

D(k) = Menge aller d e K mit k __< d. 

Anstelle yon O~K/v(S(k ), D(k)) werden wit ktirzer ~9K/v(k ) schreiben. 

Lemma 2.1. Die folgenden Eigenschaften des Unterk6rpers U des ange- 
ordneten K6rpers K sind dquivalent: 

O) K ist archimedisch fiber U. 
(ii) O~K/v(S, D) ist f'fir jeden dedekindschen Schnitt S, D in K ein dedekindscher 

Schnitt in U. 
(iii) o~K/v(k) ist Jfir jedes k ~ K ein dedekindscher Schnitt in U. 
(iv) 1st S, D ein dedekindscher Schnitt in K und O~K/v(S, D) ein eioentlicher 

dedekindscher Schnitt in U, so ist S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K. 

Beweis. Ist K archimedisch fiber U, so gibt es zu jedem k ~ K Elemente 
u, v in U mit u < k _.< v. Aus dieser Bemerkung folgt, dab ftir jeden dedekindschen 
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Schnitt S, D in K die Durchschnitte S n  U, D n  U nicht leer sind, dieses Paar 
also ein dedekindscher Schnitt in U ist; (ii) folgt aus (i). 

Es ist klar, dab der Spezialfall (iii) von (ii) aus (ii) folgt. Gilt (iii), so ist D(k)n U 
fiir jedes k e K eine nicht leere Menge. Es gibt also zu jedem k E K ein u e U 
mit k < u, so dab K archimedisch fiber U ist: (i)-(iii) sind ~iquivalent. 

Sei K archimedisch fiber U und S, D ein dedekindscher Schnitt in K mit 
der Eigenschaft: S n  U, D n  U ist ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U. 
Ist dann 0 < e e K, so folgt aus der Archimedizit~it von K fiber U die Exi- 
stenz eines Elements u ~ U mit 0 <  u < e. Aus der Eigentlichkeit von S n  U, 
D n U ergibt sich die Existenz von Elementen s e S n U und d e D n U mit 
0 < d - s  < u < e, woraus die Eigentlichkeit von S, D folgt. Also folgt (iv) aus (i). 

Wir nehmen die Gfiltigkeit yon (iv) an. Sei D die Menge aller k ~ K mit der 
Eigenschaft: 

Es gibt u ~ U  mit O < u < k .  

Weiter sei S das Komplement  von D in K. Man fiberzeugt sich sofort davon, 
dab D n  U die Menge aller positiven Zahlen aus U und S n  U die Menge aller 
nicht positiven Zahlen aus U ist. Hieraus folgt sofort, dab S, D ein dedekind- 
scher Schnitt in K und co(S, D) ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U ist. 
Aus (iv) folgt dann, dab S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K ist. 
Ist 0 < k ~ K, so gibt es folglich Elemente d ~ D und s ~ S mit 0 < d - s < k. 
Aus der Definition des Paares S, D ergibt sich die Existenz eines Elementes 
u e U mit 0 < u __< d. Da s im Komplement S von D liegt, ist s < ½ u ~ U, so daB 

O < ½ u = u - ½ u < d - s < k  

wird. Also ist K archimedisch fiber U; die Bedingungen (i) und (iv) und also 
auch die Bedingungen (i)-(iv) sind ~iquivalent. 

Lemma 2.2. Ist U ein Unterk6rper des angeordneten Kdrpers K und S*, D* 
ein dedekindscher Schnitt in U, so 9ibt es einen dedekindschen Schnitt S, D in K 
mit cor/v(S, D) = S*, D*. 

Beweis. Man w~ihle fi~ D die Menge aller k ~ K, zu denen es ein t e D* 
m i t t  < k gibt; und S sei das Komplement  von D in K. Dann ist offenbar S, D 
ein dedekindscher Schnitt in K mit 

S* = S n  U, D* = D n  U und also co(S, D) = S*, D*. 

Lemma 2.3. Die folgenden Eigenschaften des Unterk6rpers U des an- 
9eordneten K6rpers K sind giquivalent : 

(i) U ist dicht in K. 
(ii) Fiir jedes k ~ K ist U dicht in U(k). 

(iii) Ist k ~ K und 0 < e ~ K, so 9ibt es Elemente u', u" in U mit u' < k < u" 
u n d O < u " - u '  <e. 

(iv) Ist S, D ein eioentlicher dedekindscher Schnitt in K, so ist cor/v(S, D) 
ein eioentlicher dedekindscher Schnitt in U. 

(V) COKIu(k) ist ffir jedes k ~ K ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U. 
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Beweis. Ist U dicht in K, so ist afor t ior i  U dicht in jedem K6rper zwischen 
U und K, so dab (ii) aus (i) folgt. - Gilt (ii), ist k ~ K und 0 < e e K, so ist erstens 
U dicht in U(e), so dab insbesondere U(e) archimedisch fiber U ist. Also gibt es 

r U~! u ~ U mit 0 < u < i e. Zweitens ist U dicht in U(k). Also gibt es Elemente u,  
in U mit 

k - u < u '  < k -  ½u<k <k + ½u<u" <k +u ; 

und es wird 

O<u"-u'  <(k + u ) - ( k - u ) = 2 u < e .  

Also folgt (iii) aus (ii). 
Gilt (iii), ist S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K und 0 < e ~ U, 

so gibt es Etemente s E S und d ~ D mit 0 < d - s < 4-1 e. Aus (iii) folgern wit 
die Existenz von Elementen d', d", s', s" in U mit s '<  s < s", d'< d < d" und 

O<s"_s'<4-1e,  O<d,_d '<4-1e .  

Aus s~S und d~D folgen dann s '~SnU und d"~DnU; und es wird 

O < d ' - s ' = ( d " - d ) + ( d - s ) + ( s - s ' )  

<(d"-d ' )+(d-s )+(s" - s ' )<e .  

Also ist SnU, DnU ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U; und wir 
haben (iv) aus (iii) abgeleitet. 

Da S(k), D(k) offenbar ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K ist, 
folgt (v) aus (iv). 

Gilt (v), so gilt auch Bedingung (iii) des Lemma 2.1, so dab K archimedisch 
fiber U ist. Sei weiter k', k" ein Elementepaar aus K mit k' < k". Aus 0 < k" - k' 
und der Archimedizit~it von K fiber U folgt die Existenz von u e U mit 
0 < ~-  1 tL,, u < '~ ta - k'). Ist k = i(k '  + k"), so folgt aus (v) die Existenz von Elementen 
s, d in U mit 

s < k < d  und O < d - s < u < 4 - ~ ( k " - k ' ) .  

Hieraus ergibt sich aber 

i d =  i s +  i ( d - s ) <  i s + d - s <  I k  +4-1(k"-k ' )= i k' ,  

i k ' =  ½ k - 4 - 1 ( k " - k ' ) <  i d - ( d -  s)< i d -  i ( d - s ) =  i s ,  

so dab k' < s < d < k" wird: U ist dicht in K;  und wir haben die Xquivalenz der 
Bedingungen (i)-(v) dargetan. 

Bemerkuag 2.4. Ist U ein Unterk6rper des angeordneten Ktirpers K, ist K 
archimedisch fiber U, so bewirkt cox/v wegen Lemma 2.1 und 2.2 eine eindeutige 
Abbildung des Bereichs aller dedekindschen Schnitte in K auf die Menge aller 
dedekindschen Schnitte in U. Ist U dicht in K, so folgem wit aus Lemma 2.1 
und 2.3, dab coK/v sogar eine eineindeutige Abbildung zwischen der Menge der 
eigentlichen dedekindschen Schnitte in K und der Menge der eigentlichen 
dedekindschen Schnitte in U induziert. 
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Satz 2.5. Zu jedem angeordneten K6rper K gibt es ei~en und im wesentlichen 
nur einen die Ordnun9 yon K fortsetzenden, angeordneten Oberk6rper I~ yon K 
mit folgenden Eigenschaften : 

(a) K ist dicht in I~. 
(b) Ist Z ein die Anordnung yon K fortsetzender, angeordneter Oberk6rper 

yon K, ist K dicht in Z, so gibt es einen und nur einen die Elemente aus K 
fixierenden, ordnungserhaltenden Isomorphismus yon Z in K. 

(c) Es gibt keine echte, die Ordnung yon K. fortsetzende Erweiterung yon I£, 
in der K dicht ist. 

(d) Die Abbildun 9 t ~  ¢oi~m(t) ist eine eineindeuti9 e Abbildun 9 yon ffi auf die 
Menge aller eigentlichen dedekindschen Schnitte in K. 

Wir werden/~ den stetigen Abschlufl yon K nennen. 
Beweis. Aus der Menge der eigentlichen dedekindschen Schnitte in /~ 

kann man in der iiblichen Weise einen die Ordnung von K fortsetzenden, 
angeordneten Oberk6rper /£  von K machen; vgl. hierzu Baer [p. 217]. Dann 
ist ~ogm(t ) ffir jedes t ~ K  ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K; und es 
folgt aus Lemma 2.3, dab K in K dicht ist. - Ist Z ein die Anordnung von K 
fortsetzender, angeordneter Oberk6rper von K, ist K dicht in Z, so ist O~z/K(z) 
ffir jedes z e Z wegen Lemma 2.3 ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K; 
und die Abbildung z ~ ~Oz/K(z) induziert den gesuchten und offenbar eindeutig 
bestimmten, die Elemente aus K fixierenden, ordnungserhaltenden Iso- 
morphismus von Z in/£.  - Ist E ein die Ordnung von K fortsetzender, an- 
geordneter Oberk6rper von/~, ist/~ dicht in E, so folgt aus der Dichtheit von K 
in/£,  dab K in E dicht ist; und Anwendung der Eigenschaft (b) zeigt E = / ~ .  
Also genfigt /~ den Bedingungen (a)-(d); und dab /~ hierdurch wesentlich 
eindeutig bestimmt ist, erschlieBt man etwa aus (a), (b). 

Zusatz 2.6. Die folgenden Eioenschaften des angeordneten K6rpers K sind 
iiquivalent : 

(i) K = / ~ .  
(ii) K = 0 ffir wenigstens einen Unterk6rper U yon K. 

(iii) Es 9ibt keine echte, die Ordnun 9 yon K fortsetzende Erweiterun9 yon K, 
in der K dicht ist. 

(iv) Ist der Unterk6rper U yon K dicht in K, so ist K = 0.  
(v) Jeder eigentliche dedekindsche Schnitt in K wird durch ein Element aus K 

bestimmt. 

Wir werden K6rper K mit den ~iquivalenten Eigenschaften (i)-(v) steti9 
abgeschlossene K6rper nennen. 

Beweis. Es ist klar, dab (ii) aus (i) folgt. Dab (iii) aus (ii) folgt, ergibt sich 
aus Satz 2.5, (c). Gilt (iii), ist der Unterk6rper U von K dicht in K, so folgt aus 
Satz 2.5, (b) die Existenz eines ordnungerhaltenden, die Elemente aus U 
fixierenden Isomorphismus von K in 0 .  Wir k6nnen also o. B. d. A. annehmen, 
dab K _~ 0 ist. Aus U ~ K ~ 0 folgt wegen Satz 2.5, (a), dab K in 0 dicht ist, 
so dab aus (iii) sich K = 0 ergibt: (iv) folgt aus (iii). Da K in K dicht ist, folgt (i) 
aus (iv): Die Eigenschaften (i)-(iv) sind ~iquivalent. 
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Anwendung yon Satz 2.5, (d) zeigt, dab (v) aus (i) folgt. Gilt umgekehrt (v), 
so ergibt Anwendung von Satz 2.5, (d) die Identit~it K = / ( :  Die Bedingungen 
(i)-(v) sind ~iquivalent. 

Folgerung 2.7. Der Unterk6rper U des angeordneten Kb'rpers K ist dann 
und nur dann dicht in K, wenn U c_ K c__ (5 gilt [wenn es also einen die Elemente 
in U fixierenden, ordnungerhaltenden Isomorphismus yon K in 1~ gibt]. 

Dies folgt mfihelos aus Satz 2.5. 

Bemerkung 2.8. Es gibt bekanntlich viele angeordnete K6rper K, die fiber 
ihrem Primk6rper Q nicht archimedisch sind. Die wegen Satz 2.5 existierende 
Erwei terung/(  von K ist dann ebenfalls nicht fiber Q archimedisch und ist 
also kein Unterk6rper von R [Satz 1.2]. Andererseits gibt es keine echte Er- 
weiterung von K, in der/~ dicht ist [Satz 2.5, (c)]. Hieraus folgt die Unentbehr- 
lichkeit der Bedingung (iv. a) des Satzes 1.3. 

Lemma2.9. 1st der angeordnete K6rper K archimedisch fiber seinem 
Unterk6rper U, so hat die Menge E = EK/u aller k e K mit eigentlichem o&tv(k) 
die folgenden Eigenschaften : 

(a) E ist ein U enthaltender Unterk6rper yon K, in dem U dicht ist. 
(b) Der Unterk6rper V mit U c_ V ¢_ K ist dann und nur dann in E enthalten, 

wenn U in V dicht ist. 
(c) E ist das Compositum aller U enthaltenden Unterk6rper yon K, in denen 

U dicht ist. 

Beweis. Es ist klar, dab ogx/v(u ) fiir jedes u e U eigenttich ist, dab also U 
in E enthalten ist. 

Sind a, b Elemente aus E, ist 0 < e e K, so folgt aus der Eigentlichkeit der 
dedekindschen Schnitte ogr/v(a) und ox/v(b) die Existenz 
a', a", b', b" in U mit 

a ' < a < a "  und 0 < a " - a ' < ½ e ,  

b' < b < b "  und O < b " - b '  < ½e. 

Dann ist auch 

von Elementen 

a' +b '  < a + b < a "  + b " ,  

0 < (a" + b") - (a'+ b') = (a" - a') + ( b " -  b') < e ,  

a ' - b " < a - b < a " - b ' ,  

0 < (a" - b') - (a' - b") = (a" - a') + (b" - b') < e.  

Damit haben wir gezeigt, dab Or/v(a + b) und ~Ox/v(a - b) eigentliche dedekind- 
sche Schnitte in U sind; und es folgt: 

(1) Mit a und b geh6ren auch a + b und a - b zu E. 

Wir betrachten positive Elemente a, b aus E und 0 < e e K. Aus der Ar- 
chimedizit~it von K fiber U folgt die Existenz yon u e U mit a < u und b < u. 
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Insbesondere ist 0 < u, so dab auch f = ½ u -  i e ein positives Element aus K ist. 
Aus der Eigentlichkeit von ogK/v(a) und ogx/v(b ) ergibt sich die Existenz von 
Elementen a*, a**, b*, b** in U mit 

a * < a < a * *  und 0 < a * * - a * < f ,  

b* < b < b** und O < b** - b* < f . 

Da a und b positiv sind und a < u, b < u ist, k6nnen wir o. B. d. A. annehmen, 
dab 

O < a *  < a * * < u ,  O < b *  < b * * < u  

ist. Dann  wird auch 

a* b* < ab < a** b**,  

0 < a** b** - a* b* = a**(b** - b*) + b*(a** - a*) < 

<(a**  + b * ) f ~ 2 u f = e .  

Also ist ogK/v(ab ) eigentlich und a b e  E. Wir haben gezeigt: 

(2) Sind a, b positive Elemente aus E, so ist auch ab • E. 

Sind a, b irgendwelche Elemente aus E, so geh6rt ab sicher dann zu E, 
wenn a oder b Null ist. Sei also ab 4-O. Haben a und b gleiches Vorzeichen, 
so folgt aus ab = ( - a ) ( - b )  und (2) die Zugeh6rigkeit von ab zu E. Haben a 
und b entgegengesetztes Vorzeichen, so folgt aus a ( - b ) =  - a b = ( - a ) b  und 
(2) die ZugehSrigkeit v o n -  ab zu E; und es folgt aus (1) die Zugeh6rigkeit yon 
ab zu E. Damit  haben wir gezeigt: 

(3) E ist ein U umfassender Unterring von K. 

Wir betrachten ein Element c mit 0 < c • E und ein Element e m i t  0 < e • K. 
Aus der Archimedizit~it von K fiber U folgt die Existenz eines Elements u e U 
mit 0 < u < c. Dann  ist auch f =  eu 2 ein positives Element aus K. Aus der 

r Or! Eigentlichkeit von ogt:/v(c) folgt die Existenz von Elementen c,  in U mit 

c ' < c < c "  und O < c " - c ' < f .  

Wegen 0 < u < c k6nnen wir o. B. d. A. annehmen, dal3 

< , 0 < t t = c  

ist. Dann  wird 

und es wird 

O < C  " - 1  < : C  - 1  < : C  , - 1  ~_~U - 1  • 

O< c,-1 _ c , , - 1  =(c , , _c , ) c , - l c , , -1  < f u - 2 = e .  

Also ist coK/v(c-1) ein eigentlicher dedekindscher Sebnitt in U; und wit haben 
gezeigt: 

(4) Ist 0 < c e E, so ist auch c -  ~ e E. 

13 Math. Ann, 188 



182 R. Baer: 

Aus (3) und (4) folgt ohne weiteres, dab E ein U umfassender Unterk6rper 
von K ist. Aus der Definition von E ergibt sich sofort, dab Bedingung (v) des 
Lemma 2.3 von dem angeordneten K6rper E und seinem Unterk6rper U 
erffillt wird. Also ist U dicht in E. 

Ist V ein Unterk6rper von K mit U _ V _ E, so ist U dicht in V, da ja U 
dicht in E ist. - Ist umgekehrt V ein U enthaltender Unterk6rper von K, in dem 
U dicht ist, so ist O~v/v(V) ffir jedes v e V wegen Lemma 2.3, (v) eigentlich, so dab 
aus cOr/v(V)= O~v/v(v) die Zugeh6rigkeit von v zu E und V ~ E folgen. Damit 
haben wir (a) und (b) bewiesen; und (c) ergibt sich durch Combination von 
(a) und (b). 

Bemerkung 2.10. A. W~ire K nicht archimedisch fiber U, so g~ibe es 
Elemente j • K mit 0 < j  < u fiir jedes positive u • U. Dann wfirde aber coK/v(j) 
aus der Klasse der nicht positiven und der Klasse der positiven Elemente aus U 
bestehen, w~ire also ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U. Damit h~itten 
wir die Zugeh6rigkeit von j zu E dargetan. Daraus wfirde aber folgen, dab U 
gewil3 nicht dicht in E ist: Die Voraussetzung der Archimedizit~it yon K fiber U 
ist unentbehrlich ffir die Gfiltigkeit von Lemma 2.9. 

B. Den im Beweis des Satzes 2.5 enthaltenen, durch einen Hinweis auf die 
Literatur erledigten Beweis ffir die Existenz des Erweiterungsk6rpers/£ von K 
k6nnte man auch folgendermal3en ffihren: Man bildet zuniichst gem~il3 Be- 
merkung 1.4, C einen die Anordnung von K fortsetzenden, fiber K archime- 
dischen K6rper H mit der Eigenschaft, dab alle dedekindschen Schnitte aus K 
durch Elemente aus H definiert werden, bildet dann gem~il3 Satz 2.9 den Unter- 
k6rper En/r und zeigt seine Identit~it mi t / ( .  

Folgerung2.11. Ist der anoeordnete K6rper K = I (  archimedisch fiber 
seinem Unterk6rper U, so ist das Compositum EK/v aller U enthaltenden Unter- 
k6rper yon K, in denen U dicht ist, im wesentlichen mit (J identisch. 

Beweis. Es folgt aus Lemma 2.9, dab die Menge E aller k • K mit eigentlichem 
o~x/v(k) ein U enthaltender Unterk6rper von K ist, in dem U dicht ist, und der 
alle U enthaltenden Unterk6rper yon K, in denen U dicht ist, enth~ilt. 

Ist S, D ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in U, so folgt aus Lemma 2.2 
die Existenz eines dedekindschen Schnitts S*, D* in K mit S =  U n S *  und 
D = Uc~D*. Anwendung von Lemma 2.1, (iv) zeigt, dab S*, D* ein eigentlicher 
dedekindscher Schnitt in K ist, da ja  K archimedisch fiber U und S, D eigentlich 
ist. Aus K - - / (  folgt die Existenz eines S*, D* definierenden Elements k in K. 
Dann ist o~x/v(k) eigentlich, so dab k e E ist. Damit haben wir U ~ E gezeigt. 
Da aber U in E dicht ist, folgt E = O aus Satz 2.5, (c). 

Bemerktmg2.12. Ffir die Unm6glichkeit U = K  zu beweisen vgl. etwa 
Satz 5.4. Es gibt auch einfachere Beispiele. 

Folgenmg 2.13. Ist der anoeordnete K6rper K fiber seinem Unterk6rper U 
archimedisch, ist M eine Menge yon Unterk6rpern yon K, fiber denen K archi- 
medisch ist, ist U n X dicht in jedem X ~ M, so ist U dicht On Compositum yon U 
und den Unterk6rpern aus M. 
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Beweis. Da K archimedisch fiber U ist, ist die Menge E = E~/v aller k e K 
mit eigentlichem ogr/v(k) wegen Lemma 2.9 ein U enthaltender Unterk6rper 
von K, in dem U dicht ist. Sei t e X ~ M und 0 < u e U. Da K archimedisch 
fiber X ist, gibt es x ~ X mit 0 < x < u. Da X n U dicht in X ist, folgt aus 
Lemma 2.3, (iii) die Existenz von Elementen t', t" in Xc~ U m i t t ' <  t < t" und 
0 < t" - t' < x < u. Hieraus folgt aber die Eigentlichkeit des dedekindschen 
Schnittes ear/v(t), so dab t ~ E ist. Damit haben wir aber X =c E fiir jedes X ~ M 
dargetan. Da U c E ist, folgt, dab das Compositum C yon U und den Unter- 
k6rpern X e M in E enthalten ist. Aus U _c C _c E und der Dichte yon U in E 
folgt, dab U in C dicht ist. 

3.  D e d e k i n d s c h e r  Absch luf l  

Das folgende Resultat wird zwar im Verlauf unserer Uberlegungen nicht 
ben6tigt werden, wird aber im Zusammenhang mit den Beispielen des Ab- 
schnitts 5 die hier behandelten Probleme ins rechte Licht setzen. 

S a t z  3.1. Ist neine positive 9anze Zahl und jedes positive Element in dem 
angeordneten KOrper K eine n-te Potenz eines positiven Elements aus K, so ist 
auch jedes positive Element aus I( eine n-te Potenz eines positiven Elements 
aus K. 

Beweis. Ist 0 < p E/( ,  so ist co~/r(p)= S, D d e r  p definierende eigentliche 
dedekindsche Schnitt in K. Aus 0 < p folgt, dab S positive Elemente enth~ilt 
und D nur aus positiven Etementen besteht. Aus unserer Voraussetzung folgt, 
dab es ffir jedes k mit 0 < k ~ K ein und nur ein k' mit 0 < k '~ K und k'"= k 
gibt. Da D nur aus positiven Elementen besteht, ist die Menge D' allcr d' mit 
d ~ D wohlbestimmt; und das Complement S' yon D' in K ist genau die Menge 
aller nicht positiven Elemente aus K zusammen mit allen s' mit 0 < s ~ S. 
Man sieht sofort ein, dab S', D' ein dedekindscher Schnitt in K ist. 

Aus 0 < p folgt die Existenz eines r mit 0 < r ~ S. Ist welter e mit 0 < e e K 
gegeben, so setzen wir e * =  nr'"-le,  so dab auch 0 < e* e K ist. Da S, D ein 
eigentlicher dedekindscher Schnitt in K ist, gibt es s e S und d e D mit 0 < d 
- s < e*; und wir k6nnen o. B. d. A. annehmen, dab r =< s ist. Dann wird auch 
0 < r' < s' < d'; und hieraus folgt 

n--1 
nt"n-1 ~ 2 d'is'n-l-i 

i=o 
Welter ist 

n--1 
d - s = d ' " - s ' " = ( d ' - s ' )  ~, d'is '" -1- i  

i=0 
und also 

[n-1  ] - 1  
s) d'is '"-i-1 d ' - s ' = ( d -  [i=~o ] < e * n - ' r " - " = e .  

Damit haben wir die Eigentlichkeit des dedekindschen Schnitts S', D' in K 
dargetan. Das durch S', D' definierte Element p' i n / (  ist offenbar positiv und 
genfigt der Gleichung p'" = p. 
13" 
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Bemerkung 3.2. A. Die Unentbehrlichkeit der in Satz 3.1 gemachten 
Voraussetzung wird durch Satz 5.1 in Evidenz gesetzt. 

B. Ist die multiplikative Gruppe der positiven Zahlen aus dem angeord- 
neten K6rper K radizierbar, so ist die Voraussetzung von Satz 3.1 for jedes 
ganze positive n erffillt; und hieraus folgt, dab auch die multiplikative Gruppe 
der positiven Elemente aus /~ radizierbar ist. 

C. Ist der Kfrper  R reell abgeschlossen, so folgt aus Satz A, (iii), dab jede 
positive Zaht aus R ffir jedes positive ganze neine n-te Potenz ist; und hieraus 
folgt die Radizierbarkeit der multiplikativen Gruppe der positiven Zahlen aus R. 
Dies gestattet die Anwendung der Bemerkung B auf R. Das so erhaltene 
Resultat ist aber auch im folgenden Resultat enthalten. 

Satz 3.3. Mit R ist auch R reell abgeschlossen. 

Beweis. Es gibt eine und im wesentlichen nur eine reell abgeschlossen~ 
fiber/~ algebraische, die Ordnung von /~ fortsetzende Erweiterung E von R 
[Satz C]. Da R wegen Satz 2.5, (a) in/~ dicht ist, ist/~ fiber R archimedisch. 
Da E fiber /~ algebraisch ist, ist E wegen Lemma F iiber /~ archimedisch. 
Also folgt: 

(1) E ist fiber R archimedisch. 

Ist s • /~  und e • E m i t  s < e, so folgt aus der Archimedizit~it von E fiber R 
die Existenz von r • R mit 0 < r < e - s, so dab s < r + s < e ist. Da R wegen 
Satz 2.5, (a) in/~ dicht ist, gibt es ein r' • R mit s < r' < r + s < e. Damit haben wir 
[aus Symmetriegrfinden] gezeigt: 

(2) Ist a • /~ und a :t: b • E, so gibt es c • R [zwischen a und b, also] mit 
0 < (b - c)  (c - a). 

Ware tmser Satz falsch, so w~ire/~ C E. Darm g~ibe es also Elemente in E, 
die nicht in/~ liegen. Da E nach Konstruktion algebraisch fiber/~ ist, genfigt 
jedes dieser Etemente einer algebraischen Gleichung fiber/~. Es gibt also unter 
diesen Elementen eines w, das Nullstelle eines Polynoms f(x) minimalen 
Grades n fiber /~ ist. Wir notieren die folgenden Eigenschaften von w, f ,  n: 

(3) w ~ E, w ~ It, f (x)  ist ein Polynom des Grades n fiber /~ und f (w)= O. 

(4) Ist der Grad des Polynoms h fiber/~ kleiner als n, ist v • E und h(v)= 0, 
so ist v • iff. 

Ware f reduzibel fiber iff, so genfigte w einer Gleichung fiber/~, deren Grad 
kleiner als n ware. Wegen (4) l~ige dann w in/~, was (3) widerspricht. Also gilt: 

(5) f i s t  irreduzibel fiber/~. 

Der Grad des g. g. T. ( f , f ' )  ist h6chstens n - 1. Also folgt aus (5), dab der 
Grad yon (f,  f ' )  Null ist: 

(6) f u n d  f '  sind teilerfremd. 
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Hieraus folgt insbesondere: 

(7) f und f '  haben keine gemeinsamen Nullstellen [in E] und f hat keine 
,,mehrfachen" Nullstellen. 

Die in E liegenden Nullstellen von f wollen wit der Gr6Be nach anordnen: 

r l < . . . < r , ,  und m N n .  

L~ige eines der r i in/~, so folgte aus der Irreduzibitit~it von f ,  dab n = 1 ist 
und also w = rl in/~ l~ige. Dies widerspricht (3); und es gilt: 

(8) 1 < n und kein ri liegt in/~, 

so dab wir o. B. d. A. annehmen kSnnen: 

(9) w -  r I . 

Wegen Zusatz B gilt in E der Satz von Rolle. Es folgt, dab f '  in E zwischen 
r i u n d  ri+l [mit AusschluB der Gleichheit] eine Nullstelle besitzt; und diese 
geh6rt wegen (4) zu/~. Wir notieren dies: 

(10) Zu jedem i mit 0 < i < m  gibt es wenigstens ein se /~  mit r i<s<r~+ ~ 
und i f(s) = O. 

Da f '  nur endlich viele Nullstellen in E besitzt, die wegen (7)s~imtlich yon 
den r i verschieden sind, k6nnen wir aus (9), (10), (1) und (2) folgendes erschlieBen: 

(11) Es gibt Elemente a,b in R mit folgenden Eigenschaften: a < w < b ;  
aus a<_r<_b und r e E  folgt f ' ( r ) # 0 ;  aus r e E ,  a<_r<b und r # w  folgt 
f (r) , O. 

Da f '  im abgeschlossenen Intervall [a, b] aller c e E m i t  a-< c _< b keine 
Nullstellen besitzt, ergibt Zusatz B die Existenz eines posifiven e e E, so dab 
entweder e<=f'(r) ffir alle r e [ a , b ]  oder i f ( r ) < _ - e  ffir alle r e [a ,b ]  gilt. 
Wegen ( - f ) ' = - f '  k6nnen wit o. B. d. A. die Gfittigkeit der ersten dieser 
Alternativen annehmen. Aus der Archimedizit~it yon E fiber R folgt weiter die 
Existenz eines k e R mit 0 < k < e. Folglich gilt: 

(12) Es gibt ein s e R mit 0 < s < f ' ( t )  ffir alle t e [a, b]. 

Wegen Zusatz B gilt in E der Mittelwertsatz der Differentialrechntmg. 
Folglich gibt es ein c e [a, b] mit 

0 < s < i f(c)  = [f(b) - f(w)] [b - w] - 1 = f (b )  [b - w]-  1, 

woraus insbesondere 0 < f (b)  folgt. Entsprechend gilt f ( a ) <  0. Wir notieren 
dieses Ergebnis: 

(13) f ( a ) < O <  f(b). 

Mit a,b gehSrt auch das Maximum d der Zahten tail, Ibq ffir O < i < n  zu R; 
und es ist gewil3 1 < d e R. Aus (13) folgt, dab das Minimum der Zahlen - f ( a ) ,  
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f (b)  eine positive Zahl aus E ist; und aus der Archimedizitat yon E fiber R folgt 
also die Existenz einer Zahl r ~ R mit 0 < r < - f (a) , f (b) .  Mit n + 1, d, r geh6rt 
auch ½(n+ l ) - I d - : r = j  zu R; und es gilt 

(14') 0 < 2 ( n +  1 ) d j = r <  - f ( a ) , f ( b ) .  

Ist p irgendeine positive Zahl aus E, so folgt aus der Archimedizit~it von E 
tiber R [wegen (t)] die Existenz eines q G R mit 0 < q < p .  Dann ist 
(n + 1)- 1 d -  1 sq [wegen (12)] eine positive Zahl aus R, so dab auch das Minimum 
e der Zahlen j und (n+ 1 ) - l d - ~ s q  zu R geh6rt. Damit haben wir gezeigt: 

(14) Zu jeder positiven Zahl p ~ E  gibt es eine positive Zahl e = e ( p ) ~ R  
mit O < 2 ( n + l ) d e < - f ( a ) , f ( b )  und ( n + l ) d s - : e < p .  Hierbei ist 
0 < s < i f ( t )  fiir b E I-a, b] und d das Maximum der laq, Ibq mit 0 < i < n. 

Wir betrachten im folgenden zu vorgegebenem positivem p ~ E eine den 
Bedingungen von (14) gentigende positive Zahl e E R. Wir erinnern daran, dab 

f ( x ) =  ~" f i x  i mit f i a I~  
i = 0  

ist. Da R wegen Satz 2.5, (a) in/~ dicht ist, gibt es Elemente gi G R mit Ifi - gil < e 
fiir 0 < i < n. Setzen wir 

g(x)= ~ x ~ g i  , 
i = 0  

so wird also fiir y e [a, b] 

" gi)yi If(Y) - g(Y)I = ~ (fi - < Ifi - gil lYl i < (n + 1)ed. 
i =  = 0  i = O  

Wir notieren dieses Resultat: 

(15) l f ( y ) - g ( y ) t < ( n + l ) e d  mr y e [ a , b ] .  

Ist w ~= y G [a, b], so folgt aus dem wegen Zusatz B in E geltenden Mittel- 
wertsatz der Differentialrechnung die Existenz eines Elementes y* e [a, b] mit 

f ( y )  = f (y )  - f (w)  = (y - w)f'(y*) ; 

und hieraus ergibt sich wegen (12) 

0 < f ' (y*) -1 = ( y -  w) f (y )  - l  < s  -1 

Damit haben wir gezeigt: 

(16) Ist w 4= y E [a, b], so ist 0 < (y - w) f ( y ) -  1 < s-  1 

Ware O<=g(a), so wtirde aus (14), (15) folgen, dab 

0 < 2 ( n +  1)de< - f ( a ) ~  - f ( a ) + 9 ( a ) =  I f (a ) -g(a) l  < ( n +  1)ed 

ist, ein Widerspruch. Also ist g (a)<0;  und ebenso sieht man 0<9(b)  ein. 
Da der KSrper R reell abgeschlossen ist, gilt in R der WeierstraSsche Null- 
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stellensatz [Satz A, (ii)]. Also gibt es ein t ~ R mit a < t < b und 9(0 = 0. Aus 
(15) folgt dann 

]f(t)] = If(t) - g(t)l < (n + 1)ed . (+)  

Da t ~ R und w ~/~ [wegen (3)] ist, ist w # t 6 [a, b]; und Anwendung yon (t6) 
ergibt 

0 < (t - w) f ( t ) -  1 < s -  1. 

Hieraus folgt wegen (+ )  und (14) 

[t - w[ < [f(t)[ s-1 < (n + 1)eds- 1 < p.  

Damit haben wir gezeigt: 

(t7) I s t 0 < p e E ,  s o g i b t e s e i n t e R m i t  [ a < t < b u n d ] t t - w [ < p .  

Ist 0 < p e E, so gibt es wegen der Archimedizit~it von E fiber R [siehe (1)] 
ein q e R mit 0 < q < ½ p. Wenden wir (17) auf q an, so folgt die Existenz eines 
Elements t e R  mit I t -w[  <q.  Ist erstens t < w ,  so wird 0 < w -  t < q  und 
w - q < t < w < t + q  mit t und t + q  in R und ] t - ( t + q ) [ <  ½p. Ist aber w < t ,  
so wird sogar w < t, da w nicht in/~ liegt; und es folgt 0 < t - w < q und t - q 
< w < t  mit t - q  und t in R und [ t - ( t - q ) l <  ½p. Also gilt: 

(18) Ist 0 < p e E ,  so gibt es Elemente t', t" in R mit t ' < w <  t" und t t ' -  t"t<p. 

Hieraus folgt aber, dab der von w in R induzierte dedekindsche Schnitt 
COE/R(W) eigentlich ist. Dieser wird also durch ein Element r e/~ definiert. Aus 
(18) folgt aber 

[ w -  rl < p ffir jedes positive p e E ,  

so dab w = r e/~ ist im Widerspruch zu (3). Aus diesem Widerspruch folgt die 
Richtigkeit unseres Satzes. 

Bemerkung 3.4. Ohne die Voraussetzung der reellen Abgesehlossenheit 
von R kann man im allgemeinen nicht die reelle Abgeschlossenheit von /~ 
beweisen; siehe Satz 5.1, (b). Ist andererseits R der K6rper der rationalen 
Zahlen, so ist/~ der reell abgeschlossene KSrper R. Damit haben wir gezeigt, 
dab die Voraussetzung der reellen Abgeschlossenheit von R fox die reelle Ab- 
geschlossenheit von/~ zwar unentbehrlich, aber nicht notwendig ist. 

Zusatz 3.5. (A) 1st der reell abgeschlossene K6rper R archimedisch fiber 
seinem reell abgeschlossenen Unterk6rper U, so ist die Menoe E = ER/V aller 
r ~ R mit eigentlichem O~R/v(r ) ein reell abgeschlossener [U enthaltender] Unter- 
k6rper yon R. 

(B) 1st der reell aboeschlossene K6rper R = R archimedisch fiber seinem 
reell abgeschlossenen Unterk6rper U, so ist ERtv= ER/v reell abgeschlossen 
[und steti9 abgeschlossen]. 

(C) Ist der angeordnete K6rper K = I £  archimedisch fiber seinem reelI 
abgeschlossenen Unterk6rper R, so 9ibt es einen reell abgeschlossenen, R e n t -  
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haltenden Unterk6rper M = M yon K derart, dab M der einzige M enthaltende, 
reell abgeschlossene Unterk6rper yon K ist. 

Beweis. Ist der reell abgeschlossene K6rper R archimedisch fiber seinem 
reell abgeschlossenen Unterk6rper U, so folgt aus Lemma 2.9, dab E = ER/U 
ein U enthaltender Unterk6rper yon R ist, dab U in E dicht ist, und dal3 E das 
Compositum aller U enthaltenden Unterk6rper yon R ist, in denen U dicht 
ist. Wir bilden den stetigen AbschluB t~ yon E; und bemerken, dab E wegen 
Lemma 2.5, (a) in/~ dicht ist. Da U in E und E in/~ dicht ist, ist U in/~ dicht. 
Aus Folgerung 2.7 folgern wir U _/~ _c U; und dies ergibt/~ = U wegen Lemma 
2,5, (a), (c). Aus der reellen Abgeschlossenbeit yon U folgt wegen Satz 3.3 
die reelle Abgeschlossenheit yon U =/~. Sei A die Menge der fiber E alge- 
braischen Elemente aus R und B die Menge der fiber E algebraischen Elemente 
aus/~. Aus der reellen Abgeschlossenheit yon R und/~ folgt wegen Lemma E, (II), 
dab A und B reeU abgeschlossene K6rper sind. Also ist sowohl A wie B ein 
reeller Abschlufl yon E; und es folgt aus Satz C, dab A und B ~iquivalente 
Erweiterungen yon E sind. Wegen Lemma 2.5, (a) ist E in/~ dicht. Hieraus folgt, 
dab E in B und also auch in A dicht ist. Da aber U in E dicht ist, ist U auch 
in A dicht; und da E das Compositum aller U enthaltenden Unterk6rper 
yon R ist, in denen U dicht ist, folgt A ___ E c_ A, so dab E = A reell abgeschlossen 
ist. Damit haben wir (A) bewiesen. 

(B) ergibt sich sofort aus Folgerung 2.11 und (A). 
Ist der angeordnete K6rper K = / ~  archimedisch fiber seinem reell ab- 

geschlossenen Unterk6rper R, so ist die Menge M der R enthaltenden, reell 
abgeschlossenen Unterk6rper yon K nicht leer [R ~ M]. Da die Eigenschaft 
der reellen Abgeschlossenheit wegen Satz A, (viii) eine lokale Eigenschaft ist, 
k6nnen wir das Maximumprinzip der Mengenlehre auf M anwenden: Es gibt 
ein maximales Element M e M. Dann ist M ein R enthaltender, reell abge- 
schlossener Unterk6rper yon K; und M i s t  der einzige M enthaltende, reell 
abgeschlossene Unterk6rper yon K. Da K fiber R archimedisch ist, ist K auch 
fiber M archimedisch. Wegen Lemma 2.9, (c) ist EK/M das Compositum aller M 
enthaltenden Unterk6rper yon K, in denen M dicht ist; und aus K---/~ folgt 
Er/M =/~K/M wegen Folgerung 2.11. Da M in EK/M dicht ist [Lemma 2.9, (a)], 
k6nnen wir aus EK/M = EK/M, Lemma 2.5 und Folgerung 2.7 erschliegen, dab 

= EK/u ist. Mit M ist wegen Satz 3.3 auch M reell abgeschlossen; und aus 
M £ M ~ K und der Maxfmalit~it von M ergibt sich M = M. 

Satz 3.6. Die folgenden Eigenschaften des angeordneten K6rpers K sind 
dquivalent : 

(i) K ist reell abgeschlossen und K = ~2. 
(ii) Ist E eine echte, die Ordnung yon K fortsetzende Erweiterung yon K, 

so gibt es keinen fiber K algebraischen und in E dichten Kiirper zwischen K und E. 
[ (a) Es gibt einen reeU abgeschlossenen, in K dichten Unterk6rper yon K. 

(iii) ~(b) Es gibt keine echte, die Ordnung yon K fortsetzende Erweiterun# 
[ yon K, in der K dicht ist. 
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(iv) 

(a) Es gibt einen reell abgeschlossenen Unterk6rper yon K, fiber dem K 
archimedisch ist. 
(b) Es 9ibt keine echte, die Ordnun 9 yon K fortsetzende Erweiterun 9 
yon K, in der K dicht ist. 
(c) 1st K fiber seinem reell abgeschlossenen Unterk6rper U = t~ + K 
archimedisch, so 9ibt es einen reell abgeschIossenen Unterk6rper V mit 
UCVZ=K. 

K6rper K mit den aquivalenten Eigenschaflen (i)-(iv) wollen wir dedekind- 
abgeschlossen nennen. 

Beweis. Gilt (i), ist E eine die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung von 
K und Z ein KSrper zwischen K und E, der fiber K algebraisch und in E dicht 
ist, so ist Z =  K, da K reell abgeschlossen ist: und aus Lemma 2.5, (c) folgt 
K = E, da K = / (  und K in E dicht ist. Also ist (ii) eine Folge von (i). - Genfigt 
weiter K der Bedingung (ii), so betrachten wir zun~ichst den wegen Satz C 
existierenden reellen AbschluB yon K, der wegen (ii) gleich K sein muB: K ist 
reell abgeschlossen. Aus Satz 2.5, (a) folgt, dab K in K dicht ist; und es folgt aus 
(ii), dab K = K ist. Also gilt (i) und wir haben die Aquivalenz yon (i) und (ii) 
gezeigt. 

Es ist klar, dab die Bedingungen (iii. a) und (iv. a, c) aus (i) und die identischen 
Bedingungen (iii. b )=  (iv. b) aus (ii) folgen; die Bedingungen (iii) und (iv) folgen 
aus den ~iquivalenten Bedingungen (i) und (ii). 

Gilt schlieBlich eine der Bedingungen (iii) oder (iv), so folgt K = / (  aus 
den identischen Bedingungen (iii. b) = (iv. b), da ja K wegen Satz 2.5, (a) i n / (  
dicht ist. Aus (iii. a) folgt natfirlich (iv. a), so dab Anwendung von Zusatz 3.5, (C) 
die Existenz eines reeU abgeschlossenen UnterkSrpers M = M Z = K  ergibt, 
fiber dem K archimedisch ist, und der unter den reell abgeschlossenen Unter- 
k6rpem yon K maximal ist. Natfirlich ist M im Falle der Giiltigkeit von (iii. a) 
sogar in K dicht. Gilt (iv. c), so folgt sofort K = M. Gilt (iii. a), so ist M = M in K 
dicht; und K = M folgt aus Satz 2.5, (c). Also ist in beiden Fallen/~ = K = M 
reell abgeschlossen: (i) folgt aus (iii) und auch aus (iv), so dab die Bedingungen 
(i)-(iv) ~iquivalent sind. 

Folgerung 3.7. Ist ein reell abgeschlossener Unterk6rper des angeordneten 
K6rpers K dicht in K, so ist K dicht in seinem reellen Abschlufl. 

Beweis. Wir bilden den stetigen AbschluB/(.  Dann folgt aus Satz 2.5, (c), 
d a b / £  der Bedingung (iii. b) des Satzes 3.6 genfigt. Wegen Satz 2.5, (a) ist K 
dicht in/~, so dab der nach Voraussetzung existierende reell abgeschlossene 
Unterk6rper yon K auch in/~ dicht i s t : / (  genfigt also der Bedingung (iii) des 
Satzes 3.6, so dab /(  reell abgeschlossen ist. Die Menge R tier fiber K alge- 
braischen Elemente a u s / (  ist also wegen Lemma E, (II) ein reeU abgeschlossener 
Unterk6rper von/ ( .  Da R algebraisch fiber K ist und natfirlich die Anordnung 
yon K fortsetzt, ist R der reelle AbschluB von K. Da K dicht i n / (  ist [Satz 2.5, 
(a)], ist K auch dicht in dem Zwischenk6rper R. 
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Bemerkung 3.8. A. Ist K reetl ab~eschlossen und algebraisch fiber seinem 
Unterk6rper U = U, so braucht K = K nicht zu gelten, wie aus Satz 5.4 hervor- 
geht. Die Voraussetzung von Folgerung 3.7 ist wegen Satz 5.1, (b) unentbehrlich. 

B. Es ist wohlbekannt, dab der K6rper R aller reellen Zahten dedekind- 
abgeschlossen ist. Ein Oberblick fiber die Constructionsm6glichkeiten 
dedekind-abgeschlossener K6rper findet sich im folgenden Kriterium, zu 
dessen bequemer Formulierung wir den folgenden Begriff ben6tigen: 

Der Unterk6rper U des angeordneten K6rpers K ist dedekindsch in K 
[und K ist dedekindsch fiber U], wenn es einen K6rper zwischen U und K 
gibt, der algebraisch fiber U und dicht in K ist. 

NaturgemaB kann man die Wahl des in dieser Definition auftretenden 
Zwischenk6rpers dadurch eindeutig machen, dab man ffir ihn die Menge aller 
fiber U algebraischen Elemente aus K w~ihlt; siehe Lemma E, (II). 

Satz 3.9. Die folgenden Eigenschaften des Unterk6rpers U des angeordneten 
K6rpers K sind iiquivalent : 

(i) U ist dedekindsch in K und K ist dedekind-abgeschlossen. 
(ii) Der K6rper A der fiber U algebraischen Elemente aus K ist reell ab- 

geschlossen mit K = ,4. 
[ (a) K ist dedekind-abgeschlossen. 

(iii) ~ (b) K ist archimedisch fiber U. 
[ (c) Zwischenk6rper Z mit U c= Z C K sind nicht dedekind-abgeschlossen. 
[ (a) U ist dedekindsch in K. 

(iv) ~ (b) Es gibt keine echte, die Ordnun 9 yon K fortsetzende, fiber K 
L dedekindsche Erweiterun 9 yon K. 

Genfigen U und K den ~iquivalenten Bedingungen (i)-(iv), so wolten wir K 
den dedekindschen Abschlufl yon U nennen. Die eindeutige Bestimmtheit des 
dedekindschen Abschlusses wird in  Folgerung 3.10 erwiesen. - Ffir weitere 
Charakterisierungen des dedekindschen Abschlusses siehe unten Satz 4.2. 

Beweis. Gilt (i), so ist K reell abgeschlossen; und es folgt aus Lemma E, (II), 
dab die Menge A der fiber U algebraischen Elemente aus K ein reell ab- 
geschlossener Zwischenk6rper ist. Da U dedekindsch in K ist, ist ein Unter- 
k6rper von A und also auch A selbst dicht in K. Da K = / (  wegen (i) gilt, folgt 
nun K = A aus Zusatz 2.6, (iv). Damit haben wir (ii)aus (i) hergeleitet. Gilt 
umgekehrt (ii), so ist A wegen Satz 2.5, (a) dicht in K = A, so dab U dedekindsch 
in K ist. Mit A ist wegen Satz 3.3 auch A =  K reell abgeschlossen; und aus 
-A= K folgt K = / (  wegen Zusatz 2.6, (iv). Damit ist die )kquivalenz von (i) 
und (ii) dargetan. 

Da (iv.b) wegen Satz 3.6 mit der Dedekind-Abgeschlossenheit von K 
~iquivalent ist, sind auch die Bedingungen (i) und (iv) ~iquivalent. 

Wir nehmen die Giiltigkeit der ~iquivalenten Bedingungen (i), (ii) und (iv) 
an. Dann ist K wegen (i) dedekind-abgeschlossen. Weiter gibt es wegen (i) 
einen Zwischenk6rper Z, der fiber U algebraisch und in K dicht ist. Es folgt 
aus Lemma F, dab Z fiber U archimedisch ist; und K ist selbstverst~indlich 
auch archimedisch fiber Z. Also ist K archimedisch fiber U. Sei weiter D ein 
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dedekind-abgeschlossener K6rper mit U __. D _z K. Da D reell abgeschlossen 
ist, ist auch A ~ D, so dab A und also auch D wegen (i) in K dicht ist. Dann 
k6nnen wir aber auf den dedekind-abgeschlossenen K6rper D Satz 3.6, (iii. b) 
anwenden, so dab D = K aus der Dichte von D in K folgt. Damit haben wir (iii) 
aus (i) abgeleitet. - Gilt umgekehrt (iii), so ist die Menge A der fiber U alge- 
braischen Elemente aus K wegen der reellen Abgeschlossenheit von K und 
Lemma E, (II) ein reell abgeschlossener Zwischenk6rper. Da K archimedisch 
fiber U ist, ist K = / ~  auch archimedisch fiber A; und wir folgem ~c_ K aus 
Folgerung 2.11. Anwendung von (iii.c) auf den dedekind-abgeschlossenen 
Zwischenk6rper A ergibt K = A. Wir haben (ii) aus (iii) hergeleitet und die 
,~quivalenz von (i)-(iv) bewiesen. 

Folgerung 3.10. Jeder angeordnete KSrper besitzt einen und im wesentlichen 
nut einen dedekindschen Abschlufl. 

Beweis. Ist K ein angeordneter K6rper, so besitzt K wegen Satz C einen 
und im wesentlichen nur einen reellen Abschlul3 R; undes folgt aus Satz 3.9, (ii), 
dab/~ ein dedekindscher Abschlul3 von K ist. - Ist D irgendein dedekindscher 
Abschlut3 von K, so folgt aus Satz 3.9, (ii), dab die Menge A der fiber K alge- 
braischen Elemente aus D ein reeU abgeschlossener Zwischenk6rper mit 
D = A ist. Da R und A beide reelle Abschlfisse von K sind, sind R und A i m  
wesentlichen identisch [Satz C]. Also sind auch/~ und ,4 = D im wesentlichen 
identisch. 

Folgerung 3.11. Ist D der dedekindsche Abschlufl des angeordneten KSrpers 
K, so ist der reelle Abschlufl yon I( in D enthahen. 

Beweis. Da D wegen Satz 3.9, (iii. b) archimedisch fiber K ist, ist die Menge 
E = E,/~ aller Elemente d ~ D mit eigentlichem coo/K(d ) ein K enthaltender 
UnterkSrper von D, in dem K dicht ist [Lemma 2.9, (a)]. Da D wegen Satz 3.9, (i) 
dedekind-abgeschlossen ist, ist D wegen Satz 3.6, (i) reell abgeschlossen mit 
D = / ) .  Anwendung von Lemma 2.9, (c) und Folgerung 2.11 zeigt nun, dab 
E = / ~  ist. Da D reell abgeschlossen ist, folgt aus Lemma E, (II), dab die Menge R 
aller fiber E algebraischen Elemente aus D ein reetl abgeschlossener Zwischen- 
k6rper ist: R ist der reelle Abschlul3 von E =/~.  

Bemerkung 3.12. Dal3 der dedekindsche Abschlul3 D des angeordneten 
K6rpers K im aUgemeinen vom reellen Abschlul3 v o n / (  verschieden ist, werden 
wir in Satz 5.4 zeigen. 

Satz 3.13. Die folgenden Eigenschafien des angeordneten KSrpers K und 
seines UnterkSrpers U sind giquivalent: 

(i) K und U haben denselben dedekindschen Abschlufl. 
(ii) Es gibt eine die Ordnurud yon K fortsetzende, dedekind-abgeschlossene 

Erweiterung yon K, in der U dedekindsch ist. 
(iii) Der reelle Abschlufl yon K ist dedekindsch fiber U. 
(iv) Es gibt eine Teilmeng e M yon K mit folgenden Eigenschaften: 
(a) K ist algebraisch fiber U(M) und archimedisch fiber U. 
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(b) Ist 0 4= u ~ U und t ~ M, so existiert ein Element a in dem j im reellen 
Abschlufl yon K gebildetenJ reellen Abschlufl yon U mit 0 < (t + u - a) (a - t). 

(v) Der reelle Abschlufl yon U ist dicht in seinem lira reellen Abschlufl yon K 
gebildetenJ Compositum mit K. 

(vi) Es gibt eine die Ordnur~ yon K jbrtsetzende, fiber U dedekindsche Er- 
weiterung yon K. 

(vii) Ist Z ein Zwischenk6rper mit U C Z ~ K, so haben Z und K den gleichen 
dedekindschen Abschlufl. 

Beweis. Aussage (i) besagt, dab der dedekindsche Abschlul3 D von K 
gleichzeitig dedekindscher AbschluB von U ist. Aus Satz 3.9, (i) folgt dann, 
dab D dedekind-abgeschlossen und U dedekindsch in D ist: (ii) folgt aus (i). 

Gilt (ii), so gibt es eine die Ordnung von K fortsetzende, dedekind-ab- 
geschlossene Erweiterung E von K, in der U dedekindsch ist. Da E insbesondere 
reell abgeschlossen ist, folgt aus Lemma E, (II), dab die Menge R der fiber K 
algebraischen Elemente aus E ein reell abgeschlossener Zwischenk6rper ist: 
R ist der reelle AbschluB von K. Aus U c K c_ R c_ E folgt, dab U dedekindsch 
in R ist. Denn es gibt ja einen Zwischenk6rper Z, der fiber U algebraisch und 
in E dicht ist; und da die Elemente aus Z fiber U algebraisch sind, sind sie erst 
recht fiber K algebraisch, so dab Z __c R und also Z in R dicht ist: (iii) folgt aus (ii). 

Ist der reelle AbschluB R von K dedekindsch fiber U, so ist R archimedisch 
fiber U und es ist wegen Lemma E, (II) die Menge A der fiber U algebraischen 
Elemente aus R e i n  reell abgeschlossener Unterk6rper von R. Natfirlich ist 
dann A der reelle AbschluB yon U. Da es einen fiber U algebraischen Zwischen- 
k6rper gibt, der in R dicht ist, ist auch A in R dicht. Ist also t ~ K und 0 < p e U, 
so gibt es a',a" in A mit t - p < a ' < t < a " < t + p .  Hieraus folgt: 

Ist t e K und 0 * u e U, so gibt es a e A mit 0 < (t + u - a) (a - t). 
Aus dieser Eigenschaft folgt aber (iv) [mit M = K].  
Wir nehmen die Gfiltigkeit von (iv) an und bilden wie oben in dem reellen 

AbschluB R von K das Composi tum C des reellen Abschlusses A v o n  U mit K. 
Da K archimedisch fiber U und R wegen Lemma F archimedisch fiber K ist, 
ist R archimedisch fiber U, also auch fiber A. Wir k6nnen folglich Zusatz 3.5, (A) 
anwenden: Die Menge E = ER/A der r ~ R mit eigentlichem OgR/A(r ) ist ein reeil 
abgeschlossener, A enthaltender Unterk6rper von R, in dem A wegen Lemma 
2.9, (a) dicht ist. Ist t e M und 0 < r e R, so folgt aus der Archimedizit~it yon R 
fiber U die Existenz eines Elements u ~ U mit 0 < u < r; und wir folgern aus 
Bedingung (iv. b) die Existenz von Elementen a', a" in A mit 

t - u < a '  < t < a "  < t + u .  

Also ist COR/A(t) ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in A, so dab t ~ E gilt. 
Damit haben wir U(M)~_ A(M)~_E gezeigt. Da E reeU abgeschlossen ist, 
enth~ilt E alle fiber E, und besonders die fiber U(M) algebraischen Elemente, 
so dab K~_E aus (iv.a) folgt. Also ist sogar A g C K E ;  und da A in E dicht ist, 
ist A auch in C dicht: Wir haben (v) aus (iv) hergeleitet. 

Es ist klar, dab (vi) aus (v) folgt. 



Dichte, Archimedizit~it und Starrheit geordneter K6rper t93 

Sei E gemaB (vi) eine die Ordnung von K fortsetzende Erweiterung yon K, 
in der U dedekindsch ist. Es gibt also einen Zwischenkfrper Z, der fiber U 
algebraisch und in E dicht ist. Insbesondere ist E fiber U archimedisch [Lem- 
ma F]. Wegen Folgerung 3.10 gibt es einen dedekindschen AbschluB D von E. 
Wegen Satz 3.9, (iii.b) ist D fiber E archimedisch. Also gilt: 

D ist fiber U archimedisch; und D ist dedekind-abgeschlossen. 
Also ist D reell abgeschlossen [Satz 3.6]. Anwendung yon Lemma E, (II) 

ergibt, dab die Menge A der fiber U algebraischen Elemente aus D ein reell 
abgeschlossener Unterk6rper ist. Natiirtich ist Z ~ A. Da D fiber U archimedisch 
und Z in E dicht ist, ergibt Folgerung 2.13, dab A dicht ist in dem [in D ge- 
b i lde te~ Compositum C von A und E. Da D dedekind-abgeschlossen ist, 
ist D = D; und da D fiber U archimedisch ist, folgt A __. C ~ A aus Folgerung 2.7 
und ,~_c_ D aus Folgerung 2.11. Aus Satz 3.3 und der reellen Abgeschlossenheit 
von A ergibt sich die Dedekind-Abgeschlossenheit von ,4. Aus E ~ C ~ A__. D 
ergibt sich wegen Satz 3.9, (iii. c), dab der Dedekind-AbschluB D von E nicht 
v o n / [  verschieden sein kann. Also ist D = / [  dedekindsch fiber U, so dab D 
gleichzeitig der Dedekind-AbschluB von U ist: (i) folgt aus (vi) und (i)-(vi) 
sind ~iquivalent. 

Gelten die ~iquivalenten Bedingungen (i)-(vi), so ist wegen (iii) der reelle 
AbschluB R von K dedekindsch fiber U. Wegen Lemma E, (II) ist die Menge A 
aller tiber U algebraischen Elemente aus R ein reell abgeschlossener Zwischen- 
k6rper. Es gibt einen fiber U algebraischen und in R dichten Zwischenkfrper. 
Da dieser in A enthalten ist, ist A dicht in R. Ist nun Z ein Zwischenk6rper mit 
U ___ Z ~ K, so ist das Compositum B von Z und A fiber Z algebraisch und in R 
dicht: also ist Z dedekindsch in R, so dab Z der Bedingung (iii) genfigt und also 
den gleichen dedekindschen AbschluB wie K hat: (vii) folgt aus (iii). - Um- 
gekehrt ist (i) eine Abschwachung yon (vii): Wir haben die Aquivalenz von 
(i)-(vii) dargetan. 

Folgerung 3.14. (A) Ist der angeordnete K6rper K dedekindsch iiber seinem 
Unterk6rper U, so haben K und U den gleichen dedekindschen AbschluJL 

(B) Der reell abgeschlossene K6rper R und sein Unterk6rper U haben dann 
und nut dann den 91eichen dedekindschen Abschlufl, wenn R iiber U dedekindsch ist. 

(C) Der angeordnete K6rper K und sein reell abgeschlossener Unterk6rper A 
haben dann und nut dann den 91eichen dedekindschen Abschlufl, wenn A in K 
dicht ist. 

Beweis. (A) wie auch das Hinreichen der ad (B) angegebenen Bedingung 
sind in Satz 3.13, (vi) enthalten. - Haben der reell abgeschlossene K6rper R 
und sein Unterk6rper U den gleichen dedekindschen AbschluB, so folgt aus 
Satz 3.13, (iii), dab R dedekindsch fiber U ist. - (C) schlieBlich folgt unmittelbar 
aus Satz 3.13, (v). 

Folgenmg 3.15. Ist N die M?ichtigkeit des angeordneten K6rpers K, so ist 
die M?ichtigkeit des dedekindschen Abschlusses yon K h6chstens 2 ~. 

Beweis. Aus Satz 3.9, (ii) folgt, daB man den dedekindschen AbschluB yon K 
folgendermaBen erh~ilt: Sei R der wegen Satz C existierende reelle AbschluB 



194 R. Baer: 

von K; dann ist/~ der dedekindsche AbschluB von K. Nun haben K und R 
die gleiche M~ichtigkeit N; und die M~ichtigkeit von/~ ist wegen Satz 2.5, (d) 
nicht gr6Ber als die M~ichtigkeit 2 ~ der Menge aUer Teilmengen von R. 

Bemerkung 3.16. Der K6rper Raller  reellen Zahlen ist der dedekindsche 
AbschluB des K6rpers Q aller rationalen Zahlen. Dies zeigt, dab die in Fol- 
gerung 3.15 angegebene obere Schranke wirklich erreicht werden kann. Eine 
Familie weiterer Beispiele fOx dieses Ph~inomen werden wir weiter unten 
angeben; vgl. Folgerung 5.3. 

4. Starre Erweiterungen 

Ist A ein Unterk6rper des K6rpers B, so verstehen wir wie iiblich unter 
AutA B die Gruppe alter die Elemente aus A fixierenden Automorphismen yon B. 
Ist B iiberdies ein angeordneter K6rper, so sei Aut~ B die Gruppe aller ordnung- 
erhaltenden Automorphismen aus Auta B. Diese beiden Gruppen sind hftufig 
identisch, vornehmlich weun die Anordnung von B nattirlich ist, etwa wenn 
die positiven Elemente aus B genau die von 0 verschiedenen Quadratsummen 
sind. Starrheit der Erweiterung B von A ist Trivialit~it yon AutaB bzw. Aut~B. 

Lemma 4.1. Haben der angeordnete K6rper K und sein Unterk6rper U den 
91eichen dedekindschen Abschlufl, ist der dedekind-abgeschlossene K6rper A 
archimedisch fiber seinem Unterk6rper B, so wird jeder ordnungerhaltende 
lsomorphismus yon U auf B dutch einen und nur einen ordnungerhaltenden 
Isomorphismus yon K in A induziert. 

Dem Beweise dieses fundamentalen Lemmas schicken wir die Beweise 
einiger Hilfss~tze voraus, die allerdings s~imtlich als Spezialf~ille in diesem 
Lemma enthalten sind. 

(4.1.1) Ist D d e r  dedekindsche Abschlufl seines UnterkOrpers U, so ist 
AutvD = 1. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Menge A der fiber U algebraischen 
Elemente aus D ein reell abgeschlossener Zwischenk6rper mit D = A [Satz 3.9, 
(ii)]. Ist o-e AutvD, so induziert o" in A einen Automorphismus aus AutvA = l; 
vgl. Satz D. Da D wegen Satz 3.9, (i) dedekind-abgeschlossen und also wegen 
Satz 3.6, (i) reell abgeschlossen ist, ist cr ein ordnungerhaltender Automor- 
phismus von D. Da aber A in D = A wegen Satz 2.5, (a) dicht ist, und da ~ alle 
Elemente aus A fixiert, ist t7 = 1. 

(4.1.2) Ist Di der dedekindsche Abschlufl seines Unterk6rpers Ui )efir i = 1, 2, 
so wird jeder ordnunoerhattende Isomorphismus yore U1 auf U2 dutch einen und 
nut einen [ordnungerhaltenden] Isomorphismus yon D 1 auf D 2 induziert. 

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage ist in (4.1.1) enthalten. - Nach Voraus- 
setzung ist die Menge A i tier fiber U i algebraischen Elemente aus D i ein reell 
abgeschlossener Zwisehenk6rper mit A i = D i [Satz 3.9, (ii)]. Ist t7 ein ordnung- 
erhaltender Isomorphismus von U1 auf U2, so folgt aus Satz D die Existenz 
yon einem [und nur einem] a in U1 induzierenden Isomorphismus 2 yon A1 
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auf A 2. Aus der reeUen Abgeschlossenheit von A~ folgt, dab auch 2 die Ordnung 
erh~lt; und hieraus ergibt sich natfirlich, dab 2 von einem [und nur einem] Iso- 
morphismus 09 von A1 = DI auf-42 = D2 induziert wird [Satz 2.5, (d)]. Natfirlich 
wird a von 09 in U1 induziert. 

Beweis yon Lemma 4.1. Sei D der wegen Folgerung 3.10 existierende [und 
im wesentlichen eindeutig bestimmte] dedekindsche Abschlul3 von K, so dab D 
nach Voraussetzung auch der dedekindsche AbschluB von U ist. 

Da A dedekind-abgeschlossen ist, ist A auch reell abgeschlossen [Satz 3.6, 
(i)]. Aus Lemma E, (II) folgt also, dab die Menge R der fiber B algebraischen 
Elemente aus A ein reeU abgeschlossener Zwischenk6rper ist. Da A fiber B 
archimedisch ist, ist A auch fiber R archimedisch. Aus der dedekindschen 
Abgeschlossenheit von A folgt A = .4 [Satz 3.6, (i)]. Anwendung von Fol- 
gerung 2.11 ergibt /~ ____ A. Da R der reelle Abschlul3 von B ist, ist /~ wegen 
Satz 3.9, (ii) der dedekindsche Abschlul3 yon B. 

Ist a ein ordnungerhaltender Isomorphismus von U aufB, so folgt aus (4.1.2) 
die Existenz von einem und nur einem Isomorphismus 2 yon D auf R, der a in U 
induziert; und es ist klar, dab a in K einen ordnungerhaltenden Isomorphismus 
co von K in /~ = A induziert. Damit ist die Existenzaussage des Lemma 4.1 
voll bewiesen. 

Sei nun to' ein weiterer ordnungerhaltender Isomorphismus von K in A, 
der ebenfalls a in U induziert. Aus der bereits bewiesenen Existenzaussage des 
Lemma 4.1 ergibt sich dann die Existenz eines to' in K induzierenden [ord- 
nungerhaltenden] Isomorphismus 2' von D in A. Da D der dedekindsche 
AbschluB von K ist, ist D ~' ein dedekindscher Abschlul3 von K '°' in A. Aus 
B = U ~ = U z' z__ D ~' z__ A folgern wir zun~ichst, dab der reelle AbschluB R von B 
in A auch in D x' enthalten ist; und aus der Archimedizit~it yon A fiber B ergibt 
sich dann /~  = D a' [Satz 3.9, (ii)]. Also sind 2 und 2' Isomorphismen yon D 
auf/~, die tr in U induzieren. Da aber D und/~ dedekindsche Abschlfisse yon 
U sind, folgt 2 = 2' aus (4.1.2); und hieraus folgt natfirlicb 09 = to', womit auch 
die Eindeutigkeitsaussage unseres Lemma 4.1 bewiesen ist. 

Satz 4.2. Die folgenden Eigenschaften des Unterk6rpers U des angeordneten 
K6rpers K sind iiquivalent : 

(i) K ist der dedekindsche Abschlufl yon U. 
(a) K ist dedekind-abgeschlossen und archimedisch fiber U. 
(b) Ist E eine die Ordnung yon U fortsetzende, dedekind-abgeschlossene, 

(ii) fiber U archimedische Erweiterung yon U, so gibt es einen und nur einen 
die Elemente yon U fixierenden [ ordnungerhaltenden] Isomorphismus 
yon K in E. 
(a) U ist dedekindsch in K. 

(iii) (b) Ist E eine die Ordnung yon U fortsetzende, fiber U dedekindsche 
Erweiterung yon U, so gibt es einen die Elemente yon U fixierenden, 
ordnungerhaltenden Isomorphismus yon E in K. 

Beweis. Ist K der dedekindsche AbschluB von U, so ist K wegen Satz 3.9 
dedekind-abgeschlossen und archimedisch fiber U; und K und U haben den 
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gleichen dedekindschen AbschluB [n~imlich K]. Ist weiter E eine die Ordnung 
von U fortsetzende, dedekind-abgeschlossene, fiber U archimedische Er- 
weiterung von U, so kOnnen wir Lemma 4.1 anwenden: Der 1-Automorphismus 
von U wird durch einen und nur einen ordnungerhaltenden Isomorphismus von 
K in E induziert, so dab (ii) aus (i) folgt. 

Gilt (ii), so gilt sicher Bedingung (iii.a und b) des Satzes 3.9. Ist weiter Z 
ein dedekind-abgeschlossener Zwischenk6rper: U~ Z C_ K, so ist Z mit K 
fiber U archimedisch; und Anwendung von (ii. b) zeigt die Existenz eines die 
Elemente aus U fixierenden [ordnungerhaltenden] Isomorphismus tr von K 
in Z ~ K. Eine zweite Anwendung von (ii. b) zeigt, dab 1 der einzige, die Elemente 
von U fixierende [ordnungerhaltende] Isomorphismus von K in K ist. Also 
ist cr = t, woraus 

K = K " C _ Z C _ K  und K = Z  

folgt. Damit haben wir auch Bedingung (iii. c) des Satzes 3.9 aus (ii) abgeleitet. 
Also ist K der dedekindsche AbschluB von U: Die Bedingungen (i) und (ii) 
sind aquivalent. 

Ist wieder K der dedekindsche AbschluB von U, so folgern wir aus Satz 3.9, 
(iv. a), dab U dedekindsch in K ist. Ist weiter E eine die Ordnung von U fort- 
setzende, fiber U dedekindsche Erweiterung von U, so bilden wir den dedekind- 
schen AbschluB D von E, der wegen Folgerung 3.10 existiert. Aus Folgerung 
3.14, (A) ergibt sich, dab U und E den gleichen dedekindschen AbschluB D 
haben. Da der dedekindsche AbschluB von U wegen Folgerung 3.10 im wesent- 
lichen eindeutig bestimmt ist, gibt es einen die Elemente yon U fixierenden, 
ordnungerhaltenden Isomorphismus von D auf K; und dieser induziert einen 
die Etemente von U fixierenden, ordnungerhaltenden Isomorphismus von E 
in K, so daB (iii) aus (i) folgt. 

Gilt (iii), so gilt auch Bedingung (iv. a) des Satzes 3.9. Ist E eine die Ordnung 
von K fortsetzende, fiber K dedekindsche Erweiterung von K, so ergibt sich 
aus Folgerung 3.14, (A), dab K und E denselben dedekindschen AbschluB 
haben; und aus (iii.a) folgt, dab auch U und K denselben dedekindschen 
AbschluB haben. Insbesondere ist U dedekindsch in dem dedekindschen Ab- 
schluB D von E; siehe Satz 3.9, (i). Anwendung von (iii.b) zeigt die Existenz 
eines die Elemente von U fixierenden, ordnungerhaltenden Isomorphismus tr 
von D in K. Also ist 

U ~ E'~ C= D" K K C_ E C_ D . 

Da D der dedekindsche AbschluB von U ist, ist wegen Lemma 4.1 der 1-Auto- 
morphismus der einzige die Elemente aus U fixierende, ordnungerhaltende 
Isomorphismus von D in sich. Es folgt, dab o" = 1 und also 

E=E~C_KC_E 

ist; es wird K = E und wir haben auch Bedingung (iv. b) des Satzes 3.9 aus 
unserer Bedingung (iii) hergeleitet, womit die Aquivalenz der Bedingungen 
(i)-(iii) dargetan ist. 
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Satz 4.3. Die folgenden Eigenschaften des Unterkdrpers U des angeordneten 
KSrpers K sind dquivalent: 

(i) K und U haben denselben dedekindschen Abschlufl. 
(ii) Ist Z ein ZwischenkSrper mit U ~ Z ~ K, so ist 1 der einzige, die Elemente 

aus U fixierende, ordnungerhaltende Isomorphismus yon Z in K. 
(iii) Ist k ein fiber U transcendentes Element aus K, so ist Aut~ U(k)= 1. 
(iv) Es gibt eine Teilmenge M yon K mit folgenden Eigenschaften: 
(a) K ist algebraisch fiber U(M) und archimedisch fiber U. 
(b) AutO: U(t)= I J~r jedes t ~ M. 

(a) Aut~K = t. 
(v) (b) Ist Z ein Zwischenkdrper mit U c Z c K, so wird jeder Automor- 

phismus aus Aut~,Z dutch einen Automorphismus aus Aut~,K induziert. 

Beweis. Gilt (i), so ist der [wegen Folgerung 3.10 existierende] dedekindsche 
AbschluB D von K gleichzeitig der dedekindsche Abschlug von U. Ist Z ein 
Zwischenk6rper mit U ~ Z c_ K und a eine die Elemente aus U fixierender, 
ordnungerhaltender Isomorphismus von Z in K, so gilt auch U ~ Z~c_-K; und 
wir erschliegen aus Satz 3.13, (vii), dab D der dedekindsche Abschlug yon Z 
wie auch von Z ~ ist. Aus Satz 3.9 ergibt sich die Anwendbarkeit von Lemma 4.1. 
Also gibt es einen und nur einen ordnungerhaltenden Automorphismus 2 
von D, der a in Z induziert. Da D der dedekindsche AbschluB von U ist, folgt 
AutvD = 1 aus (4.1.1) [oder Lemma 4.1]. Also ist ,~= 1, woraus a =  t folgt. 
Damit haben wir gezeigt, dab (ii) aus (i) folgt; und es ist klar, dab (iii) ein 
Spezialfall von (ii) ist. 

Gilt (iii), so folgt aus Hilfssatz (1.2. +), dab K fiber U archimedisch ist, 
und dab also (iv) aus (iii) [mit M--  K] folgt. 

Wir nehmen weiter die Existenz einer den Bedingungen (iv. a + b) genfigen- 
den Teilmenge M von K an. Im reellen AbschluB R von K bilden wir den 
reellen AbschluB A von U; siehe Satz C und Lemma E, (II). Wir k6nnen 
o. B. d. A. annehmen, dab alle Elemente aus M fiber U transcendent sind, 
da ja die Teilmenge der fiber U transcendenten Elemente aus M immer noch 
den Bedingungen (iv. a + b) genfigt. Wir bemerken, dab unsere Bedingung (iv. a) 
mit der Bedingung (iv.a) des Satz 3.13 fibereinstimmt. Wir betrachten ein 
Element u mit 0 .  u e U und ein Element t e M. Da t fiber U transcendent ist, 
gibt es genau einen die Elemente aus U fixierenden und t auf t + u abbildenden 
Automorphismus von U(t). Da tr:~ 1 und Aut~ U(t)= 1 wegen (iv.b) ist, wird 
die Anordnung in U(t) von a nicht erhalten. Da U(t) wegen der Transcendenz 
yon t fiber U der K6rper der rationalen Funktionen in t mit Coefficienten 
aus U ist, folgt hieraus die Existenz eines Polynoms f (x )  fiber U mit 
f ( t )  f ( t  + u) < 0. Wir wenden den WeierstraBschen Nullstellensatz [Satz A, (ii)] 
auf das Polynom f fiber U _CA an: Es gibt ein a e A mit f ( a ) = 0  )and 
O < ( t + u - a ) ( a - t ) .  Damit haben wir auch Bedingung (iv.b) des Satz 3.13 
hergeleitet: K und U haben den gleichen dedekindschen Abschlug. Damit 
haben wit (i) aus (iv) hergeleitet und die ,X, quivalenz der Bedingungen (i)-(iv) 
bewiesen. 
14 Math, Ann. 188 
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SchlieBlich sieht man mfihelos ein, dab die Eigenschaften (ii) und (v) 
~iquivalent sind. 

Folgemng 4.4. Dann und nut dann ist der reell abgeschlossene K6rper R 
dedekindsch fiber seinem Unterk6rper U, wenn A u t v Z =  1 fur jeden reell ab- 
geschlossene Zwischenk6rper Z mit U C Z ~_ R und Transcendenzgrad 1 yon Z 
fiber U. 

Beweis. Ist R dedekindsch fiber U, so haben R und U denselben dedekind- 
schen AbschluB [Folgerung 3.14, (A)]. Anwendung von Satz 4.3, (ii) zeigt dann 
die Notwendigkeit unserer Bedingung, da ja alle Automorphismen reell ab- 
geschlossener K6rper die [natfirliche] Anordnung erhalten. 

Wir nehmen umgekehrt die Gfiltigkeit unserer Bedingung an und betrachten 
ein fiber U transcendentes Element t E R. Anwendung von Lemma E, (II) 
zeigt, dab die Menge Z aller fiber U(t) algebraischen Elemente aus dem 
reell abgeschlossenen K6rper R e i n  reell abgeschlossener Zwischenk6rper: 
U C U(t) ~ Z ~ R mit Transcendenzgrad 1 von Z fiber U ist. Ist a ~ Aut~U(t), 
so folgt aus Satz D die Existenz eines eindeutig bestimmten Automorphismus 2 
von Z, der a in U(t) induziert. 

Es folgt 2 e AutvZ = 1 aus unserer Bedingung, so dab 2 = 1 und also auch 
a = 1 wird. Damit haben wir die Gfiltigkeit der Bedingung (iii) des Satzes 4.3 
bewiesen: R und U haben denselben dedekindschen AbschluB. Anwendung 
von Folgerung 3.14, (B), zeigt, dab U dedekindsch in dem reell abgeschlossenen 
K6rper R ist. 

Folgerung 4.5. Der reeU abgeschlossene Unterk6rper A des anoeordneten 
K6rpers K ist dann und nut dann dicht in K, wenn Aut~ A (k)= 1 f ~  jedes [nicht 
in A enthaltene] Element k ~ K. 

Beweis. Aus Folgerung 3.t4, (C) folgt, dab A dann und nur dann dicht in K 
ist, wenn K und A den gleichen dedekindschen AbschluB haben. Nicht in A 
enthaltene Elemente aus K sind transcendent fiber A. Anwendung der 
.~quivalenz der Bedingungen (i) und (iii) des Satzes 4.3 zeigt jetzt die Gfittigkeit 
unserer Behauptung. 

Bemerkung4.6. Ist R e'm reell abgeschlossener Unterk6rper des reell 
abgeschlossenen K6rpers F, ist weiter der Transcendenzgrad von F fiber R 
genau 1, so ist R wegen Folgerung 4.4 darm und nur dann dicht in F, wenn 
AutRF= 1. Dr. Geyer [Heidelberg] hat mir ein Beispiet mitgeteilt, aus dem 
hervorgeht, dab die Transcendenzgradvoraussetzung unentbehrlich ist: In 
diesem Beispiel ist der Transcendenzgrad von F fiber R gleich 2; es ist 
AutRF= 1; aber R ist nicht dicht in F. 

Satz 4.7. Der angeordnete K6rper K ist dann und nur dann dedekind- 
abgeschlossen, wenn Aut~E ~e 1 flit jede echte, die Ordnun O yon K fortsetzende, 
einfache Erweiterung E yon K gilt. 

Beweis. Ist erstens K dedekind-abgeschlossen und E eine echte, die Ordnung 
von K fortsetzende, einfache Erweiterung yon K, so ist K reell abgeschlossen 
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[Satz 3.6, (i)] und also E nicht algebraisch tiber K. Aus Satz 3.6, (iv. b) folgt, 
dab K nicht dicht in E ist; und Anwendung von Folgerung 4.5 ergibt Aut~ E ~ 1. 

Ist zweitens K nicht dedekind-abgeschlossen, so gibt es eine echte, die Ord- 
nung von K fortsetzende Erweiterung E von K und einen Zwischenk6rper Z, 
der tiber K algebraisch und in E dicht ist [Satz 3.6, (ii)]. Da E eine dedekindsche 
Erweiterung von K ist, ergibt Satz 3.13, dab K und E denselben dedekindschen 
AbschluB haben. Es gibt ein Element e • Emit  e ¢ K; und aus Satz 4.3, (ii) folgt 
AutkK(e) = 1: unsere Bedingung ist notwendig und hinreichend f'tir Dedekind- 
Abgeschlossenheit von K. 

Bemerkung 4.8. Kennzeichnungen des dedekindschen Abschlusses eines 
angeordneten K6rpers ergeben sich durch naheliegende Kombination der 
S~itze 4.3 und 4.7. 

5. Einfache nicht archimedische Erweiterungen 

Ist der angeordnete K6rper L einfach fiber seinem Unterk6rper K, ist 
weiter L nicht archimedisch fiber K, so ergibt sich aus Lemma E, (II), dab L 
eine reine transcendente Erweiterung von K ist. Wir werden deshalb im 
folgenden einen angeordneten K6rper K und eine einfache transcendente 
Erweiterung L = K(]) yon K betrachten. Dann ist L der K6rper der rationalen 
Funktionen in j mit Coefficienten aus K; und jedes yon 0 verschiedene Element 
aus L kann auf die folgende ,,Normalform" (N) gebracht werden: 

(N) kj"[1 +j f ( j ) ]  [1 +jg( j ) ] - i  ; 

hierbei ist 0:0 k ~ K und n eine ganze Zahl [positiv, 0 oder negativ], w~ihrend 
f(J), g(J) Polynome inj mit Coefficienten aus K sind. Man bemerke, dab zwar k 
und n, aber nicht f und g Invarianten des gegebenen Elements sind. 

Wir werden das gem~iB (N) normatisierte Element 

kf'[1 +j f ( j ) ]  [1 +jg(])]- 1 

dann und nur dann positiv nennen, wenn 0 < k in der vorgegebenen Anordnung 
von K gilt. Man erh~lt hierdurch eine [algebraische] Anordnung von L, die 
offenbar durch die beiden folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmt ist: 

(a) Die Anordnung yon L = K(/) setzt die vorgegebene Anordnung yon K 
fort. 

(b) 0 < j  < k ffir jedes 0 < k E K. 
Aus (b) folgt natiirlieh, dab L tiber K nicht archimedisch ist; und wegen (b) 

k6nnen wit L als Erweiterung yon K dureh das [positive.] infinitesimale Element j 
bezeichnen, besonders da ja, wie oben vermerkt, die Erweiterung wesentlich 
durch die Eigenschaften (a) und (b) bestimmt ist. 

Satz 5.1. Ist K ein anoeordneter K6rper und L =  K(j) Erweiterung yon K 
dutch das [positive] infinitesimale Element j, so gilt: 

(a) 1st i eine ganze Zahl mit 1 < i, so hat die Gleichun 0 x i = j  keine L6sun# in L. 
(b) L ist nicht dicht in seinem reellen AbschlaB. 
(c) L ist nicht reeU abgeschlossen. 

14" 
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Dem eigentlichen Beweis schicken wir den Beweis zweier Hilfssatze voraus. 

(5.1.1) Der alle Elemente aus K fixierende und j auf f mit 1 <i  abbildende 
Isomorphismus yon K (j) auf K (j i) erhiilt die Anordnung. 

Beweis. Das gem~il3 (N) normierte Element 

kjn[l + j f ( j ) ]  [1 + jg ( j ) ] - I  

wird durch unsem Isomorphismus auf das ebenfalls gem~ig (N) normierte 
Element 

k f ' [1  + j { f - , f ( j i ) } ]  [1 +j{ j i - ,  g(ji)}]- 1 

abgebildet; und hieraus folgt sofort, dab unser Isomorphismtts die Anordnung 
erh~ilt. 

(5.1.2) Ist 1 < i, so liegt zwischen den Elementen kj mit 0 < k e K kein Element 
aus K(f). 

Beweis. Sei 0 < k s K und 0 4: r e K(f). Dieses Element r hat dann die 
Normalform (N) in K(ji): 

r = sjin[t + f f q i ) ]  [1 +ji gq~)]-i 

Wir betrachten das Element t = kj - r. 

Fall 1. 0 < n. 

Dann wird 0 < in - 2, so dab 

h~j) = f -  1 g(ji) _ sk-  1 f n -  2 [1 + f(/.i)] 

ein Polynom in j mit Coefficienten aus K wird. Die Normalform (N) in K(]) 
von t wird dann: 

t = kj [1 +jh(j)]  [ i  + j  { f -  1 g ( f ) } ] - l .  

Aus O < k  folgt also O< t; und dies ist gteichwertig mit 

r ~ k j .  
Fall2. n<O. 

Es wird 0 < i - 1 und 0 ~ - in, so dab 

H (j) = f -  l f (ji) _ k s -1  j - in[1 ..k ji g(ji)] 

ein Polynom in j mit Coefficienten aus K wird. Die Normalform (N) von t in 
K(j) wird dann 

t =  ( - s ) f n [ 1  + j n q ) ]  [1 + j { f -  1 g q i ) } ] - i  

Also ist dann und nut  dann 0 <  t, wenn s < 0  ist; und es ist dann und nur dann 
t < 0, wenn 0 < s ist. Dies ist aber gleichwertig mit 

r < kj dann und nur  dann, wenn s < 0 ; 

kj < r dann und nur dann, wenn 0 < s. 
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Zusammenfassend ergibt sich, dab ein Element aus K(j i) entweder links von 
allen kj mit 0 < k liegt - dies ist der Fall, wenn entweder 0 < n oder n < 0 und 
s < 0 ist - oder rechts von allen kj liegt - dies ist der Fall, wenn n < 0 und 0 < s 
ist. Die Null liegt natiJrlich links yon allen kj mit 0 < k ~ K, da ja 0 <j .  Damit 
ist alles bewiesen. 

Beweis des Satzes 5.1. W~ire die Aussage (a) falsch, so gabe es eine ganze 
Zahl i mit 1 < i und ein Element w ~ L mit w i =j .  Natiirlich ist 

K(/)  ~_ K(j) = L = K(w') c= K(w) = L(w) ~_ L .  

Ist a der alle Elemente aus K fixierende und j a u f f  abbildende Isomorphismus 
von L auf K(ji), so folgt aus (5.1.1), dab a ein ordnungerhaltender Isomorphismus 
ist. Dieser wird in L durch einen ebenfalls ordnungerhaltenden, die Elemente 
aus K fixierenden und w auf w' = j  abbildenden Isomorphismus 2 von K(w) 
auf L induziert. Da L wegen Lemma 2.5, (a) in L dicht ist, ist L auch in K(w) 
dicht. Also ist L z = K(j i) in K(w) z=  K(w i) = K(j) dicht; und dies widerspricht 
(5.1.2), womit (a) bewiesen ist. 

Ware L dicht in seinem reellen AbschtuB R, so fotgte R __c L aus Folgerung2.7. 
Wegen Satz A, (iii) ist aber fiir jede ganze Zahl i mit 1 < i die Gleichung x i = j  
[wegen 0 < j ]  in R 16sbar. Dies widerspricht R c__L und (a), womit (b) 
bewiesen ist. 

(c) folgt sofort aus (a) und Satz A, (iii). 
Ist K ein angeordneter K6rper, so sei K((j)) der K6rper aller formalen 

Potenzreihen in j mit Coefficienten aus K. Die von 0 verschiedenen Elemente 
aus K(j) k6nnen wir folgendermaBen normieren: 

kJn{ 1+  ,~1 kJ~] ; (N*) 

hierbei sind k und die k~ Elemente aus K und n ist eine ganze Zahl [positiv, 
0 oder negativ]. DaB dies ein K6rper ist, entnimmt man etwa Fuchs [p. 137, 
Theorem 10]. Es sei darauf hingewiesen, dab dieses Mal nicht nur n und k, 
sondem auch alle andern ki Invarianten des betrachteten Elements sind, und 
dab K(/) ein Unterk6rper von K((j)) ist. Wir werden das g e m ~  (N*) normali- 
sierte Element 

dann und nur dann positiv nennen, wenn 0 < k [in K] gilt. Man erhglt hierdurch 
eine [algebraische] Anordnung yon K((])), die offenbar die yon uns am Anfang 
dieses Abschnitts eingefiihrte Anordnung yon K(]) - gem~ig (a) und (b) - 
fortsetzt; siehe Fuchs [p. 137, Corollary 11]. 

Satz 5.2. Ist L = K(j) die Erweiteruru] des anoeordneten Kiirpers K durch 
das f positive] infinitesimale Element j, so ist L i m  wesentlichen mit dem formalen 
Potenzreihenk~irper K ((j)) identisch. 
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Beweis. Sei zun~ichst p e K((j)). Wir wollen p einen eigentlichen dedekind- 
schen Schnitt in L zuordnen. Hierbei wollen wir zuniichst annehmen, dab 
p ¢ L und also insbesondere p kein Polynom in j mit Coefficienten aus K ist; 
und wir werden spiiter sehen, dab wir diese Annahme o. B. d.A. machen 
k6nnen. Dann hat also p wegen (N*) die Form: 

Hierbei ist neine ganze Zahl [positiv, 0 oder negativ]; k und die k i sind Eiemente 
aus K; und es ist k 4= 0 und unendlich viele ki sind yon 0 verschieden. 

Wir setzen 

p,.=kj"[l+ ,=1 ~ kdq fiir 0 < m .  

Dann sei 

Dp die Menge aller y e L mit Pm< Y ffir unendtich viele m, 

Sp die Menge aller y ~ L mit y N Pm ffir unendlich viele m, 

Angenommen nun, es gabe d e Dp und s e Sp mit d < s. Ist dann u eine beliebige 
positive ganze Zahl, so gibt es ganze Zahlen u', u" mit u < u', u < u" und p,, < d 
und s < p,,. Also wird 

[ t4" U' ] 
O<-_s-d<p,,,-p.,=kj" 2 k.~'- 2 k.d' 

Li=u+ 1 i = u +  1 

= kj,+,+ i f ( j ) ,  

wobei f(j)  ein Polynom in j  mit Coefficienten aus K ist. Da diese Absch~itzung 
f'tir alle positiven ganzen Zahlen u gilt, ergibt die Definition der Anordnung 
in L = K(j), dab s = d ist; und hieraus folgt dann insbesondere, dab p = s = d E L 
ist. Dies haben wir aber ausgeschlossen; und nun sieht man mfihelos ein, dab 
Sp, Dp ein dedekindscher Schnitt ist. DaB S p, Dp ein eigentlicher dedekindscher 
Schnitt in List ,  folgt aus p,. - kj "+" ~ Sp und p,, + kj "+" ~ Dp. Es ist nun leicht, 
diese Abbildung p~Sp, Dp auf ganz K((])) auszudehnen, indem man jedem 
p e L irgendwie einen der beiden durch p in L bestimmten dedekindschen 
Schnitte zuordnet; und man iiberzeugt sich leicht davon, dab man auf diese 
Weise einen ordnungerhaltenden Isomorphismus 2 von K((j)) in L erh~ilt, 
der Jim wesentlichen] die Elemente aus L fixiert. 

Ist 

p =  kf'[1 + ,--~1 kd'] 

ein normalisiertes, yon 0 verschiedenes Element aus K((])), so ist 

p=kff[l + ,=l~ kdq + kj"+''+ l ,=,.+1 ~ kd'-"- l  ; 
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und wir k6nnen durch hinreichend groBe Wahl von m erreichen, dab das zweite 
Glied absolut genommen kleiner wird als eine betiebig vorgegebene positive 
Potenz von j. Hieraus folgt weiter: 

Ist S, O ein eigentlicher dedekindscher Schnitt in K((j)), so gibt es zu jeder 
positiven ganzen Zahl n Polynome s(j), d(j) in j mit Coefficienten aus K derart, 
dab s(j) ~ S, d(j) ~ D und 0 < d(j) - s(]) <j". 

0berlegt  man sich weiter, dab zwei Polynome, deren Differenz absolut 
genommen j" for positives ganzes n nicht fiberschreitet, in ihren ersten n 
Gliedern iibereinstimmen mtissen, so ist es nicht schwer einzusehen, dab jeder 
eigentliche dedekindsche Schnitt in K((j)) durch ein Element aus K((j)) definiert 
wird, so dab also insbesondere L ~ K((j)) wird, woraus die gewfinschte wesent- 
liche Identitiit von L und K((j)) folgt. 

Folgerung 5.3. 1st N die Mdchtigkeit des angeordneten K6rpers K, ist 
L = K(j) die Erweiterung yon K dutch das [positive] infinitesimale Element j, 
so ist 2 ~ die Mdchtigkeit yon Lund yon dem dedekindschen Abschlufl yon L. 

Beweis. Es ist klar, dab K und K( j )=  L die gleiche M~ichtigkeit N haben; 
und hieraus folgt, dab der K6rper K((j)) der formalen Potenzreihen die M~ich- 
tigkeit 2 ~ hat. Aus Satz 5.2 folgt dann, dab auch L die M~ichtigkeit 2 ~ hat. 

Ist D der dedekindsche AbschluB von L, so ergibt sich aus Folgerung 3.15, 
dab D h6chstens die M~ichtigkeit 2 ~ hat. Aus Folgerung 3.14, (a) und Satz 2.5, (a) 
ergibt sich, daB D i m  wesentlichen der dedekindsche AbschluB yon L ist, 
so dab die M~ichtigkeit von D mindestens 2 ~ und also gleich 2 ~ ist. 

Satz 5.4. Ist L = K(j) die Erweiteruno des angeordneten K6rpers K dutch 
das [positive] infinitesimale Element j, so ist der reelle Abschlufl yon L nicht 
der dedekindsche Abschlufl yon L. 

Beweis. Wegen Satz 5.2, ist L i m  wesentlichen mit dem formalen Potenz- 
reihenk6rper K((j)) identisch. Sei R der reelle AbschluB yon L = K((j)). Man 
folgert aus Satz A, (iii), dab jedes positive Element aus R ffir jede positive ganze 
Zahl die n-te Potenz eines und nur eines positiven Elements aus R ist. Dies gilt 
insbesondere for j, so dab wir for jede positive ganze Zahl n unter j"- 1 die ein- 
deutig bestimmte, in R enthaltene, positive L6sung der Gleichung x " = j  
verstehen k6nnen. 

Sei D der dedekindsche AbschluB yon L. Wegen Folgerung 3. t l  ist R ~ D. 
Da D reell abgeschlossen ist, ist die Menge A aller fiber L algebraischen 
Elemente aus D ein reell abgeschlossener Zwischenk6rl~r [Lemma E, (II)]; 
und natiirlich ist A ~ R. Aus Satz 3.9, (ii) folgern wir D = A. Insbesondere ist A 
dicht in D [Satz 25, (a)], so dab auch R dicht in D ist und D = / )  =/~ aus Fol- 
gerung 2.11 sich ergibt. 

Sei r(n) irgendeine mit n gegen unendlich strebende Folge rationaler Zahlen. 
Wir setzen 

n 

f (n) = ~" J"~'). 
i - - - I  
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Da die j " - '  wohlbestimmte Elemente aus R sind, sind auch die jr~i) wohl- 
bestimmte Elemente aus R, so dab auch jedes f(n) ~ R ist. Sei 

T die Menge aller t e R mit f(n) < t ffir alle n; 
S = Complement von T in R. 
Man sieht sofort, dab 1 e T und 0 ~ S und dab also S, T ein dedekindscher 

Schnitt in R ist. Ffir jede positive ganze Zahl h gilt h ~ r(i) f'tir fast alle i und also 
jrti) <jh ffir fast alle i; und hieraus folgt leicht, dab S, T ein eigentlicher dedekind- 
scher Schnitt in R ist, der also durch ein Element d ~ D =/~ definiert wird. 

Wir wollen jetzt die Folge r(n) rationaler Zahten spezialisieren. Sei 
r(n) = N(n)Z(n)-1 mit teilerfremden ganzen N(n) und Z(n). Wir fordern nur~ dab 
die Menge der verschiedenen Primteiler aller Z(n) unendlich ist. Ware dann 
d e R, so w~ire d algebraisch fiber K((j)); und wir wollen mit 0 den Grad von d 
fiber K((j)) bezeichnen. Anwendung von Schilling [p. 56, Corollary 2] zeigt 
dann, dab die Primteiler der Z(n) samtlich Teiler von 9 sind - im Widerspruch 
zur Unendlichkeit der Menge der Primteiler der Z(n). Also liegt d zwar in D, 
aber nicht in R; und damit haben wir R C D dargetan. 

Bemerkung 5.5. Man kann zeigen, dab der dedekindsche AbschluB D 
von L [in der Bezeichnung von Satz 5.4] im wesentlichen mit dem K6rper 
aller formalen Potenzreihen der Form 

~ k , f  {") 
n = O  

identisch ist; hierbei sind die k, e K und die r(n) bilden eine mit n gegen unend- 
lich strebende Folge rationaler Zahlen. 

Wir geben eine Anwendung der vorhergehenden Resultate. 

Satz 5.6. Der anoeordnete K6rper K ist dann und nur dann ein Unterk6rper 
des K6rpers R aller reellen Zahlen, Wenn oilt: Jeder Unterk6rper yon K ist in 
seinem reellen Absehlufl dicht. 

Beweis. Ist K ~_ R und U ~ K, so ist auch U_-c R. Sei A der nach Satz C 
existierende reelle Abschlul3 von U. Dann ist A wegen Lemma E, (II) fiber U 
archimedisch; und es folgt aus Satz 1.2, (iv), dab U in A dicht ist: Unsere Be- 
dingung ist notwendig. 

Ist umgekehrt K nicht in R enthalten, so folgt aus Satz 1.2, (iii), dab K nicht 
archimedisch fiber seinem Primk6rper Q ist. Also gibt es ein Element j e K mit 
0 < j < r  ffir jede positive rationale Zahl reQ. Es ist U=Q(j)C=K; und 
Anwendung von Satz 5.1, (b) zeigt, dab U in seinem reellen Abschlul3 nicht 
dicht ist: Unsere Bedingung ist hinreichend. 

Zusatz bei der Korrektur 128. Mai 1970-1: Vor kurzem wurde ich auf die folgenden beiden 
Arbeiten aufmerksam gemacht, die mit unseren Untersuchungen verwandt sind: 

Kurt Hausehild: Cauchyfolgen h6heren Typus in angeordneten K6rpern. Zeitschrifl f'tir math. 
Logik und Grundlagen der Math, 13, 55--66 (1967). 

Dana Scott: On completing ordered fields. Applications of Model Theory. Proc. International 
Symposium Cal. Tech. (1967), 274--278. Holt, Rinehart & Winston; New York 1969. 
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Insbesondere ist unser Satz 3.3 als Spezialfall in Hauschilds Satz 14 [p. 62] enthalten; und 
Scott's Theorem 2 [p. 275] h~ingt mit unserer Folgerung 3.11 zusammen. 

Auch finden einige der von uns behandelten bzw. benutzten Beispiele bei diesen beiden 
Autoren wie natiirlich auch bei Artin-Schreier Erw~ihnung. 
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