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Uber die Verteilung der vollkommenen Zahlen
und allgemeinerer Zahlenmengen
Von

Hans-Joacmim Kanorp in Braunschweig

In einer vorangehenden Arbeit [1] wurde ein Satz von L. E. Dicksow in
verallgemeinerter Gestalt bewiesen und in den letzten beiden Paragraphen
wurden Folgerungen aus diesem Satz hergeleitet. In der vorliegenden Arbeit
sollen die Betrachtungen von [1], § 7 verschirft und ergénzt werden.

§1
Wir beweisen zuerst den
3
Hilfssatz. Es ser n =[] p2* die Primpolenzzerlequng der natiirlichen Zahl n;
M= 1

h sei eine feste natiirliche Zahl; A,(x) sei die Anzahl der n < x, bei welchen
o= b fiirx=1, ..., kgill. Dann ist A, (x) = O(z'™).
Beweis. Jedem solchen n (mit «, = ») kénnen wir eindeutig die Zahl

k
o0 w = [l pl
mit |
@ po=%]

zuordnen. Wir beachten, dal} w genau die gleichen Primteiler wie » besitzt und
3) w< < it

gilt. Es seien jetzt

(4) N<ge< < gy<

die der Grofle nach geordneten Primzahlen. Dann gilt: Fiir
1k z 1k
g (a) <= (e
) N9z 4y W= 9192+--99 -1
gehdren zu jedem solchen w weniger als h? verschiedene #n < z. Also erhalten
wir

A 1/k 9(““——“*% - )1 — gl e “RY .
(6) dp(x) < = +y§'2h PR P z 1 +g§12 B (qiqe- - 95-1)

Wie man nach dem Quotientenkriterium leicht sieht, ist diese rechts stehende
unendliche Reihe konvergent. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
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§2

Wir fithren jetzt eine neue Bezeichnungsweise ein. Ist

%
(7) n=J] p*,
%=1
so wollen wir unter

8 n® bzw. n®

die Teiler von n verstehen, die genau aus dem Produkt aller p®* mit o, = A
bzw. o, < h bestehen. Es ist dann

(9) N == n(7l) . n(l‘) = H pzn . H p:x; (n(il-)’ n(l’)) =1.

®<k xsk

aezh ax <k
Ist nun f(n) eine (eindeutige) distributive zahlentheoretische Funktion (d. h.
f(ab) = f(a) f(b) fiir (@, b) = 1), so haben wir
(10) fn) = f(u®) - f(n2) .
Wir fragen nach der Anzahl A(z) der » < z, fiir welche bei vorgegebener
Konstante ¢

(11) fm)=oc
gelten soll. Wir betrachten deshalb die Zuordnung
(12) P >,

Sei n{® gegeben. Dann erhalten wir aus (10) und (11)
By ° _ —
(13) Hn!®) = Ha®)y T Coi = €¥.

Ist die Zuordnung (12) héchstens (M — 1)-deutig, wobei M > 1 eine feste
natiirliche Zahl sein soll, so folgt nach dem Hilfssatz aus § 1

(14) A (z) = 021/

Ist die Zuordnung (12) fiir » £ = maximal g ()-deutig, so gilt

(15) A(z) =0(g(x) - M%)

Ist insbesondere die Zuordnung (12) mindestens einmal M-deutig, so gibt es
mindestens ein M-Tupel verschiedener Zahlen n{), . . ., n$2, die

(16) ) = fa®) = - - = f(ail)

erfilllen. Diese Bedingung ist gleichwertig mit

(17) fo®) = f iy, 1si<j<M.

Wir haben also (’é’) Gleichungen vom Typ (17) vorliegen. Es seien jetzt ¢,
gy - - -» 4s irgendwelche vorgegebene verschiedene Primzahlen. Wir setzen
(18) m =@z - - g

Es sei ferner

(19) (m, n®) = ¢, (p=1,..., M).
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Die Zahlen ¢, konnen hochstens k* verschiedene Werte annehmen. Setzen wir
nun

(20} M > h(H - 1)

voraus, wobei H > 1 eine natiirliche Zahl bedeuten soll, so gibt es mindestens
H Zahlen o2, . . ., nfY derart, daB

(21) Lh=ty="=lg=1
gilt, d. h.
] )
) 1) = =1(7F).
nf® o)
Dabei sind ——, .. ., TH natiirliche, zu m teilerfremde Zahlen. Wir fassen

das Ergebnis dleses Paragraphen in dem folgenden Satz zusammen, wobei wir
die Bezeichnungen noch etwas vereinfachen.

Satz 1. Ist f(n) eine distributive zahlentheoretische Funktion und gill fir die
Anzahl A (x) der n < z, die f(n) = ¢ mit vorgegebenem c erfiillen: A (z) = O(x'™),
so gibt es bet beliebig vorgegebenen natiirlichen Zahlen H und K mindestens H
natiirliche Zahlen n, . . ., ng, die nur Primteiler > K, jeden hichstens in der
{h — 1)-ten Polenz, besitzen und die f(n,) = - - - = f(ng) erfillen. Wir konnen
ferner annehmen, daf n,, . . ., ng nicht alle zugleich ein und denselben Primtetler
in der gleichen Potenz enthallen.

§3
Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis von
Satz 2. Die zahlentheoretische Funktion ®(n) erfiille die Bedingungen:
a) Aus (ny,n,) =1 folgt @ (nyny) = @ (n,) D(n,).
b) ®(n) sei eine natiirliche Zahl; es existiere eine feste natiirliche Zakl a > 1
so, daf a | ©(p) fir alle Primzahlen p gilt, die eine gegebene Konstante K iiber-
treffen.

¢) Es sei f(p)=
Zahl bedeuten soll, die im allgemeinen aber noch von p abhingen kann. Es gelte
F(p) < a, wobei a die unter b) angegebene Bedeutung hat.

Bezeichnen wir mit A(x) die Anzahl der nattirlichen Zahlen n < x, die
f(n) = c mit festem c geniigen, so ist A(x) = O()/x).

Beweis. Wiire 4 (») # O(}/x), so giibe es nach Satz 1 mindestens H natiir-

(,p ) fiir alle Primzahlen p > K, wobes r eine natiirliche

liche, quadratfreie Zahlen n,, . . ., ng, die nur Primteiler > K besitzen und
(23) f(my) =+ =[(ng)
erfiillen. Sei nun
k !

(24) ”1=H1% ”2’=HQ;.,

x=1 A=1
wobel p,, ¢; Primzahlen bedeuten Wir betrachten

D (p, 1]
(25) 139 =IT1(@); b 111 ) 1 e
bt

und koénnen alle auftretenden Primzahlen als paarweise teilerfremd ansehen.
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Nach der Voraussetzung b) ist

%
(26) ot } 19w,
Nach Voraussetzung ¢ ist
27) 0< [I ¢{px)
Aus {25) bis (27) ergibt sich der Wlderspruch
k E

8) 17 9(0) =0 (moda* T 22

=1 =1

da wir o.B.d. A. auch p, > K > a annehmen diirfen.
Damit ist Satz 2 bewiesen,
Bemerkungen zu Satz 2. Die Funktionen

, 1 r
(29) foy == Zd
und
(30) oy = B0 g 2
w1 *

erfiillen die Voraussetzungen von Satz 2. Fiir die letzte Funktion ist aber das
Ergebnis zu schwach. Denn wir sehen leicht, daf fiir sie gilt:

(31) f(ng) = f(my)

ist dann und nur dann erfiillt, wenn n, und n, genau die gleichen Primteiler
besitzen. Mit festem ¢ hat also

(32) foy =

als Losungen entweder gar keine Zahl n oder die Zahlen
(33) 7= py. .. pp¥

mit festen Primzahlen p;, . . ., p,. Seinocho. B.d. A.
(34) <<y

angenommen. Fiir die Anzahl 4 (z) der » < z, die (32) gentigen, ergibt sich
eine Abschifzung aus

1
(35) PRt Tt S <@ gt +ak_l§gg:.
Das lefert
1o, k
(36) AQ@) = ( L) 0 ((log o).
§4

Wir setzen die in Satz 2 auftretende Konstante

Z
(37) C“‘—‘:"ﬁ"
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wobei (Z, N} = 1 gelten soll; jetzt soll ¢ auch von n abhéingen kinnen. Es sei

weiterhin vorausgesetzt

D(p™) P
(38) 0<f{10°‘)= T épr_l

fir jede Primzahlpotenz p*; r soll wieder eine natiirliche Zahl sein, die aber
im aligemeinen noch von p* abhéngen darf. Dann wird

< P i
(39) 0<jm= ﬁp 1‘“[;;;[2%1 g{n)

Wenn immer r > 1 gilt, folgt aus (39)

]
(40) fm) < 2@ ="
‘Wir nehmen nun an, in (37) sei immer
(41) N <g(n)

mit einer passend zu wihlenden, monoton nicht abnehmenden Funktion g (n).
Wir definieren jetzt die Menge (y(n)) als die Menge der natiirlichen Zahlen
n < x, welche

(42) f) =25 Z,N)=1; N =g(n)
erfilllen. A4 (g(x)) sei die Anzahl der n ¢ (g (n)).

Da bekanntlich
(43) lim ?1(1’)_1%51?5.12

n—>o0

= ¢~ C (C = Eulersche Konstante)

ist, existiert eine Konstante C; so, dafi

"
(44) oy < O, log logn
gilt. Aus (39) erhalten wir somit
{45) o = =< f(n) < Cylog log IZ p = O loglogn < € log log =.

9(
Die Anzahl der Moglichkeiten fiir —- wu'd nach oben begrenzt durch

(46) 01(g (z))2log log z.

Nach Satz 2 erhalten wir

(47) A(g(x)) < Cya2(g(x))*log log .
Ist speziell

{48) xld

g(x) = () (log logz)y?
wobei k(z) irgendeine monoton mit 2 gegen oo strebende Funktion sein soll,
so folgt
A (gl Cy

(49) O < =0
Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen in

Satz 3. Die zahlentheoretische Funktion ®(n) erfiille die Bedingungen a),
b) und c) von Satz 2. Ferner sei noch (38) erfillt. Es sei A(g(x)) die Anzahl
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der natiirlichen Zahlen n < z, die (42) geniigen. Dann gil (47) Ist auch (48)
erfiillt, so folgt die Giiltigheit von (49). Ist insbesondere g(n) = N, (fest), so ist

A(Ny) < O N2 22 log log z = O (22 log log z).

§56
Wir bemerken, dafl
a,(n)
(50) Hn) ==
und
2.{n)
(51) ) =2

fir r=1,2,3, ... die Bedingung (38) erfullen. Fiir die erste Funktion be-
kommen wir firr > 1

Z 1 ol |
(52) 1t i = f) ¥ <t g Do
Daraus folgt
(53) r< 2+logg( < Cyhlog g(x) .
Fiir
k

(54 o =20 = 1 (1- )
gewinnen wir die gleiche Abschitzung fiir r aus

1 @, (n) ( 1) 1 31

= T = UL .

{55) 1- T E >{7I 1 ” >1l— 5 2

Damit gewinnen wir den
Satz 4. Hs sei g(x) eine monoton nicht abnehmende Funktion und A(g(x))
die Anzahl der natiirlichen Zahlen n < x, die fiir irgendeine natiirliche Zahl r

die Bedingung .‘.’rh(_?l == ~1ZV; (Z, Ny=1; N < g(n) erfilllen. Dann ist A(g(x))
= 0(x"2(g (x))*log g (x) log log ). Dasselbe ist auch erfiillt, wenn wir statt c,(n)
die Funktion @, (n) betrachten. Ist g(n) = Nq (fest), so ist

A(Ny) =O0(x'2log log ) .
Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung und Verschirfung von [1], Satz 3
dar. Nehmen wir noch an, daBl

(56)

pain
g(z) = h{z) (logz)1/2 (log log x)V/%
gilt, wobei k(x) die gleiche Bedeutung wie in (48) haben soll, so liefert Satz 4

x
) A((@) =0 (G7) =@
Dieses Resultat kénnen wir so aussprechen:
Satz b. #n, r, N, Z bedeuten natiirliche Zahlen. Die Dichte der Menge aller n,
die, fiir trgendein r, der Bedingung
ngﬂM% mit (Z,N) = 1; Né(

/nV

nli2 1/2
R (n) lognlog log“r{)
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geniigen, 18t Null. h(z) bedeutet irgendeine monofon mit x gegen oo strebende
Funktion. Der Satz bleibt richtig, wenn wir o, (n) durch @,(n) ersetzen.

§6
Wir wollen unsere Methoden auf die Menge der vollkommenen Zahlen
anwenden. Das Ziel ist
Satz 6. Es sei A(x) die Anzahl aller vollkommenen Zahlen < x. Dann gilt
A(x) =0 (9:1/4 Taé%go-z‘;) .
Beweis. Wie frither gezeigt wurde [2], gilt fiir die Anzahl 4 (x) aller
geraden vollkommenen Zahlen < z die Abschitzung

(58) A,(z)—0 ( 101;30’; x) .

Wir konnen uns deshalb im weiteren Beweisgang auf die ungeraden voll-
kommenen Zahlen beschrinken, die die folgende Gestalt besitzen:

(59) n=p*¢h .. ¢ p=a=1 (mod4).
Zunschst betrachten wir diejenigen n, bei welchen o« > 1 ist. Fir diese ist
(60) n@® — Hqg ,

wobei das Produkt tiber gewisse g (evtl. iiber keins) erstreckt wird. Wire die
Anzahl dieser n < z nicht gleich 0 (x'"*), so giibe es nach Satz 1 zwei natiirliche
Zahlen

(61) M= ... DF Me=qF...q} (g, my) =1
derart, daB3
(62) A+p+pd) -+ p+ D g

=l+aq+q) - A+g+d) vl
wire. Dann wére aber

(63) l<:l+pg¥ﬁ_,,l+pg+ﬁ

» i
und A eine ganze Zahl, was offenbar einen Widerspruch darstellt. Wir kénnen
uns von nun an auf soleche n beschrinken, bei welchen in der Gestalt (59)
noch « = 1 erfiillt ist. Fiir diese ist

=<2

. o(n® 11 2
(64) n® = p T g mit p=1 (mod 4), f(n®)=") e +q;§+q",

wobei wieder wie in (60) das Produkt iiber gewisse g erstreckt wird. Nach
einem Ergebnis von R. STEUERWALD [3] gilt
2
(85) ptlglisata o
? %
Wir betrachten jetzt zwei verschiedene n{®), n{b), die

o (n(li)) 4 (ngé))

™ ad
1 b

(66)
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erfiillen. Sei also

(67) n® = pigh . . . ¢fs; pi=1 (mod 4); (i=12)
und
ptl 2y .. (1 2 2 ... g2
65) s I+ aqut i) (1 + qus+ qis) ;21 Gs,
( _ P+ 1

g (L +au+ g8 (1+ qus,+ d8s) pdia - - dis,-
Wir ditrfen o. B. d. A. in (68) annehmen, daB

(69) (' s @1 " Qas) =1

gilt, da wir uns sonst in (68) die entsprechenden Faktoren auf beiden Seiten
weggekiirzt denken kénnen, Wire

(70) Py= Pg>
so folgte aus (65) und (68) der Widerspruch

(1) gh o ats | A+ qu+dh) - (U + qus,+ gfs) < 24% - - dis,
Wir diirfen also

(72) P1< Py
annehmen. KEs sei jetzt vorausgesetzt
(73) (P> Qo1” " * Qas,) = (Por qu1* * *s) = 1.
Dann folgte aus (68), (69) und (72)
+1
(74) P19t - - 43, p12M I+ g+ qh1) - - (1 + qus, + g1s)-

Das ist nach (65) ein Widerspruch. Also mufl mindestens eine der beiden
Bedingungen

(75) Phing; g ingp

erfiillt sein. Aus (67), (68) und (72) kénnen wir unter Beachtung, dafil + ¢ + ¢
auBer evtl. 3 nur Primteiler = 1 (mod 3) besitzt, schlieBen, daB

(76) Py = 1 {(mod 3)
sein mufl. Wir nehmen nun an, die (12) entsprechende Zuordnung
(77) n®->p

sei fur alle n < = maximal g(z)-deutig. Dann besitzt die (13) entsprechende
Gleichung

1 o(nf®)  p+1

(78) 3w g Ut dat gh) - (1 + s+ als) =c*
i

fiir von ¢ unabhingiges ¢* mindestens einmal g () Losungen n® (1 = 1, . . .,g (),
die zu einem bestimmten n® = n{¥) gehren. Wir kénnen nun annehmen:
P1< Pp< < Pyl [nach (72)];

(79)
Pa=Py= """ = Py =1 (mod 12) [nach (67) und (76)].
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Wegen (75) miissen von den g(x) (g(x) — 1) Bedingungen

(80) p?|n® Gi=1,...,9(x); i+9)

g(x)
2

mindestens ( ) erfilllt sein. Also muB fiir mindestens einen festen Index %

nach dem Dirichletschen Schubfachprinzip gelten, daf} (evtl. mit entsprechender
Umnumerierung)

(81) ok, .. R | n®; k——lg—g(—x).z-__l
erfillt ist. Wir beachten, dafl wir [vgl. (78)]

o(n,) o‘(n(;)) o4 (n(é)) 1 .
n;‘ - n(zo) ' né) P gom®)n, G=1,...9())
(1] (3

(82) Q=

annehmen diirfen. Insbesondere folgt nach (79) und (81) fir ¢ = &
[0(05) - ‘3]

(83) 3L 2 [3%~2| n,, .

Ist aber [i(_x_);_i_i_] > 2, so bedeutet das auch

4 RECES @0, < o (Gi=1,...,9().

Aus (81) bekommen wir p, - - p,_; = z'/2 und

logz
(85) g(z) = 0(w)-
Nach (15) erhalten wir damit

log
1/4
(86) A(x) —~0<w Tog logx)

und den Beweis von Satz 6. Aus (84) kénnen wir noch das folgende Resultat.
entnehmen:

Satz 7. Es sei G eine beliebig grofie, fest vorgegebene natiirliche Zahl. Dann
gilt fiir die Anzahl Ag(x) aller nicht durch 3% teilbaren vollkommenen Zahlen < x:
Ag(x) = O (4.
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(Eingegangen am 23. Juli 1956)



