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l~ber die Verteilung der vollkommenen Zahlen 
und allgemeinerer Zahlenmengen 

Von 

HANS-JOACHIM KANOLD in  B r a u n s c h w e i g  

I n  einer vorangehenden  Arbei t  [1] wurde ein Satz yon L. E. DICKSOl~ in 
vera l lgemeiner te r  Gesta l t  bewiesen und  in den le tzten beiden Pa rag raphen  
wurden  Folgerungen aus diesem Satz hergeleitet.  I n  der  vorl iegenden Arbei t  
sollen die Be t rach tungen  von  [1 ], § 7 versch~rf t  und  erganzt  werden.  

§ 1  
Wir  beweisen zuerst  den 

k 
Hillssatz.  Es sei n = I ] p ~  ~ die Primpotenzzerlegung der nati&lichen Zahl n;  

u = l  

h sei eine /este natiirliche Zahl;  Ah(x)  sei die Anzahl  der n <= x, bei welchen 
~ : >  h l i l t  ~ = 1 . . . . .  k gilt. Dann  ist A h ( x  ) = O(xl/h). 

Beweis. J e d e m  solchen n (mit c¢, => h) kSnnen wir eindeutig die Zahl 

k 
W = H p ~  

u = l  
(1) 

mi t  

(2) 
zuordnen.  

(3) 

Wir  beachten,  dab  w genau die gleichen Pl~mteiler wie n besi tz t  und 

w ~ n l /h~  x 1/h 

gilt. Es  seien je tz t  

(4) q l <  q~< " " " < qg<  " " " 

die der  GrSi~e nach geordneten  Pr imzahlen .  D a n n  gilt:  Fiir  

( x )1/~ ( x )1~ 
(5) ql q~. . .  qg < w ~ ql q~ .-: q~ - 

gehSren zu jedem solchen w weniger als h g verschiedene n % x. Also erhal ten 
wir  

(6) A~(x) < xl/' + X h "  
a = 2  = ¢=2  

Wie m a n  nach  dem Quot ien tenkr i t e r ium leicht sieht, ist diese rechts  s tehende 
unendliche Reihe konvergent .  D a m i t  ist der Hilfssatz bewiesen. 
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§ 2  

Wit ffihren jetzt  eine neue Bezeichnungsweise ein. Ist  

k 

(7) ~ = H p ~ ,  
g = l  

so wollen wir unter 

(8) n (~) bzw. n(h-) 

die Teiler yon n verstehen, die genau aus dem Produkt  aller p ~  mit ~¢~ ~ h 
bzw. :¢~< h bestehen. Es ist dann 

(9) n = n(~).  n(-  h) = H p ~ "  H p ~ ;  (n(~), n(-h)) = 1. 
x < k  ~ < k  

a u > h  ctu< h 

Ist  n u n / ( n )  eine (eindeutige) distributive zahlentheoretische Funktion (d. h. 
](ab) -~ [(a) ](b) ffir (a, b) ---- 1), so haben wir 

(10) t ( n )  = l (n (~) )  . t(n(-h)) . 

Wir fragen nach der Anzahl A (x) der n =< x, ffir welche bei vorgegebener 
Konstante  c 
(11)  / ( n )  = c 

gelten soll. Wit  betrachten deshalb die Zuordnung 

(12) n(~) -> n. 

Sei n (-~) gegeben. Dann erhalten wir aus (10) und (11) 

c - -  cn(~) ~ c*.  (13) / ( n ( h - ) ) _  /(~(~)) 

Ist  die Zuordnung (12) hSchstens ( M -  1)-deutig, wobei M > 1 eine feste 
natiirliche Zahl sein soll, so folgt nach dem Hiffssatz aus § 1 

(14) A (x) = O(xl /a) .  

Ist  die Zuordnung (12) fiir n < x maximal g(x)-deutig, so grit 

(15) A (x) = O ( g ( x ) "  xl/h).  

Ist  insbesondere die Zuordnung (12) mindestens einmal M-deutig, so gibt es 
mindestens ein M-Tupel verschiedener Zahlen n(1 -h), . . . ,  n ~  ), die 

(16) / (n  (-a)) ---- ] (n (-a)) . . . . .  / ( n~  )) 

erffillen. Diese Bedingung ist gleichwertig mit 

(17) /(n~-h))= / (n!D); 1 < i < i < M .  

Wit haben also (M) Gleichungen yore Typ  (17) vorliegen. Es seien jetz~ ql, 
q2 . . . . .  q~ irgendwelche vorgegebene verschiedene Primzahlen. Wir setzen 

(18) m ---- (qlq~. . . q~) a - L  

Es sei ferner 

(19) (m, n (-h') = ts (#  = 1 . . . . .  M ) .  
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Die Zahlen t~ kSnnen hSchstens M verschiedene Wer te  annehmen.  Setzen wir 
n u n  

(20) M > h~(H - 1) 

voraus,  wobei H > 1 eine nattirliche Zahl bedeuten soll, so gibt es mindestens 
H Zahlen n[ D . . . .  , n ~  ) derart ,  dab 

( 2 1 )  11 ---- t 2 . . . . .  t R = t 

gilt, d. h. 
n(-  a) 

Dabei  sind ~[h) n~ ) t . . . . .  t natiirliche, zu m teilerfremde Zahlen. Wir  i~ssen 

das Ergebnis  dieses Pa ragraphen  in dem folgenden Satz zusammen,  wobei wit  
die Bezeichnungen noch  etwas vereinfachen. 

Satz 1. I s t  [ (n) eine distributive zahlentheoretische Funkt ion  und gi l t / i i r  die 
Anzahl  A (x) der n < x, d ie / (n )  = c m i t  vorgegebenem c er/iillen: A (x) 4= O(xlfh), 
so gibt es bei beliebig vorgegebenen natiirlichen Zahlen H und K mindestens H 
natiirliche Zahlen n I . . . . .  nlt , die nur  Primteiler > K,  jeden hSchstens in der 
( h -  1)-ten Potenz, besitzen und die / (nl)  . . . . .  /(nil) er/iiUen. Wir  kSnnen 
/erner annehmen, daft n 1 . . . . .  n H nicht alle zugleich ein und densdbeu Primteiler 
in der gleichen Potenz enthalten. 

§3 
Das Ziel dieses Paragraphen  ist der  Beweis yon  
Satz 2. Die zahlentheoretische Funkt ion  ~ (n) er[iille die Bedingunger~ : 
a) A u s  (nl,n2) = 1 ]olgt qS(nln2) = ~ (n l )  ~)(n2). 
b) ¢ (n) sei eine natiirliche Zahl;  es existiere eine /este natiirliche Zahl a > 1 

so, daft a I ~ (P) /iir aUe Primzahlen p gilt, die eine gegebene Konstante K iiber- 
tre//en. 

¢(P) ]iir aUe Primzahlen p > K,  wobei r eine natiirliche c) Es  sei / (p)  = v~ 

Zahl  bedeuten soU, die im  allgemeinen aber noch yon p abhgngeu kann. Es  gelte 
] (p) < a, wobei a die unter b) angegebene Bedeutung hat. 

Bezeichnen wir  mi t  A (x) die Anzahl  der natiirlichen ZahIen n < x, die 
[(n) --- c mit  /estem c geni~gen, so ist A (x) = o ( U x  ). 

Beweis. W~re A (x) 4= o ( y x ) ,  so g~be es nach Satz 1 mindestens H natiir- 
fiche, quadrat/reie Zahlen n I . . . . .  nil, die nur  Primteiler > K besitzen und  

(23) / (nl) . . . . .  /(nB) 
erfiiUen. Sei nun  

k l 

(24) n~ = / / p ~ ;  n~ = / / q ~ ,  

wobei p~, q~ Pr imzahlen  bedeuten.  Wir  be t rach ten  
k l k l 

(25) H /(p~) = l I  /(q~); d. h. 1 ]  q~(P~) - - 1 7  ~(q~) 

und  kSnnen alle auf t re tenden Pr imzahlen als paarweise teilerfremd ansehen. 
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Nach  der Voraussetzung b) ist 

(26) a~ H ~ ( p ~ ) .  
1 

Naeh  Voraussetzung c) ist 

J~- ~(px-)- < a k. (27) 0 < ~ -  p~ 

Aus (25) bis (27) ergibt sich der Widerspruch 

(28) / ] ~ ( p ~ ) ~ 0  m o d a  p , 

da M r  o. B. d. A. aueh p,~ > K > a annehmen  dfirfen. 
Dami t  ist Satz 2 bewiesen. 

Bemerkungen zu Satz 2. Die Funk t ionen  

~,(n) __ 1 )~ d" 
/(n)= ,~. -" dr"~ 

(29) 

und  

(30) 

4 4 5  

qD,(n) i~[ p~,- ] 
x=~l 

erffillen die Voraussetzungen yon  Satz 2. Ffir die letzte Funk t ion  ist aber das 
Ergebnis zu schwach. Denn wir sehen leicht, dab ffir sie gilt:  

(31) /(~1) = / ( n ~ )  

ist dann  und  nur  dann  erffillt, wenn n 1 und  n 2 genau die gleichen Primteiler 
besitzen. Mit festem c ha t  also 

~r(n) 
(32) /(n) = n----'-= c 

als LSsungen entweder  gar keine Zahl n oder  die Zahlen 

(33) ~ = pT'. • - p ~  

mit  #sten Primzahlen Pl . . . . .  p~. Sei noch o. B. d. A. 

(34) pl<:  • • • < p~ 

angenommen.  Ffir die Anzahl  A (x) der n =< x, die (32) geniigen, ergibt  sich 
eine Absch/~tzung aus 

log x 
(35) p ~ + ' " + ~ < n ~ x ;  ~1+ . .  • + ~k < logpl 

Das liefert 
f  ogx (36) A (x) ~ \ \ ]  =: O((log x)k). 

~ 4  

Wir  setzen die in Satz 2 auf t re tende Kons tan to  

Z 
(37) c -  N ' 
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wobei (Z, N) = 1 gelten soil; jetzt  soil c auch yon n abh~ngen kSnnen. Es sei 
weiterhin vorausgesetzt 

~(p~) pr 
(38) 0 < / ( p ~ ) - -  p~r g p r _ l  

ffir jede Primzahlpotenz p~; r soll wieder eine natfirliche Zah] sein, die aber 
im allgemeinen noch yon pa abh~ngen darf, ])ann ~4rd 

pr 
(39) 0 < /(n) =< / / z : ~ - : i -  ~ H P - ~ 

p i n  1." - -  pi  n p - -  1 q ) ( n )  " 

Wenn immer r > 1 gilt, folgt aus (39) 

(40) /(n) < ~(2)  - 6 " 

Wir nehmen nun an, in (37) sei immer 

(41) N g g(n)  

mit einer passend zu w~hlenden, monoton nicht abnehmenden Funktion g (n). 
Wir definieren jetzt  die Menge ~(g(n))  als die Menge der natfirlichen Zahlen 
n g x, welche 

Z 
(42) /(n) =~ ~ ;  (Z,N) = l ;  N g g(n) 

erfiiilen. A(g(x)) sei die Anzahl der n (~(g(n)) .  
Da bekanntlich 

(43) lim ~(n) log logn _ e-  v (C ~- Eulersche Konstante) 
n --~ oo n 

ist, existiert eine Konstante C I so, da~ 

n 
(44) ~(n) < C1 log logn 

gilt. Aus (39) erhalten wir somit 

(45) 1 < ] (n) < Cllog log H p g C1 log log n =< C 1 log log x. 

Z 
Die Anzahl der MSglichkeiten fiir -ff  wird nach oben begrenzt durch 

(46) C 1 (g (x))~log log x. 

Nach Satz 2 erhalten wit 

(47) A (g(x)) < C~ x~/~(g (x))~log logx. 

Ist  speziell 
X1~'4 

(48) g(x) ~ h(x) (log logx)~r~, 

wobei h(x) irgendeine monoton mit x gegen c~ strebende Funktion sein soll, 
so folgt 

C1 (49) A(g(x)) < =o(1)  
x (h (x))' " 

Wit  fassen die Ergebnisse dieses 1)aragraphen zusammen in 
Satz 3. Die zahlentheoretische Funktion qS(n) erfiille die Bedingungen a), 

b) und c) yon Satz 2. Ferner sei noch (38) er/all~. Es sei A(g(x)) die Anzahl 
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der nati~rlichen Zahlen n <= x, die (42) geniigen. Dann  gilt (47). Is t  auch (48) 
er/i~llt, so/olgt  die Gi~Itigkeit yon (49). Is t  insbesondere g (n) = N o (lest), so ist 

A (No) < C1N2o x 1/2 log logx = O(x  1/2 log logx). 

§5 
Wir bemerken, dab 

~,(n) (50) / (n)-  ~, 

und 
~(~) 

(51) / ( n ) -  ~, 

fiir r = 1, 2, 3 . . . .  die Bedingung (38) erfiillen. 
kommen wir ftir r > 1 

1 Z 1 ~ 1 
(52) 1 + g(x) ~ / (n) = ~ < ~ (r) < 1 ~ ~:_.~ ,_~ vi-. 

Daraus folgt 
log g(x) 

(53) r <  2 +  tog2 < C~logg (x ) .  

Fiir 
%(n) k (  1 )  

(54) / ( n ) - -  n~ --~=1= 1 - - ~  

Fiir die erste Funktion be- 

gewinnen wir die gleiche Absch~tzung ffir r aus 

l ~r(n) ( ~ )  t ~, 1 
(55) 1 - g(xi  >= - n r > f/p .1 - > 1-- ~;:~- ~=2 v-~-" 

Damit  gewinnen ~ r  den 
Satz 4. Es  sei g(x) eine monoton nicht abnehmende Funk t ion  und A (g (x ) )  

die Anzahl  der nati~rlichen Zahlen n ~ x, die /i~r irffendeine nati~rliche Zaht r 

a~(n) Z (Z, N)  1" 1V < g(n) er/i~llen. Dann  ist A(g(x)) die Bedingung n~ = - i f ;  : , = 

= O(x~/2(g(x))Hog g ( x ) l og  log x). Dasselbe ist auch er/i~llt, wenn wi t  start ar(n) 
die Funk t ion  q~r (n) betrachten. Is t  g (n) = N o (lest), so ist 

A (No) = O(xl/21og log x). 
Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung und Versch~rfung yon [1], Satz 3 
dar. Nehmen wir noch an, da~ 

XU4 
(56) g(X) ~ h(x) (]ogx) lj'~ (log logx) ~I2 

gilt, wobei h(x)  die gleiche Bedeutung wie in (48) haben soll, so liefert Satz 4 

(57) A (g(x)) = O ( ~  ) = o(x) . 

Dieses Resultat kSnnen wir so aussprechen: 
Satz 5. n, r, N ,  Z bedeuten nati~rliche Zahleu. Die Dichte der Menge aUer n, 

die, liar irgendein r, der Bedingung 

n r -- N mit  ( Z , N ) - ~ I ;  N_~\h(n)lognloglogn] 
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geniigen, ist Null .  h(x)  bedeutet irgendeine monoton mit  x gegen ~ 8trebende 
Funkt ion.  Der Satz bleibt richtig, wenn wir (~ (n) dutch q~ (n) ersetzen. 

§ 6  

Wir wollen unsere Methoden auf  die Menge der vollkommenen Zahlen 
anwenden. Das Ziel ist 

Satz 6. Es  sei A (x) die Anzahl  aller vollkommenen Zahlen ~ x. Dann  gilt 

A(  x) = 0 ( x 1f~ log log x ] " 
Beweis. Wie frfiher gezeigt wurde [2], gilt ffir die Anzahl Ag(x)  aller 

geraden vollkommenen Zahlen < x die Abseh~tzung 

Wit  kSnnen uns deshMb im weiteren Beweisgang auf die ungeraden voll- 
kommenen Zahlen besehr~nken, die die folgende Gestalt besitzen: 

(59) n = p~q21~, . . . q ~ "  ; p =-  ~ =-  1 ( m o a  4) .  

Zuniiehst betraehten wir diejenigen n, bei welehen ~ > 1 ist. Ffir diese ist 

(60) n(-4) = I I q ~ ,  

wobei das t)rodukt fiber gewisse Q (evtl. fiber keins) erstreckt wird. W~re die 
Anzahl dieser n ~ x nieht gleich 0(xl/4), so g~be es nach Satz 1 zwei natfirliche 
Zahlen 

n l = p 1 2 . . . p ~ ;  n ~ = ~ . . . q ~ ;  (nl, n ~ ) = l  (61)  

derart,  dab 

(62) 
(1 + p l +  p~) • • • (1 + p~ + p~) q ~ . . .  q~ 

= (1 + ~1+ q~) " "  (1 + q~ + q~) p ~ . . .  p~ 

w~re. ])ann w~re abet  

(63) 1 <  l + p l + p ~  . .  1-~-pi+p~ = ~ < 2  
pl p~ 

und 2 eine ganze Zahl, was offenbar einen Widersprueh darstellt. Wir kSnnen 
uns yon nun an auf  solehe n beschr~nken, bei welchen in der Gestalt (59) 
noeh ~ = 1 erffillt ist. Ffir diese ist 

~(n(~)) p + 1 / / 1  + qq + q~ 
(64) n(4-)= p l I  q~ mit p--= l ( m o d 4 ) ,  ](n(~))-- nO) --  p q~ ' 

wobei wieder wie in (60) das Produkt  fiber gewisse ~ erstreekt wird. Naeh 
einem Ergebnis yon R. STgtTERVCALD [3] gilt 

l + qq + q~ (65) P + 1 H < 2. 
p q~ 

Wir betraehten jetzt  zwei verschiedene n(4_), n(24_), die 

(66)  n(4_ ) - -  n(4 ) 
1 2 
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erfiillen. 

(67) 

und  

(68) 

Sei also 

p~A- 1 
2 

p~+ 1 

n ~ 4 ) _  p~q21 .  " 2 . • - -  - qi~,  P ~  1 ( rood4);  

_ _ ( l + q a l + q ~ l ) . . . ( l + q l s , +  2 ~ . q l s )  P~ q21" " q~s, 

(1 + q~l+ q~l) " " ' (1 + q~s,+ q~s,) P ~ q ~ l " ' "  q~s~. 

( i  = 1,  2 )  

Wir  diirfen o. B. d. A. in (68) annehmen,  daI3 

( 6 9 )  ( g 1 1 "  " ' gist, q21" " " q , s , )  = 1 

gilt, da ~ uns sonst in (68) die entsprechenden Fak to ren  au f  beiden Seiten 
weggekiirzt denken k6nnen. W~re 

(70) Pl = P~, 

so folgte aus (65) und  (68) der Widerspruch 

(71) q21 " " " q~s, [ (1 + ql, + q21) " " " (1 A- q l s ,+  q~s,) < 2 q ~ l ' ' "  q~s,. 

Wir  diirfen also 

(72) Pl < P~ 
annehmen.  Es sei jetzt  vorausgesetzt  

(73) (Pl, q21" " "q~s~) = (P~, q11" " "qls~) = 1.  

Dann  folgte aus (68), (69) und  (72) 

P l +  1 
(74) Plq~l .  • • q~s~ - - ~ - -  (1 + qll + q~l) • • • (1 + qls, + q~z,). 

Das ist naeh  (65) ein Widerspruch.  Also mu$ mindestens eine der beiden 
Bedingungen 

(75) P~ n(4)'2-, v2~2 ~ ~(4)t 'q- 

erfiillt sein. Aus (67), (68) und  (72) k6nnen wir un ter  Beachtung,  dab 1 + q + q~ 
aufler evil. 3 nu r  Primteiler  ~ 1 (rood 3) besitzt,  schlieSen, dab 

(76) p~ ~ 1 (rood 3) 

sein muB. ~Vir nehmen  nun  an, die (12) entsprechende Zuordnung  

(77) n(~)-+ n 

sei fiir a l l e n  < x maximal  g(x)-deutig. D a n n  besitzt  die (13) entsprechende 
Gleichung 

- -  _~  2 = C *  (78) 2 n}- 4) 2 (1 + qit + q~l). • • (1 + qi~s, q~',) 

fiir von i unabh~ngiges c* mindestens einmal g (x) LSsungen n! £) (i = 1 . . . . .  g (x)), 
die zu einem bes t immten  n(4)= n(0~) geh6ren. Wir  kSnnen nun  annehmen:  

P l<  P2< " ' ' < Pg(x) [nach (72)]; 
(79) 

P ~  Pa -~ " " " ~ P~(x)-- 1 (rood 12) [nach (67) und (76)]. 
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Wegen  (75) miissen yon den g(x )  (g(x)  - 1) Bedingungen 

(4) (i, i 1 , .  g(x)"  i # j )  (80) p2i [ n ~ . . . . . .  

mindestens  (9(2x))erfii]lt sein. Also mul3 ffir mindestens  einen festen Index  k 

nach  dem Dirichletschen Schubfachpr inzip  gelten, dab  (evtl. mi t  en t sprechender  
Umnumer ie rung)  

(81) P~P~ . P l - i  In(k4-); k -  1 > g ( x ) - - I  
• " = 2 

erffillt ist. Wir  beachten,  dal~ wir [vgl. (78)] 

(82) 2 = a(n,) ~(.(~)) ~(n~ t)) 1 tn(4_ h (i 1, g ( x ) )  
n, = n(o~) n~ 4-) ; 2 ~ i J n~ . . . .  , 

annehmen  diirfen. Insbesondere  folgt nach (79) und (81) ffir i = k 

(83) 3[ 2 ] [ 3 k - 2 [ n k .  

bedeute t  das auch 

[~(x)- ~1 (i = 1, ~(x)) 
(84) 3[ 2 J In(oDIni< x . . . . .  

Aus (81) b e k o m m e n  wir Pl " " " P~- I  < xl/2 und  

(log  
(85) g (x) = 0 \ log log x ]"  

Nach  (15) e rha l ten  wir d~mit  

(86) A ( x ) = O ( x l / 4  logx 
log log x / 

und  den Beweis yon Satz 6. Aus (84) kSnnen wir noch das folgende Resultat~ 
en tnehmen:  

Satz 7. E s  sei G eine beliebig gro]3e, /est vorgegebene nati£rliche Zahl .  D a n n  
gi l t / i~r  die A n z a h l  A a (x) alter nicht  durch 3 a teilbaren vo l lkommenen  Zahlen  -<_- x : 
A(~(x) = O(z~/4). 
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