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(3Aitteilung aus  dem Forsehungslaboratorium I der Siemenswerke.) 

B e m e r k u n g e n  zur  B e r e c h n u n g  des  M o l e k f i l r a d i u s  aus  
M o l v o l u m e n  u n d  S c h a l l g e s c h w i n d i g k e i t .  

Von Werner Sehaaffs in Berlin-Siemensstadt. 

(Eingegangen am 18. November 1939.) 

Adiabatisehe und isotherme Schallgesehwindigkeit. -- Molektilradius und 
adiabatisehe Korrektur. -- Der Differentialquotient des van  der Waa]ssehen b 

naeh tier Diehte. -- Verbesserte Formel ftir den Molektilradius. 

Schallgeschwindigkeit ist die Gesehwindigkeit, mit der in einem Stoffe 

ein Impuls von Molekt~l zu Molekt~l weitergegeben wird. Aus dieser Defini- 

tion geh~ hervor, dab fiir die Gr61~e der Schal]geschwindigkeit gewisse Eigen- 

sehaften der ~olekt~le mitbestimmend sein mfissen; insbesondere ist ein 

Zusammenhang zwischen Schallgesehwindigkeit und Molekt~lvolumen zu 

erwarten. Ich babe kOrzlich gezeig~, wie die Molekiilradien vorzugsweise 

organischer Verbindungen sieh aus Molekulargewicht, Sehallgesehwindig- 

keit und Dichte ermitteln lassen, und habe sie mit den aus der Molekular- 
refraktion und aus den kritisehen Daten berectmeten verglichen 1). Di~ 

1Jbertragung yon Sehall ist ein adiabatischer Vorgang. Die mitgeteilte 

Rechnung zur Bes t immung des Molekfilradius aus Schallgeschwindigkeit 

und Diehte behandelte dagegen forme]l den Sehall als isothermen Vorgang. 

DM] dies in der Tat zul~ssig ist soll n~her begrt~nde~ werden. Wir setzen 
wieder voraus, dal~ bei geniigender Bert~cksichtigung der Temperatur- una 

Volumenabh~ngigkeit ihrer , ,Konstanten" a und b die v a n  de r  Waa l s sche  

Zustandsgleichung aueh fiir F!assigkeiten, auf die sich unsere Uberlegungetl 
allein beziehen, Gt~Itigkeit besitzt 2). 

2) ZS. f. Phys. 114, 110--115, 1939. -- 2) Die benutzten Zeichen haben 
folgende Bedeutung: u s  : -  adiabatische, ~t T ~ isotherme Sehallgesehwindigkeit ; 
c~ = spez. W~rme bei kons~antem Druck, c v bei konstantem Volumen; ~ ~ Aus- 
dehnungskoeffizient, f i T =  isotherme Kompressibilit~t, g = VerhMtnis der 
spez. W/~rmen, e = Diehte, T = abs. Temperatur, N L  = Losehmidtsche 
Zah], R ~ Gaskonstante, r = Molektilradius, a, b GrSBen der Zustandsgleiehung, 
V ~- Molvolumen, p = Druck. 
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Nach einer bekamlten Fennel der Thermodynanfik gilt, f~r die Differenz 
der spezifisehen W~rmen einer Fliissigkeit 

~z T 
(1) 

Ftihren wir das u der spezifischen Wiirmen • = %/% ein, beachten, 
dub es auch als das Verhfiltnis yon isothermer zu adiabatischer Kompressi- 

bilitat definiert ist, und damit die Quadrate yon adiabatischer zu isothermer 
Scha.llgeschwindigkeit sieh wie z yerhalten, so folgt: 

- - = z  = l + - - . - -  
u~. fir ~ c,," 

Ft~r isotherme und adiabatisehe Sehallgesehwindigkeiten gelten die Be- 

ziehungen 
1 x 

~ = ~  und u }  = -  (2) 
"T e fir ~ fir" 

Kombinieren wir sie mit der vorstehenden Gleichung, so erhalten wir fiir 
die isotherme Schallgeschwindigkeit u T die Gleichung 

(fl--)' T oder 

(3) 
(b) ~,~ = ~I(1 fl-~eT~p]'~: T 

Die unter VernaehFassigung yon und ~ - ' ~ / T i n  der sehon er- 
T 

w~hr~tert Arbeit abgeleitete Beziehung zwisehen Sehallgesehwindigkeit und 

Molekiilradius lautete 

r - -  - 1 6 ~ N L  1 M u ~  1 Jr- R T  " 

Zur Auswertung waren in dieser Formel an Stelle isothermer Sehallgesehwin- 
digkeiten ~T adiabatische u s benutzt worden. Da z zumeist nicht bekannt 
ist, wird man u r  2 nicht dutch u~/z ,  sondern naeh Formel (3a) oder noch 
besser (3b) ersetzen und erhfilt so bei Beriieksichtigung der Tatsache, dal? 
tier 8chall ein adiabatischer Vorgang ist, far den Molektilradius die Fennel 

r = 6 ~ N  L u,~/1 
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In der T~.belle linden sich fiir einige ausgew~hlte Stoffe neben der 
adiabatischen (stets gemessenen) Sehallgeschwindigkeit u s die naeb 
Formel (3b) bereehneten isothermen Schallgeschwindigkeiten ~tT" U T ist 
im allgemeinen bis zu 90 % kleiner als u~, doch maeht sich tier Unterschied 
im Molekiilradius weniger bemerkbar. In der l~ormel (5) kompensiert sich 
n~imlich die an (4) angebrachte adiabatische Korrektur zum grSl3ten Teil 
selbst. Spalte 5 der Tabelle enthMt die nach (4) berechneten, Spalte 6 die 
naeh (5) bereehneten Molekiilradien. Beachtnng, dab der Sehall ein adiabati- 
seher Vorgang ist, bedeutet also eine Verkleinerullg des naeh (4) sich be- 
reehnenden Molekiilradius. Zur ]3estimmung naeh (4) ist nut die Kemltnis 
yon SehMlgesehwindigkeit u s und Dichte 0 notwendig, zur Bereehmmg 
naeh (5) dagegen die Kenntnis veil Sehallgesehwindigkeit, Diehte. Aus- 
dehnungskoeffizient, isothermer Kolnpressibilit~it und spezifischer Warlne c~. 
Der Gewimi an Oenauigkeit steht abet in keinem Verhalgnis zum Aufwand. 
zumal er durch eine andere Korrektur, die wir bei tier Ableitung der For- 
reel (4) vorgenommen hatten, niimlieh die Vernaehliissigung des partiellen 

-~Ob'-~O),T,_,. mehr als aufgewogen wird, Differentialquotienten 

Bei Beriileksichtigung dieses DifferentiMquotienten tritt an Stelle yon (4) 

'3 M BT  /1/1 Mu:~ ;  9"Ju~,/Ob\ 
r = + - 1 . 

t O b.~ '-f~]T ist unter normMen Umstfinden (Zimmertenlperatur, Atmosph/iren- 

druek) negativ. Der unter Nennt.nis dieses Differentialquotienten na.eh (6) 
bereehnete ;Radius ist also grSlger als der, den (4) angibt. Leider besitzen 
wir keine ]?ormel, die aus bekannten und der ~[essung bei Zimmertemperatur 

(Ob~ ermitteln gestattet. Wir sind daher leieht zug~ngliehen C~rSl3en ~ " r  zu 

auf die Auswertung experimentellen Materials tiber die Znstandsgleiehmlg 
bei Flt~ssigkeiten mit I-Iilfe der van  Laarsehen Formel 

b __ b.~ 
1 4, bg - -  be ' 

V 
die wir naeh 9 differentiieren 

O(~ob ) _ _  M 
T ~2 

o~, (G - -  be) )~ 
+ (b., - -  tJo) \ t)  

(7) 
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angewiesen. Bei der gegebenen Temperatur stellt bg den b-Wert ftir V = 
and b o den Wert yon b bei 2' = 0 und p = 0 dar. bg nnd bo werden aus den 
kritischen Daten and dem Richtungskoeffizienten der C a i 11 e t e t- ~[ a t hi a s - 
:schen Regel ermittelt 1). 

Die nach (6) mit ttilfe yon (7) berechneten Molekiilradien verzeiehnet 
Spalte 7 der Tabelle. Wahrend die adiabatisehe Korrektur allein eine u 
minderung des Molekiilradius ergibt, gibt dazu die Berticksiehtigung yon 

~((~b] eine Vermehrung, nnd zwar iiberwiegt die zweite Korrektur bei 
\0~/T 
weitem die erste. Wir sehen also, wie die Molektilradien nach (4) zwisehen 
den Werten der 6. und 7. Spalte liegen, und da$ far den Fehler, den wir 
bei der Bereehnung nach (4) maehten, nicht die adiabatischen Eigenschaften 

des Sehalles, sondern die GrSl~e worauf wit seinerzeit sehon hin- 
T' (cga~, 

gewiesen haben, aussehlaggebend ist. Die GrS~e \OQ/T die wit in unseren 

Reehnungen stets vernachli~ssigt haben, wirkt iibrigens im gleiehen Sinne 
wie die adiabatisehe Korrektur, doeh wird ihr Einflu~ hSchstens zwei Ein- 
heiten der dritten Dezimale betragen kSnnen. 

Vergleichen wir die Werte der 7. Spalte mit denen der 5 ,  so fallt auf, 
dal~ letztere siimtlieh etwa 2 % grSl~er sind als erstere. Wir kSnnen daher 
vermuten, da/~ dieser Untersehied ein gesetzm~l~iger ist. Wir fiihren die 
Untersuchung nur ftir organische Verbindungen dureh: Formel (7) kSrmen 

wir sehreiben 
1 / 1  

( 0 ~ ) T =  M bo:~_!~-  - -  1) 

1/(~ ist eine Funktion des Riehtungskoeffizienten der Cai l le te t -~ ' [a th ias-  
sehen Regel und des Verhiiltnisses yon a zum kritischen al~. Ersterer liegt 
ftir organische 8ubstanzen zwischen 0,9 und 1 und zweites hat ungefi~hr den 
Wert -- 1,45; damit ist aueh 1/(~ ftir organische Substanzen praktisch als 
konstant anzusehen, bo, der Quotient aus kritischem b k und doppeltem 
Riehtungskoeffizienten, iiberwiegt im Nenner das Molvolumen M/~ um ein 
Vielfaches, so dal3 zusammen mit dem Faktor 1/~ des Z~hlers der mit M/~) 2 

verbundene Faktor des Ausdrucks fiir ia grol~er Ann~herung als 
T 

1) Uber Einzelheiten siehe van L aar,  Die Zustandsgleichung yon Gasen 
and Flfissigkeiten. Leipzig ] 994. 
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konstant anzusehen ist; und zwar ergibt sieh 

o 

~ilhren wir diesen Ausdruek in (6) ein, so erhalten wit 

3 I ' " '  )) 
r = 16~N----~ . 1 - -  + 3 R T  1 . (8) 

In  dieser Formel kOnnen wir u~ ohne Bedenken dureh u~ ersetzen, da 

der Einflul3 der adiabatisehen Korrektur - -  ausgedrfiekt z .B.  dureh z --  

hier gering geworden ist. So ergibt sieh beispielsweise ffir M = 80, 

u s = 1200 m/see, o ~ 1 und ein ~ = 1 ft~r die grol3e Klammer unter der 
Wurzel der Wert 0,9345 anstatt  0,9258 ft~r z = 1,4 und damit r = 1,945 
�9 10 - s e m  an Stelle yon r = 1,940 �9 10-S, em. Der Untersehied yon 3O/oo, 

den somit die Berfieksiehtigung der adiabatisehert Korrektur gibt, ist 

belanglos. Er wird t~berdies noeh geringer sein, da wir ja Oa" (0--~) vernach- 
T 

l~ssigt haben. Wir erhMten demnach infolge der starken Volumenabh~ngig- 

keit des v a n  der  Waalsschen  b ft~r (4) die verbesserte Formel 

'I .. i..o  I 
r -=  r / 1 6 : ~ N L  _ _  M u }  3- R T " 

Wie sehon in der ersten Arbeit des Verfassers bemerkt whrde, be- 

deutete die Vernachliissigung yon dab siimtliche nach (4) berechneten 
T '  

Molektilradien etwas zu klein sind. Beachtung dieses Differentialquotienten 
erhSht naeh Formel (8) die Radien um 2 % und gibt eine weitere Ann~herung 

an die zu groBen Molekt~lradien der 3~olrefraktion. Mit den Radien 

~tndern sich natfirlich auch die zugehSrigen b-Werte. Bei ihren in der 
zweiten Arbeit 1) behandelten additiven Eigensehaften versehieben sich 

infolgedessen die Zahlenwerte der Grundelemente b~ wie die yon b ein 

wenig. Da in (8) der grol]e Klammerausdruck sieh nicht viel yon 1 unter- 

scheidet, stellf die Additivit~itsf0rderung 

l 

b = ~ ' ]bg 
1 

1) ZS. f. Phys. 114, 251--256, 1939. 

5* 
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im Grunde genommen die schon lange bekannte Additivit~t der 31ol- 
volumina dar, jedoeh verbessert durch aus Sehallgesehwindigkeit und 
Dichte sieh zusammensetzende Korrekturglieder. 

Zu Vergleichszweeken und ftir den Fall, dab die Schallgeschwindigkeit 
nicht bekannt oder nieht gut mel~bar, wie z. B. bei undurchsichtigen Fltissig- 
keiten ist, wohl aber Ausdehnungskoeffizient und Kompressibilitiit, sei noeh 
folgende iibersehlagsweise Bereehnung dos Molektilradius gegeben. Defini- 
tionsgem~iB ist 

0 ~, / ,, = "fl"~r " 
Bereehnen wir die linke Seite aus der Zustandsgleiehung, vernaehlassigen 
(~a) (Ob) 

und ~ und 15sen naeh b bzw. r auf, so ist 

r = - 

Die Werte dieser Formel verzeichnet Spalte 8 der Tabelle. Da sich ill der 
Zustandsgleiehung a und b hinsiehtlieh ihrer Temperaturabh~ngigkeit weit- 
gehend kompensieren, stimmen die nach (]0) berechneten ~[olektilradien 
mit denen naeh (8) bzw. (9) im aUgemeinen gut iiberein. Dennoch ist die 
Formel ]nit Vorsicht zu gebrauchen, da unter Umst~nden Vernachl~issigungen 

(c3a) (Oh) 
yon ~ -  ~,, und ~ (~ sich doch so stark bemerkbar machen kSmlen, da~ 

wie im Falle des Wassers der ~r imagini~r wird. 

Eingangs war gesagt worden, dab sich unsere (~berlegungen nut auf 
Fltissigkeiten beziehen, ftir Gase also keine Gtiltigkeit besitzen. Die Ursache 
liegt darin, dalJ sich die den Molekiilradien zugrunde liegenden Werte yon b 
in Gestalt yon Differenzen 

M 
b = ~ - -  / ( u ,  Q, T) 

schreiben. Wiihrend bei Flfissigkeiten das erste Glied dieser Differenzen 
das zweite uln ein oder zwei Gr58enordnungen iiberwiegt, sincl bei Gasen 
beide Glieder nicht nur yon gleicher GrSi~enordnung, sondern auch jedes fiir 
sich etwa 1000real grSBer als bei Fliissigkeiten. Es ist daher unmSglich, 
das zweite Glied so genau berechnen zu kSnnen, dal~ es ]nit dem ersten zu- 
sammen auch nur einigerma/Jen den richtigen b-Wert ergibt. 

In der Tabelle sind fiir zehn verschiedene Substanzen, darmlter siebet~ 
organische, die nach den versehiedenen Formeln bereehneten 3~olekfil- 
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Tabel le  tiber Molek t i l r ad ien  (bei 200 C). 

Stoff 

H e p t a n . . .  
Methyl- 
alkohol . . 

Kohlenstoff- 
tetrachlorid 

Benzol . . . 
Chlorbenzol 
A c e t o n . . .  
Xthyli~ther 
Schwefel- 
kohlens~off 

Wasser . . . .  
Queeksilber 

Chem. Fomel l uS 

n-CTHls 1154 

C gs  O H 1125 ! 

CCI4 943! 
C6 H6 1331 
Cs H5 CI 1287 
CO (CH:~)a 1190 
(C~ Hs)~ O 1012 

CSe 11581 
H 2 0  1477 
ttg 1451 

u T 

1020 

1018 

775 
1090 
1135 
1020 

875 

915 
1472 
1350 

T 
naeh 

(4) 

2,332 

1,476 

2,033 
1,990 
2,080 
1,835 
2,055 

1,728 
1,127 
1,105 

naeh nach 
(5) (8) 

2,319 2,381 

1,466 1,539 

2,015 2,065 
1,916 2,010 
2,074 2,117 
1,818 1,878 
2,039 2,106 

1,706 1,776 
1,127 
1,103 1,117 

r 
naeh 
(lo) 

2,381 

1,469 

2,065 
2,012 
2,118 
1,867 
2,128 

1,744 

1,087 

r 
alls 

(PD) 

2,3801 

1,477 ~ 

2,183 
2,165 
2,301 
1,847 
2,084 

2,023 
1,100 

aug 
(b k )  

2,480 

1,870 

2,325 
2,288 
2,430 
2,138 
2,368 

1,969 
1,470 
1,325 

radien zusammengestellt worden. Spalte 5 enth~lt die naeh der ursprang- 
lichen Formel aus Sehallgesehwindigkeit und Dichte unter Vernachl~ssigung 

yon und der adiabatisehen Korrektur bereehneten Werte fur r. 
T 

Spalte 6 zeigt, wie sieh in (4) bei Vernaehl~ssigung yon die Beraek- 
T 

siehtigung der adiabatisehen Eigensehaften des Sehalles in einer Vermin- 
derung yon r bemerkbar machen warde. Spalte 7 beraeksiehtigt nehen der 

adiabatisehen aueh die Korrektur ~ ~O)T. Die Werte dieser naeh (8) be- 

reehr~eten Spalte sind mit denen unserer verbesserten neuen Formel (9} 

prak~iseh identiseh 1). Es zeigt sieh dabei, wieviel aussehlaggebender 

(Ob~,] T gegenuber ~ fttr die genauere Berechmmg ist. Die 8. Spalte enhh~tlt 

die Werte nach Formel (10), die 9. die aus der Molekuhrrefraktion PD far 

die D-Linie und die 10. die aus den kritischen Daten berechneten Zahlen. 
Ffir das offengebliebene Feld bei Hs 0 lag kein Material zur Berechnung vor. 

Zusammen/assung. In einer fraher(n Arbeit wurde eine Beziehung 

zwisehen Molekt~lradius und Sehallgeschwindigkeit unter Zugrundelegung 

der v a n  der  Waa l s schen  Zustandsgleiehung abgeleitet. Dabei war vor- 

l~iufig der Differentialquotient als Korrekturgr61Je vernachl~issigt 
T 

~) Man wird sieh meistens darauf hesehr~nken, den Molek(~lradius auf die 
2. Dezimale abgerundet anzugeben. 
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worden. Die nahere Untersuehung zeig~, wie schon vermutet wurde, d~l~ 
die Molekalradien dadureh zu klein ausfallen, und zwar um etwa 9. % gegen- 
t~ber ihren wahren Werten. Besehturtg dieser GrSl3e ergibt fur den Molekt~l- 
radius die verbesserte Formel 

- -  1 - - ~  1 +  I" 1 . 
r =  1 6 n N L  o~ M u ~  3 R 

In  dieser Formel ist die isotherme Schallgeschwindigkei~ u T durch die 
adiabatlsche US ersetzt worden, da die an sich notwendige adiabatische 

Korrektur zahlenm~13ig ~e~en nieh~ ins Gewieht f~llt und nur mit 
T 

hSohstens 8o/o o eingeht. Es konnten deswegen die frfihere und die vor- 
s~ehende Formel so abgeleitet werden, als ob der Sehall ein isothenner 
Vorgang wi~re. 

Die Umkehrung der behandelten Probleme, ni~mlieh die Bereehnung 

yon Sehallgesehwindigkeiten aus b-Wergen, die weir komplizier~er ist, 
bleibt spiiteren Arbeigen vorbehalten. 


