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Ober die Absorption der MetaUe im Sichtbaren und 
Ultravioletten % 

Von Herbert Fr~ihlieh in Freiburg i. B. 

Mit 4 Abbildungen. (Eingegangen am 21. Januar 1933.) 

1. Es wird gezeigt, dali bei Metallen die Gr613e 6 v = nk ~,2 (~ = Leitfghigkeits- 
koeffizient, n = Breehungsindex, k =: Absorptionskoeffizient, v = Frequenz) 
den Ubergangswahrseheinlichkeiten der Elektronen proportionalist,  lnsbesondere 
IM]t diese Gr6~e sehr deutlich die Energiebanden der Metalle erkennen, und es 
besteht prinzipiell die M6gliehkeit, aus den experimentellen Daten tiber die 
Frequenzabh~ngigkeit yon n und k Lage und Breite dieser Energiebanden 
bzw. der verbotenen Erlergiegebiete zu bestimmen. 2. Aus den bis jetzt  vor- 
liegenden Messungen kann die Breite des ersten verbotenen Gebietes bei Cu, 
Ag und Au bestimmt werden. 3. Aus dem Wert der GrSl]e ~ ,  kann man folgern, 
dat3 bei Cu, Ag und An die Elektroneneigenfunktionen yon den Eigenfunktionen 
freier Elektronen bedeutend stfirker abweiehen als bei den Alkalirnet.allen 

(ungef~hr im Verhgltnis 1 : 20). 

Der Bau der Atome und Molektile ist dureh das Studium ihrer optisehen 

Eigensehaften weitgehend gekl~.rt worden. Es ist naheliegend, aueh aus 

der Optik der Metalle Sehlt~sse auf ihren Aufbau zu ziehen. Bei ober- 

flgchlieher Betraehtung ha t  es allerdings den Ansehei~, als ob man bei den 

Metallen aus den optischen Konstanten nur wenig Aufsehlul3 fiber die 

Energieniveaus bekommen k6nnte. Dal3 dies nicht zutrifft, sondern dal3 

man sebr weitgehende Kenntnis  der Energiestufen der Metalle erwarten 

kann, wenn es nur gelingt, die optisehen Konstanten weit genug ins Ultra-  

violett  zu verfolgen, soll in der vorliegenden Arbeit  gezeigt werden. 

w 1. Naeh den in den letzten Jahren entwiekelten Vorstellungen fiber 

den Bau der Metalle bestehen die erlaubten Energiewerte aus Banden, deren 

Breite mit  waehsender Energie zunimmt~). Man kann sieh diese Energie- 

banden aus zwei Grenzf~llen entstanden denken. Entweder  man geht aus 

von dem isolierten Metal la tom: dann bedeutet  die Energiebande ein unter  

Einwirkung der Naehbaratome verbreitertes und versehobenes Ener~e-  

niveau dieses Atoms. Oder man geht aus yon den vollstgndig freien Elek- 

tronen:  dann mtissen dureh Interferenz der an den einzelnen Gi t terpunkten 

des Metalls gestreuten Elektronen gewisse Energiewerte ausgesehlossen 

1) Freiburger Habilitationss(.hriff (l. Tei]); vgl. I t .  F r S h l i c h .  Natur- 
wissenschaften 20, 906, 1932. 

2) F. B loch .  ZS. f. Phys. 52, 555. 1929; Ph. M. Morse .  Phys. Rev. 35, 
13!.0. 1930; R. P e i e r ) s ,  Ann. d. Phys. 4, 121. 1930. 
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werden, d. h. das kontinuierliche Eigenwertspektrum der freien Elektronen 
wird yon einzelnen verbotenen Gebieten durchzogen. 

Nun gibt es eine sehr wichtige Auswahlregel, die besagt, dal~ optische 
Ubergange innerhalb einer Bande verboten sind und dal~ yon einem be- 
stimmten Zustand der einen Bande TJbergange nur in einen einzigen Zustand 
einer anderen Bande erlaubt sindl). (Exakte Giiltigkeit mlr fiir ideales 
(Jitter). 

Auf Grund dieser Auswahlregel werden wir im Absorptionsspektrum 
der Metalle einzelne breite Absorptionsbanden erwarten, aus deren Lage 
und Breite man auf die Lage und Breite der Energiebanden schliel~en kann 

und deren Intensitat um so grSBer ist, je starker die Abweichung der Elek- 
tronen yon freien Elektronen ist, denn freie Elektronen zeigen i~berhaupt 
keine derartige Absorption. 

Aul~er dieser Bandenabsorption hat man aber noch die iibliche kon- 
tinuierliche Absorption der Metalle zu beachten. Diese besteht nut im 
Ultrarot aus der Absorption infolge ZusammenstSlien der Leitungselektronen 
mit dent Metallgitter~). ~i]r grSl]ere Frequenzen ist auch die Absorption 
wesentlich, die durch Durchbrechung der Auswahlregel entsteht. Diese 

Durchbrechung der Auswahlregel wird im wesentlichen verursacht dutch 
die StSrung der Eigenfunktion infolge der Wechselwirkung mit den Gitter- 
schwingungen und infolge der Wechselwirkung der Elektronen untereinander. 
Man muB hier zwischen einem temperaturunabhangigen Teil (Wechsel- 

wirkung der Elektronen untereinander; Nullpunktsenergie des Gitters) und 
einem temperaturabh~ingigen Teil unterscheiden. Diese ganze kontinuierliche 
Absorption ist im Gebiet grS~erer Frequenzen sehr kompliziert und gegen- 
w~rtig kaum befriedigend zu behandelnS). Weil sie aber ziemlich monoton 
verlauft, l~il~t sich die Bandenabsorption yon ihr einigermal~en separieren. 

Unsere Aufgabe ist es nun, aus den experimentell gemessenen optischen 

Konstanten die Bandenabsorption zu ermitteln und aus dieser Schl~sse 
auf die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Elektronen zu ziehen. ])abei 
d~irfen wir aber nicht unmittelbar yon dem Absorptionskoeffizienten k auf 

~) R. de L. Kronig ,  I. Proc. Roy.Soc. London (A) 124, 409, 1929. 
~) 1~. de L. Kronig ,  I., 1. c. und II. Proc. Roy. Soc. London (A) 133, 255, 

1931; Y. ]~ujioka, ZS. f. Phys. 76, 537, ]932. R. de L. Kronig  behandelt in I 
aucb die Bandenabsorption und zeigt, da~ qualitative Ubereinstimmung mit 
dem Experiment vorhanden ist. Er geht aber nicht n[iher auf den Zussmmen- 
hang mit den Energiebanden ein. 

~) Im Gebiet kleiner Frequenzen vereinfacht sie sich sehr, well info]ge des 
PaLfl~prinzips nur die Elektronen, die am Ra,~zd der Fermivertei]ung sitzen, 
mitwirkeu, also die g]eiehen E]ektronen, die d~e Leitf~bJgkeit bedingen. Daber 
rfihrt in diesem Gebiet der einfache Zusammenhang mit dem Widerstandl 
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die L'bergangswahrscheinlichkeiten sehlieBen und etwa aus einem Minimum 

yon k ein ~inimum der 1Jbergangswahrseheinlichkeiten folgernl). Eine 

genauere Untersuchung (w 6) wird zeigen, dab es vielmehr auf die 

GrSl~e n k v  ~ = a v  ankommt. (r = Frequenz des auffallenden Liehtes; 
n = Brechungsindex; k = n ~ = Absorptionskoeffizient; ~ = Absorptions- 
index; a = Leitfghigkeitskoeffizient). Diese GrSl~e setzt sich, wie in w 6 gezeigt 
wird, additiv zusammen aus der zu der betreffenden Frequenz gehSrenden 
Bandenabsorption und aus dem Anteil der kontinuierlichen Absorption. 
Bei den experimentellen Werten for n k  v '~ (Fig. 1 bis 4) sind ohne weiteres 
die Absorptionsbanden zu erkennen. Allerdings ist man vorlgufig bei den 
raeisten ~Ietallen auf die erste Bande besehrgnkt, denn die hSheren Banden 

liegen so weir im Ultraviolett, dab bis jetzt noch kein experimentelles 
Material vorliegt. 

Die wiehtigsten Ergebnisse, die man aus den vorliegenden Experimenten 
erh~lten kann, sind: 

1. Es wird die Breite des ersten verbotenen Gebietes bei Cu, Ag 
und Au bestimmt (w 8). 

2. Die Elektroneneigenfunktionen dieser Metalle zeigen bedeutend 
stiirkere Abweiehungen yon den Eigenfunktionen freier Elektronen als dies 
bei den Alkalimet~llen der Fall ist. W~hrend bei diesen die Annahme 
vollst~indig freier Elektronen eine sinnvolle Ngherung ist, mul~ bei Cu, Ag 
und Au diese Annahme zu unexakten physikalischen Ergebnissen fiihren. 
In l~bereinstimmung damit sind die Ergebnisse der Leitfiihigkeitstheorie2). 
Bei den Alkalien hat der bereehnete Widerstand die riehtige Gr5Benordnung 

wtthrend etwa bei Gold der bereehnete Weft um einen Faktor 10 yore 
tats~chlichen ~bweicht ! 

Im folgenden sollen nun die :Reehnungen und Disknssionen im einzelnen 
durehgeffihrt werden. 

2. D i e  D i s p e r s i o n s / o r m e l .  Wir bringen zun~ehst eJne Ableitung der 
bek~nnten Dispersionsformel for Metalle, der wir unter Berficksichtigung 

der Auswahlregel eine einfache Form geben kSnnen, die die Grundlage fflr 
die Diskussion der Metallabsorption bildet. 

Wir gehen yon einem Metallwfirfel aus, dessen L~nge L klein gegen die 
Li.ehtwellenlgnge sei. 

Es sei die normierte Eigenfunktion eines Elektrons 

2r162 t 
u~ = ~ke -y-~k (1) 

~) Wie S. Schubin ,  ZS. f. Phys. 13, 273, 1932. 
~) Vgl. L. Nordhe im,  Ann. d. Phys. 9, 607, 1931. 

Zeitsehrift fiir Physik. Bd. 81. 20 
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E~ ist der zugehSrige Eigenwert. Diese Eigenfunktion wird dutch eine 
einfallende, polarisier~e Lichtwelle gestSrt. Ihr  elektrischer Vektor (~ ist: 

= E~ = E sin (2 ~ ~t - -  (R, 1c)) (2) 

v ~ Frequenz; r = 0r tsvektor ;  R ~ Ausbreitungsvektor. 

]~1 = 9,~v/c. Die D~mpfung der einfallenden Welle kann hier ver- 
naehlassig~ werden, well L klein vorausgesetzt ist. Die gestSr~e Eigenfunktio~ 
sei u. Wir setzten wie ilblich: 

?t  

und bes~immen die a~ nach der Methode der Variation der Konstantenl) .  
Danach ist : 

h da,~ { 2=i 2ai , , 
- -  . + e h  (~" ~:'~ h I , ( 3 )  27~i dt = Iz~a'~Pm~ e'-K CE,~--~+h,')t . . . .  )tl 

eE 
be - -  4 7 e m v '  (4) 

h f * O  p : .  = ~ ~ x % ~ d ~  = ~m.  (s) 

Die Retardierung ist dabei vernachl~ssigt. 
Im  Anfangszustand ist: 

a .  = ( ~ .  

Das Eigenwertspektrum sei durchweg diskret. 
Die LSsung setzen wir in ~hnl{cher Weise wie We is s k o.p fund  Wi g n e r ~) 

- -  2 ~t y k t  a~ = e (6) 

Die Di~mpfung 7k berechnet sich wie bei W e i s s k o p f  und Wigne r .  Wir 
wollen jedoch allgemeiner unter 7~ die gesamte D~mpfung des Zustandes k 
verstehen, also nicht nur die dutch die optischen Uberg~nge bedingte 
Di~mpfung. 

Wit  setzen (6) in (3) ein und erhalten in erster N~herung wegen ak ~ a~: 

le2~t(Vkn+~+iYk)t l e~Z~i(Vk~--,+irk)t ll 

mit 

1) G. Wen tze ! ,  Phys. ZS. 29, 321, 1928. 
2) V. W e i s s k o p f  u. E. Wigner ,  ZS. f. Phys. 63, 54, 1930. 
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Wit bilden die X-Komponente der Stromdichte: 

S~-- e h /u,Ou__ Ou*~ 

und mitteln dann noch fiber das ganze Gebiet 

S~= e h 1 I Ou 
m 4 ~ i L  3 u*~-~dv.  

L i s t  die L~nge des Metallwfirfels. 
Wit erhalten mit (l a), (5), (6) und (7) unter Beriicksichtigung, dab 

ak >> as ist: 

k:tcn 
e--2zt(v--iTk)t e--2~ivknt 8--2zi(v--iTlr g+2zirk?~t 

+ + 
h v k . - - h v  + ihTk hvk. + h v - - i h  yk 

2gi(v+iTlc)  t __e2~ i rk~Tt  I . 
+ 

h v k , - - h ~ - - i h y k  J 

Von diesem Strom interessiert uns nur der Anteil, der vonder  Frequenz 
des auffallenden Lichtes abh/ing~. [Der andere Teil wurde schon ver- 
schiedenflich diskutiertl).] AuBerdem berficksichtigen wir das 1)auli - 
Prinzip, indem wit [pk~[ 2 mi~/k ( 1 - / ~ )  mul~iplizieren, wo/k bzw./~ die 
mittleren Besetzungszahlen ftir den Anfangs- bzw. Endzustand sin& Wir 
erhalten dann mi~ (4) unter Yernachlassigung der D/~mpfung: 

~'a~ + v ]cos27~vt 
J 

-4- ( v ~ . - -  v) 2 -f-7~ -4- (v~. -4- v) 2 + 7~ sin2xtvt �9 (9) 

Den Gesamtstrom 5'z erhalten wir dureh Summation fiber alle Elektronen 
unter I-Iinzuffigung des Stromes J~, der durch Mitschwingen der Elektronen 
infolge der Leitf/ihigkeit zustande kommt. Auf diesen Anteil Jz kommen 
wir sp/~ter noch einmal zurfiek (w 5). 

Es wird also: 

S~ = ~ S~ + g~. (10) 
k 

1) Vgl. Y. Fuj ioka ,  ]. c. 

20* 
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3. Wir lnfissen jetzt  die Matrixelemente Pk z fiir den Fall der Metalle 
spezialisieren. Wir machen dazu die Annahme, dal3 das periodische Gitter- 
potential V sich darstellen lasse in der Form V (x, y, z) = Vz (x) + Fy (y) 

-t- V~ (z). Das bedeutet,  dal] die Eigenfunktionen F (x, y, z) nach x, y und z 
separierbar sind. Es sei Z die X-Komponente .  Nach B l o e h  1) ist dann: 

oo 2 ~ i  

Dabei ist: g = N e i k x  E n a ~  e a  ~ (11) 

a = Gitterkonstante;  

k entspricht beim Ubergang zu freien Elektronen der Wellenzahl. 

Die Eigenwerte E~ sind zu einzelnen Banden zusammengefal3t. Immer  

wenn ] k I = z.~_ (z = 0, 1, . . . )  ist, beginnt eine neue Bande. Die Zahl der a 

Eigenfunktionen innerhalb einer Bande ist unter Ber~eksichtigung der 
Spinentartung doppelt so grol3 wie die Zahl der Gitterpunkte. 

N ist Normierungsfaktor. 

Die Konstanten a ,  seien so normiert, dais N = 1 filr L -= 1. 
Aus den Or~hogonalit/~tsbedingungen folgt dann: 

akin (al~)* ---- 0, (12) 

w e n n  ~l, n 

k - - Z  + 2---~ ( m - - n )  = O, 
a 

d. h. f~r (18) 
2~ t  

k - - l  = - - r ;  r = O, -4-1 . . . .  
a 

Es ist leicht einzusehen (vgl. R. de K r o n i g  I 1. c.), dal3 Pk~ nut  dann yon 
Null verschieden ist, wenn die Auswahlregel (13) erffillt ist. Is t  (13) erfallt, 
so erhalten wir unter Berocksichtigung yon (5): 

h E ~  ~ , , (14) P~ : a am (am+r) "~ ~ �9 
k - - l ,  - - r  

m ct 

Die Ubergange mit  der kleinsten Energiedifferenz entsprechen, falls k 
positiv und in der ersten Energiebande ist, dem Wert r = -  1, d .h .  

2~t 
1 = k- - - - ;9 '~  denn wegen k <--z~ wird d a n n - -  z < Ill < - - ,  d . h .  a a a a 

l liegt dann in der zweiten Energiebande. Die kleinste Energiedifferenz, 
die hierbei auftritt ,  ist gleich der Breite des ersten verbotenen Gebietes. 
F~r k < 0 ist der entspreehende l~bergang dureh r = 1 gegeben. 

1) F. B loch ,  1. c. 
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~4. Wit interessieren uns jetzt flit den Tell yon ~ S~, der mit sin 2 ~ vt 
proportional ist, das ist im wesentlichen der Tell 

~ ~'" /~ (1- -1 . ) .  (15) = :E']p~nL (v~n ,)~ +r~ + (~n  + ~)~ + r ~  n~ k 

Wir bemerken zun~chst, dab die D~mpfung Yk klein ist im Vergleich zu 
den uns hier interessierenden Frequenzen. [Nach F u j i o k a  (1. c.) ungefahr 
1 : 100!]. In der Umgebung yon r = i vk~ hat daher T ein sehr steiles 
Maximum. Ist dagegen diese Bedingung far keinen Elektronenzustand 
erfhllt, fallt also v nicht in eine Absorptionsbande, so ist T sehr klein - -  wit 
kSnnen in diesem Falle T----0 setzenl). Wir kSnnen ferner das Glied 

Yk weglassen, denn wegen h vk. = E k -  En liegt der End- 
(n, ,  - -  ~)~ + r~ 
zustand E~, solange v < vk ist tiefer als E~, also wird der Faktor ]k (1 - - /~)  
(Pauli-Prinzip !) ungef~hr Null, denn wenn der Ausgangsterm E k besetzt 
ist, so ist der niederere Term E~ bestimmt besetzt. Ist dagegen v > vk, 
so kann in diesem Gliede ~lberhaupt keine ~Resonanz auftreten. Wir lassen 
ferner den Faktor/~ (1 - - ]n)  weg und setzen fest, dal~ T aueh dann immer 
Null ist, wenn die betreffende Absorption mit dem Pauli-Prinzip nicht 
vertr~glieh ist. (Bei einwertigen Metallen kommt das nie vor!) 

Wit werten zuns die Summe fiber k aus, das ist die Summierung 
fiber alle Elektronen. Wir verwandeln dutch Grenziibergang die Summe in 
ein Integral und berticksichtigen, dal~ die Matrixelemente nur von den 
X-Komponenten der Energie abhangen. Aut3erdem ist: 

h vk~ = E k - -  E~  = E ~ k - -  E ~ .  (8a) 
E~ = X-Komponente der Energie E. 

Wir kSnnen demnaeh die Integration fiber die Y -  Z-Komponenten sofort 
ausf~thren und erhalten aus (15): 

T = ~ Ipk,,l'(vk~ + v)~+TgL~(E~k)dE~k. (16) 

ist gegeben durch 

e (E~) dE~ = 9L (17) 

~R = Zahl der Elektronen pro Kubikzentimeter. 
(E~) dE~ = Zahl der Elektronen pro Kubikzentimeter mit einer X- 

Komponente der Energie zwisehen Ex und E~ + dEx, bei beliebiger Y - - Z -  
Komponente. 

1) Ftir das Glied cos 2 ~vt h~tten wir nicht den gleichen Schluf~ ziehen 
k5nnen, weil dieses Glied in der Resonanzstelle das Vorzeichen wechselt. 
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Wit fahren in (16) zuerst die Summe fiber n aus. Wir hatten voraus- 

gesetzt, dal~ u in eine Absorptionsbande fMlt, anderenfMls war T = 0. Auf 

Grund der Ausw.~hlregel ffir die P~n [(13), w 3] brauehen wit wegen des 

Resonanznenners nur das eine Summenglied, das der betreffenden Ab- 

sorptionsbande entspricht beracksieh~igen. (16) wird Mso sehliel~lieh: 

h ~ (lS) T = I/9 (~)1 ~ e (~) V L "  

p (~) ist dabei dasjenige Matrixelement Pk~, f~r das E ~ E k  ~ h~ is~. 

Wegen der Auswahlregel (13) ist dies hSehstens for ein Pk.n der Fall, n~mlieh 

immer dann, wenn u in eine Absorptionsbande f~llt. Ist  dies nicht der Fall, 

oder ist der L~bergang dutch das Pauli-Prinzil0 verboten, so ist p (~) ~= 0. 

(~) ist die Besetzungszahl des zu dem betreffenden Ubergang gehSrenden 

Ausgangszustandes. 

5. Zur Bitdung des Gesamtstromes S~ [Gleiehung (10)] brauchen 
wit noch den Osziltationsstrom J~. ~lan berechnet [vgl. F u j j o k a  (1. e.), 

Gleicbung (22)] 
e2EJ~R/ 'os in2~  ~ t - -  ~eos2re~t 

J~ - -  9. rein ~ ~_ r 0  ~ (19) 

Dabei is~/~0 eine mittlere D~mpfung, die von F u j i o k a  zu etwa 101~ sec -~ 

ffir Na, Ag und Au abgeseh~tzt wurde. J ist eine GrSl~e, die um so kleiner 

ist, je mehr die Eigenfunktionen der Elektronen yon denen freier Elek- 

tronen abweiehen. 

Wir miissen noeh eine Bemerkung zur :8ereehnung des Oszillationsstromes 
J~ machen. J~ ist nur dann yon Null verschieden, wenn wir uns im kont]nuier- 
lichen Eigenwertsspektrum befinden, d. h. wenn die Breite benachbarter Energie- 
terme grS[~er wird als ihr Abstand. Das kannwichtig sein fOr das Verhalten sehr 
d~'mner Schichten. denn bei diesen miissen unterhalb einer gewissen I)icke die 
Oszillationsschwingungen senkreeht zur Metalloberfl~che aufh5ren, well die 
ben~chbalten Energieterme mit abnehmender Sehichtdicke immer welter 
auseinanderrficken. 

Fiir den Grenzfall freier Elektronen 1513t sich das alles sehr leicht zeigen, 
denn in diesem Fall kann man die Rechnung exakt durchffihren. Die auffallende 
Lichtwelle und die Eigenfunktionen seien wieder, wie in w 2, dutch Gleichung (1) 
und (2) gegeben. FOr freie Elektronen ist bel~anntlich 

Pk~ ~ Pkk ~k,~)" (Sa) 

Zur LSsung setzen wir nach der l~{ethode der Variation der KonsCanten 

~ = : ~  a~ (~)~,~, 

~) Im diskreten Spektrum gilt dies bis auf kleine Oberfl~chenbeitr~ige, 
die wir bier vernachl~ssigen kSnnen. 
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dabei ist nach (3) wegen (5a): 

h d a n 
2~4 d t  = ~ % P n n 2 c ~  

Dieses Gleichungssystem gilt bekanntlich exakt,  ohne Vernach]~ssigung. Wit  
kSnnen es auch exakt  lSsen. Ist  im Anfan~zus tand  

a n(O) = a  k(O) 3 kn, 
so wird 

4 ~ i  sin 2 ~ r ~  
= 0 b" " Z - - ' P k k - - 2 ~ 7 - -  

a n ak( ) kn e 

Im diskreten Spektrum ist ~pk ~- sin kx ,  also Pkk = O. I~Iier wird der Strom 
hk  also Null! Im kontinuierliehen Spektrum ist ~ok = e ik~e also P k k - - - - - ~ ,  

daher ist 
2 ~ i  t i k  e E s i n 2 ~ v l  

i k x  + ' - h  - E k  + 2 ~ m ~  2 ~ v  
U = a k (0 )  e 

Wir bilden zun~ehst die Dichte, indem wir im Sinne der Normierung fiber ein 
kleines Energieinterval] integrieren. 

I u d E =  I " ( - '  ~1:u [a k 12 \ d  )2/i,:k ~ ~ 2 z m �9 \ d  E / E k  2 .  d l l  

AJ~ AJ~ 
dabei ist 

Fk = (8z~m)U2 1 2~  m . 892m E = kU[) 

also 

wobei 

sin A z / E  . . . .  
d = .4 z i% ~, 

2 ~  2~ 2,z e E  s i n 2 ~ u t  

d ist nur in der Umgebung A = 0 groB[ Der daraus berechnete S~rom e dx /d t  
setzt sich aus dem ungest6rten Stromantei] und aus dem fiberlagerten Oszilla- 
t ionsanteil  zusammen : 

d x  e E  
- -  cos 2 z ~ t. Jx=eTi  ev~§ ,, 

Dasselbe Ergebnis erh~]t man  abet auch, wenn man  im diskreten Spektrum ein 
Wellenpaket zusammensetzt ,  d. h. die ~Iittelung fiber ein kleines Energieintervall  
kiinstlich herbeifiihrt. Ein derartiges Wellenpaket entsprieht abet  keinem 
station~iren Ettstand, d .h .  also keinem scharfen Eigenwert  and  das ist gleieh- 
bedeutend mi t  unseren Voraussetzungen. 

w 6. Wir  nehmen  j e t z t  in tiblicher Weise Anschlufl  an  die klassische 

0p t ik ,  indem wi t  ftir den klassischen S t rom den wel lenmechanisch be- 

rechneten  einsetzen. 
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Wir schreiben den Strom S~. (10) in der Form:  

S x = S 1 sin 2 ~ vt ~- S 2 cos 2 ~ vt, 

S 1 und '-~'2 sind dutch (9), (18) und (19) gegeben, und zwar ist: 

e~ E e~ E J ~ F o 
S , =  4~m ~, tp(~')I~)(~')+ 2~m ~,~+/ ' : '  (~0) 

e~ E J 9~ v 
- -  u-~.%- ~ + r :  (~1) 

Es sei: 
n = Breehungsindex; a = Leitf~higkeitskoeffizient; k = nz  = Ab- 

sorptionskoeffizient; e = Dielektrizit~tskonstante; z = Absorptionsindex. 

Der elektrisehe Vekgor im Metatlinneren ist unter Bertieksiehtigung 

der Weehselwirkung mit den Elektronen: 

~ r  - -  - - ] :  
= E e  c s i n ( 2 z ~ t - - n ( R , r ) ) .  

Naeh den Gesetzen der klassisehen Megalloptik ist daher: 

Sx" (22 a) 

s = n  ~ - k  ~ = 1 - ~ - 2 S ~  E v' (29. b) 

d.h .  also es ist mit (20): 

e ~ e ~J9~ / '0~'  (23) 

Das erste Glied der rechten Seite yon (23) ist der Anteil der Bandcnabsorption, 

das zweite Glied stellt den Anteil der kontinuierlichen Absorption dar. 

7. Wit wollen, bevor wit die Diskussion yon (23) beginnen, uns noetl 

fiber die ungefhhre Lage der ersten Absorptionsbande orientieren. Dazu 

gehen wit yore Grenzfall gebundener Elektronen aus. Nach B l o c h  (1. e.) 
sind die Eigenwerte: 

1~1~ = ]~0[ "~- 0~,-- ~[ eos-~l  ka -Jf- eOS -e2- kg, -~ eos ~ k 3  . ( ~ 4 )  

E o ist das k-re Energieniveau des isolierten Atoms. ~7: bezieht sich auf die 

statisehe Wechsehvirkung nfit der Umgebung und ill, auf die Austausch- 
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wechselwirkung. G1, G2, G 3 sind die Zahl der Gitterpunkte in der X-, Y- 

und Z-Richtung. 
Die Eigenfunktionen lauten: 

- - k l g t +  ~'~2 2g2 + ~ ka g8 f 
~])[ ~ ~ e Gt ~)gi g2 g3" 

gl~ g2~ g8 

Die Summe geht fiber alle Gitterpunkte gl g2 ga. 
F~I a~ g;~ ist die Eigenfimktion des isolierten Atoms am Gitterpunkt 

gl, g~, g~" Eot m6ge nicht entartet  sein. 
Wir bilden alas Matrixelement pt, ~ und berficksichtigen, daft ~a~, .q~, a.~ 

nur in der Umgebung des Gitterpunktes gx g~ ga wesentlich yon Null ver- 

sehieden ist. Es ist in erster N~herung: 

Pf, 1 = ~ g t , z , "  ~gglg,~g3~ q~h,h~h~ d r  

hi h2 ha 

2 ~ $  k l - / 1  ~ "" " (  [ 0 / 
h ~ e Gt ' . d z .  

gt  g2 g3 

Die Summe fiber gl ge ga ist nur dann von Null verschieden, wenn folgende 
Bedingungen erfi~llt sind: 

k 1 - -  11 = z 1 

k s - - l  2 = z ~  z~,~,3 = 0, 4 -1 ,  . . .  

k 3 - -  13 = Z 8 

Unter Berticksichtigung yon (9,4) wird die Energiedifferenz E z -  Ee: 

E~ - -  E~ = Eo ~ - -  Eo ~ + (~o ~ - -  ~o t). 

Sie ist unabh~ngig yon fl, bzw. fl~. Wir haben also in erster N~herung eine 
Absorptionstinie, deren Frequenz gr6fler ist Ms die Resonanzlinie des iso- 
lierten Atoms. In n'~chster N/~herung diirfen wir eine Absorp t ionsbande  

erwarten, deren Maximum an dieser Stelle liegt. 

8. Di skuss ion .  Wir kommen jetzt  zur Diskussion der Formel (P.8), 
die uns den Zusammenhang zwisehen optischen Konstanten und Elek- 
tronentibergangswahrscheinlichkeiten gibt. Wir schreiben sie in der Form: 

n k ,  ~ = K + ~ q(~)iV(~)I ~- 

In den Fig. 1 bis 4 ist n k  ~ ftir einige ~IetMle aufgetragen. Wir bests 
zun~chst ganz allgemein, dM3 sich auf dem kontinuierlichen Grund K die 
durch ~o (~) I P (v) I e gegebenen Absorptionsbanden erheben. 
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W i r  w o l l e n  z u e r s t  d ie  M e t a l l e  Cu,  A g  u n d  A u  d i s k u t i e r e n .  D a b e i  m~i s sen  

wi r  u n s  dar t~ber  k l a r  se in ,  d a b  die  bis  j e t z t  v o r l i e g e n d e n  e x p e r i m e n t e l l e n  

W e r t e  k e i n e  a l l zu  g roBe  G e n a u i g k e i t  b e a n s p r u c h e n  k S n n e n .  M a n  v e r g l e i c h e  

:. L 
% ;a ~ 1/o ~70 -# 

Fig. 1. Ag. Mossungon yon Minor .  

3 

% 

/ 

050 70 ~0 110v-70 -1r 

Fig. S. Cu. Messung yon P f e s t o r f .  

d r ( 

\ . 4 u  
' / i  

% z so z e o  Mo,zo -z 

Fig. 2. An. -- - - - -  Mossnngon yon Me ie r ,  
yon P f o s t o r f ,  v < 5 0 . 1 0 t 3  yon 

F S r s t e r l i n g  und F r (~ede r i cksz .  

7 

%0 Y0 gO 770 fd0v.10 -z 

Fig. 4. Cr. Messungvon F r ~ e d o r i e k s z .  
Ni. ~Iossung yon P f e s t o r f .  

Literatur vgl. L a n d o l t - B S r n s t e i n ,  5. Anti., 1. Ergl~nzungsband, S. 480, 2. Erg~nzungs- 
band, S. 716. 

Bei Ag und Au slnd die Absorptionsbanden deutlich zu erkennen. Bei Au weiehen die beiden 
Messungen yon Meie r  und P f o s t o r f  ziemlioh stark voneinander ab. Bei Cu ist das Maximum 
der Bandenabsorption noeh nieht erreicht. Es ist aber kanm daran zu zwoifeln, dab der 
allgemeine u ~ihnlich wie bei Ag nnd An ist. Cr und Ni zeigen, xvie zu erwarten ist, 

eine L'berlagerung mehrerer Banden. 

etwa die Kurven ftir Au nach den Messungen ~,on Meier und Pfestorf 

(Fig .  2). 

W i r  s u e h e n  z u e r s t  d ie  B e d e u t u n g  d e r  u n t e r e n  O r e n z e  de r  A b s o r p t i o n s -  

b a n d e n .  ]p  (v)[2 b e d e u t e t  i m  w e s e n t l i c h e n  die  z u r  F r e q u e n z  v g e h S r i g e  
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optische Ubergangswahrscheinlichkeit. Wegen der Auswahlregel (w 
werden bei einer bestimmten Frequenz immer nur ganz bestimm~e Elek- 
tronenzusti~nde angeregt und zwar haben in nnserem Falle alle diese Elek- 
tronenzust~inde die gleiche X-Komponente. e (u) ist die Zahl dieser Elek- 
tronen in einem Energieintervall dE  k (pro Kubikzentime~er). Fiir die 
Uberg~nge sind immer die X-Komponenten der Energien mal~gebend. Nach 
der Auswahlregel korrespondiert der obere Rand der ersten Bande mit dem 
unteren Rande der zweiten Bande und entsprechend weiter schliel~lich der 
untere Rand der ersten Bande mit dem oberen Rande der zweiten. Die 
kleinste auftretende Frequenz entspricht also der Frequenz, die dem hSchsten 
bese~zten Zustand zugeordnet ist. Bei einwer~igen Metallen ist das be- 
kanntlich beinahe der obere Rand der ersten Bande. [Das u der 
Energie des hSchsten besetzten Zustandes zur Energie der Bandenkante 
ist ungef~hr (3/~)2/3], 

Bei den Metallen Cu, Ag und Au ist also die Breite des ersten verbotenen 
Geb~etes gle4ch der, der unteren Grenze der ersten Absorptionsbande ent- 

sprechenden Energie. 

WJr tragen nachfolgend die so ermittelte ]~reite B des ersten ver- 

botenen Gebiets und zum Vergleich die Energie der Fermiabfallstelle ~" auf. 

Cu ~ 2 Volt 4,3 Volt 
Ag 3,7 5,5 
Au 1,8 5,5 

F~ir angenihert freie Elektronen mfil~te B ~ ~" sein! 
Umbei  Cu und Au die Lage des Beginns der Bandenabsorption genau 

festzustellen, mfil~ten an dieser Stelle wie etwa beim Ag sehr viele Mel3- 
punkte u 

\Vir werden jetzt auch an der HShe der Absorptionsbanden zeigen, 
dal] bei Cu, Ag und Au die N~herung der freien Elektronen unzul~issig ist! 
Dazu sch&tzen wit die GrSl3e ~ (~)I/~ (u)f 2 ffir diesen Grenzfall ab. 

Die X-Komponente der Eigenfunktionen lautet nach (11): 
9 ~ f  

Zk "~" N e i ~ ' ~ a n  e , (11) 
in unserer N~herung ist 

4> 4, 4=1=.0. 
Dem ~Jbergang eines Zustandes k der ersten Bande in einen Zustand l der 
zweiten Bande entspricht nach (13) die Auswahlregel 

2 ~  2 ~  
k - - l ~  - - - -  fi~r k ~  O; k - - l ~  - t - - -  ft~r k ~ 0 .  

a a 
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Die Energie im Zustande k ist in unserer N~therung, wenn wir uns nicht 
unmittelbar an tier Bandenkante befinden: 

h-ach (14) ist wegen (25): 

h 2 
E~ k - -  kS 

8 .,~2 m ' 

h 2 

Ftir freie Elektronen ist fiir r (r) nach (17): 

9~ = f~ (E=)  dE= ---- I E - - E = I  J ~E~ dEx, d . h . l  . . . .  

0 

ist die Grenzenergie der Fermiverteilung. 
Es wird also: 

= u 

3 ~t 

4 E31~ 

Ffir E~ ist dabei diejenige Energie einzusetzen (X-Komponente!) ,  die 

nach der Auswahlregel zur Frequenz ~ gehSrt. Es sei noch bemerkt,  dab 
unsere Betrachtungen fiir E~ -> 0 ungiiltig werden, wie aus der Ableitung 
yon (23) hervorgeht. 

Wir w~ihlen zur Absch~tzung yon Q (v) einen mittleren Wert, etwa 

E~ = �89 E, dann ist 
19~ 

~ o ( ~ ) ~ - = .  
2 E  

Ffir Ag wird dann mit  

= 1 ~ =  h ~ [8_~% 
a--~, 8ma~.Tr ] , a -~ 2 , 5 . 1 0 - S c m  ') 

in der Ni~herung yon seiten der freien Elektronen nach (28): 

e 2 

n k  ~,~ - -  K = 4:urn ~ Q 0')  [P 0')12 

.-~ e 2 1 ~ h 2 

== 4 g i n  u 2 E a * ]all~ - ~  5 . 1 0  a~ lull u la,l ~ 1. (26) 

1) Wir miissen, weil wir reines kubisches Gitter (nicht fliicbenzentriertes~ 
angenommen haben, a berechnen nach der Formel 

a3 _~-- Atomgewicht . 
Dichte 
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Naeh Fig. 1 ist aber tats~chlich der mittlere Wert yon n k v 2 - - K  2 un- 
gefahr 9.. 10ao. 

Daraus folgt l al[ ~ 0,6 und das ist in Widerspruch zu der Voraus- 
se tz~g  lail < ~ .  Ahnliehe Werte erh~lt man bei Cu und Au. 

Wit/olgern also aus den optischen Konstanten, daft bei Ca, Ag und Au 
die Ni~herung /reier Elektronen physikalisch unzulbzsig ist. 

Anders ist das bei den Alkalimetallen! Es liegen zwar an dieken Alkali- 
schiehten mit reiner Oberfl~che wenig Messungen vor 1) und diese sind wieder 
nur grbl3enordnungsm'~f~ig richtig, aber das gent~gt uns hier. Zwischen 4000 
und 6000/k sind die Schwankungen yon nk~ 2 sehr gering. Der ~nittlere 
Wert filr Kalium ist ungef/~hr 2,5.10 ~8 (berechnet naeh L a n d o l d t - B b r n -  
s te in ,  1. Erg.-Band, 5. Aufl. S. 463). 

Mit a = 4 .10  -sem wird (26): 

n k ~ - - K  ~ ~ 1,3.103~ lall~; 

und ]a 11 ~'~ 0,04. Also ist tatsgchlieh l all < 1. ]a 1[ dtirfte eher noch 
kleiner sein, well wit hier yon nk v 2 die kontinuierliche Absorption nicht ab- 
gezogen haben. 

Als wesentliehes Ergebnis stellen wir also fest: Aus den Werten der 
optischen Konstanten /olgt, daft/~r Alkalien die Nii herung/reier Elektronen 
zuliissig ist, /~tr Cu, Ag und Au dagegen nicht. Das Verhdiltnis des Abweichens 
dieser beiden Metallarten yon/reien Elektronen ist unge/iihr 1:20 (] allA~k~i 

: l a~l~!). 
Das ist auch in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Leitfahigkeits- 

theorie2). Wahrend dort der fiir Kalium mit freien Elektronen berechnete 
Widerstand ungef~hr die richtige Grbftenordnung hat, erh/~lt man auf diese 
Weise filr Gold einen etwa zehnmal zu kleinen Widerstand. 

Wir wollen schliel]lich noeh kurz Lage und Form der Absorptions- 
banden diskutieren. Wenn wit yon der _N~herung der gebundenen Elek- 
tronen ausgehen, so haben wir far jede Absorptionslinie des isolierten Atoms 
eine Absorptionsbande des Metalls zu erwarten (w 7). Es ]iegt abet im Sinne 
dieser !~herung, daf~ wir dies nut fiir verh/iltnism/~I~ig festgebundene Elek- 
tronen erwarten diirfen, also bei Cu, Ag und Au for die erste Absorptions- 
bande. Diese wiilrde der l~esonanzlinie entsprechen. Aus der Analogie 
mit dem isolierten Atom miissen wir folgern, dal~ die erste Absorptions- 
bande in ein Dublett aufgespalten sein muB. Um das aber aus den ex- 

1) Dfinne Schichten verhalten sich ganz anders! 
2 i L. Nordheim,  Ann. d. Phys. 9, 607, 1931. 
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perimentellen Daten zu erkennen, mi~gten die MeBpunkte in der N~ihe des 
Maximums viel enger liegen als es bei den vorliegenden Messungen der Fall ist. 

Um noeh weitere Folgerungen aus den optisehen Konstanten zu ziehen, 
etwa Bes~immung der Brei~e der Energiebanden, mt~Bte sieh unsere Kenntnis 
dieser Konstanten bedeutend weiter ins Ultraviolett erstreeken. 

Zum Sehlug bemerken wir noeh, dal3 die Verh~ltnisse bei Metallen 
mi~ mehr als einem Valenzelektron ziemlieh verwiekelt sind, denn hier 
sind die Ausgangszusg~nde wahrseheinlieh sehon entarte~ (das soll heil3en, 
es iiberdeeken sieh mehrere Energiebanden), so dal3 wir eine iJberlagerung 
mehrerer Absorptionsbanden erwarten, wie das in Fig. 4 ft~r Co und Ni aueh 
best~tigt wird. 

Bei ferromagnetisehen Me~allen wird die Lage und Form der Ab- 
sorp~ionsbanden sehr dutch die starken inneren Felder beeinflugg sein. 
Wir dOrfen bier eine wesentliehe Ver~nderung dieser Banden am Curiepunkt 
erwarten. 

Frdburg i. Br., Physikal. Inst. d. Universig~g, den 19. Januar 1933. 


