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Uber die Albanese-Abbildung
einer fasthomogenen Kahler-Mannigfaltigkeit
W. Barth und E. Oeljeklaus

0. Einleitung

0.1. Fiir jede kompakte komplexe Kihler-Mannigfaltigkeit X sind
Albanese-Torus A(X) und Albanese-Abbildung o : X — A(X) definiert {1].
Fir alle X mit ¢,(X)=0 ist X ein holomorphes Faserbiindel iiber
A(X), {8]. Ist X homogen, so ist X ein Produkt von A(X) mit einer
homogenen projektiven rationalen Mannigfaltigkeit Y und « die Projek-
tion auf A(X), vgl. [4]. Ist X fasthomogen (s. Definition 3.1), so ist X
noch immer ein holomorphes Biindel iiber A(X) mit Biindelprojektion
(Remmert u. Van de Ven), und die typische Faser ist projektiv-algebraisch
und einfach-zusammenhéngend [97. In der vorliegenden Note zeigen wir,
daBl X ,fast” ein Produkt ist. Es gilt der

Satz. Ist a:X-+A(X) die Albanese-Abbildung einer kompakten
komplexen fasthomogenen Kdhler-Mannigfaltigkeit und Y die typische
Faser dieses Biindels, so gibt es unverzweigte endliche Uberlagerungen
X*— X und A*— A(X) derart, daff die ( fasthomogene) Mannigfaltigkeit
X* differenzierbar isomorph zu Y x A* ist. Die Projektion X*—A*
ist gerade die Albanese-Abbildung von X* auf A* = A(X*).

Im Hinblick auf [4] liegt es nahe, eine derartige Aussage zu vermuten.
Thr Beweis ist auch relativ einfach fiir den Fall, da X projektiv-algebra-
isch und die Automorphismengruppe Aut®(X) eine algebraische Gruppe
ist, die rational auf X operiert. Fiir den Allgemeinfall scheint der Beweis
jedoch wesentlich schwieriger zu sein.

0.2. In 3.5. geben wir ein Beispiel dafiir an, daB bei dem oben er-
withnten Satz der Ubergang zur Uberlagerung X* wesentlich ist. Aufler-
dem erhalten wir noch die beiden folgenden Strukturaussagen (3.3 und
3.6) fiir eine fasthomogene kihlersche Mannigfaltigkeit X:

i) Fiir die Isotropiegruppe I. (in Aut®(X)) eines Punktes xe X gilt:
I/I0 ist endlich und I° trdgt die Struktur einer linearen algebraischen
Gruppe.

ii) Das Komplement X \X° des offenen Orbits besteht aus hochstens
zwei Zusammenhangskomponenten.

0.3 Wir benutzen folgende Notationen: Wir nennen eine komplexe
Liegruppe G {linear) algebraisch, falls es eine (lineare) algebraische
Gruppe iiber € gibt, deren zugrundeliegende transzendente Gruppe G ist.
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e € G st stets das Einselement. Falis g€ G, so ist int g der innere Auto-
morphismus

h—ghg™', heG,

von G. Int(G) ist die Gruppe aller inneren Automorphismen, Aut(G)
die aller Automorphismen von G. Lie(G) ist die Liealgebra von G und
Ad(G) die durch Int(G) induzierte Untergruppe von Aut(Lie(G)). G°CG
ist die Zusammenhangskomponente von e. Ist X eine kompakte kom-
plexe Mannigfaltigkeit, so ist Aut(X) die komplexe Liegruppe aller
holomorphen Automorphismen von X. Die punktierten Mengen

HY(X,G),H'(X,€°(G)), bzw. H'(X,G)

sind die Mengen von Cohomologicklassen konstanter, differenzier-
barer, bzw. holomorpher Cozyklen mit Werten in G.

Ist ¢ ein holomorphes Faserbiindel, so ist n, die Biindelprojektion
und &, die Faser {iber einem Basispunkt z. Ist Y eine Uberdeckung der
Basis, so sind C'(M, &) die Riume der Cech-Coketten mit Werten in ¢,
i=0, und Z1(U, &) ist der Raum der 1-Cozyklen.

§ 1. Induzierte Biindel

1.1 Homogene Biindel. — Wir gehen aus von der

Situation 1: Es sei G eine zusammenhéngende komplexe Liegruppe,
H C G eine abgeschlossene komplexe Untergruppe, @ : = G/H, ge Q der
Punkt e - H. Ferner sei # das H-Prinzipalbiindel iiber @ mit Biindelraum
G und Projektion z,: Gagr>g - He Q.

Notation: Es sei ¢: H— Aut Y eine holomorphe (Links-)Operation
von H auf der komplexen Mannigfaltigkeit ¥, H x Y2 (h, y)+—>o(h)- ye Y.
Wir bezeichnen das zu #n vermoge ¢ assoziierte Biindel mit typischer
Faser Ymit n[ Y] oder ausfihrlicher mit 5[ Y, ¢].

a) Das Biindel [ Y] wird bekanntlich wie folgt beschrieben: H ope-
riert auf G x Y durch (g, yy—(g - k™, o(h) y), h € H. Der Biindelraum von
n[Y]ist Gx Y/H, und =y, wird induziert durch G x Y 2G50,

b) Die Gruppe G operiert auf dem Biindelraum von n[ Y] als Gruppe
von holomorphen Biindelautomorphismen vermdge der Operation
9o (9, Y)>(gog, ¥). go €G, auf G x Y.

¢) Ist umgekehrt ¢ ein holomorphes Biindel liber @ mit typischer
Faser Y und operiert G auf dem Totalraum dieses Biindels n~-dquivariant,
so ist £ assoziiert zu #. Die Darstellung g ist die Operation von H auf
ng 'a).

d) Es sei G'CG eine (nicht notwendig abgeschlossene) komplexe
Untergruppe, die durch n, surjektiv auf Q abgebildet wird. Dann ist
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H':=GnH in G abgeschlossen, und =, :G'—Q definiert ein H'-
Prinzipalbiindel #'. Jedes zu n vermoge einer Darstellung ¢ : H— Aut(Y)
assoziierte Biindel ist dann auch zu # assoziiert vermdoge
¢ H ->H-%Au(Y).

1.2 Biindel von Biindel-Automorphismen. — Es sei L eine komplexe
Liegruppe, und Aut(L) sei die (topologische) Gruppe der holomorphen
Gruppen-Automorphismen von L. Ist L zusammenhiingend, so ist der
Homomorphismus Aut(L)— Aut(Lie(L)) injektiv. (Ist zusétzlich 7,(L)=0,
so ist dies ein Isomorphismus, und Aut(L)= Aut(Lie(L)) ist eine kom-
plexe Liegruppe.)

a) Es sei n wie in Situation 1. Ist ¢: H— Aut(L) holomorph (falls
Aut(L) keine komplexe Liegruppe ist, so bedeutet dies, H x L— L,
(h, 1)—g(h) - 1, sei holomorph), so ist #[ L, ¢] ein holomorphes Gruppen-
biindel iiber Q mit typischer Faser L.

b) Es sei £ ein holomorphes Biindel {iber Q. Die typische Faser Y sei
kompakt. Wir definieren ein Biindel Aut(¢) wie folgt: Die typische Faser
sei die komplexe Liegruppe Aut(Y). Wird £ gegeben durch einen Cozyklus
Gijt Uyx YO U jx YU x YCU; x Y, so werde Aut(£) gegeben durch
den Cozyklus

Ujaz—inté (2),(int f)g=fgf ™", f,ge Aut(Y).

Ist £ ein Biindel iiber Q, U CQ offen, so bezeichnen wir mit Aut,(r; Uy
die topologische Gruppe der m-dquivarianten Automorphismen von
n; ' U, die auf U die Identitit induzieren. Dann gilt: Es gibt natiirliche
topologische Isomorphismen

Auty(n; ' U)-T'(U, Aut(%)).

Beweis: Es seien U, U; CQ zwei offene Mengen, iiber denen ¢ trivial
ist, und &;: U;x YD Uy;x Y- U;;x YCU;x Y ein Verheftungsisomor-
phismus. Zwei holomorphe Abbildungen g; : U;— Aut(Y), g;: U;—~Aut(Y),
verheften sich genau dann zu einem holomorphen Automorphismus von

g "(U;0U), wenn fiir alle z e Un U, gilt:
¢if(2)gi2)=gi(z)-&ij(2), d.h. g(2)=[int&;{(2)](g;(2)).

¢) Es sei n wie in Situation 1 und ¢ ein Biindel iiber Q mit kompakter
Faser Y, assoziiert zu 5 vermdge einer holomorphen Darstellung
¢:H- Aut(Y). Die Operation von G auf dem Biindelraum von ¢ in-
duziert folgendermalen eine Operation von G auf Aut(¢): Ist ge G,
feAutn;'U), so ist g-f g~ 'eAuty(n; ' gU). Deswegen ist auch
Aut, zu n assoziiert, und zwar vermdge folgender Darstellung int, von
Hin Aut(AutY):

into(h): fi>g(h)- f-e(h)" ', he H, fe Au(Y).
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Das heilit also: Aut(n[ Y, ¢])=n[Aut ¥, intg].

d) Ist H ein Normalteiler in G, so definiert jedes he H einen =,
dquivarianten Automorphismus von 7[Y,¢], der auf Q die Identitdt
induziert. Man erhilt somit einen Morphismus @ : H - I'(Q, Aut(n[ Y, ¢1)).
Dieser ist injektiv, falls G treu auf dem Biindelraum von 5[ Y] operiert.
Ist zeQ, so sei @,: H->T'(Q, Aut(n[ Y, ¢]))-*>Aut(Y,), wo w, die Wert-
Abbildung ist. Die Gruppe @, (H)C Aut(Y), g=e¢H, ist invariant unter
allen Automorphismen int®,(h), he H, von Aut(Y). Wir erhalten also
ein Unterbiindel n[®,(H)] Cn[Aut(Y)].

Behauptung : &,(Hye n[®,(H)], fir alleze Q.

Beweis: Die Operation von H auf #[Y] wird induziert durch die
folgende Operation auf Gx Y

h:(g, y)—>(hg, y)=(g99™ ' hg,y)~(g.0g” ' hg) y).

Die Zuordnung g+g(g~ 'hg) definiert aber gerade einen Schnitt in
G x @,(H), der einen Schnitt in #{¢,(H)] induziert.

§ 2. Ein Trivialititskriterium

Wir verallgemeinern hier ein Trivialitétskriterium fiir Vektorbiindel
auf Gruppenbiindel mit aufldsbarer affiner Faser.

2.1 Auflosbare Gruppenbiindel iiber einem kompakten Torus. —
Wir beweisen zunichst fiir Vektorbiindel das folgende

Kriterium 1: Es seien 1 —H -GS T-0 eine exakte Sequenz kom-
plexer Liegruppen, T ein kompakter Torus, G zusammenhiingend. Es
sei V ein komplexer Vektorraum endlicher Dimension, ¢: H—GL(V)
eine holomorphe Darstellung und #[ V] = 5[V, ¢] das dadurch induzierte
Vektorbiindel iiber T. Das Biindel #[V] werde durch seine globalen
Schnitte erzeugt. Dann ist [ V] trivial.

Beweis: Die Operation von G auf dem Biindelraum von g[V]
definiert eine Operation von G auf I'(T,n[V]), (g, s)>ge°seonlg™?).
Fiir die Wert-Abbildungen w,: (T, [V} V,te T, gilt insbesondere
g ker w, = ker w,,,,. Die holomorphe Abbildung T3+ kerw,
e GraB3(dim I'(T,7[V]), dim V) ist also G-dquivariant. Das Bild von T
in der GraBBmannschen ist dann ein Torus, dessen Translationen alle zu
Automorphismen der GraBmannschen fortsetzbar sind. Nach [4, Hilfs-
satz 3] muB das Bild von T einpunktig sein; d. h., die Abbildung t+—ker w,
ist konstant. Somit ist ker w, =0 fiir alle r und #[ V7] trivial.

2.2 Zwei Hilfssitze tiber aufldsbare Gruppen. — Es sei L eine zu-
sammenhédngende affin-algebraische auflosbare Gruppe. Dann gibt es
eine unipotente algebraische Untergruppe U, C L und eine multiplikative
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abelsche Untergruppe C C L mit L= U, - C (halbdirektes Produkt), vgl.
[2, Theorem 10.6(4)]. U, umfaBt die Kommutatorgruppe (L, L).

Aussage 1: Es set V'C U, ein Normalteiler in L. Dann besitzt der
Morphismus ¢ : L-»L': = L/V einen regulidren Schnitt,

Beweis: Die Exponentialabbildung exp: Lie(U,)— U, ist bireguldr.
W ¢ Lie(U,) sei ein Untervektorraum, komplementir zu Lie(V). Unter
der Abbildung d¢:Lie{L)—Lie(L} wird W isomorph auf Lie(U.)
abgebildet. Aus der Kommutativitdt des Diagramms

exp: Lie(U)—= U,
do ]

exp: Lie(U, )= U,

folgt, daB ¢ :exp(W)~» U, biregulir ist. Wegen C U, = {e}, ist auch
@|C biregulir, und exp(W) - C ist das Bild eines reguléiren Schnittes fiir ¢.

Aussage 2: Sei VCU, eine Vektoruntergruppe. Dann gibt es eine
regulidre Binbettung ¢: L —W in einen Vektorraum, so dafl ¢(L) eine
abgeschlossene algebraische Menge und ¢|V : V— W linear ist.

Beweis: Wir definieren ¢, : U -~>Lie(U;) als das Inverse der Ex-
ponentialabbildung, ¢, : C— W’ als eine abgeschlossene Einbettung auf
gine Gruppe von Diagonalmatritzen und setzen W : = Lie(U;)x W’,
P=@Qr X Py

2.3. Nun sei L eine zusammenhdngende affin-algebraische auflosbare
Gruppe; die Gruppen G, H und T seien wie in Kriterium 1 gewihlt. Es sei
¢:H—IntLC AutL eine holomorphe Darstellung und #[L]=#n[L, 0]
das induzierte Biindel iiber Tmit typischer Faser L. Wir setzen auBerdem
voraus:

1) Beziiglich einer geeigneten Uberdeckung U= {U;} von T kann
n{L] definiert werden durch einen Cozyklus {intl;;},/;;: U;;— L ho-
lomorph.

2} Das Bild aller Wert-Homomorphismen w,: I'(Ly[L)—> L, teT,
ist Zariski-dicht in Z,.

Unter diesen Voraussetzungen gilt:

Kriterium 2 : Das Biindel #[ L] ist trivial iiber T.

Beweis (Induktion nach der Linge /(L) einer Normalreihe von L):

Induktionsanfang: I(L)=1, d. h,, L ist abelsch. Dann ist Int L trivial
und das Biindel wegen 1) trivial.

Induktionsschluf3; [ = (L) >0. Dann st ¥ : = L'~V eine algebraische,
normale Vektoruntergruppe von L. L': =L/V ist eine auflosbare zu-
sammenhingende affine Gruppe mit [{L)=!-1. Die Darstellung
¢ H—intL induziert eine holomorphe Darstellung ¢': H—intL—int L.
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(Die Existenz des holomorpher Morphismus intL-»intL’ folgt aus

dem Diagramm
1—-*ZL—+L—>i1|1tL—+1

{7, — 1 —intL —1)
Wir haben eine exakte Sequenz von Gruppenbiindeln

1oqfV]-nL]-=n[L]-1
iiber T.

a) Das Biindel »[L'] ist trivial: Dies folgt nach Induktionsannahme,
wenn wir 1) und 2) fiir n[ L] nachgewiesen haben. Da 5[ L'] ein Quotien-
tenbiindel von n[ L] ist, ist 1) offenbar erfiillt. Die Bedingung 2) folgt aus 2)
fiir n[L}, da jeder Morphismus L,~ L;, t € T, regulir ist.

b} Das Blindel #[ V] ist trivial: Dies folgt aus Kriterium 1, wenn wir
wissen, dafl das Vektorbiindel #[V] von seinen globalen Schnitten
erzeugt wird. Da die (I i)-fache Kommutatorbildung vertauschbar
ist mit allen Wert-Morphismen w,: I'(T,#[L])—(L),, haben alle Wert-
Morphismen w,: C(T,n[V]-V, te T, Zariski-dichtes Bild. Weil diese
Bilder C-Untervektorrdume sind, miissen sie mit ¥V, iibereinstimmen.

c) Nach 2.2 besitzt der Morphismus L— L’ einen regulidren Schnitt.
Wir erhalten fiir alle t € T ein kommutatives Diagramm exakter Sequenzen

0~ LT[V~ I (Tr[L])— [(Tn(LT)~ H (Tn[V])

4 2 3

Y, »L, L 1.

Wir zeigen im nichsten Abschnitt, dal 6 regulir ist (Lemma 3). Somit
ist also Im g=6"'(1)C L; eine algebraische Menge. Da sie (wegen 2)
fiir [ L"]) Zariski-dicht ist, folgt: g ist surjektiv. Aus dem Diagramm ergibt
sich nun, daB p bijektiv ist, d. h. [ L] ist trivial.

2.4 Regularitit der 5-Abbildung. — In diesem Abschnitt betrachten
wir die folgende Situation:

Es sei
0->V-a>G-sPoi

eine exakte Sequenz zusammenhéngender affin-algebraischer Gruppen,
V eine Vektorgruppe, s: P- G ein regulidrer Schnitt, X eine kompakte
komplexe Mannigfaltigkeit, U= {U;} eine endliche holomorph-voll-
stindige Uberdeckung von X,# ein holomorphes (Int G)-Prmmpai—
biindel iiber X, definiert durch ¢;;e Z'(4, Int G). [ P] sei trivial als
(Aut P)-Biindel. Dann haben H 1(X n[Vh als C-Vektorraum und
H°(X,n[P]) ~ P natiirliche Strukturen als affin-algebraische Gruppen
iiber €.
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Lemma 3. Die durch die exakte Biindelsequenz
0-n[V]-nlGl-n[P]-0

definierte Abbildung & : H*(X, n[ P])— HY(X, n[V]) ist reguldr.
Zum Beweis bendtigen wir den folgenden

Hilfssatz. Es seien V, W endlichdimensionale komplexe Vektorriume
und U CC* zusammenhdngend und offen. Ferner sei A:UxV->W
holomorph, und fiir jedes ze U sei A{z): V- W eine Polynomabbildung.
Dann ist A eine Polynomabbildung V - W mit Koeffizienten aus O(U).

Beweis: Es sei U,: ={ze U, grad A(z) £ d}. Aus einer (in U lokalen)
Potenzreihenentwicklung fiir 4 folgt, daB die Mengen U, C U analytisch
sind. Nach Voraussetzung liegt jedes ze U in mindestens einem U,
und U ist damit Vereinigung abzihlbar vieler analytischer Teilmengen.
Es folgt U = U, fiir ein d und damit die Behauptung.

Beweis von Lemma 3:

1) Auch als Int P-Biindel ist #[ P} trivial:

Die kanonischen Homomorphismen Int P-=>Ad P—Aut(Lie(P))
liefern die folgende Sequenz von punktierten Cohomologiemengen:

H'(X,Int P)-% H'(X, Ad P)->
— H'(X, Aut(Lie(P))).

Weil die adjungierte Darstellung von P rational ist, ist Ad P ein al-
gebraischer Normalteiler der affin-algebraischen Gruppe Aut(Lie(P)).
Dabher ist Aut{Lie(P))/Ad P ebenfalls eine affin-algebraische Gruppe und
insbesondere holomorph separabel. Jede holomorphe Abbildung
X —Aut(Lie(P))/Ad P ist also konstant und kann somit zu einer holo-
morphen Abbildung X — Aut(Lie(P)) geliftet werden. Daraus folgt
T '(1)=1e H (X, Ad P).

Fiir jedes Element a e H*(X, Int P), welches beziiglich Aut P trivial
ist, gilt tA(0)=1€e H'(X, Aut(Lie(P))) Nach dem obigen folgt, daf
a=1eHYX, Int P)ist.

2) Beschreibung der 4-Abbildung (vgl. [6, p. 153]):

Wegen 1) konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl der Cozyklus
{c;;mod V} e Z' (U, Int P) zerfillt; d.h. es gibt holomorphe Abbildungen
b;:U;—Int P mit ¢;;mod V=bb;'. Das Bild eines Elementes he P
unter ¢ berechnet sich wie folgt:

Dem Element k entspricht ein Schnitt in H%(X,5[P]), der lokal
gegeben wird durch U;3z+b,(z)- he P. Durch U;3z>s{b,(2)- h) wird
eine Cokette in C°(U, n[G]) definiert, die auf diesen Schnitt abgebildet
wird. Deren Corand in Z'(U,n[V]), namlich &;;(h): U;;—V, gegeben
durch U, ;3 z+>c;;(z) [s(b;(2) - h)] - s(b(z) - h) ™", représentiert die Klasse
S(h)ye HY(X,n[V]).
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3) Fortsetzung der Abbildungen 6;;: U;; x H—V:

Wir wihlen affine Einbettungen G —V; und P -V} in Vektorrdume,
(so daBl V>G>V, linear ist) wie in 2.2. Da{lntP) x P— P zu einer
reguldren Abbildung (Int P) x V,— V, fortsetzbar ist, kann die durch
b;:U;— Int P definierte holomorphe Abbildung U;x P— P fortgesetzt
werden zu einer holomorphen Abbildung B;: U;x Vp—Vp, so dal
By(z): Vp— Vp regulir ist fiir alle z € U,

Da s: P—G zu ciner reguliren Abbildung S:V,— 1 fortsetzbar ist,
definiert § - B; eine holomorphe Abbildung U; x Vp— ¥, die fir festes
ze U, reguldr ist.

Da (Int G) x G—->G zu einer reguliren Abbildung Int G x Vy—V;
fortsetzbar ist, kann die durch c¢;;: U;;—Int G definierte holomorphe
Abbildung fortgesetzt werden zu C;;: U;; x Vg Vg, die fir festes ze Uj;
reguldr ist. Damit ist die holomorphe Abbildung C;;- S< B;: U;;x Vp— V5,
(z, W)—C; (2, S > Bj(z, h)), regulér fiir festes ze U,

Da die Subtraktion GxG—G zu einer reguliren Abbildung
Vg x Vg— Vg fortsetzbar ist, kann eine holomorphe Abbildung

Aijz(cij'SOBj)(SoBi)_l (U X Ve Vg

definiert werden, die fiir festes z reguldr ist und fiir he H mit J;; iiber-
einstimmt.

4) Ende des Beweises:

§ ist reguldr, wenn fiir jede Linearform Ai:HY(X,q[V])-C die
Funktion Aed auf P reguldr ist. Wir liften A nach Z*(U,»[V]) und
setzen es (unter Benutzung des Zornschen Lemmas) nach C'QL#[V])
fort.

Z' UV~ H' W n[V])

P

4

' pv])---—C

Z Z;"IJ
@Hol(U,, V)

Die linearen Abbildungen 4;;: Hol(U;;, V)—C lassen sich weiter fort-
setzen zu A;;: Hol(U;, V)= C. Fiir he Pist Ao d(h)= Z;; 4, {(4;;(h)).

Nach dem Hilfssatz ist 4,; eine Polynomabbildung Vp— V5 mit auf
U;; holomorphen Funktionen als Koeffizienten. Man erhalt A;;(4,(h),
indem man A;; auf diese Koeffizienten anwendet. Also ist h— A, {4, (1))
eine Polynomabbildung V,—C, und h—>Z;;A;(4;;(h)) setzt 1-6: P—-C
fort. Damit ist  reguidr.

¥ id
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§ 3. Das Albanesebiindel einer fasthomogenen Kéhlermannigfaltigkeit

3.1 Fasthomogene Kihlermannigfaltigkeiten. — Wir beginnen mit

Definition 1. Eine (zusammenhéngende kompakte) komplexe Mannig-
faltigkeit heiBit fasthomogen, falls es einen Punkt x € X gibt, dessen Bahn
unter Aut®(X) innere Punkte enthilt. Ist X fasthomogen und xe€ X ein
solcher Punkt, so ist das Komplement X \Aut?(X)-x dieser Bahn
analytisch in X. Wir nennen es die Ausnahmemenge von X.

In diesem § sei X stets kihlersch und fasthomogen, G: = Aut’(X).
Nach Remmert und Van de Ven ist die Albanese-Abbildung
o: X —A: = Alb(X) ein holomorphes Faserbiindel mit fasthomogener,
zusammenhéangender Faser Y. Weiter ist o G-Aquivariant und b,(Y)=0.
Wir wihlen einen Nullpunkt Oe A. Es sei HCG die abgeschlossene
Untergruppe, die 0 € 4 invariant 1aBt. Dann ist G/H — 4 ein Isomorphis-
mus. Weiter ist « ein H-induziertes Biinde! vermoge der Operation von
H auf ™ *(0).

Aus [9] folgt: Y ist projektiv-algebraisch und HY(Y, 0)=0,i=1.
Nach [1, Théoréme Principal I] besitzt dann Aut®(Y) eine affin-al-
gebraische Struktur und operiert als algebraische Transformationsgruppe
auf Y. Die Operation von H auf Y, =a~*(0) definiert einen holomorphen
Morphismus @ von H in die lokal-algebraische Gruppe Aut(Y).

Lemma 2. Es gibt eine affin-algebraische Untergruppe F C Aut(Yp),
so daff $(H)CF.

Bemerkung : Als komplexe Gruppe mag H unendlich viele Zusammen-
hangskomponenten besitzen, wiahrend F als algebraische Gruppe nur
endlich viele Zusammenhangskomponenten hat.

Beweis: Es sei we H*(X,R) die Fundamentalklasse einer Kihler-
schen Metrik auf X. Da G zusammenhingend ist, operiert G trivial auf
H*(X,R), und es gilt insbesondere Gw=w. Ist wy, € H*(Y,IR) die Ein-
schrinkung von w, so folgt ®(H)wy =wy. Mit wy 148t ¢(H) auch die
Gerade Rwy C H*(Y, R) punktweise fest.

AuBerdem bildet #(H) den Kegel PC H*(Y,R) der positiven Klassen
und das Gitter I" ¢ H3(Y, R) der ganzzahligen Klassen auf sich ab. Nach
dem Dirichletschen Approximationssatz [7, Satz 201] gibt es Klassen
0=y eI, die beliebig nahe an der Geraden Rwy liegen. Weil P offen ist
(H*(Y,0)=0), koénnen wir ye P annchmen. Jedes he ®(H) operiert
linear und daher gleichmiBig stetig auf H*(Y,R). Folglich gibt es zu
jedem he ®(H) ein 7y, €I NP beliebig nahe bei Rwy mit &(h) -y, =7y,
Je endlich viele Elemente h,,..., h.€ H besitzen iiberdies einen gemein-
samen Fixpunkt yo,e I'n P.

Der Z-Modul Endgz(I) ist isomorph zu einem Modul von ganz-
zahligen Matrizen. Der von ®(H) erzeugte Z-Untermodul L C Endy(I)
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ist endlich erzeugt, insbesondere gibt es h,, ..., h,e H mit L=Z®(h,)+
4 +ZPh,). Sei yoeI'n P ein gemeinsamer Fixpunkt von hy,..., h,.
Fiir alle h € H gilt dann ®(h) yo = r(h) - 7o, r(h) € Z. Wegen r(h™ V)= r(h)~*
und @(H)(P)= P folgt r(h)=1 fiir alle he H. Die positive ganzzahlige
Klasse y, € H2(Y,Z) ist also invariant unter der Operation von H auf Y.

Sei L das (wegen b,(Y)=0 eindeutig bestimmte) Geradenbiindel
auf ¥ mit Chernklasse y,. Nach Kodaira gibt es eine Potenz L®¥ so da
das Linearsystem I'(Y,L®% eine Einbettung Y —IPy definiert,
N:=dimI'(Y, L®9)—1. Wegen h-y,=y, und b,(Y)=0 ist d(h),L**
isomorph zu L®* fiir alle h € H. Die Operation von ®(H) auf Y ist daher
(eindeutig) fortsetzbar zu einer Operation auf P(I'(Y, L®%)=1Py.
Damit ist ¢(H) eine Untergruppe der algebraischen Gruppe F C Aut(IPy)
aller Kollineationen, die Y invariant lassen.

3.2 Reduktion der Strukturgruppe und Basiswechsel. — Da A = G/H
abelsch und H ¢ G normal ist, umfaBt H jede zusammenhingende halb-
einfache Untergruppe von G. Ist R; C G das Radikal von G, so muB der
durch G- A induzierte Morphismus Rg;— A surjektiv sein. Wir haben
also eine exakte Sequenz

{=HNR;—Rz—A—0.

Nach 1.1 ist das Biindel « also assoziiert zum (H n Rg)-Prinzipalbiindel
R — A vermoge der Darstellung H N R —H-2> Aut(Y). Wir wenden dies
folgendermaflen an: ®(RoNH)C Aut(Y) ist eine aufldsbare Unter-
gruppe der affin-algebraischen Gruppe F. Dann ist auch die Zariski-
Hiille LCF von &(R;nH) auflosbar. Sei H* C Rz H die Untergruppe
@~ (L. Die Gruppe H* ist ein Normalteiler in Rz~ H von endlichem
Index. Da R; zusammenhingt, folgt: H* ist auch normal in R; Wir
konnen faktorisieren Ry Ry/H* = : A*

Rg/RenH=A

und erhalten einen Torus 4* und eine unverzweigte Uberlagerung
A*— A. Wir definieren X* als Faserprodukt

X*L)A*

N

X-54.

Dann sicht man leicht ein: X*— X ist eine unverzweigte Uberlagerung.
o*: X*— A* ist ein holomorphes Faserbiindel mit typischer Faser Y,
assoziiert zum H*-Prinzipalbiindel R;— A4* vermdge der Operation
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H* >H-Aut(Y) von H* auf Y. Insbesondere ist a*Rg-dquivariant
und X* fasthomogen.

Koroellar zu Lemma 2: Nach Basiswechsel kann man o0.B.d.A. an-
nehmen: ®(H)C Awt®(Y), und die Zariski-Hillle L von ®(RgznH) in
Aut®(Y) ist zusammenhingend.

3.3 Das induzierte Biindel mit Faser L. — Wir nehmen hier an, der
Basiswechsel aus 3.2 sei durchgefiihrt. Sei # das Rq~ H-Prinzipalbiindel
Rz— A und @:RgnH-—Aut(Y). Sei intd: RgnH— Aut{Aut(Y)) wie
in 1.2. Wegen ®{R;n H) C List L invariant unter allen int @(h), he RgnH.
Wir betrachten die Biindel-Inklusion 5L, int ®] Cn[Aut(Y), int$].

Lemma 3. Es bestehen die Inklusionen

RgnHC——, Aut(X)

1

I'(4,n[L]) = T'(4, n[Aut(Y)]).

Beweis: n[Aut(Y)] ist wegen 1.2 ¢) gerade das Biindel Aut(x). Der
rechte senkrechte Isomorphismus ergibt sich dann aus 1.2b). Nach
1.2 d) erhdlt man den linken senkrechten Morphismus

RonH-T(A,n[®(ReAH])CT(A,4[L]).

Da G effektiv auf X operiert, sind alle Morphismen injektiv.

Das Biindel [ L, int @] besitzt folgende Eigenschaften:

0) L ist zusammenhingend, aufldsbar, und affin-algebraisch. Das
Biindel wird induziert durch eine Darstellung R H — Int(L)C Aut(L).

1) Beziiglich einer geeigneten Uberdeckung kann das Biindel
definiert werden durch einen Cozyklus {int/;;},/;;: U;;— L holomorph.

2) Das Bild aller Wert-Morphismen w, : I'(4,n[L])— L, ist Zariski-
dicht in L.

ad 1) Ist &;; ein Cozyklus fiir #, so setze man [;;: = &(h;)).

ad 2) Nach Konstruktion ist ¢(RgnH) Zariski-dicht in L=1L,.
Wegen RgnHCI'(A,n[L]) ist also das Bild von w, Zariski-dicht. Die
Operation von Rg auf dem Totalraum von n[L] respektiert die al-
gebraische Struktur der Fasern. Daraus folgt 2).

Aus dem Trivialititskriterium in §2 folgt: Das Buindel L] ist
trivial. Wir wenden dies an auf das Diagramm

RenH——H
1]
L=T(4,q[L)>%F

F ist affin-algebraisch. L ist der Zariski-AbschluB} in F von &(R;nH).
Ist S CG eine zusammenhingende halbeinfache Gruppe mit G=S- Ry,
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so mufl SCH gelten, und dann natiitlich H=S-(RznH). Es folgt
S(H)=P(S)- L. Da @(S) eine algebraische Untergruppe von F ist
[S, Théoréme 15], ist auch @(H) in F algebraisch. Dann mufl L das
Radikal von ®(H) sein. Da andererseits @(H)= @®(RzH)- &(S), mub
L mit ¢(Rz;nH) iibereinstimmen, und die Inklusion RgnH-—L ist
auch surjektiv,

Insbesondere ist also RgonH eine zusammenhiingende auflosbare
affin-algebraische Gruppe, und H=(R;nH)-§ ist steinsch. Daraus
folgt wieder, daB @ injektiv ist: Sei K ¢ H der Kern von &. Da K normal
in H ist, 1aBt sich die Abbildung

g—adg(Lie(K)) e GraB(dim H, dim K)

iber G/H = A faktorisieren. Wie in 2.1 folgt: diese Abbildung ist konstant,
d.h, K®ist auch normal in G. Da G effektiv auf X operiert, muB also K
diskret sein. Jedes k € K ist daher zentral in H. Da H holomorph separabel
und G/H kompakt ist, muBl k auch zentral in G sein; insbesondere ist K
normal in G und somit trivial.

@ identifiziert H mit der algebraischen Untergruppe

@®H)=L -®(S)CF.

Wir erhalten das

Korollar. H ist eine zusammenhdngende affin-algebraische Gruppe.

Bemerkung 1: Wir haben dieses Korollar bewiesen unter der An-
nahme, daB ein Basiswechsel wie in 3.2, ausgefiihrt ist. Macht man diese
Einschrinkung nicht, so gilt noch immer: H ist algebraisch, und H/H°
ist endlich. Ist ndmlich H* C RgnH CH wie in 3.2, so sicht man nach
Ubergang von 4 zu A*=Rg/H* daB H* zusammenhéngend und
algebraisch ist. Dann ist auch H® = H* - § algebraisch. H/H® ist endlich,
da Rz H/H* endlich war.

Bemerkung 2 : Die bisherigen Ausfiihrungen der §§ 1, 2, 3 dienten nur
zum Beweis dieses Korollars. Falls X projektiv-algebraisch und
G: = Aut®(X) eine algebraische Gruppe ist, die rational auf X operiert,
ist H als Isotropiegruppe einer algebraischen Untermannigfaltigkeit
sogar eine algebraische Untergruppe von G.

3.4. C*-Trivialitdt des Albanesebiindels. — Wir beweisen hier den

Satz 4. Die Strukturgruppe des Albanesebiindels o.: X - A der fast-
homogenen Kdhlermannigfaltigkeit X lGft sich analytisch auf eine diskrete
abelsche Gruppe reduzieren; d. h. o, wird induziert durch eine Darstellung
7 (X)—Aut Y, Y: = 1(0).

Beweis: Sei m: = dim A(X). Wir zeigen, daB3 es eine m-dimensionale
abelsche komplexe Untergruppe G’ C G gibt, die noch surjektiv auf 4
abgebildet wird. Die Strukturgruppe von « 148t sich dann auf die diskrete
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abelsche Gruppe I': = ®(G’'nH)C Aut Y reduzieren. Sei Z4(H®) bzw.
Z4(H®) der Zentralisator von H® in H bzw. in G, sei ferner Ad,G die
Einschrinkung von Ad G auf die Liealgebra von H. Man erhilt die
exakte Sequenz

1 t {

|

1 —— Zy(H®) — Zo(H®) - Z(H)/Zy(H) > 0

{
{ H G A 0

l

{ - Ad H —> Ad,G —— AdyG/Ad H—— 0

i

i { 0

Nach 3.3 ist H? affin-algebraisch und H/H® endlich; die adjungierte Dar-
stellung von HP ist also regulir und Ad H ein [in Aut(Lie(H))] algebra-
ischer Normalteiler von Ad G. Fiir die algebraische Hiille Ad;;G von
Adg,G in Aut H gilt also nach [2, Theorem 6.8]: Ad,G/Ad H ist affin-
algebraisch, insbesondere also holomorph separabel. Daher ist
Ad,G/Ad H holomorph separabel und kompakt (4 ist kompakt), also
trivial. Somit ist schon die Sequenz

1>Z°A"H->2°-4-0

exakt, Z°: = Einskomponente von Zgz(H®). Die Gruppe H': = Z°~nH
ist Vereinigung von gewissen Zusammenhangskomponenten der Gruppe
Z(H®). Weil mit H® auch Z affin-algebraisch ist, ist H'(Z0)° endlich.
Somit ist (Z0)° ebenfalls ein uniformer Normalteiler von Z° Weil er
auBerdem im Zentrum von Z° liegt, ist Z° abelsch. Ubergang zur uni-
versellen Uberlagerung liefert ein kommutatives Diagramm

a _Lcm

|

Z°—— 4-—0,

wobei A linear ist. Daher gibt es eine m-dimensionale Untergruppe
von Z°, die noch surjektiv auf 4 abgebildet wird.

Die Strukturgruppe des Albanesebiindels von X 1dft sich also auf
eine diskrete (nicht notwendig abgeschlossene} abelsche Gruppe I'CH'
reduzieren. Der Torus A': = Z°/(Z,0)° ist eine endlichblittrige Uber-
lagerung von A. Vollzichen wir einen Basiswechsel von A nach A’
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(vgl. 3.2), so erhalten wir eine fasthomogene Mannigfaltigkeit X’, die X
endlichblittrig und unverzweigt iiberlagert ist. Das Albanesebiindel von
A’ kann auf eine diskrete Untergruppe der zusammenhdingenden affin-
algebraischen abelschen Gruppe (Z0)° reduziert werden.

Aus dem untenstehenden Satz 5 folgt, dall das Albanesebiindel von
X’ C*-trivial ist. Damit ist gezeigt:

Korollar zu Satz 4. Es gibt eine endlichbléttrige unverzweigte Uber-
lagerung von X, deren Albanesebiindel C*-trivial ist.

Dies erhilt man aus dem folgenden allgemeinen

Satz 5. Ist T ein kompakter komplexer Torus und P eine zusammen-
hdngende auflosbare affin-algebraische Gruppe, so ist die kanonische Ab-
bildung der Cohomologiemengen

H'(T, P~ H\(T, C*(P)

trivial.

Beweis: Wir betrachten ;_unéichst den Spezialfall, daBl P abelsch ist.
Sei y : €"— P die universelle Uberlagerung von P. Die Gruppe I': =kery
ist diskret in €", und wir erhalten eine exakte Gruppen-Sequenz

0-I-»>C'-5P-1.
Daraus ergibt sich ein kommutatives Diagramm

HY(T, P)—— HX(T,T) » H}(T,C")

HNT, €*(@)) > HY(T, €*(P)) » HY(T, I)

exakter Cohomologie-Sequenzen. Weil €*(C") eine weiche Garbe ist,
verschwindet H(T7, €°(C"). Wegen des universellen Koeffizienten-
theorems ist ferner der rechte obere Homomorphismus injektiv. Daraus
folgt die Behauptung.

Nun betrachten wir den Allgemeinfall. Die Kommutatorgruppe
P’ C P ist zusammenhéngend, einfachzusammenhéngend und nilpotent,
also biholomorph zu einer Zelle. Deswegen verschwindet H'(T, €*(P)).
Aus der exakten Gruppensequenz

1P —->P->0-0
erhalten wir deswegen das kommutative Diagramm
HY(T, P)——— HY(T, Q)

1 » H(T,€=(P)) » HY(T, €*(Q)).
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Die untere Zeile ist eine exakte Sequenz punktierter Mengen. Da Q
zusammenhingend, abelsch und affin-algebraisch ist, ist der rechte
senkrechte Pfeil trivial. Damit ist auch der linke senkrechte Pfeil trivial.

3.5. Im allgemeinen ist das Biindel X — Alb(X) einer fasthomogenen
K ahlermannigfaltigkeit selbst nicht €°-trivial. Man muB also tatsdchlich
zu einer echten Uberlagerung iibergehen, um das Biindel topologisch zu
trivialisieren. Dazu das folgende

Beispiel: Sei Y:=P; xP, und o:Y—-Y der Automorphismus
(x, y)>(y, x). Die Automorphismengruppe F von Y besteht aus den beiden
Zusammenhangskomponenten

FO: {(x, y)—=>(ax, By); o Be AutlP,} ~ PGL(1,C)x PGL(1,C) und F°.0.
Der Zentralisator von o in F besitzt die Einskomponente
H: = {(x, yy—~(ox, By);ac Aut P, } > PGL(1,C).

Da PGL(1,C) dreifach-transitiv auf P, operiert, besitzt H einen
offenen Orbit auf Y.

Es set T ein beliebiger komplexer Torus und g,:7,(T)—>Z, cine
nichttriviale Darstellung. Wir betten Z, in Aut(Y) ein vermdge 0+id,
10, und erhalten eine Darstellung ¢:7n,(T)—AutY. Sei a: X - T
das entsprechende n,-induzierte Biindel mit typischer Faser Y. Dann gilt:

i) X ist kdhlersch (Blanchard [1, Théoréme Principal IT]).

ii) X ist fasthomogen.

Das Biindel o kann ndmlich durch einen Cozyklus mit Werten in
Z, C Aut(Y) definiert werden. Da H mit allen Werten dieses Cozyklus
vertauschbar ist, operiert H auf X, und zwar fasttransitiv auf jeder
o-Faser. Ebenso sicht man, daB sich die Translationen von T zu Auto-
morphismen von X liften lassen.

iif) Das Biindel « ist nicht €*-trivial: Es geniigt einzusehen, daB die
Bildgarbe R%u,Zy nicht konstant ist. Die ist aber gerade die lokal-
konstante Garbe mit Halm H?(Y,Z)=Z x Z, assoziiert zur Darstellung
0:71,(T)—~Z;, wobei Z, auf Z x Z durch Umklappen operiert.

Wihlt man fiir T eine elliptische Kurve, so wird X dreidimensional.
Ein solches X ist die einfachste fasthomogene Kihlermannigfaltigkeit
mit €*-nicht-trivialem Albanesebiindel.

3.6 Zusammenhangskomponenten der Ausnahmemenge. Die Aus-
nahmemenge der fasthomogenen Mannigfaltigkeit X im obigen Beispiel
war zusammenhidngend. Es gibt zweidimensionale fasthomogene kom-
pakte Kéhlermannigfaltigkeiten, bei welchen die Ausnahmemenge nicht
zusammenhingend ist (spezielle IP,-Biindel iiber einer elliptischen
Kurve), (vgl. Potters [11, p. 251]).

Es gilt jedoch:
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Satz 6. Ist SCX eine niederdimensionale analytische Menge und

operiert die Isotropiegruppe 1(S): = {ge Aut® X ; g(S)= S} transitiv auf
X'\58, so besitzt S hichstens zwei Zusammenhangskomponenten.

Beweis.: Weil X unter den obigen Voraussetzungen ein holomorphes

Faserbiindel iiber 4(X) ist, geniigt es, die Aussage unter der Zusatzan-
nahme b, (X)=0zu beweisen. Dann ist X nach [9, Satz 1] projektiv, und
die Gruppe G: =(I(S))° ist algebraisch. Es sei X :=X\§ der offene
Orbit. Die Isotropiegruppe I, C G cines Punktes x X \S ist eine al-
gebraische Untergruppe von G. Deswegen ist L /I? endlich. Nach Borel
[3, Theorem 2] besitzt die Mannigfaltigkeit G/I? hochstens zwei Enden.
Dann kann die endliche Unterlagerung X \S dieser Mannigfaltigkeit
auch nur hochstens zwei Enden besitzen.

—_
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