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t~ber unendliche kontinuierliche Gruppen 
I. Grundlagen der Theorie; Untergruppen 

V o n  

DETLE~ LAU~WITZ in G5ttingen 

In der vorliegenden Arbeit sollen die Grundlagen fiir eine Theorie einer 
gewissen Klasse yon unendliehen kontinuierliehen Gruppen gelegt werden. 
Es handelt sieh dabei um solche topologisehen Gruppenkeime, in welche 
Koordinaten aus einem Banach-Raum so eingefiihrt werden kSnnen, dab der 
Koordinatenvektor des Produktes differenzierbar im Sinne yon FRltCHET yon 
den Koordinaten der Faktoren abh~ngt. Als Haupthflfsmittel werden die 
FRfic~F.Tsehe Differentialreehnung und die in [8] entwiekelte Tensorrechflung 
fiir unendlichdimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten verwendet. 
Die wiehtigsten Hilfss~tze sind in zwei Anh~ngen zusammengesteUt. 

Alle Betraehtungen beziehen sich auf lokale Fragen, d.h. auf Gruppen- 
keime. 

Mehrere versehiedene Fragestellungen fiihren auf diese Gruppen. Einmal 
kann man die Aufgabe stellen, m6glichst um/angreiche Klassen yon topologi. 
schen Gruppen einer analytischen Behandlung zugdnglich zu machen und die 
Strukturuntersuchung dieser Gruppen auf rein algebraisehe Probleme (fiir 
eine LI~-Algebra) zurfiekzuffihren; dies letztere wird in Analogie zur klassi- 
schen LIEschen Theorie in einer sp~teren Arbeit ausgefiihrt werden. Eine 
weitere Frage, die den hier entwiekelten Methoden zugi~nglieh ist, ist die naeh 
der Struktur der Untergruppen yon bekann~en und wichtigen unendliehen 
Gruppen, z. B. den Gruppen von linearen Transformationen in Hilbert- und 
Banaeh-R~umen. Wir werden hier zeigen, dab lokalkompakte Untergruppen 
der yon uns betraehteten Gruppen endliche LIE.Gruppen im klassisehen 
Sinne sind, ein Ergebnis, das speziell das yon YOSIDA [19] auf anderem Wege 
(n~mlieh dureh Verallgemeinerung einer Methode von J. v. NEtr~AN~r [15]) 
gewonnene Resultat enth~lt, dal] jede lokalkompakte Gruppe in einer Banaeh- 
Algebra und also speziell jede lokalkompakte Gruppe yon linearen beschr~inkten 
Transformationen eines Banach-Raumes eine endliehe LIEsehe Gruppe ist. 
Die allgemeinere Frage, ob alle (nicht notwendig Iokalkompakten) abge- 
schlossenen lokalzusammenh~ngenden Untergruppen der hier betraeh~eten 
Gruppen wieder lokal-BANACHsehe dffferenzierbare Gruppen sind, konnte hier 
nur in spezieUen Fi~llen (so fiir das Zentrum sowie fiir solehe Untergruppen, 
die yon infinitesimalen Transformationen erzeugt werden) bejahend beant- 
wortet werden. Ihre aUgemeine Beantwortung wird aber vermutlich mit den 
bier en~wickelten Methoden m6glieh sein. 
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Einen weiteren Zugang zu den lokal-BA~ACHschen differenzierbaren Gruppen 
bilden die klassischen Arbeiten yon LIE, CARTAN U. a. fiber unendliche Trans- 
/ormationsgruppen [2, 10, 11]. Allerdings ist diese klassische Auffassung der 
unendliehen LIEschen Gruppen, wie schon G. BmKI~OFF [1] und A. D. MI- 
c H ~  [12] bemerkt haben, insofern unbefriedigend, als nicht festgelegt wird, 
welche Topologie die Gruppe trKgt; die Voraussetzung, dab die Gruppen durch 
Dffferentialgleichungen bzw. PFAFFsehe Formen definiert werden, scheint yon 
unserem Standpunkt fiberfliissig zu sein. In einer sp~teren Arbeit soll gezeigt 
werden, dab sich viele unendliche Transibrmationsgruppen unserer Theorie 
unterordnen. 

Andererseits gibt es unendliche Transibrmationsgruppen, die sich so mit 
einer natfirliehen Topologie ausstatten lassen, dab sie lokal homSomorph 
nieht zu Banach-R~umen, sondern zu allgemeineren ]okalkonvexen topo- 
lpgisehen Vektorr~umen sind. Die Untersuchung dieser allgemeineren Klasse 
yon unendliehen kontinuierlichen Gruppen erscheint u .a .  auch deshalb 
wfinsehenswert, weil jede topologisehe Gruppe eine treue stetige Darstellung 
dutch beschrgnkte lineare Transformationen mit der stetigen Operator- 
Topologie besitzt, also mit einer Topologie, welche im atlgemeinen zwar lokal- 
konvex, abet nicht normierbar ist. Dem Aufbau einer Theorie in diesem 
grSBeren Rahmen steht jedoch z .Z.  das Fehlen einer Differen$ialrechnung 
ffir lokalkonvexe Vektorr~ume entgegen. 

Zum Vergleieh mit den Arbeiten yon BmxHoFF [1] und MICHAL [12, 13] 
ist ZU bemerken: G. BIRKHOrF hat  bereits kanonische Koordinaten eingeffihrt. 
Bei uns werden diese in § 4 auf einem anderen Wege erhalten. BIRKHOFrs 
Haupthilfsmittel ist die Kurventheorie in allgemein-metrischen R~umen; die 
Dffferentialrechnung wird yon ihm kaum ausgenutzt. Unsere Hauptergebnisse 
fiber Untergruppen (§ 5) fehlen daher bei ihml). Die Arbeiten yon MICHAL 
beseh~ftigen sieh mit Spezialfiillen. Die Arbeit [12] enth~lt die wichtigsten 
Definitionen und einige grundlegende einfache S~tze (fiber invariante 
Vektorfelder; ohne Beweise) ffir den Fail, dab die Gruppe zugleich Teil- 
raum eines Banaeh-Raumes ist. Wiehtig ist die Bemerkung yon MICHAL, 
daft in dem yon ibm betraehteten Spezialfall die Einffihrung yon Koor- 
dinatentransformationen fiberflfissig ist; allerdings mfiBte man zur Ge- 
winnung yon tieferliegenden Resultaten sieher aueh wieder kanonische 
Koordinaten einffihren. - -  Schliel31ieh sei noeh auf die Arbeit [17] yon 
RITT hingewiesen, in der mit formalen Potenzreihen gearbeitet wird und 
die daher yon unseren Betrachtungen fiber topologisehe Gruppen grunds~tzlich 
versehieden ist. 

In den §§ 1~3~4 lehnen wir uns mSgliehst eng an die Darstellung des end- 
lichen Falls bei PONTRJAOr~ [16] an, und wir verweisen f~r solche Beweise, 
die sich ohne weiteres aus dem Endlichen fibernehmen lassen, auf dieses Lehr- 
buell. 

1) E. B. DY~I~ hat die Resultate yon BmKHOFF [1] nach einer anderen Richtung 
verallgemeinert; er 1/~Bt allgemeinere normierte Grundk6rper zu. lAmer, math. Soc. 
Translat. Nr. 97 (1953) = Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 1, 135--186 (1950)]. 



~ber unendliche kontinuiertiche Gruppen, I 339 

§ 1. Differenzierbsre und analytische Koordinatensysteme flir topologische 
Gruppen und Gruppenkeime 

Vorgelegt sei ein Gruppenkeim la) K mit den Elementen {x, y, z . . . .  }, dem 
neutralen Element e und der Multiplikation x • y = x y. Ein solcher Gruppen- 
keim heiBt B-lokale Gruppe, wenn eine Umgebung U yon e E K homSomorph 
einer Umgebung des Nullpunktes 0 des Banaeh-Raumes B ist, so dab e und 0 
einander zugeordnet werden. Diese Abbildung yon K in B heiBe ein Koordi- 
natensystem. Die Elemente yon B sollen kleine lateinische obere Indizes 
tragen, und der Kernbuehstabe des Koordinatenvektors yon x ~ K sol1 eben- 
falls x sein, so dab also z. B. z ~ K den Koordinatenvektor z ~ C B hat. 

Im fibrigen benutzen wit fiir B durchweg die in [8] eingeffihrte Tensor- 
rechnung, die im Anhang I kurz erl~utert wird, ebenso wie die verwendeten 
Hflfss~tze fiber die FR~CHETsche Differentialrechnung. 

W sei eine solche Umgebung von e C K, daft/iir x C W, y ~ W das Produkt  x y 
erkl~rt ist und x y  E U. (Die Ex£stenz einer solchen Umgebung folgt aus den 
Eigensehaften des Gruppenkeims.) Dann ist ] mit 

x y  = z = / ( x ; y )  

eine stetige Funktion in W × W, deren Werte in U liegen; also ist 

z~= /~(xk;y k) 
stetig, und es gilt 

(1) It(x; 0) = x ~ = / ~ ( 0 ; x ) .  

K heis t  B-lokale di//erenzierbare Gruppe, wenn ]i naeh beiden Argumenten 
~-mal stetig differenzierbar ist (Q ~ 2), und B-lokale analytische Grup~, 
wenn [t analytisch ist. 

Aus (1) folgt ffir 
L~i(x) = ~/i (x; 0) i ~/i (0; y) 

~yk ; Lk(Y)= ~x k ; 

(2 )  ( 0 )  = = 

Dabei ist ~ C B~ definiert dureh (5~ xJ= x' ffir alle x' ( B .  Nach dem Um- 
kehrungssatz yon H~D~.BRA~DT-GRAv~s-N~VANLL'~A [5, 14] existieren in 
einer Umgebung des NuUpunktes stetige Funktionen A~ t, A~ C B~ mit 

A~(x) L~(x) = L~(x) A~(x) =A? ' (x )  L*J(x) = L?'(x)A~J(x) = 5~ . 

Wir nehmen yon nun an an, dab W bereits so klein gew/ih]t sei, dab alle diese 
Funktionen existieren. 

U ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (ein B-lokal-linearer Raum 
im Sinne yon [8]). ~ ( 0 ) =  ~:l bezeiehne den Tangentialraum dieser dfffe- 
renzierbaren Mannigfaltigkeit im NuUpunkt. I)ieser Tangentialraum ist 
linear homSomorph zu B [8]. 

Eine topologisehe Gruppe heiflt di//erenzierbare (analytische) B.Gruppe, 
wenn sie zugleich dffferenzierbare (analytisehe) B-Iokale Gruppe ist. 

1 a) FOx die Definition verweisen wit auf [16]. 
Math. A~. 130. 23* 
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1.1. W e n n  Gi eine di/ ferenzlerbare (analy t i sche)  B i -Gruppe  ist (i = 1, 2), 
d a n n  ist  das dlrekte P r v d u ~  G I × G 2 eine dl/ /erenzierbare (aualy t i sche)  ( B  1 × B~)- 
Gruppe.  

Die Multiplikation in Gi werde im Koordinatensystem gegeben dureh die 
Funkt ion ](0. Dann ist die Multiplikation in G 1 x G~ definiert dureh 

(/~)(~;y),/?~)(¢;~)), 

und diese Funktion ist nach bekannten S~tzen ([8], Hilfssatz 4.1) differen- 
zierbar (analytisch). 

x[i ) (t) (] = 1, 2) seien zwei differenzierbare Kurven in K mit x~i ) (0) = 0 

und den Tangentenvektoren d x~t) (0) = ~i)" Dann ist y~ ( t ) = / i  (~l)(t);x~2)(t))  
dt 

wiederum eine dffferenzierbare Kurve mit yt (0) = 0, und es gilt 

yt (0) 
• i ~¢ 

[naeh der Kettenregel und GI. (2)]. Der Multiplikation yon Kurven entsprieht 
also die Addition yon Tangentenvektoren in ~a. 

§ 2. Die beiden integrablen linearen ~bertragungen 

Bekanntlich lassen sich in jeder Gruppe (ohne Rficksicht auf eine etwa 
vorhandene Topologie) zwei Parallelismen erkl~ren, die dann und nur dann 
zusammenfallen, wenn die Gruppe abelseh ist. Ein endlieher Vektor ist ein 
geordnetes Paar yon Gruppenelementen (x, y); zwei endliehe Vektoren (x, y) 
und ( x ' , y ' )  hei]en reehtsi~quipo]lent, wenn es ein z gibt, so da{~ x z  = x', 
y z  = y ' ,  und links~quipoUent, wenn es ein u gibt mit u x  = x ' ,  u y  = y,2). 

In B-lokalen differenzierbaren Gruppen kSnnen diesen Parallelismen fiir 
die endliehen Vektoren lineare ]~bertragungsgesetze fiir die kontravarianten 
Tangentialvektoren zugeordnet werden; diese ~bertragungen, die dann ihrer 
Herkunft  naeh integrabeI sind, sollen jetzt  explizit konstruiert werden. 

Zwei dffferenzierbare Kurven x l ( t  ), x(~)(t) werden reehts~quipollent ge- 
nannt,  wenn es ein z gibt, so da ]  x(1)( t) ,  z = x(2 ) (t) ffir alle t. Ist  speziell 
x(1 ) (0) = 0, so lautet  diese Bedingung in Koordinatenform 

x~)(t) =/'(x~l)(t); ~(~)(0)). 

Differentiation naeh t ergibt ffir t = 0: 
(1) ~ ~ ~ ~ ) ( 0 )  

~(2)- L~(z) ~1); (~)= d ~  (j = 1, 2). 

Diese Beziehung is t nun unabh~ngig yon der speziellen Wahl der Kurven mit 
den vorgesohriebenen Anfangsbedingungen fiir t = 0: Zwei Vektoren ~1), ~ )  
in e, z heiBen rechts~quipoUent, wenn (1) gilt; zwei kontravariante Vektoren 
in beliebigen Punkten des Gruppenraumes heiflen reehts~quipollent, wenn sie 
zu demselben Vektor im Punkte  e rechts~quipollent sind, Ein Feld yon 

~) Fiir die wichtigsten Eigensehaften verweisen wit auf [18]. 
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reehts~quipollenten Vektoren ist also definiert durch 

(~) ~(x) = L~(x) ~ ( 0 ) ,  

und auf diese ~Veise erh~lt man auch alle mSgliehen reehts~quipollenten 
Vektorfelder. ~ ~danlich ergibt sich fiir links~quipoHente Felder: 

(3) V ~ (x) = L~(z)  ~ (0). 

Als infinitesimale Beziehung erh~lt man durch Differentiation yon (2): 

(r) (') ~L~(x) A~(x) ; (4) d ~i  ~ ~k = - -  Fkj  d x J ,  / ~ j  dx~' 

und ebenso aus (3) 
(e) (e) (~ir ~i (x) A~ r (X). 

(5) d ~ = - - F ~ j ~ k d x  j, F ~ j -  ~x~ 
(r) (e) 

Die GrSl3en /~ und F shad die ~ber~ragungsoperatoren der Reehts- bzw. 
Links&quipollenz yon kontravarianten Vektoren. (Alle Betrachtungen be- 
ziehen sieh auf die in § 1 definierte Umgebung W, so dab alle auftretenden 
GrSBen einen Sinn haben.) 

§ 3. Eingliedrige Untergruppen 
Eine in t = 0 differenzierbare Kurve g(t) E K (Itl ~ r, r > O) mi~ g(tl+ tz) 

= g(tl)g (t~) heiBt eingliedrige Untergruppe, und 

~ j =  ~g~(o) 
dt 

heil~t ihr Richtungsvektor. Offenbar ist g(0) = e. Zwei eingliedrige Unter- 
gruppen g (t), h(t) heil~en gleich, wenn g(t) = h(t) in einem 0 im Inneren ent- 
haltenden t-Intervall. 

3.1. Es gibt genau eine eingliedrige Untergruppe g(t) yon K mit dem Rich- 
tungsvektor ~ ; diese geniig~ den Di//erentialgleichungen 

( i )  dt  - = 

und ist geoddtische Linie jedes der beiderb linearen in2egrablen Zusammenh~nge 
aus § 2. 

Beweis. Die eingliedrige Untergruppe g(t) habe den Riehtungsvektor ~t. 
(r) 

Wit zeigen zun~ehst, dab sie geod~tisehe Linie der beiden Zusammerdainge F 
(e) 

und F i s t .  Dies folgt daraus, da[3 die Kurven g(t) und ys(t)= y(s + t) 
g(s) g(t) = g(t) g(s) fiir beliebiges festes s([s + t I ~_ r) sowohl reehts- als 

auch links~quipollent sind. Aus § 2, (2), (3) folgen die beiden Differential- 
gleichungen (1) und aus dem Eindeutigkeitssatz fiir gewShnliehe Differential- 
gleiehungen, dab es hSehstens eine eingliedrlge Untergruppe mit dem Rich- 
tungsvektor ~ geben kann. 

Es bleibt also noch die Existenz einer eingliedrigen Untorgruppe zu vor- 
gegebenem Richtungsvektor ~ zu zeigen. Der Beweis dafiir kann mit Hilfe 

23a 



342 DETLEF LAUGWITZ : 

des Existenzsatzes fiir gewShnliehe Differentialgleichungen analog zum ent- 
spreehenden Beweis fiir endliehe Gruppen geffihrt werden, wie er z. B. in [116] 
durchgefiihrt ist. 

Korollar 1. Jede di//erenzierbare eingliedrige Untergruppe ist mindestens 
ebenso oft di//erenzierbar wie das Koordinatensystem u~wl analytisch, wenn das 
Koordinatensystem analytisch ist. Dies folgt aus (1). 

Korotlar 2. Diejenigen geodiitisehen Linien, die durch den Nullpunlct gehen, 
sind /iir die beiden integrablen Zusammenhi~nge dieselben, und zwar sind sic 
eingliedrige Untergruppen. Die a//inen Parameter der Geoddtischen sind zu. 
gleieh ,,kanonische" Parameter der Untergruppen (d. h. es gilt g (s + t) = g (s)g (t)). 

§ 4. Kanonisehe Koordinaten 
Ein Koordinatensystem ffir eine B-lokale differenzierbare Gruppe, in dem 

die eingliedrigen Untergruppen dutch lineare Beziehungen fit(t) = t .  ~i 
(~t Richtungsvektor) gegeben sind, heiBt kanoniseh. Nach 3.1 entspricht um- 
gekehrt in kanonischen Koordinaten jeder Kurve t .  ~i (~ ~ 0) eine eingliedrige 
Untergruppe. 

Die B-lokale dffferenzierbare Gruppe sei in einem Koordinatensystem (x i) 
vorgelegt. Die eingliedrige Untergruppe mit dem Richtungsvektor ~i und dem 
kanonischen Parameter  t sei gi(~;t); diese Funktion yon t ist ffir festes ~i 
LSsung der gew6hntiehen Differentialgleiehung 

(1) ~g~ (~;t) L~(gi($;t)) ~k 
dt -- 

und es gibt also nach einem Ergebnis yon K E ~ E R  [7] positive Zahlen a, b, 
so dab fiir II~ll < a die LSsung fiir It] < b definiert und ebenso oft differenzierbar 
ist wie das Koordinatensystem bzw. mR diesem analytisch ist, Wegen der 
aus 3.1 folgenden Gleichung 

(2) g~(~; s t )  = g~(~ ~; t) 

ist also fiir H ~ll < a b die folgende Funktion definiert: 

(3) h~(~) = Z~(~; 1), 

fiir wetche wegen (2) offenbar gilt h(0) = 0. DaB hi(~) in einer Umgebung 
yon ~ = 0 stetig dffferenzierbar ist, folgt aus den Ergebnissen yon KER~ER [7] ; 
denn die L6sung ff (~; t) der Dffferentiatgleichung (1) ist naeh dem Parameter 
differenzierbar, weft die Dffferentialgleiehung selbst es ist. Den Wert  der Ab- 
leitung im Punkte  0 finden wir mit Hilfe der GhTEAvx-Bereehnungsweise: 

(~h~(0) ~ lim ht(e~) _ lira gi(~;e) i (~ ~k ~-~0 ~ ~-~0 e L k (0) ~k = ~i, also ~ h~ (0) • ~ - t~. 

I)aher ist naeh dem Umkehrungssatz (Anhang I) die Gleichung 

x i = h i (~)  

stetig umkehrbar, mit h (0) = 0, und die Umkehrung ist in einer Umgebung 
yon 0 eindeutig erkl~rt. In den Koordinaten ~, yon denen man dutch ebenso 
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o~  wie das Koordinatensystem x differenzierbare Koordinatentransformation 
zum System x kommt., stellt jede Kurve  t • ~t eine eingliedrige Untergruppe 
dar. Wir haben also den Satz: 

4.1. Es  gibt eine Koordinatentrans/ormation ~(x) ,  so daft ~ ein kanonlsches 
Koordinatensystem ist, und  so daft x (~) in einer Umgebung yon 0 ebenso o]t 
di/]erenzierbar ist wie das Koordinatensystem (x) bzw. mit  diesem analytisch ist; 
/erner gilt 

x i 

Als eine Folge dieses Satzes kann man leicht beweisen: I n  einem di]/eren- 
zierbaren Koordinatensystem ist ]ede eingliedrige Untergruppe di]]erenzierbar. 

Der Beweis kann dureh l~bergang zu einem kanonisehen Koordinaten- 
system genau so gefiihrt wie im endlichdimensionalen Fall bei PO~T~JAGI~ [16] 
(Theorem 48, p. 190--192) und daher hier iibergangen werden. (Ira Beweis 
yon PO~T~AGIN ist zU diesem Zweck natfirlich ]x i] durch []xtl[ zu ersetzen.) 

§ 5. Differenzierbarkeitseigenschaften von Untergruppen 
I m  fblgenden bezeichnet, wenn nicht ausdrficklich etwas anderes an- 

gegeben wird, H e i n e  abgesehlossene Untergruppe der B-lokalen differenzier- 
baren Gruppe K, d. h. genauer einen Untergruppenkeim, zu dem es eine Um- 
gebung V der 0 in K gibt, so d a $ H  r~ V in K abgesehlossen ist. 

5.1. Wenn es eine /iir t = 0 di[[erenzierbare Kum,  e xi(t) ~ H ~ F gibt, .~o 
x i (0) 

daft x i (0) = 0, dt _ ~i, dann enthdilt H auch die eingliedrige Untergruppe 

yon K mit dem Tangentialvektor ~ .  
Beweis. Das Koordinatensystem in K sei als ein kanonisches gew~hlt. 

Ohne Besehr/~nkung der A1]gemeinheit kann V als durch die Koordinaten- 
menge {xi; I[xin < 1} besehrieben angenommen werden, was n6tigenfalls 
durch eine Koordinatentransformation r .  6~ und Einsehrankung yon V auf 

1 
eine Untermenge erreichbar ist. Mit xi(t) sind auch die n .  x*(t) fiir n < ilx(iii I 

Koordinaten von Elementen aus H r-~ V. Da x ~ (t) ffir t = 0 dffferenzierbar ist, 
~ x i (O) < 1 

dt _ $ i  t re ten atle s • ~* mit  0 ~ s -- 7~7 als Haufungspunkte der Menge 
- -  - -  ~ i  [i 

{ 1i[ } n • x i (t) ; 0 < t < e, n <= ~l~-(t i auf, liegen also ebenfalls in H ~ 17, w.z.b.w. 

Korollar. Wenn es in H A  17 eine Fol(le x(~) glbt mit  x(n)-~ e, ur~  ( in  ka. 
/ ( l  - ~ ( n i -  nonischen Koordinaten von -~/ Ilx(n)ll -+ ~ ,  dann enth~ilt H r~ ~ die eingliedrige 

Untergruppe mit  dem Tangentialvektor ~i. (Der Beweis dafiir verl~uft wie der 
zu 5.1.) 

5.2. Die Gesamtheit der Tangentialvektoren im Punkte  e yon in e di]]eren- 
zierbaren Kurven  aus H r~ 17 bilden einen linearen R a u m  L (H), wenn H e i n e  
beliebige (nicht notwendig abgeschlos8ene) Untergruppe yon K ist; L ( H )  ist zu 
einem Unterraum von B linear homSomorph. - -  Wenn  H abgeschtossen ist, 
dann ist auch L (H) abgeschlossen, und in kanonisehen Koordinaten yon K gilt: 
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Notwendig und hinreichend da/iir, daft die elngliedrige Untergruppe von K mit 
dem Richtungsvektor ~i zu H gehSrt, ist ~i ~ L (H). 

Bewei8. Wenn x(t) den Tangentialvektor ~ in t = 0 hat  (x(0) = e), und 
y(t) (y(0) -- e) in t = 0 den Tangentialvektor ~ ,  so hat  x(t) • y(t) den Tangen- 
tia.lvektor ~ +  ~ in 0 und x (a .  t) den Tangentialvektor a .  ~ .  Daraus folgt 
wegen der Gruppeneigensehaft yon H die Linearit~t yon L (H). Da die Tangen- 
t ialvektoren einen linearen Unter raum yon ~ bilden und T1 linear homSo- 
morph zu B ist, folgt die lineare HomSomorphie yon L (H) mit  einem linearen 
Unter raum yon B. Die noSwendige und hinreiehende Bedingung im Falle 
der Abgesehlossenheit yon H ergibt sieh mit  Hiffe yon 5.1. Es gehSren also 
(da wir kanonisehe Koordinaten yon K haben) alle t ~ fiir ~i ~ L und genfigend 
kleine t wirklioh zu K, woraus wegen der Abgesehlossenheit yon H diejenige 
yon L (H) folgt. 

5.3. Wenn H abffeschlossen ist, dann ist L(H) invariant unter den inneren 
Automorphismen von H. 

Beweis. Wenn g~E L(H), dann gibt es nach 5.2. in H e i n e  eingliedrige 
Untergruppe gi(t) mit g(1) = g, und ffir kleine t gilt g(t) ~ L(H). Da ag(t)a -1 
ebenfalls eine eingliedrige Untergruppe yon H ist, wenn a C H,  folgt aga -1 E L (H) 
ffir alle a ~ H,  g ~ L, was behauptet  wurdea). 

5.4. E~ sei H e i n e  abgeschlossene, zusammenhgngende Untergruppe von K. 
Dann ist notwendig und hinreichend da/iir, daft H eine B'-lokale di//erenzierbare, 
di//erenzierbar eingebettete Untergruppe von K ist, daft/i~r x ~ H ~ V gilt x ~ ~ L (H). 
H ist in diesem Falle ebenso oft di/]erenzierbar wie K bzw. mit K analytisch. 

Beweis. Wenn H e i n e  differenzierbare, differenzierbar eingebettete Unter- 
gruppe yon K (in kanon. Koordinaten) ist, dann ist die Bedingung jedenfalls 
erffillt. 

Es bleibt zu beweisen, daft die Bedingung hinreichend ist. Wir wissen: 
In  den kanonisehen Koordinaten yon K gilt, dab die Koordinaten x i yon 
Elementen aus H mit  ][x~]I ~ 1 genau den Durehschnitt  des linearen abge- 
sehlossenen Unterraums L (H) yon ~1 mit  der Einheitskugel ~ bilden. B '  sei 
der zu L(H) linear homSomorphe abstrakte Banach.Raum, Elemente u ~" k i 
sei die definierende Abbfldung yon B' auf L (H) (isometriseh, linear), K~ ihre 
Umkehrung. Dann ist naeh den einfachsten S~tzen fiber die FR~CHETsche 
Ableitung die Produktfunkt ion der Untergruppe H :  

= / ( ~ u  , ~v~)  

ebenso oft differenzierbar wie / t  (x; y) bzw. mit  dieser Funktion analytisch4). 
5.5. E8 sei H e i n e  lokalkompakte Untergruppe yon K. Dann ist die mit 

der Identitiit e zusammenh~ngende Komponente yon H eine B'-lokale dl//erenzier- 
bare Crruppe bzw. mit K eine analytisehe B'.lokale Gruppe. Die Einbettung ist 
diHerenzierbar bzi~. analytiseh. 

• ) In einer nachfolgenden Arbeit wird gezeigt werden, dab L(H) Koordinaten eines 
Normslteflers yon H sind. Daxaus folgt sofort: Jede eimfache abgeschtossene Unter- 
gruppe, welehe sine in 0 dffferenzierbare Kurve enthMt, ist eine differenzierbare Gruppe. 

• ) In der Termhaologie "con LI~ besagt dieser Satz: Eine Untergruppe ist genau dann 
differenzierbar, wenn sie yon infinitesimalen Transformationen erzeugt wird. 
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BeweisS). Es sei L(H)  wie bisher definiert, wobei K wieder in kanonisehen 
Koordinaten angenommen sei. Wegen 5.4 genfigt es zu zeigen, dab L(H)  
eine volle Koordinatenumgebung der 0 in H enthiilt. Wir werden zeigen: 
Wenn L(H)  nicht eine volle Koordinatenumgebung der 0 in H enthielte, 
dann giibe es eine Folge x(~) ~ H mit 

x i 

-+~" ~,(n) -+ x i f f i r e i n x ~ K ,  x(,~)i CL',  

L '  ein abgeschlossener linearer Unterraum yon B mit  L '  f ~ L ( H ) = 0 ,  
L(H)  ¢ L ' =  B. 

Wenn wir (A) als bewiesen annehmen, dann gilt wegen der Abgeschtossen- 
heir yon H x ~ H und wegen der Limesbedingung und dem Korollar zu 5.1 : 
t • x ~  H ffir t g 1. Also ist ein Widersprueh zur Annahme erhalten, dab L(H)  
alle eingliedrigen Untergruppen yon H enthielte, denn [I xt][ = 1, t .  x ~ ~ L' .  
Damit  w~re der Beweis yon 5.5 beendet. 

Es bleibt also die Existenz einer Folge x(n ) mit  (A) zu beweisen, unter der 
Annahme, dal~ L(H)  nicht eine voUe Umgebung der 0 in H enthielte. Dann 
gibt es eine Nullfolge y(.)~ H, y(~)~ L (H). L (H) ist wegen der Lokalkompakt-  
heir jedenf~lls endliehdimensional (Anhang II ,  2), die Dimensionszahl sei n. 
Dann gibt es nach Anhang II ,  1 Vektoren b(k) ~ C L (H) (/¢ = 1, . . . ,  n) yon der 
Norm 1 und n in B definierte stetige lineare Funktionale c~ k), ebenfalls yon der 
Norm l ,  mi t  

c(k) ~i _ 

Der Raum 
L'= (x ~C B; c~k )x i =  O, k =  1 . . . . .  n} 

hat  mit  L (H) nur den Nullvektor gemeinsam, und L (H), L '  spannen zusammen 
den ganzen Raum B auf; die Abgesehlossenheit von L" folgt aus der Stetigkeit 
der Funktionale c. Das Gleichungssystem 

(B) c!~) [i(y-1; b) = 0 mit  bk= t(1 ) b~l)~ . . . . . .  4:. t(,) b~,~) 

hat ffir y = e die eindeutig best immte L6sung t(~) . . . . .  t(n ) = 0. Ffir y = e, 
t(e) = 0 ffir alle/c ist die Funkt ionalmatr ix  der linken Seite yon (B) gleieh a(k,j) 
= c!k)b~j), die Funktionaldeterminante also gleieh 1. Nach dem Hauptsa tz  
fiber implizite Funktionen [5] existiert also in einer Umgebung yon y~= 0 
sicher eine stetige Funktion bt(y) mit bt(0) = 0, welche (B) 15st; wegen (B) 
ist daher fiir solehe y y - tb (y )  C H, und der Koordinatenvektor /~(y-1;  b(y)) 
yon y- lb  (y) liegt in L ' .  Von einem gewissen Index  N ab liegen die Y(n) in der 
Umgebung, in der b (y) definiert ist; wit setzen 

X~n) = / i  (y(-~) ; b (y(n)). 

Es gilt x(n) ~ H, x~n ) E L',  lim x(, 0 = e, auBerdem x(n) =V e; w~re ni~mlieh x(n ) = e, 
so h~itte man e = y ~  b (y(~)), also Y(n) ~ L entgegen der Annahme. Wegen der 

~) Die Spezialisierung des Beweises auf  endliehe Keime K dtirfte etwas kiirzer aus- 
fallen als der Beweis in [16]; dabei kann das SCn~IDTsche Orthogonalisierungsverfahren 
angewandt werden. 
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Lokalkompaktheit gibt es eine Teilfolge, deren zugehSrige Einheitsvektoren 
konvergieren, und diese Teilfolge erffitlt die Bedingung (A). Damit ist der 
Beweis von 5.5 beendet. 

Die Frage, ob auch alle nicht lokalkompakten abgeschlossenen (zusammen- 
h~ngenden) Untergruppen wieder B'-tokate differenzierbare Gruppen sind, 
kann hier in dieser Al]gemeinheit nicht beantwortet werden [vgt. abet FuB- 
note a)]. __ Es gilt aber 

5.6. Das Zentrum Z einer B.lokalen diHerenzierbaren (analytischen) 
Gruppe K ist eine B'.lokale di]]erenzierbare (analytische) Gruppe; die Ein- 
bettung ist di]]erenzierbar (analytisch). (B '  ist linearer Unterraum von B.)  

Beweis. Wenn g C Z, dann enth~lt Z auch die ganze e:ingliedrige Unter- 
gruppe g(t) mit g(1) = g; denn ffir jedes a ~ K ist a-lg(t)  a = h(t) wiederum 
eine eingliedrige Untergruppe, ffir die wegen g(1) C Z gilt h(1) = g(1). Nach 
dem Eindeutigkeitssatz 3.1 folgt dann h(t) = g(t), also g(t) ~ Z. Aus 5.4 folgt 
d~nn die Behauptung, da Z abgeschlossen ist, wie man leicht verifiziert. 

§ 6.Anwendungen auf Banach-Algebren und Gruppen linearer Transformationen 
in Banaeh-R[iumen 

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, da~ sich die bisherigen Betrach- 
tungen auf die Gruppe einer Banach-Algebra mit Einselement anwenden 
lassen. Diese Gruppe ist definiert als die Menge derjenigen Elemente einer 
Banach-Algebra, welche ein Inverses bei der Multiplikation besitzen; zu dieser 
Gruppe gehSrt stets ehle voile Umgebung des Einselementes I der Banach- 
Algebra (vgl. dazu etwa [6]; wir betrachten hier reelle Bunach-Algebren, ffir 
die die entsprechenden S~tze gelten). 

6.1. Die Gruppe einer reellen Banaeh-Algebra mit Einselement ist eine ana- 
lytische B-Gruppe ( B  ist der Banaeh-Raum der Algebra). 

Beweis. Als Koordinatenvektor x ~ des Elementes x der Gruppe w~hlen 
wir x i = I --  x (I bezeiahnet das Einselement). Die Produktfhnktion ]i (x; y) 
= (xy)~= I - - x y  = x~+ y ~ - - x i y  ~ ist eine analytische Funktion der Koordi- 
natenvektoren x~,y ~, das Einselement hat  den Koordinatenvektor 0, und d~ 
eine Umgebung yon I in B zur Gruppe gehSrt, ist die Gruppe eine B-lokale 
ana~ytische Gruppe. 

Aus den Ergebnissen v o n §  5 und 6.1 fotgt nun sofort: 
6.2. D/e Untergruppe H der Gruppe einer Banach-Algebra ist eine B'-lokale 

analytische Gruppe ]eden]alls dann, wenn 
a) H lokalkompalct ist (dann ist H eine endliehe LIE-Gruppe), oder 
b) H das Zentrum der Gruppe der Banach-Algebra ist, oder wenn 
e) es eine Umgebung U yon e gibt, so daft mit u ~ H r~ U aueh eine eingliedrige 

Untergruppe u(t) m it u(1) = u zu H geh6rt. 
Korollar: 6.2 gilt ]iir die Gruppe der linearen Trans]ormationen eine8 Ba- 

nach.Raumes. 
6.2. a) ist (ffir komplexe Banach-Algebren) yon K. YOSIDA [19] auf einem 

ga~z anderen Wege, n~mlich durch ~bertragung der Methode von J. v. N~t~- 
~ [15], bewiesen worden. 
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Anhang I. Hilfsmittel aus der Differentialreehnung in 
Banachschen Riiumen und der Tensorreehnung 

Es sei B ein BA~ACHscher Raum.  Seine Elemente bezeichnen wit im all- 
gemeinen durch kleine lateinisehe obere Indizes, welche nicht zur Unter-  
scheidung der Elemente (als , ,Nummern")  aufzufassen sind; x i bezeiehnet nur 
die ZugehSrigkeit yon x zum Raume B (Abkfirzung ffir x ~ B). Wenn in 
einem Beweisgang mehrere verschiedene R~ume auftreten, werden zur Indi- 
zierung verschiedene Alphabete benfitzt. 

Die Elemente des adjungierten Raumes B I t ragen untere Indizes aus dem 
gleichen Alphabet:  ui bezeichnet also ein stetiges lineares Funktional  fiber 
B, ui x i die Anwendung dieses Funktionals auf  x t (bezeichnet also eine Zahl), 
uixk= xkui dagegen eine lineare Abbildung yon B auf sich. Als hghere ad- 
jungierte R~ume Br~ (m ~ O, n ~ O, ganz) bezeichnen wir die Banach.R~ume 
aus den stetigen Multilinearformen in n Argunmnten aus B und m Argumenten 
aus B1, welche noch der zus~tzliehen Bedingung genfigen, da$ jeder Ausdruek 
mit nur einem freien oberen Index ein Element yon B ist. (So ist c~j x ~ yJ C B.)S) 
Wir schreiben ffir Bn ° auch Bn(n  ~ 1), ffir B~ auch Bm(m ~ 1); Bo o ist der 
zugrunde liegende K6rper, in unserem Falle also der der reellen Z a h l e n . -  
Allgemeiner steht ffir eine lineare stetige Abbildung eines Banach-Raumes 
B (Elemente x i) in einen anderen C (Elemente y~) das Symbol t~, usw. Zahlen 
tragen keine freien Indizes; Nurnmern werden eingeklammert.  Die Kon- 
vention geht im endlichdimensionalen Spezialfall in die EINSTEINsche Summa- 
tionskonvention fiber. 

Eine Abbildung y~= t~(x k) yon B in C heiBt di//erenzierbar (ira Sinne yon 
FR~CHET [3]) in x k, wenn 

F~(x ~ + d x  j~) - -  F~ (x ~) = L~(x k) dx i  + o~(dx k) 

fiir alle x ~ ÷ d x  k aus einer Umgebung yon x ~" ; o~(dx k) bezeiehnet eine Funktion 
mit 

lira Ilo~ (dxk)![. = O. 
0~i;d*~i-~0 lIdxlI 

Der dana  eindeutig best immte Operator L~(x) wird als Fa~CHETsehe Ab- 
leitung yon F ~ an der Stelle x ~ bezeichnet; wir sehreiben 

L~ (x ~) - 6F~ (x) 

Fiir zusammengesetzte Funktionen yja(x)= ~)~(F~(xk)) gilt die Ketten- 
regel von FR~C~ET [3]: 

x~ = ~F~ ~ x k 

Der TxvLoasehe Satz gilt in der folgenden Form [9]. (Ein ~hnlieher Satz, 
hergeleitet mi t  Hilfe des Integralbegriffs, finder sich in [4] :) 

6) Ftir die genauere Ausftihrung muI~ auf [8] verwiesen werden. 
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Die Funkt ion F~(x  ~) besitze in einer Umgebung U von x ~ stetige Ableitunffen bis 
zur (n+ 1) ten Ordnung. Dann gilt 

F~(x~ + d x  ~) = F~(x~) ~ - ~ -  dxJ + 

1 ~F~(x~) 1 ($,F~(x,) dx h . .  dxin ÷ o~(dx) ttdxlln__l 

/iir alle d x  mit (x + t .  dx )  C U (0 g t ~_ 1). 
Es sind mehrere Definitionen fiir die Analyzit~t einer Funktion mSglich, 

welche s~mtlieh so besehaffen sind, daft Polynome und endlichdimensionale 
analytische Funktionen analytisch sind. Wit  verwenden hier die folgende 
Definition: 

Wenn F~(x  i) in der o//enen Menge U unendlich o/t di//erenzierbar ist, so 
heiflt F ~ analytisch in U, wenn die TAYLORsche Reihe figr ]edes x, d x  mit  x C U, 
x + d x  ~ U in der Normtopologie gegen F~(x  ÷ dx) konvergiert. 

Fiir gew6hnliche Di//erentialgleichungen 

dt -- / t(xk; t) 

gilt der Existenz- und Eindeutigtceitssatz yon K ] ~ E R  [7] (dazu auch I'tILLE [6], 
S. 95): Wenn / nach beiden Argumerden stetig di//erenzierbar ist (Ll~scmTz- 
Bedingungen w~iirden ausreichen), dann gibt es eine und in  einer Umgebung der 
A n/angsbedingungen genau eine L6sung x i (t ) mit  x i (0) = xto . 

Wegen weiterer hier benStigter Eigenschaften des FR~CHETsehen Diffe- 
rentials sei auf  [8] verwiesen6a). 

Anhang II.  Ein 0rthogonalisierungsverfahren fiir Banach-Riiume 
Das folgende Verfahren, welches auch unabh~ngig yon der vorliegenden 

Arbeit  verwendbar ist, gibt die Begrfindung ffir eine im Beweis zu Satz 5.5 
benStigte I-Iilfsbetraehtung: 

II.  1. Es sei X~n)(n ~- 1, 2 . . . .  ) eine hSchstens abz~hlbare Folge von linear 
unabMingigen Einheitsvelctoren aus einem Banach.Raum B;  dann gibt es eine Folge 
Y~n)~ B yon gleicher M dchtiglceit und eine Folge y~n)E B 1 mit  /olgenden Eigenscha/ten : 

= l l y t ' ) i l  = 
b) Y~n) ist linear abhangig yon den x~i) (k ~ n), aber nicht von den x~) (k < n), 
c) -,i'*)"~ - ,,~n),,i 0//~r m > n, ~ ~(m)--  1 / i £ r  n = m ;  ~ y ( m ) =  

d) Es ist Ily~m)-L(,n)H ~ 1, wobei L(,~) die Abschlie~ung des von den 
y~n)(n > m) au/gespannten linearen Unterraumes yon B ist; also gilt spezielt 

Beweis. Wenn die Folge x(n ) leer ist, dann ist nichts zu beweisen. Es sei 
also x(1) vorhanden; dann setze man  Y~I)= X~l) und wahle ~ )  als ein naeh dem 
Satze yon H ~ - B A N ~ C H  ~) zu Y~I) bestimmtes Funktional.  ~ Wit  schlie~en 
nun welter durch vollst~ndige Induktion.  Ffir m ~ n sei bewiesen: 

~ ) y ~ ) - - -  0 fiir k < m ~ n mit  [Iy~)][ = 1 (k < n), I[Y~)II = 1 (m _~ n), 

6a) Die Grundtat~chen der Differentialrechnung in normierten Raumen sind jetzt 
in Lehrbuchform zuganglieh: L. A. LJVST~R~K U. W. I. SO~O~.~W: Elemente der Funk- 
tionalanaly~is, Berlin 1955, Kale. VI. 

~) Dieser Satz besagt: Zu x, mit Hxlii = 1 existiert xi mit Hxt[l = 1, so dab xix i :  1. 
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y~k) Y~k)= 1 (k < n). Dies ist die Indukt ionsvorausse tzung .  D a n n  w~hlen wit  
zu Y~n) ein nach  dem Satze  yon HAm~-BANACH bes t immtes  Funk t iona l  y!n). 
Zur Bes t immung  yon  Y~n+l) suohen wir zun~chst  einen Vektor  x ~ mi t  

x~= a(1)y~1)+ . . -  + a(n)y~n)+ a(~+l)x~n+l) 
und 

0 = y~ l )x i :  t~(l ) ~- a(n+l)y~1)X~n+l) 

0 := (2) i ~n+l)Yi "V(n÷l) Yl x = a(Dy~2)xt -~  a(2  ) ~- a . . . .  (2)~/  

O= y~n)x'=a(t)y~n)x ' ÷ ' ' "  + a(n) q- a(,+l)y~n)x~n+l). 

Dieses Gleichungssystem besitz~ eine nicht- t r iviale  L6sung (a(~)), da  die 
De te rminan te  der  Koeff iz ienten  yon  (a(1) . . . .  , a(~)) gleich 1 ist. Offenbar  kann  
ffir eine nieht t r iviale  LSsung nicht  gel ten a(n+l ) = 0, weal daraus  folgen wiirde 
0 = a(1 ) . . . . .  a(~). E in  n ichtverschwindender  LSsungsvektor  x ~ ist  also yon  
Y~I) . . . .  , Y~n) linear unabh~ngig,  aber  l inear abh~ngig von 'y~l  ) . . . .  , Y~n), 4 + l ) -  
Das gleiche gilt  dann  auch fiir 

xi 

Y~,*+I)- llx~]] . 
Dami t  sind a), b), c) bewiesen. 

Es  bleibt  d) zu zeigen; dies folgt  aber  aus 

Ily  )- y'll = 1 
ffir yt ~ L(~)s). 

Als einfache Anwendung  folgt der  Satz  yon F. RIESZ, den wir in der  vor- 
]iegenden Arbei t  mehr faeh  verwende t  haben :  

II .  2. Ein  normierter Raum ist dann und nut  dann tokaIkompakt *), wenn der 
Raum endlichdimensional ist. 

Beweis. W~re B n~mlieh unendl iehdimensional ,  so g~be es eine unend-  
liehe l inear unabh~ngige  Teiffolge, deren  zugehSrige or thogonal is ier te  Folge 
Y~m) wegen ]lY~m)-- Y~n)tt ~-- 1 (m ~ n) keine konvergen te  Teiffolge enthal t .  
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