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Uber unendliche kontinuierliche Gruppen
I. Grundiagen der Theorie; Untergruppen

Von

DerLer Lavewrrz in Gottingen

In der vorliegenden Arbeit sollen die Grundlagen fiir eine Theorie einer
gewissen Klasse von unendlichen kontinuierlichen Gruppen gelegt werden.
Es handelt sich dabei um solche topologischen Gruppenkeime, in welche
Koordinaten aus einem Banach-Raum so eingefithrt werden kénnen, daf der
Koordinatenvektor des Produktes differenzierbar im Sinne von FrEcHET von
den Koordinaten der Faktoren abhingt. Als Haupthilfsmittel werden die
Fricuersche Differentialrechnung und die in [8] entwickelte Tensorrechrtung
fiir unendlichdimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten verwendet.
Die wichtigsten Hilfssitze sind in zwei Anhiingen zusammengestellt.

Alle Betrachtungen beziehen sich auf lokale Fragen, d. h. auf Gruppen-
keime.

Mehrere verschiedene Fragestellungen filhren auf diese Gruppen. Einmal
kann man die Aufgabe stellen, moglichst umfangreiche Klassen von topologi-
schen Gruppen einer analytischen Behandlung zugdinglich zu machen und die
Strukturuntersuchung dieser Gruppen auf rein algebraische Probleme (fiir
eine Lizm-Algebra) zuriickzufithren; dies letztere wird in Analogie zur klassi-
schen Limschen Theorie in einer spiteren Arbeit ausgefiihrt werden. Eine
weitere Frage, die den hier entwickelten Methoden zngiinglich ist, ist die nach
der Struktur der Untergruppen von bekannten und wichtigen unendlichen
Gruppen, z. B. den Gruppen von linearen Transformationen in Hilbert- und
Banach-Réumen. Wir werden hier zeigen, dafl lokalkompakte Untergruppen
der von uns betrachteten Gruppen endliche Lik-Gruppen im klassischen
Sinne sind, ein Ergebnis, das speziell das von Yosrpa [19] auf anderem Wege
{(nimlich durch Verallgemeinerung einer Methode von J.v, Nrumawnn [15])
gewonnene Resultat enthilt, dal jede lokalkompakte Gruppe in einer Banach-
Algebra und also speziell jede lokalkompakte Gruppe von linearen beschrinkten
Transformationen eines Banach.-Raumes eine endliche Limsche Gruppe ist.
Die allgemeinere Frage, ob alle (nicht notwendig lokalkompakten) abge-
schlossenen lokalzusammenhingenden Untergruppen der hier betrachteten
Gruppen wieder lokal-Baxachsche differenzierbare Gruppen sind, konnte hier
hur in speziellen Fillen (so fiir das Zentrum sowie fiir solche Untergruppen,
die von infinitesimalen Transformationen erzeugt werden) bejahend beant-
wortet werden. Ihre allgemeine Beantwortung wird aber vermutlich mit den
hier entwickelten Methoden moglich sein.
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Einen weiteren Zugang zu den lokal-Ba~acuschen differenzierbaren Grappen
bilden die klassischen Arbeiten von Lir, CARTAN u. a. Giber unendliche Trans-
formationsgruppen [2, 10, 11]. Allerdings ist diese klassische Auffassung der
unendlichen Ligschen Gruppen, wie schon G. Birguorr [1] und A. D. Mr-
oHAL {12] bemerkt haben, insofern unbefriedigend, als nicht festgelegt wird,
welche Topologie die Gruppe trigt; die Voraussetzung, dall die Gruppen durch
Differentialgleichungen bzw. Prarrsche Formen definiert werden, scheint von
unserem Standpunkt tiberfliissig zu sein. In einer spéteren Arbeit soll gezeigt
werden, dafl sich viele unendliche Transformationsgruppen unserer Theoric
unterordnen.

Andererseits gibt es unendliche Transformationsgruppen, die sich so mit
einer natiirlichen Topologie ausstatten lassen, dafl sie lokal homd&omorph
nicht zu Banaech-Réumen, sondern zu allgemeineren lokalkonvexen topo-
logischen Vektorriumen sind. Die Untersuchung dieser allgemeineren Klasse
von unendlichen kontinuierlichen Gruppen erscheint u.a. auch deshalb
wiinschenswert, weil jede topologische Gruppe eine treue stetige Darstellung
durch beschrinkte lineare Transformationen mit der stetigen Operator-
Topologie besitzt, also mit einer Topologie, welche im allgemeinen zwar lokal-
konvex, aber nicht normierbar ist. Dem Aufbau einer Theorie in diesem
griferen Rahmen steht jedoch z. Z. das Fehlen einer Differentialrechnung
fiir lokalkonvexe Vektorrdume entgegen.

Zum Vergleich mit den Arbeiten von Birxmorr [1] und MiomaL [12, 13]
ist zu bemerken: G. Bigk#o¥r hat bereits kanonische Koordinaten eingefithrt.
Bei uns werden diese in § 4 auf einem anderen Wege erhalten. BIrgHOFFs
Haupthilfsmittel ist die Kurventheorie in allgemein-metrischen Réumen; die
Differentialrechnung wird von ihm kaum ausgenutzt. Unsere Hauptergebnisse
iber Untergruppen (§5) fehlen daher bei ihm?'). Die Arbeiten von MrcuaL
beschéftigen sich mit Spezialfillen. Die Arbeit [12] enthilt die wichtigsten
Definitionen und einige grundlegende einfache S#tze (itber invariante
Vektorfelder; ohne Beweise) fiir den Fall, daB die Gruppe zugleich Teil-
raum eines Banach-Raumes ist. Wichtig ist die Bemerkung von Micnar,
daB in dem von ihm betrachteten Spezialfall die Einfithrung von Koor-
dinatentransformationen iiberfliissig ist; allerdings miiite man zur Ge-
winnung von tieferliegenden Resultaten sicher auch wieder kanonische
Koordinaten einfithren. —— SchlieBlich sei noch auf die Arbeit [17] von
Rirr hingewiesen, in der mit formalen Potenzreihen gearbeitet wird und
die daher von unseren Betrachtungen tiber topologische Gruppen grundsitzlich
verschieden ist.

In den §§ 1,3,4 lehnen wir uns méglichst eng an die Darstellung des end-
lichen Falls bei Ponrrsacin [16] an, und wir verweisen fiir solche Beweise,
die sich ohne weiteres aus dem Endlichen {ibernehmen lassen, auf dieses Lehr-
buch.

1 E. B. Dyxxix hat die Resultate von Birguorr {1] nach einer anderen Richtung
verallgemeinert; er 1aBt allgemeinere normierte Grundkérper zu. [Amer. math. Soc.
Translat. Nr. 97 (1953) = Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 1, 135—186 (1950)].
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§ 1. Differenzierbare und analytische Koordinatensysteme fiir topologische
Gruppen und Gruppenkeime

Vorgelegt sei ein Gruppenkeim®®) K mit den Elementen {z, y, z, . . .}, dem
neutralen Element ¢ und der Multiplikation = - y = «y. Ein solcher Gruppen-
keim heiflt B-lokale Gruppe, wenn eine Umgebung U von ¢ ¢ K hombomorph
einer Umgebung des Nullpunktes O des Banach-Raumes B ist, so dafl ¢ und O
einander zugeordnet werden. Diese Abbildung von K in B heifle ein Koordi-
natensysiem. Die Elemente von B sollen kleine lateinische obere Indizes
tragen, und der Kernbuchstabe des Koordinatenvektors von x ¢ K soll eben-
falls « sein, so daB also z. B. z € K den Koordinatenvektor z¢¢ B hat.

Im iibrigen benutzen wir fiir B durchweg die in [8] eingefiihrte Tensor-
rechnung, die im Anhang I kurz erldutert wird, ebenso wie die verwendeten
Hilfssdtze iiber die FrEcHETsche Differentialrechnung.

W sei eine solche Umgebung von ¢ € K, daf fiir x €¢ W, y ¢ W das Produkt zy
erklirt ist und wy ¢ U. (Die Existenz einer solchen Umgebung folgt aus den
Eigenschaften des Gruppenkeims.) Dann ist f mit

xy=z=f(z;y)
eine stetige Funktion in W x W, deren Werte in U liegen; also ist
2= fi(xh; yF)
stetig, und es gilt
(1) f(@;0) = 2'= f(0; ).

K heilt B-lokale differenzierbare Gruppe, wenn f° nach beiden Argumenten
g-mal stetig differenzierbar ist (p = 2), und B-lokale analytische Gruppe,
wenn /¢ analytisch ist.

Aus (1) folgt fiir

; 8fi (x;0 i dfi (05
L (z) = J;S%;l s Lily) = *1;;*(;,;& ;
(2) Li(0) = L¥(0) = 6i .

Dabei ist 6% € B! definiert durch & o= 2¢ fir alle ¢ B. Nach dem Um-
kehrungssatz von HILDEBRANDT-GRAVES-NEVANLINNA [5, 14] existieren in
einer Umgebung des Nullpunktes stetige Funktionen A}, A% ¢ B} mit

Aj (@) L (x) = Li(w) 4 (2) = A} () LY (2) = L (@) AP (@) = &} .

Wir nehmen von nun an an, daB W bereits so klein gewiihlt sei, dal alle diese
Funktionen existieren.

U ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (ein B-lokal-linearer Raum
im Sinne von [8]). €(0) =& bezeichne den Tangentialraum dieser diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit im Nullpunkt. Dieser Tangentialraum ist
linear homoomorph zu B [8].

Eine topologische Gruppe heilt differenzierbare (analytische) B-Gruppe,
wenn sie zugleich differenzierbare (analytische) B-lokale Gruppe ist.

1a) Fiir die Definition verweisen wir auf [16].
Math. Ann. 130 23*
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1.1. Wenn G; eine differenzierbare (analytische) B,-Gruppe ist (i = 1, 2),
dann ist das direkte Produkt G, % G, eine differenzierbare {analytische } (B, x B,)-
Gruppe.

Beweis. B= {'; | @]y}; By={§%; |€]a} - By x By = {(«*,6%); (<[} + [ €]3)"}.
Die Multiplikation in @; werde im Koordinatensystem gegeben durch die
Funktion f(;5. Dann ist die Multiplikation in G x ¢, definiert durch

(Fin (), 1B E&m),

und diese Funktion ist nach bekannten Sitzen ([8], Hilfssatz 4.1) differen-
zierbar (analytisch).
aly (6) (j =1, 2) seien zwei differenzierbare Kurven in K mit x(ij) 0y=20
;) (0)

und den Tangentenvektoren i = &i;y. Dann ist y*(f) = fi(ah, (8); 2k ()
wiederum eine differenzierbare Kurve mit %(0) = 0, und es gﬂt
0y (0)

AL 61 5(1) + (5 5(2) 5(1) + 5(2)

[nach der Kettenregel und Gl. (2)]. Der Multiplikation von Kurven entspricht
also die Addition von Tangentenvektoren in €.

§ 2. Die beiden integrablen linearen Ubertragungen

Bekanntlich lassen sich in jeder Gruppe (ohne Riicksicht auf eine etwa
vorhandene Topologie) zwei Parallelismen erkliren, die dann und nur dann
zusammenfallen, wenn die Gruppe abelsch ist. Ein endlicher Vektor ist ein
geordnetes Paar von Gruppenelementen (z,y); zwei endliche Vektoren (x,y)
und (z',y’) heilen rechtsiquipollent, wenn es ein z gibt, so daBl zz = a,
yz =y, und linksiquipollent, wenn es ein » gibt mit wz = 2', uy = y'?).

In B-lokalen differenzierbaren Gruppen konnen diesen Parallelismen fir
die endlichen Vektoren lineare Ubertragungsgesetze fiir die kontravarianten
Tangentialvektoren zugeordnet werden; diese Ubertragungen, die dann ihrer
Herkunft nach integrabel sind, sollen jetzt explizit konstruiert werden.

Zwei differenzierbare Kurven z,(f), %(,){f) werden rechtsiquipollent ge-
nannt, wenn es ein z gibt, so daB x4){t) - 2 = () (t) fiir alle £. Ist speziell
2)(0) = 0, so lautet diese Bedingung in Koordinatenform

xhy (8) = [l ()5 2(0)).

Differentiation nach ¢ ergibt fiir ¢ = 0:

. . dafy(0) .
M thy= Th(2) &hys 8= 20 (- 1,9)
Diese Beziehung ist nun unabhiingig von der speziellen Wahl der Kurven mit
den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen fiir ¢ = 0: Zwei Vektoren &), &z
in e, z heiflen rechtsiquipollent, wenn (1) gilt; zwei kontravariante Vektoren
in beliebigen Punkten des Gruppenraumes heien rechtsiiquipollent, wenn sie
zu demselben Vektor im Punkte e rechtsiquipollent sind. Ein Feld von

- ?) Fiir die wichtigsten Eigenschaften verweisen wir auf [18].
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rechtséiquipollenten Vektoren ist also definiert durch
(2) & (x) = Li(2) £5(0),

und auf diese Weise erhidlt man auch alle moglichen rechtsiiquipollenten
Vektorfelder. — Ahnlich ergibt sich fiir linksiquipollente Felder:

(3) 7' () = Ly (z) 7*(0).

Als infinitesimale Beziehung erhilt man durch Differentiation von (2):
S W eLie)

) Q= — TG e dw, [h=—"2"" A (0);

und ebenso aus (3)

(&) (e}, #1
) dof=—Thofdw, Ty=—"" 0 4y,

% ®
Die Groflen I’) und /" sind die Ubertragungsoperatoren der Rechts- bzw.
Linkséiquipollenz von kontravarianten Vektoren. (Alle Betrachtungen be-
ziehen sich auf die in § 1 definierte Umgebung W, so daf alle auftretenden
GroBlen einen Sinn haben.)

§ 3. Eingliedrige Untergrappen

Eine in ¢ = 0 differenzierbare Kurve g(t) ¢ K (|t| < r, r > 0) mib g(f,+ ¢,)

= g{t,) g{t,) heiBt eingliedrige Untergruppe, und
. 0g0
o o4

heiBt ihr Richtungsvektor. Offenbar ist g(0) = e. Zwei eingliedrige Unter-
gruppen g (), h(t) heiBen gleich, wenn g(f) = A(f) in einem 0 im Inneren ent-
haltenden t-Intervall.

3.1. Es gibt genau eine eingliedrige Untergruppe g(t) von K mit dem Rich-
tungsvektor £ ; diese geniigt den Differentialgleichungen

0 300 @) & = T @) &5 9(0) =0

und ist geoddtische Linie jedes der beiden linearen integrablen Zusammenhinge
aus § 2.

Beweis. Die eingliedrige Untergruppe g¢(¢) habe den Richtungsvektor &,

"

Wir zeigen zunichst, daB sie geoditische Linie der beiden Zusammenhinge I’
©

und [ ist. Dies folgt daraus, dall die Kurven g(t) und g,(t) = g(s + ¢)

=g(8)g(t) = g(t) g(s) fiir beliebiges festes s(|s + t| < ») sowohl rechts- als

auch linksdquipollent sind. Aus § 2, (2), (3) folgen die beiden Differential-

gleichungen (1) und aus dem Eindeutigkeitssatz fiir gewthnliche Differential-

gleichungen, daB es hochstens eine eingliedrige Untergruppe mit dem Rich-

tungsvektor & geben kann.
Es bleibt also noch die Existenz einer eingliedrigen Untergruppe zu vor-
gegebenem Richtungsvektor & zu zeigen. Der Beweis dafiir kann mit Hilfe

23a
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des Existenzsatzes fiir gewdhnliche Differentialgleichungen analog zum ent-
sprechenden Beweis fiir endliche Gruppen gefiihrt werden, wie er z. B. in [16]
durchgefihrt ist.

Korollar 1. Jede differenzierbare eingliedrige Untergruppe ist mindestens
ebenso oft differenzierbar wie das Koordinatensystem und analytisch, wenn das
Koordinatensystem analytisch ist. Dies folgt aus (1).

Korollar 2. Diejenigen geoddtischen Linien, die durch den Nullpunkt gehen,
sind fiir die beiden integrablen Zusammenhinge dieselben, und zwar sind sic
eingliedrige Untergruppen. Die affinen Parameter der Geoditischen sind zu-
gleich , kanonische'* Parameter der Untergruppen (d. h. es gilt g(s+1) = g(s)g ().

§ 4. Kanonische Koordinaten

Ein Koordinatensystem fiir eine B-lokale differenzierbare Gruppe, in dem
die eingliedrigen Untergruppen durch lineare Beziehungen g¢*(t) =¢-§&
(& Richtungsvektor) gegeben sind, heilit kanonisch. Nach 3.1 entspricht um-
gekehrt in kanonischen Koordinaten jeder Kurve # - £2(£ == 0) eine eingliedrige
Untergruppe.

Die B-lokale differenzierbare Gruppe sei in einem Koordinatensystem (zf)
vorgelegt. Die eingliedrige Untergruppe mit dem Richtungsvektor % und dem
kanonischen Parameter ¢ sei g*{£;t); diese Funktion von ¢ ist fir festes &
Lasung der gewShnlichen Differentialgleichung

ogi{&;t
M S < L) &,
und es gibt also nach einem Ergebnis von KrRNER [7] positive Zahlen a, b,
so daB fiir | £ < a die Losung fiir |¢] < b definiert und ebenso oft differenzierbar
ist wie das Koordinatensystem bzw. mit diesem analytisch ist, Wegen der
aus 3.1 folgenden Gleichung

@) g (&;88) = g*(s §;9)
ist also fiir |&|| < ab die folgende Funktion definiert:
3) B () = g5 1),

fiir welche wegen (2) offenbar gilt 2(0) = 0. DaB A¢(£) in einer Umgebung
von & = 0 stetig differenzierbar ist, folgt aus den Ergebnissen von KernNer [7];
denn die Losung g(£; ) der Differentialgleichung (1) ist nach dem Parameter &
differenzierbar, weil die Differentialgleichung selbst es ist. Den Wert der Ab-
leitung im Punkte O finden wir mit Hilfe der GATEAUX-Berechnungsweise:
8A% (0 . hi . i(&;e
65(’0)_ & = lim (c£) — lim g (i ) (325( )

g~»0) £—>0

~ 80,

= L (0) & = &, also

Daher ist nach dem Umkehrungssatz (Anhang I) die Gleichung
zi = hi (%)

stetig umkehrbar, mit A(0) = 0, und die Umkehrung ist in einer Umgebung
von 0 eindeutig erklért. In den Koordinaten ¥, von denen man durch ebenso
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oft wie das Koordinatensystem x differenzierbare Koordinatentransformation
zum System z kommt, stellt jede Kurve ¢ - & eine eingliedrige Untergruppe
dar. Wir haben also den Satz:

4.1. Es gibt eine Koordinatentransformation z(x), so daff T ein kanonisches
Koordinatensystem ist, und so daff x(%) in einer Umgebung von O ebenso oft
differenzierbar ist wie das Koordinalensystem (x) bzw. mit diesem analytisch ist;

ferner gilt
8 w
srk = 0}

Als eine Folge dieses Satzes kann man leicht beweisen: In einem differen-
zierbaren Koordinatensystem ist jede eingliedrige Untergruppe differenzierbar.

Der Beweis kann durch Ubergang zu einem kanonischen Koordinaten-
system genau so gefithrt wie im endlichdimensionalen Fall bei PoxnTrIAGIN [16]
{Theorem 48, p. 190-—192) und daher hier iibergangen werden. (Im Beweis
von PONTRIAGIN ist zu diesem Zweck natiirlich |2?| durch ||#?| zu ersetzen.)

§ 5. Ditferenzierbarkeitseigenschaften von Untergruppen

Im folgenden bezeichnet, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes an-
gegeben wird, H eine abgeschlossene Untergruppe der B-lokalen differenzier-
baren Gruppe K, d. h. genauner einen Untergruppenkeim, zu dem es eine Um-
gebung V der 0 in K gibt, so daB H 7V in K abgeschlossen ist.

5.1. Wenn es eine fiir ¢ = 0 differenzierbare Kurve zt(t) c HN'V gibt, so0
dafp 2*{(0) = ,%(9 = &%, dann enthdlt H auch die eingliedrige Untergruppe
von K mit dem Tangentialvekior £*.

Beweis. Das Koordinatensystem in K sei als ein kanonisches gewihlt.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann V als durch die Koordinaten-
menge {af; |27 < 1} beschrieben angenommen werden, was nétigenfalls
durch eine Koordinatentransformation 7 - ) und Einschrinkung von V auf

eine Untermenge erreichbar ist. Mit 2?(f) sind auch die n « z%{¢) fiir n < -

i (f) t
Koordinaten von Elementen aus H~ V. Da a:@ {t) fir £ = O differenzierbar ist,

§ wt {0
L%tL)— = & treten alle s - & mit 0 g s < TEF‘ als Haufungspunkte der Menge

n-ziit); 0<t<e n< "x(t)H} auf, liegen also ebenfalls in H~ V¥, w.z.b.w.

Korollar. Wenn es in HNV eine Folge x(,) gibt mit xc,) e, und (in ka-

nonischen Koordinaten von K ) —A‘!'L &, dann enthilt HAV die eingliedrige

Untergruppe mit dem Tangentmlvektow &t (Der Beweis dafiir verliuft wie der
zub.l.)

5.2. Die Gesamtheit der Tangentialvektoren im Punkte ¢ von in e differen-
zierbaren Kurven ous HV bilden einen linearen Raum L(H), wenn H eine
beliebige (nicht notwendig abgeschlossene) Untergruppe von K ist; L{H) ist zu
einem Unterraum von B linear homoomorph. — Wenn H abgeschlossen ist,
dann ist auch L(H) abgeschlossen, und in kanonischen Koordinaten von K gilt:
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Notwendig und hinreichend dafir, dafi die eingliedrige Untergruppe von K mit
dem Richtungsvekior & zu H gehort, ist & ¢ L(H).

Beweis. Wenn z(t) den Tangentialvektor &% in ¢ = 0 hat (2(0) = e), und
y(t) (#{0) = e) in ¢t = 0 den Tangentialvektor #?, so hat x(¢) - y(£) den Tangen.-
tialvektor &+ #* in 0 und «(a - f) den Tangentialvektor o - £. Daraus folgt
wegen der Gruppeneigenschaft von H die Linearitét von L(H). Da die Tangen-
tialvektoren einen linearen Unterraum von @' bilden und @' linear homdo-
morph zu B ist, folgt die lineare Homoomorphie von L{H) mit einem linearen
Unterraum von B. Die notwendige und hinreichende Bedingung im Falle
der Abgeschlossenheit von H ergibt sich mit Hilfe von 5.1, Es gehoren also
{da wir kanonische Koordinaten von K haben) alle ¢ & fiir £ ¢ L und geniigend
Kkleine ¢ wirklich zu K, woraus wegen der Abgeschlossenheit von H disjenige
von L(H) folgt.

5.3. Wenn H abgeschlossen ist, dann ist L(H) invariant unter den inneren
Automorphismen von H.

Beweis. Wenn g¢¢ L{H), dann gibt es nach 5.2. in H eine eingliedrige
Untergruppe g¢{#) mit g(1) = g, und fiir kleine ¢ gilt g{¢) ¢ L{H). Da ag(t)a*
ebenfalls eine eingliedrige Untergruppe von H ist, wenn a ¢ H, folgt aga—1 ¢ L(H)
fiir alle @ € H, g € L, was behauptet wurde?).

5.4. Es sei H eine abgeschlossene, zusammenhingende Untergruppe von K.
Dann ist notwendig und kinreichend dafiir, daff H eine B'-lokale differenzierbare,
differenzierbar eingebettete Untergruppe von K ist, dap fiir x ¢ H N\ 'V gilt « ¢L(H).
H ist in diesem Falle ebenso oft differenzierbar wie K bzw. mit K analytisch.

Beweis. Wenn H eine differenzierbare, differenzierbar eingebettete Unter-
gruppe von K (in kanon. Koordinaten) ist, dann ist die Bedingung jedenfalls
erfillt.

Es bleibt zu beweisen, dafl die Bedingung hinreichend ist. Wir wissen:
In den kanonischen Koordinaten von K gilt, daf die Koordinaten x* von
Elementen aus H mit |#!] <1 genau den Durchschnitt des linearen abge-
schlossenen Unterraums L(H) von ! mit der Einheitskugel V bilden. B’ sei
der zu L(H) linear hombomorphe abstrakte Banach-Raum, Elemente u*: kfx
sei die definierende Abbildung von B’ auf L(H) (isometrisch, linear), K¢ ihre
Umkehrung. Dann ist nach den einfachsten Sitzen iiber die Frficaersche
Ableitung die Produktfunktion der Untergruppe H:

12 (ux, v%) = Kf fi (k7 ux; B v%)

ebenso oft differenzierbar wie f*(x; y) bzw. mit dieser Funktion analytisch?).

5.5. Es sei H eine lokalkompakte Unlergruppe von K. Dann ist die mit
der Identitiit e zusammenhingende Komponente von H eine B'-lokale differenzier-
bare Gruppe baw. mit K eine analytische B'-lokale Gruppe. Die Einbeftung ist
differenzierbar bziw. analytisch.

3) In einer nachfolgenden Arbeit wird gezeigt werden, daB L(H) Koordinaten eines
Normalteilers von H sind. Daraus folgt sofort: Jede einfache abgeschlossene Unter-
gruppe, welche eine in 0 differenzierbare Kurve enthalt, ist eine differenzierbare Gruppe-

4) In der Terminologie von Lix besagt dieser Satz: Eine Untergruppe ist genau dann
differenzierbar, wenn sie von infinitesimalen Transformationen erzeugt wird.
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Beweis®), Es sei L(H) wie bisher definiert, wobei K wieder in kanonischen
Koordinaten angenommen sei. Wegen 5.4 geniigt es zu zeigen, daBl L(H)
eine volle Koordinatenumgebung der 0 in H enthélt. Wir werden zeigen:
Wenn L(H) nicht eine volle Koordinatenumgebung der 0 in H enthielte,
dann gébe es eine Folge x(,)¢ H mit

(1
1) e T(y)—>e; ﬂ%%-** i fir ein € K, af, € L/,
L’ ein abgeschlossener linearer Unterraum von B mit L'NL{H) =0,
LH)ye L'= B.

Wenn wir (A) als bewiesen annehmen, dann gilt wegen der Abgeschlossen-
heit von H x ¢ H und wegen der Limesbedingung und dem Korollar zu 5.1:
i-afc H furt < 1. Also ist ein Widerspruch zur Annahme erhalten, daB L(H)
alle eingliedrigen Untergruppen von H enthielte, denn at| =1, ¢+ 2f¢ L'
Damit wire der Beweis von 5.5 beendet.

Es bleibt also die Existenz einer Folge x(,) mit (A) zu beweisen, unter der
Annahme, dall L(H) nicht eine volle Umgebung der 0 in H enthielte. Dann
gibt es eine Nullfolge y(,y¢ H, y(,) € L(H). L(H) ist wegen der Lokalkompalt-
heit jedenfalls endlichdimensional (Anhang IT, 2), die Dimensionszahl sei n.
Dann gibt es nach Anhang II, 1 Vektoren bf,¢ L(H) (k =1, ..., n) von der
Norm 1 und » in B definierte stetige lineare Funktionale ¢¥), ebenfalls von der
Norm 1, mit

BB, = 8¢y fiir § = k.
Der Raum
L'={x¢B; Pai=0,k=1,...,n}

hat mit L{H) nur den Nullvektor gemeinsam, und L (H), L’ spannen zusammen
den ganzen Raum B auf; die Abgeschlossenheit von I’ folgt aus der Stetigkeit
der Funktionale ¢. Das Gleichungssystem

(B) P fi(y=2;b) = 0 mib bF =ty by + - o+ b B,

hat fiir y = e die eindeutig bestimmte Losung t)= + * + = {(,)= 0. Fiir y =,
tgy= 0 fiir alle k& ist die Funktionalmatrix der linken Seite von (B) gleich a( ;)
= ¢®bf;,, die Funktionaldeterminante also gleich 1. Nach dem Hauptsatz
itber implizite Funktionen [5] existiert also in einer Umgebung von gi= 0
sicher eine stetige Funktion bf(y) mit b*(0) = 0, welche (B) 18st; wegen (B)
ist daher fiir solche y y~1b(y) ¢ H, und der Koordinatenvektor fi(y=1; b(y))
von y~1b(y) legt in L’. Von einem gewissen Index N ab liegen die y(,) in der
Umgebung, in der b(y) definiert ist; wir setzen

x{in)= fe (y(;;}l} 3 b(Yw)-

Es gilt 2, ¢ H, x("meL', limx(,y= e, aulerdem x(,)= ¢; wire niimlich z(,)=e,
so hitte man e = yi! b(y(n), also y(,) € L entgegen der Annahme. Wegen der
%) Die Spezislisierung des Beweises auf endliche Keime K diirfte etwas kiirzer aus-

fallen als der Beweis in [18]; dabei kann das ScaMipTsche Orthogonalisierungsverfahren
angewandt werden.
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Lokalkompaktheit gibt es eine Teilfolge, deren zugehdrige Einheitsvektoren
konvergieren, und diese Teilfolge erfillt die Bedingung (A). Damit ist der
Beweis von 5.5 beendet.

Die Frage, ob auch alle nicht lokalkompakten abgeschlossenen {zusammen-
hingenden) Untergruppen wieder B’-lokale differenzierbare Gruppen sind,
kann hier in dieser Allgemeinheit nicht beantwortet werden [vgl. aber FuB-
note 3)]. — Es gilt aber

5.6. Das Zentrum Z einer B-lokalen differenzierbaren (analytischen)
Gruppe K ist eine B'-lokale differenzierbare (analytische) Gruppe; die Ein-
bettung ist differenzierbar (analytisch). (B’ ist linearer Unterraum von B.)

Beweis. Wenn g ¢ Z, dann enthidlt Z auch die ganze eingliedrige Unter-
gruppe g {t) mit g(1) = g; denn fir jedes a ¢ K ist a=1g(t) @ = h(t) wiederum
eine eingliedrige Untergruppe, fiir die wegen g (1) € Z gilt A(1) = g(1). Nach
dem Eindeutigkeitssatz 8.1 folgt dann A(t) = ¢(t), also g () ¢ Z. Aus 5.4 folgt
dann die Behauptung, da Z abgeschlossen ist, wie man leicht verifiziert.

§ 6. Anwendungen auf Banach-Algebren und Gruppen linearer Transformationen
in Banach-Riumen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, daB sich die bisherigen Betrach-
tungen auf die Gruppe einer Banach-Algebra mit Einselement anwenden
lassen. Diese Gruppe ist definiert als die Menge derjenigen Elemente einer
Banach-Algebra, welche ein Inverses bei der Multiplikation besitzen; zu dieser
Gruppe gehort stets eine volle Umgebung des Einselementes I der Banach-
Algebra (vgl. dazu etwa [6]; wir betrachten hier reelle Banach-Algebren, fiir
die die entsprechenden Si{ze gelten).

6.1. Die Gruppe einer reellen Banach-Algebra mit Einselement ist eine ana-
lytische B-Gruppe (B ist der Banach-Rawm der Algebra).

Beweis. Als Koordinatenvektor z! des Elementes z der Gruppe wihlen
wir xf= I — z (I bezeichnet das Einselement). Die Produktfunktion f¢(z;y)
= (zy)i=1—xy= 2'+ y'— x*y’ ist eine analytische Funktion der Koordi-
natenvektoren 2f,4?, das Einselement hat den Koordinatenvektor 0, und da
eine Umgebung von I in B zur Gruppe gehort, ist die Gruppe eine B-lokale
analytische Gruppe.

Aus den Ergebnissen von § 8 und 6.1 folgt nun sofort:

6.2. Die Untergruppe H der Gruppe einer Banach-Algebra ist eine B'-lokale
analytische Gruppe jedenfalls dann, wenn

a) H lokalkompalkt ist (donn ist H eine endliche Liu-Gruppe ), oder

b) H das Zentrum der Gruppe der Banach-Algebra ist, oder wenn

¢) es eine Umgebung U von e gibt, so daf mit uw € H N\ U auch eine eingliedrige
Untergruppe u(t) mit w (1) = w zu H gehort.

Korollar: 6.2 gilt fiir die Gruppe der linearen Transformationen eines Ba-
nach-Raumes.

6.2. a) ist (fiir komplexe Banach-Algebren) von K. Yosipa [19] auf einem
ganz anderen Wege, nimlich durch Ubertragung der Methode von J. v. NEU-
MAXNN [15], bewiesen worden.
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Anhang 1. Hilfsmittel aus der Differentialrechnung in
Banachschen Rédumen und der Tensorrechnung

Es sel B ein Banacuscher Raum. Seine Elemente bezeichnen wir im all-
gemeinen durch kleine lateinische obere Indizes, welche nicht zur Unter-
scheidung der Elemente (als ,,Nummern‘‘) aufzufassen sind; #* bezeichnet nur
die Zugehorigkeit von z zum Raume B (Abkiirzung fiir z € B). Wenn in
einem Beweisgang mehrere verschiedene Réume auftreten, werden zur Indi-
zierung verschiedene Alphabete bentitzt.

Die Elemente des adjungierten Raumes B; tragen untere Indizes aus dem
gleichen Alphabet: u; bezeichnet also ein stetiges lineares Funktional tber
B, u;a* die Anwendung dieses Funktionals auf z? (bezeichnet also eine Zahi),
u, &%= xFu; dagegen eine lineare Abbildung von B auf sich. Als Adhere ad-
jungierte Riume B} (m = 0, n = 0, ganz) bezeichnen wir die Banach-Réaume
aus den stetigen Multilinearformen in n Argumenten aus B und m Argumenten
aus B;, welche noch der zusiitzlichen Bedingung geniigen, daB jeder Ausdruck
mit nur einem freien oberen Index ein Element von Bist. (So ist ¢f;a*yi ¢ B.)¢)
Wir schreiben fiir Bj auch B, (n = 1), fir Bj auch B™(m = 1); B] ist der
zugrunde liegende Korper, in unserem Falle also der der reellen Zahlen. —
Allgemeiner steht fiir eine lineare stetige Abbildung eines Banach-Raumes
B (Elemente z?) in einen anderen C (Elemente y*) das Symbol 7, usw. Zahlen
tragen keine freien Indizes; Nummern werden eingeklammert. Die Kon-
vention geht im endlichdimensionalen Spezialfall in die ErnsTriNsche Summa-
tionskonvention iiber.

Eine Abbildung y*= t*(2*) von B in C heilt differenzierbar (im Sinne von
FrEcuzrr [3]) in 2%, wenn

Fe(a® + da*) — Fo («%) = L (2%) da? + o*(d 2%)

fur alle 2% 4 d «* aus einer Umgebung von 2% ; 0% (d 2*) bezeichnet eine Funktion
mit
&
lim et @Al 0.

04 fdz—0 197

Der dann eindeutig bestimmte Operator L?(x) wird als FrEcmersche Ab-
leitung von F« an der Stelle #* bezeichnet; wir schreiben

L2 (a¥) = OF(z)

Fir zusammengesetzte Funktionen ¢%(x)= @(F*(z*)) gilt die Kelten-
regel von FrécHET [3]:
Oypt(a)  8De(F(x) 6Fx(z)

dak T oFx dak

Der Tavrorsche Satz gilt in der folgenden Form [9]. (Ein &hnlicher Satz,
hergeleitet mit Hilfe des Integralbegriffs, findet sich in [4]:)

%) Fiir die genauere Ausfithrung muBl auf {8] verwiesen werden.
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Die Funktion Fe(xt) besitze tn einer Umgebung U von at stetige Ableitungen bis
zur (n+1) ten Ordnung. Dtmn gtlt

)
Fa(a+ dad) = F= P dw &
1 (5’1‘1“{:«‘3) 1 dnFe(xd) . .
+'2T“5£;I s dafidat + ... BT "‘Sﬁadxh .. dain 4 oX{dx) deﬁ”’l

firalledemit (x +¢t-dx) e U (0 <t < 1)

Es sind mehrere Definitionen fiir die Analyzitidt einer Funktion moglich,
welche simtlich so beschaffen sind, daB Polynome und endlichdimensionale
analytische Funktionen analytisch sind. Wir verwenden hier die folgende
Definition:

Wenn F*(zt) in der offenen Menge U unendlich oft differenzierbar ist, so
heifit F= analytisch in U, wenn die Tavr.orsche Reihe fiir jedes x, dx mit x ¢ U,
x + dz € U in der Normiopologie gegen F*(x + dx) konvergiert.

Fiir gewdhnliche Differentialgleichungen

28 piaksn

gilt der Existenz- und Eindeutigkeztssatz von KERNER [7] (dazu auch Hirre [6],
8. 95): Wenn f nach beiden Argumenten stetig differenzierbar ist (LipscHITZ-
Bedingungen wiirden ausreicken ), dann gibt es eine und in einer Umgebung der
Anfangsbedingungen genau eine Losung ¢ (t) mit x(0) = 2%,

Wegen weiterer hier benstigter Eigenschaften des Frfomrrschen Diffe-
rentials sei auf [8] verwiesen®?).

Anhang II. Ein Orthogenalisierungsverfahren fiir Banach-Riunme

Das folgende Verfahren, welches auch unabhiingig von der vorliegenden
Arbeit verwendbar ist, gibt die Begriindung fiir eine im Beweis zu Satz 5.5
benotigte Hilfsbetrachtung :

.1, Es ses xfn) (n=1,2,...) eine hichstens abzihlbare Folge von linear
unabhdngigen Einheitsvektoren aus einem Banach-Raoum B ; dann gibt es eine Folge
Yinye Bvongleicher Miichtigkeit und eine Folge y™¢ B, mit folgenden Eigenschaften:

) Tl = 19471 = 1.

b) Yl ist linear abhiingig von den x(k} (k < n), aber nicht von den x(k) (k< =n),

) Y™ imy= 1 fiir n = m; yPyl,,= 0 fiir m > n,

d) Es ist |yomy— Lim)| = 1, wobei Ly,) die Abschliefung des von den
?/(in) (n > m) aufgespannten linearen Unterraumes von B ist; also gilt speziell
[ 9tmy— Yl 2 1 fiir m == n.

Beweis. Wenn die Folge x(,) leer ist, dann ist nichts zu beweisen. Es sei
also x(;) vorhanden; dann setze man yf;,= af, und wihle 31 als ein nach dem
Satze von Haux-BaNacH?) zu yf;) bestimmtes Funktional. — Wir schlieBen
nun weiter durch vollstindige Induktion. Fiir m < n sei bewiesen:

YPyfy= 0 fiir k < m < m mit [yP] =1 (k < n), [gn] =1 (m =< 2),

63) Die Grundtatsachen der Differentialrechnung in normierten Réumen sind jetzt
in Lehrbuchform zugénglich: L. A. LsvsterNik w. W. I. Sosorew: Elemente der Funk-
tionalanalysis, Berlin 1955, Kap. VL

7y Dieser Satz besagt: Zu a* mit [|af] = 1 existiert a; mit (2] = 1, so daB z;ai= 1.
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4P yé, = 1 (k < n). Dies ist die Induktionsvoraussetzung. Dann wihlen wir
21 iy ein nach dem Satze von Haun-Bawacm bestimmtes Funktional y{™.
Zur Bestimmung von y{, 1, suchen wir zuniichst einen Vektor «* mit

= amy Yyt 0+ U Y+ By Bnt
und
0= yVai= aq + Cne 1) Y i1

0= y?) xt= 0‘(1)?/?)1’1+ A(3) + “(n+1)?/§:2) Tint1y

0 =yMat=am Y+ - + )+ Uni ) Y Tn i1y

Dieses Gleichungssystem besitzt eine nicht-triviale Losung (a(yy), da die
Determinante der Koeffizienten von (&), . . -, a(,)) gleich 1 ist. Offenbar kann
fiir eine nichttriviale Losung nicht gelten a,, ) = 0, weil daraus folgen wiirde
0 = agy)= "+ = a(,). Ein nichtverschwindender Losungsvektor 2 ist also von
Y1ys - -+ Yimy linear unabhingig, aber linear abhéingig von ufy,, . . ., Yiny Tins1)-
Das gleiche gilt dann auch fir _

. Xt
Yot 1)~ ][
Damit sind a), b}, ¢) bewiesen,
Es bleibt d) zu zeigen; dies folgt aber aus

| 9my— 1 2 1™ (omy— ) = 1

fir 4 € Lim?).

Als einfache Anwendung folgt der Satz von F. Riesz, den wir in der vor-
liegenden Arbeit mehrfach verwendet haben:

. 2. Ein normierter Raum ist dann und nur dann lokalkompakt?®), wenn der
Raum endlichdimensional ist.

Beweis. Wire B niamlich unendlichdimensional, so giibe es eine unend-
liche linear unabhingige Teilfolge, deren zugehérige orthogonalisierte Folge
Yimy Wegen | yim— yiwl = 1 (m = n) keine konvergente Teilfolge enthilt.
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