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Einleitung 

I s t  ~2 eine k o m m u t a t i v e  quadrat ische  Erwei te rung  des k o m m u t a t i v e n  
KSrpers  ~1, so lgBt sich in bekann te r  Weise eine Kre isgeometr ie  - -  zit iert  
du tch  (~1, ~2) - -  definierenl)z) .  I n  der  vorl iegenden Arbei t  werden nun  
Orthogona | i t~tse igenschaf ten in solchen Geometr ien  (~1, ~ )  untersucht .  Die 
bemerkenswer tes ten  Ergebnisse sind 

1. Dann und nut  dann besitzt (~1, ~ )  eine Orthogonalit4"$srelation zwischen 
Kreisen in der Sti~rke 

O I  Au8 a ± b/olgt b £ a. 

0 I I  Auz a £ b ]olgt taf~b] = 2 3). 

O I I I  Zu P E Ic, Q 4: P gibt es genau einen Krei, k' ) P, Q mit k ± k'. 

O I V  Sind a, b $ich berilhrende Kreise, ist k ein weiterer Kreis mit k 2_ a, b 
so gilt ]c ~ a ~ b. 

O V Sind zwei verschiedene Kreiae gleichzeitig zu zwei ]remden Kreisen ortho. 
gonal, dann schneiden sie sich, 

wenn ~x eine nichttriviale Halbordnung (SPERNER [t3] ,  S. 7) geatatte$ dergestalt, 
daft #des nlchtnegative Element yon ~i  Quadrat in ~ i  is$ 4). 

2. Dann und nut  dann besitzt (~1, ~ )  eine Orthogonalitdtsrelation in der 
SttSrIce O I - - O  V und 

O V I  8ind P, Q, R drei belieb~ge verschizdene Punlae, dann gibt es dutch R,  
genau einen Kreis, der zu allen Kreisen dutch P, Q orthogonal ist, 

1) Vgt. Ho~F~tl( [9], VA~ lml~ WAERDm¢, Smm [15] oder § 2 der vorliegenden Arbeit. 
Die in den genannten Arbeiten gegebenen Definitionen sind aquivalent, gehen abet jeweils 
yon anderen Begriffen aus. 

~) Die Punkte yon (~1, ~j) werden im folgenden mit groBen lateinischen Buchstaben 
bezeiohnet, die Kreise mit den Buchstaben a, a', . . . .  I. Die Element, run ~t  werden im 
allgemeinen mit m, m', . . . .  z bezeiohnet. 

8) lint Eq eine Menge, so wird mit IT/l] ihre M~chtigkeit bezeichnet. 
~) Letzteres bedeutet genau, dal~ die multiplikative Oruppe yon ~1 nach der Unter- 

gruppe der Quadrate in zwei Klassen zeffMlt. 
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wenn ~1 eine Anordnung gestattet dergestalt, daft lades nichtnegative Element 
yon ~i  Quadrat in ~1 isis) • 

Gem~B der Feststellung (Satz 5, § 2), dab (~1, ~ )  dana und nut  dann 
(F)-Ebene 6) ist, wenn ~ separable quadratische Erweiterung yon ~1 ist, hat  
man mit einem in [3] (Satz 2) abgeleiteten Ergebnis: Kreisgeometrien (~1, ~ ) ,  
in denen ~2 separable quadratische Erweiterung yon ~1 ist, gestatten h6chstens 
eine Orthogonalit~tsrelation in der St~rke O I - - O I I I .  -- Bezeichnet g (~1, ~2) 
die Zahl der verschiedenen Orthogonalit~tsrelationen in der St~rke 0 I - - 0  I I I  
der Kreisgeometrie (~1, ~ ) ,  so hat man genauer (§ 2) 

a) Ist  ~ separable quadratische Erweiterung yon ~1 und ist Charakte- 
ristik (~1) + 2, SO gilt Z (~1, ~ )  = 1. 

b) Ist  ~2 separable quadratische Erweiterung von ~i  trod ist Charakte- 
ristik (~1) = 2, so gilt g (~1, N~) = 0. 

e) Ist  Y~ inseparable quadratische Erweiterung yon Y~I, so gilt 

Besitzt (~1, ~ )  eine Orthogonalit~tsrelation in der St~rke O I - - O I I I ,  so 
kSnnen immer noeh die F~lle a), c) auftreten. Nach Satz 9, § 3 hat  man dann 
und nut  dann den Fall a), wenn in (~1, ~ )  zus~tz]ich OIV erffillt ist. -- 
SchlieBlieh gilt Satz 13, § 3: Dann und nut  dann besitzt (~1, ~ ) ,  wo Cha- 
rakteristik (~)=V 2 ist, eine Orthogonalit~tsrelation mit den Eigenschaften 
OI - -OIV,  OVI, wenn zu jedem Element aus ~ die Norm Quadrat in ~ ist. 

Methodiseh erwies sieh in den §§ 2, 3 der Doppelverh~ttniskalktil als 
schlagkr~ftig; die Anregung, ihn zentral zu benutzen, verdanke ich Herrn 
Prof. R. FuI~CH. 

In § 4 werden vermSge stereographischer Projektion die ebenen Schnitte 
einer konvexen Quadrik in eine Ebene auf ein System yon Kreisen -- be- 
schrieben durch quadratische Formen mit festem quadratischem Anfangsstiick 
(vgl. v ~  D~R W~RDE~, SM~D [15]) -- abgebildet. Mit Hilfe dieser Ab- 
bildung und einiger S~tze des Vorangehenden haben wit Satz 15, in dem unter 
anderem gezeigt ~ r d  1., dab die yon EWXLD in [5] erhaltenen (nach einer 
Bemerkung yon BARNER und L~l~z --  vgl. aueh FuBnote a~) __ notwendig 
kommutativen) KoordinatenkSrper genau die euklidischen KSrper sind, d. h. 
genau die angeordneten KSrper, in denen jedes niehtnegative Element ~uadra t  
ist~), 2. dab in den yon EWALD axiomatiseh begrfindeten Kreisgeometrien der 
voile Satz yon M~QUEL (Axiom VI in [15]) erftillt ist. 

Die Anregung zu diesen Untersuchungen verdanke ich einer Korrespondenz 
mit Herrn Prof. F. B~CH~A~. 

~) Eine axiomatische Begriindung gewisser Kreisgeometrien, beruhend auf Inzidenz- 
(hier nimmt der Biischelsatz eine besondere Stellung ein) und Orthogonalitatseigenschaften, 
hat EW~LD [5] gegeben. Die dort zugrunde gelegten Orthogonalitatseigenschaften sind 
die hier benutzten O I--O VI; ein Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuehungen war 
n~mlieh die Frage, wie die KoordinatenkSrper zu kennzeichnen sind, auf die EW~I,D im 
Verl~uf seiner axioma~ischen Untersuehungen [5] gekommen ist. 

~) Vgl. § I. 
~) Diese KSrper stellten sich auch als geeignetes Fundament der Kugelgeometrie 

heraus. Vgl. HO~F~A~ [8]. 
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§ 1. M6biusebenen 

U n t e r  einer Kreisebene vers tehen  wir  eine a b s t r a k t e  Menge q3 = {A, B, C . . . .  } 
yon  Punkten A, B, C . . . . .  in der  gewisse Tei lmengen a, b, c . . . .  - -  genann t  
Kreise --  ausgezeichnet  sind. Zwei Kreise  a, b hei0ert gleich bzw. verschieden, 
wenn die Te i lmengen a, b mengentheore t i sch  gleich bzw. versch ieden  sind.  
Die Kre ise  a, b heiBen zue inander  /remd, wenn a ~ b - -  0 ist .  Der  Kre i s  a 
schneidet den  Kre i s  b, wenn a ~ b ~= 0 ist.  Der  Kre i s  a beri~hrt den  Kre i s  b 
in P ,  wenn a u n d  b verschiedene Kre ise  s ind  u n d  P der  einzige gemeinsame 
P u n k t  yon  a, b ist .  ~Tir schre iben d a n n  auch  a f~ b = P s t a r t  a ,~ b = {P} 
u n d  sprechen in d iesem Fa l le  geradezu  yon  dem P u n k t  a ~ b. 

S t a r t  P ~ a sagen wir  auch  wahlweise der Kreis a geht dutch den Punld  P,  
der Kreis a enth~It den Punk t  P,  der Punk t  P liegt au] dera Kreis a usw. - -  Die  
P u n k t m e n g e  P ,  Q, R . . . .  h e i s t  konzyklisch, wenn sie insgesamt  e inem Kre ise  k 
angeh6r t .  

U n t e r  einer M6biusebene (vgt. [3]) ve rs tehen  wir eine Kre i sebene  mi t  den  
E igenschaf ten  

(MI) Dutch drei verschiedene Punkte  geht mindestens ein Kreis. S ind a, b, c 
verschiedene Kreise mit [a ~ b ~ c I ~ 2, so gilt a r~ b = 5 ,% c = .c ~ a. 

(MII )  Beri~hrsatz: Zu  P ~ k, Q ~ k gibt es genau einen Kreis k' ~ P, Q mit  
k ~ k ' =  P.  

( M I I I )  Jeder Kreis besitzt mindestens einen Punkt .  Es gibt vier verschiedene 
Punkte,  die nicht gemeinsam au] einem Kreise liegen. 

I n  einer MSbiusebene bes i tz t  jeder  Kre i s  mindes tens  dre i  verschiedene 
P u n k t e  (vgl. [3], (1)). Die MSbiusebene mi t  der  ger ings ten  P u n k t e a n z a h l  be- 
s teh t  aus genau f i inf  P u n k t e n  u n d  zehn Kre i sen  (vgl. VAN DER WAERDEN, 
SMID [15]). I n  ihr  gil t  aui~erdem die E igenschaf t  (MI ' ) :  Durch drei verschie- 
dene Punkte  geht ein und nur ein Kreiss). 

Vorgelegt  sei eine MSbiusebene 2:. Wi r  wollen sagen (vgl. [3]), 2: gestatte 
eine Or thogona l i t a t s re l a t ion ,  wenn  den  Kre i sen  von 2: eine Beziehung a ± b 
aufgeprag t  werden  ka rm mi t  den  Eigenschaf ten  O I,  O I I I  und  O I I *  : 1st a ± b, 
so schneiden sich a und b in einer F5hrte9). 

Urtter  e iner  (F ) -Ebene  vers tehen  wir  (vgl. [3]) eine MSbiusebene,  in der  
zusatz l ich  gi l t :  Beri~hrt ein Kreis l~ einzeln drei verschiedene Kreise a, a', a"  
eines Beri~hrbiizchels (vgl. [3]), so geh6ren die Punkte  k /~  a, k ,~ a', k ~ a"  ge- 
meinsam mindestens einer F~hrte an1°). 

s) Es gibt M5biusebenen, in denen (MI') nicht erfiillt ist (vgl. [3]). 
~) Vgh [3]. Ftir den Fall, daI3 Z' zus~tzlich der Eigenschaft (MI') geniigt, gewinnt 

OII* die Form O I I :  

Ist  a ~ b, so schneiden sich a und b in genau zwei verschiedenen Punkten. 

(Was in [3] OI I  genannt wurde, nennen wir hier OII*. OI I  benutzen wir also fiir 
einen - -  h~tufig zu zitierenden - -  spezielleren Sachverhalt als OII*.) 

~0) Gilt in X auch (MI'), so gewinnt die angeschriebene Bedingung die Form: Beriihrt 
ein Kreis einzeln drei verschiedene Kreise eines Beriihrbiischels, so geh6rt er zu diesem 
Beriihrbtischel. 

26* 
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In  [3] wurde der folgende Satz gezeigtll). 

Satz 1. Eine (F).Ebene Z, gestattet h6chsten~ eine Orthogonalit~tsrelation mit 
den Eigenschaflen OI, OH*,  OII I .  

Als Korollar hierzu hat  man 1~) 

Satz l ' .Die  Kre~sverwandtschaften einer (F)-Ebene 2:, die eine Ortho- 
gonalit~it~relation gestattet, sind orthogonaltreu. 

Neben diesen beiden Satzen benStigen wir im Vorliegenden noch den 
Satz 2. Es sei X eine M6biusebene, die eine OrthogonalitdtsreIation gestattet. 

Dann slnd die Aussagen 0 IV und 

(*) 2: ist (F)-gbene 
t~uivalentlS). 

Beweis: Sei 2: eine MSbiusebene, in der eine Orthogonalitatsrelation mit 
den Eigenschaften OI, OII*, OIII ,  OIV vorhanden ist. Angenommen nun, 
'es gabe drei verschiedene Kreise a, b 1, b 2 eines Beriihrbfischels (Grundpunkt P) 
und einen weiteren Kreis/¢, der a, bl, b~ bzw. in A, B 1, B 2 beriihrte, obwohl 
A, B 1, B 2 nicht gemeinsam einer Fahrte  angeh~rten. Dann sind sicherlich 
die Punkte A, B1, B~, P paarweise verschieden und A ~ (B1B~)14). Der durch 
(PBi0), i0~ {1, 2}, gehende~5), zu a orthogonale Kreis di0 ware dann auch 
zu b~° orthogona116), da d~0± a und a~b~°= P E d~°. Genauso w~re k _l_ di°, 
da d~° ± bi° und b~° ~/c  = Bi°E di°. Aus di° ± a, k folgte dann nach O IV 
A ~ di°, was dl= d ~  d nach O I I I  bedeutete. Damit w~re d der eindeutig 
bestimmte Kreis 1~) durch A, (B1B~); es ware also d = k. Dann miiBte aber 
k = d ± k, d .h .  k ± k sein; nach OII* w~re demnach k eine F~hrte, was 
A ~ (B~ B~) ergabe. 2: ist also (F).Ebene. 

Sei umgekehrt  2: eine (F)-Ebene, in der eine Orthogonalitatsrelation mit 
den Eigenschaften OI,  OII*,  O I I I  vorhanden ist. Es seien a, b zwei sich in 
einem Punkt  P berfihrende Kreise und es sei/¢ ein Kreis mit k ± a, b. Ange- 
nommen nun, es w~re P ~ k. Bezeichnen A einen Punkt  der Fahrte  a ~ k 
und B, B' zwei verschiedene Punkte  der Fahrte  b ~ k, so berfihrt der Kreis 
d durch .4, B, der a in A beriih1% auch b in B:  Es ist n~mlich d _L k; w~re 
also d ~ b eine Fahrte,  so gingen durch sie zwei verschiedene zu k orthogonale 
Kreise, namlich d, b, was Satz (7) in [3] widersprich~. Genauso berfihrt der 
durch ,4, B'  gehende Kreis d', der a in A b e r ~ r t ,  b in B'. Damit beriihrte b 
einzeln drei verschiedene Kreise (n~mlich a, d, d') eines Berfib_rbfischels, 
Grundpunkt ,4, und es ware --  da eine (F)-Ebene vorliegt -- P ~ (B, B') C k. 
Widerspruch zur Annahme P ~ k. Damit gilt in 2: OIV. 

n) In [3] war dies Satz 2. 
1~) In [3] war dies Satz 3. 
~) Ygl. betr. Satz 2 auch [6], S. 467, c) und S. 468, Axiom 2* c*). 
~) Wie in [3] bezeichnen wir die F~hrte (lurch die verschiedenen Punk~e Q, Q' mit 

(Q, Q'). 
~) Vgl. [3], Satz (7). 
x~) Vgl. [3], Satz (8). 
17) Vgl. [3], Satz (4a). 
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Es gilt welter 
Satz 3. Es sei 22 eine ~l~Jbiusebene, die eine Orthogonalitgtsrelation gestattet. 

Gilt dann in 27 zus~zlich die weitere Orthoyonalit~itseigenscha/t 

OVI* Sind P, Q, R drei beliebige verschiedene Punkte, dann gibt ~ dutch R 
mindeztens einen Kreis, der zu allen Kreisen durch P, Q orthogonal ist, 

so gilt in 27 (MI'). 
Beweis: Angenommen, es g~be eine F~hrte ~ in 22, die mindestens drei 

verschiedene Punkte  P, Q, R enthielte. Dann sei w ein naeh OVI* vor- 
handener Kreis dutch R, der zu allen Kreisen durch P,  Q orthogonal ist. 
Durch die F~hrte ~ gibt es mindestens zwei versehiedene Kreise a, b: Naeh 
(MI) hat  man durch P,  Q, R mindestens einen Kreis. Naeh (MIII) kSnnen 
nicht alle Punkte yon 27 auf einem einzigen solchen Kreis a liegen; ist also 
T ¢ a, so gibt es dureh P, Q, T nach (MI} einen Kreis b. - -  Wegen R E ~ ist 
R E a, b. Nun g~be es durch ~ mindestens zwei versehiedene Kreise, n~mlieh 
a, b, die zu w orthogonal w~ren. Dies widersprieht Satz (7) in [3], da ~ ~ w  =~ 0 
ist. 

SehlieBlich benStigen wir noch eine FeststeUung yon H. TERASAKA~a), die 
wir in Verbindung mit Satz 3 so abfassen kSnnen 

Satz 3'. _?st 22 eine MSbiusebene, in der elne Orthogonalitdtsrelation mlt den 
Eigenscha/ten OI, OII*,  OIII ,  OIV, OVI* vorhanden ist, so gilt auch O VI. 

§ 2. 0rthogonalitiitsrelationen 
in Kreisebenen fiber quadratisch erweiterbaren K~rpern 

Im folgenden wenden wir uns einer speziellen Kiasse yon Kreisebenen zu. 
Es handelt sich genau um die Klasse der yon VAN D•R WAERDEN, SMID in [15] 
axiomatisch begriindeten Geometrien. In  diesen Geometrien ist stets (MI'): 
Dutch drei verschiedene Punkte geht ein und nut  ein Kreis erffillt. 

Es sei ~ eine kommutat ive quadratisehe Erweiterung des KSrpers 
~1 = (m, n . . . . .  r, s . . . .  }. Die Elemente yon ~ und ein weiteres c~ bitden die 
Ausgangsmenge ~ (vgl. § 1). Je vier verschiedenen Punkten A, B, C, D wird 
ein Doppelverhi~ltnis zugeordnet: 

(1) -- B -- C A -- D " Dabei sollen im Falle oo E {A, B, C, D} 

die Differenzen, die nach (1) formal co enthielten, dureh 1 ersetzt werden, 
also z. B. gesehrieben werden 

B - - 6 ' '  

Aueh genau drei versehiedenen Ihankten A, B, C, D wird ein Doppelverh~,ltnis 
zugeordnet, und zwar sei genau dann 

I A ~ l = b z w .  l,oo, 0, wenn in der Matrix (A B) 

bzw. eine Zeile, SpaRe, Diagonale gleiche Elemente enth~lt. 

18) Vgl. EWALD [7]. 
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Die Menge der  Kreise  fiber ¢D wird dann  wie folgt erkli~rt: Unte r  dem Kreis  
(A BC) durch die drei versehiedenen P u n k t e  A, B, C werden alle P u n k t e  X 

versganden mig X E f~ .  R~ sei dabei  Ri v {~}. 

Diese Kre isebenen - -  wit  bezeiehnen sie abkfirzend mi t  (~1, ~.~) - -  sind 
MSbiusebenen, in denen der volle Sagz yon  MIQUEL (Axiom V1 in [15]) gilt19). 

Sind A, B, C versehiedene Punkge,  ebenfalls A' ,  B' ,  C', so stellt  P-~- P ' ,  wo 
B" 

[Ap B I =  [¢: C'I ist, eine doppelverhi~ltnistreue Abbi ldung yon ~ auf  sieh 

dar,  die Kreise in Kreise fiberfiihrt2°). Die Gruppe  der doppelverh~l tn is t reuen 
Kreisverwandtsehafgen ist also dreifaeh gransit iv fiber e~. Mit Hflfe einer 
doppeNerhi~ltnistreuen Kre i sve rwandtsehaf t  P ~  ~ ,  A - ~  0, A' -+ i ergeben 
sieh unmi t t e lba r  die S~tze 4, 4' .  

Satz 4. Es seien a, b verschiedene Kreise, und es sei P ein a~[ beiden Kreisen 
qelegener Punkt. Dann sind die/olgenden A ussagen gquivalent : 

a) a ~ b =  P 
b) Fi~r ]e zwei verschiedene Punkte A,  A'  ~ a - {p}21) und /iir je zwei ver- 

schiedene Punkte B, B' ~ b - (P} gilt 

e) Es gibt zwei verschiedene Punkte A,  A'  C a - {P} und zwei verschiedene 

Satz 4' .  Ist P C a, Q ¢ a, so besteht der Beri~hrkreis b durch P, Q an a neben P 

aus allen Pun]cten X mit [ P  A I _ [ Q  A]  C ~ ,  wo A, A'  untereinander und 

yon P verschiedene --  hingegen sonst beliebige -- Punkte au/ a sind: 

Dami t  k o m m e n  wir zu dem --  bereits  in der Einlei tung a n g e k f i n d i g t e n -  

~9) In [9] gibt HOFFMA~ einen eleganten gruppentheoretischen Beweis des Miquel- 
schen Satzes und auch des yon Staudtschen Theorems. - -  Einen auBerst einfachen Beweis 
des Satzes yon MIQUEL finder man bei PEeZAR [12]. - -  Eine allgemeinere I~asse yon 
Kreisebenen als die hier eingefiihrten begriindet der Verfasser axiomatiseh in seiner 
Dissertation [2]. Dort wird yon Punktequadrupeln und einer Gleichheitsrelation zwisehen 

B' 
diesen ausgegangen. Einfaehe Forderungen wie z. B. ,,Aus [ A B] = [A: C'] folgt [C A B] 

[A' B'],, 
[C" D'J gestatten die unmittelbare Einfiihrung yon Begriffen der M6biusgeometrie 

und die Hsrleitung yon Beziehungen zwischsn diesen Begriffen. Insbesondere ergibt sieh 
ein Winkslbsgriff ohne Bsriihrsatz. 

~0) ])as kann ~. B. leisht dem allgsmsinen yon Staudtschen Theorem entnommen 
werden. 

~t) Sind ~ ,  ~ Mengen, so bezeiehnet ~ - - ~  die Menge derjenigen Elements aus ~ ,  
die nicht in ~ enthalten sind. Es braucht dabei ~ nieht notwendig Teilmenge yon ~ zu 
sein. 

~) Die Menge aller x (einer vorgegebenen Grundmenge) mit dsr Eigensehaft ~ wird 
durch {x ] ~} bezeichnet. 
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Satz 5. Die Kreisebenen (~1, ~ )  sind genau dann (F)-Ebenen, wenn ~ 
separable quadratische Erweiterung von ~1 ist. 

Beweis : Es sei X eine Kreisebene (N~, ~ ) .  Wir wollen annehmen, dab 22 
drei verschiedene Kreise a', b', c' eines Berfihrbfischels (Grundpunkt G') be- 
sitzt, die von einem Kreis k' bzw. in den verschiedenen Punkten A',  B', O' 
berfihrt werden. Vgir fiberfiihren vermittels einer doppelverhi~ltnistreuen 
Kreisverwandtschaft den Punkt  G' nach G-~ c~, A'  nach A ~ 0, weiterhin 
einen von G', A'  verschiedenen Punkt  des Kreises a' nach 1. Die Bildkreise 
a, b, c der Kreise a', b', c' sind dann ebenfalts drei verschiedene Kreise eines 
Beriihrbiischels (Grundpunkt ~) ,  die yon (0 B C) bzw. in 0, B, C beriihrt 
werden, wobei B, C die Bilder von B', C' bezeichnen und ~ ~ (0 B C) ist. 
Satz 4 entnimmt man 

[O ~ ] _ [ 0  ~ ]  ( ~ ,  

O0 

[o 
wenn man B +  1 ~b, C +  1 Ec beachtet und B +  1=# B , ~ ;  C +  1 4 = C , ~ .  
Man hat damit 

1 1 
(3) B ~- C E ~ ,  

1 1 
(4) E B B - - O  ~ '  

1 1 
(5) C C C -  B ~1 

2 
und vermittels Addition: 7C- E ~ ,  was wegen C ~ a Charakteristik ( ~ 1 )  = 2 

bedeutet. (3) und (5) in der Form 

B + C  B 
BC E ~t  , C(B+C~ E ~l  

angesehrieben, ergeben bei Multiplikation: C~E f¢i- Damit mug also ~ not- 
wendig inseparable quadratische Erweiterung yon ~1 sein. In  diesem Falle 
liegen aber wirklich keine (F)-Ebenen vor: Das beweist mit Hilfe yon Satz 4 
das Beispiel (Es sei ~-- -  ~¢l(vg I t ~ =  n)~3)) 

a =  ( A ~ 0 ,  1, G ~ c ~ ) ,  b =  ( B ~ v ~ ,  B + I ,  G),  

l + n  ' C + I ,  G), k = ( A B C ) .  

De]inition (0). v~ sei eine Kreisebene (~1, ~ )  mit Charakteristik (~1) =4= 2. 
Zwei sich in genau zwel verschiedenen PunNen S, S' schneidende Kreise a, b 

heiflenorthogonal, a _k b, wennes PunkfeA ~ a - b, B C b - agibtmit A] ~R1. 

~) Diese Schreibweise bedeutet: ~2 entsteht durch Adjunktion einer Wurzel ~ yon 
x2== n aus ~1. Es sei n dabei ein Nichtquadrat aus N1. 
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::] a 

S S" lS 
A *  E a - b, B*  ~ b - a stets B* A*]  E Y~ fo l~ .  Vorgele~ sei jetzt eine Kreis- 

ebene (~l, ~ )  mit Charakteristik (~i) =h 2. Wir schreiben ~ =  ~l (0  1 0s= n). 
Ist  dann a _L b und a r~ b : {S, S'}, sind A, B Punkte mit A ~ a - b, B C b - a, 

so hat man[~B ~] - - - - - r+s0 ,  r , s ~ i ,  s~=0undhiermit  

~--]B ~]~----(r~ ÷ 8~n) + 2r sO, d. h. r =  0. Der Kreis b ist demnach durch 
L ~  

gegeben: Nile diese Punkte X gehSren tatsiehlieh auf Grund yon 

s i0  E ~ ,  0 =h si E ~ ,  zum Kreise ( S S'B). Weitere 

Satz 6. Die in X = ($¢~, ~2), Charakteristik (~_) =h 2, angegebene Relation _L 
ist eine Orthogonalitdtsrelation in der Stgrke OI, OII,  OIII ,  also nach Satz 1 und 
Satz 5 die einzlge in 2: mSgliche. 

Beweis: Betreffs O I beachte man IS A ~'] = 1/[~ ~'] fiir vier verschiedene 

Punkte S, S', A, B. Die Eigenschaft OII  ergibt sich unmittelbar aus der 
Definition der Orthogonalit~t. OI I I :  Es sei k ein Kreis und es seien P, Q 
Punkte mit P E k, Q =h P. Im Falle Q E k gibt es genau einen Orthogonalkreis 
zu k durch P, Q, wie unmittelbar vor Satz 6 gezeigt wurde. Sei also Q ~[ k. 
Zwei verschiedene Orthogonalkreise ll, 12 zu k durch P, Q gibt es nieht; 

man h~tte sonst (sei l ~ r ~ k = { P , A ~ } ) [ Q  AAj = s i 0 ,  0 ~ S l ~ i ,  denn 

"'[Q A,]=AI" s,O, O=h, ,#~ , ,  was l =  s l0  + s20 bedeutete, also Sl+ s,=h 0, also 

O = 1/(s i ÷ s~) ~ ~l. -- Da~ es einen gesuehten Orthogonalkreis 1 gibt, zeigt eine 
doppelverh~ltnistreue Kreisverwandtsehaft P~oo,  Ki-+0 , K~-> 1 {Ki, K~ unter- 
einander und yon P verschiedene Punkte aufk) : Geht niimlieh Q in Q'= u + v O 

iiber, u, v ~ ~1, so hat  man wegen Q, u+  1 = ~ 0 und u + 1 ~ (c~ 0 1) - (Q' o~ u), 

Q' ~ (Q' oo u ) ~  (oo 0 1) di~ Aussage (Q'o~ u) _L (~  0 1). Damit ist also das Ur- 
bfld 1 yon (Q'c~ u) ein zu k orthogonaler Kreis. Wegen 1 ~ P, Q ist OI I I  
ganz bewiesen. 

Satz 7. Es sei X elne Kreisebene (~z, ~ ) ,  bei der Charakteristik (~i)-----2 
und ~s--  ~l  (O I Os = m O + n) .separable quadratisehe Erwei~erung yon ~i  ~) ist. 
Dann ~estat~ Z kelne Orthogonalitiitsrelation mit den Eigenscha/ten O I, 0 II .  
OIII .  

Beweis: Angenommen, 27 bes~e  doeh eine Orthogonalit~tsrelation in der 
St~rke OI, OII,  OIII .  ]:)ann sei 1 der Orthogonalkreis zu (co 0 1) durch 0, ~ .  

z,) Ist ~ E ~1, SO wird unter u ~1 die Menge (x I x ~ uv, v E ~l} verstanden. 
t5) Es ist also m 4= O. 
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Es sei P -- u + v/~ ein yon 0, oo versehiedener weiterer Punkt  auf 1~6). ])ann 
ist der Beriihrkreis b durch ~ ,  1 an l nach Satz 4' durch b -- {X I X E 1 + 
+ PR1} gegeben, b ist ebenfaUs zu ( ~ 0  1) orthogonal ~7) und such der Be- 
riihrkreis b' durch 0, 1 an I. Naeh OI I I  miissen sich b und b' in 1 beriihren. 

])as ist aber nieht der Fall, denn es ist b '=  {Y [y  P I -  [0 p l E R i } ,  d. h. 

b '=  YE undhie rmi t  1Eb~b' ,  1 4  v m + P  Ebf~b'. 

SchlieBlich hat  man noch 
Satz 8. Es sei X elne Kreisebene (~1, Rl), wobel ~2 inseparable quadratische 

Erweiterung yon ~1 ist~s) • Dann gestattet Z mindestens [~1] ~- ~0 viele verschiedene 
Orthogonalitgtsrelationen in der Stdrke 0 I, 0 II,  O III .  

Beweis: Es sei t e i n  yon 0 verschiedenes Element yon ~1- Dann werde 
± = ± (t) definiert. Sind a, b zwei sich in genau zwei verschiedenen Punkten S, 
S' schneidende Kreise und gibt es Punkte A, B m i t  A E a - b, B E b - a und 

s s, 1 B AI E RI(I + t 0), so werde a ± b gesetzt. Analog zum Beweis von Satz 6 

sieht man, dab eine Orthogonalit~tsrelation in der St~rke O I - - O  I I I  vorliegt. 
Ist  t l ~  t 2 und t l t ~  O, so vermitteln tl, t~ verschiedene Orthogonatititsrelationen 
± (ti). Im anderen Falle miiBte n~mlieh wegen (~  0 1) 5_ (tl) (oo, 0, 1 + tlv~ ) 

[ oo 01] = r(1 + t , O ) , r E , 1  ' such ( ~ 0  1)5_ (t2) (c~,0, 1 + tlz9 ) sein, was 1+t1~ 

und also doeh t1= ts erg~be29). Bedenkt man jetzt  noeh, dal3 ]~1] ~ ~0 gilt, 
da ~2 inseparable quadratische Erweiterung yon ~1 ist, so ist man fertig. 

§ 3. IIalbordnung, Anordnung, 0rthogonalitiit 

Satz 9. Die Kreisebenen (~1, ~ ) ,  in denen eine Orthogonali~tsrelatlon mit 
den Eigenscha/ten O I - -O  IV (s. Einleitung) vorhanden ist, Iiegen genau dann 
vor, wenn Charakteristik (~1) :4= 2 ist. Die dabei elnzig mSgliche Orthogonalit~ts- 
relation kann nach De/inition (0) einge/i~hrt werden. 

Beweis: Gibt es n~mlieh in ( ~ ,  ~ )  eine Orthogonalit~tsrelation mit den 
Eigenschaften OI - -OIV,  so liegt nach Satz 2 eine (F)-Ebene vor. Mit Hilfe 
yon Satz 5 ist also ~ separable quadratische Erweiterung yon ~1- Naeh 
Satz 7 ist Charakteristik (~1) :4: 2. --  Ist ( ~ ,  ~ )  umgekehrt eine Kreisebene 
mit Charakteristik ( ~ ) 4 :  2, so ist ~ separable quadratische Erweiterung 
yon ~ .  Nach Satz 5 ist ( ~ ,  ~ )  also (F)-Ebene. Mit Yiilfe der S~tze 6, 2 
ist dann alles bewiesen. 

s.) Es ist also v :4: 0. 
~) Vgl. [3], S~tz (8). 
~) Es ist dann Charakteristik (~) = 2 und ~ ~ ~ (~ I ~ =  n), n ein Niehtquadrat 

au8 ~i .  

'9) Man kanniiber [~B ~1E , lO noch eine weitere Orthogonalit~tsrelation einftihren, 

die yon allen anderen genannten vemehieden ist. ~ t~brigens hat man in die~en Ortho- 
gonalit~tsrelationen dann alle yon 0 verschiedenen Winkel (vgl. [2]) der Kreisgeometrie 
(~,  Ra) vor sich. Sie kSnnen mitsamt der 0 zu einer Gruppe O zusammengefal~t werden, 
die isomorph is~ zur Faktorgruppe der multiplikativen Grupl~ yon R~ nach der multi- 
plikativen Gruppe yon ~ .  
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8atz 10. Dann und nut  dann gilt in tier Kreisebene (~1, ~ )  mit Charakte- 
ristik (~1) ~= 2 und ~2= ~l  (~g l va2= n) die weitere OrthogonalitStseigenscha/t OV, 
wenn aus x E ~1 und xn  ¢ ~ stets x E ~ /olgt3°). 

Beweis: Sei 2: eine Kreisebene (~1, ~2), Charakter is t ik  (~1) 4= 2, 
~2 = ~l(va I va~= n), in der zus~tzlich OV gilt. D a n n  sei x E ~1 und xn  ~ ~ .  Wit  
wollen x E ~ zeigen. O .B .d .A .  kann  x 4 1 vorausgesetz t  werden. Dann  ist 
der zu (c~ 0 va) durch v ~, xz9 gebende or thogonale  Kreis  a f remd zu b ~- (c~ 0 1): 

Wegen c ~ [ a  h~t te  man  sonst ~ ]r ~ x~] EVa ~l,  r E  ~1, was xn  = r2E ~ erg~be. 

Der  Kreis  c ~--- ( ~  0 va) ist ebenfalls zu b orthogonal .  Wegen xn  ¢ ~ ist xn  :# 1. 
Der durch 1, xn  gehende, zu b or thogonale  Kreis  d - -  er laute t  

1; [Y.~oJ EVa~I bzw. 1; Y ( r ) Y ( r ) -  ~ ~ , r ~ l  

- -  ist ebenfalls zu a or thogonal :  Dies folgt aus 

ar~,d= ( Y ( -  x) Y ( - I ) }  Y ( -  x)=~ Y ( - 1 )  und[  Y ( - x )  Y ( - l ) l = v a  
' ' ~ 1 " 

Nach  OV miissen sich also c, d schneiden. Nennen wir einen solchen Schnitt-  

[' =] ° punk t  s va, s E ~1, so ist also sO Eva ~1, d. h. x = s ~ E ~f ,  was zu zeigen 

war.  - -  Sei umgekehr t  Z' eine Kreisebene ( ~ ,  ~e), Charakter is t ik  ( ~ )  =4= 2, 
~2= ~1( 0 I 0 2 :  n), in der aus x E ~ und  xn  ~ ~ stets  x E ~'~ folgt. Dann  
gilt 0 V :  Es seien c, d zwei verschiedene Kreise,  die beide zu den f remden  
Kreisen a, b or thogonal  sind. Die auf t re tenden  acht  Schn i t tpunk te  bezeichnen 
wir mi t  ~ l ( a ,  c), ~ ( a ,  v), S l ( a  , d) . . . .  usw.  Wir  kSnnen annehmen,  dab  sie 
paarweise  verschieden sind, d a  sonst  nichts  mehr  zu beweisen ista~). Wir  
fiberffihren vermi t te ts  einer Kre i sve rwandtsehaf t  X-+ X' ,  k-+ k' den P u n k t  
S~(b, c) naeh oo, S,(b, c) nach 0 und  S~(a, c) naeh va. Es  geht  also c in (o0 Ova) 
fiber; b geht  in (oo 0 1) fiber, da  einmal  b' )0% 0 und zum anderen b'l_ c' (vgl. 
Satz 1') ist. Wir  ffihren noch die Bezeichnungen ein : M =-- S.~ (a, c), P =  S~ (b, d), 
Q = S6 (b, d), U~:= S~ (a, d), Us= S~ (a, d). Der gemachten  Bemerkung  zu- 
folge setzen wir also oo, 0, va, M, P,  Q, U~, U s als paarweise verschieden voraus.  
Sehreiben wir M = rva - -  es ist also r~= 0, 1 - - ,  so ist rn ~ ~ .  Gi~be es n~m- 
lich ein s E ~  mi t  r n =  s ~, so wfirden sieh a, b in s schneiden wegen 

t s  [~ ~Jr~] = - - - ~ - V a E  "lva" Es  ist also r E  "~, r n ~  ,~  und  dami t  nach n 
Voraussetzung r E ~ .  Nehmen  wir fiir einen Augenbliek an, wit  h~t ten  
schon rn = P Q  bewiesen, so sind wir fertig. Denn dann  schneiden sich c, d 
in ±~/rva wegen 

Z u m  Beweise yon rn= PQ:  Wegen U~, U~E a u n d  t{o%0, U~, U~,Va, M,  P ,  Q}t = 8 

~°) ~ b~zeichne die Menge aller ~uadrate der Elemente yon ~ .  
~) Zum Teil sind n~tiirlich Punkte notwendig voneinander verschieden wie etwa 

~(b, c), S~(b, c), da jab  _L c ist. 
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i s t f f i r i =  1 ,2  

[r~ ~]  XiO, 0 :~=Xi~ l ;  [P Q] =- ~ y~ O, 0 --~ Yi ~ ~1 , U~ U~ x~ ~ x~ y~ ~ y~ 
d . h .  

~ -  x~rn Q -  y~PO 
1 -  x ~  - U i -  1 -  y~v~ 

D a m i t  k o m m t  man  auf  

1 +  x i y ~ r n =  - Q x i -  y , P  

- y~n - x, rn  = Q + x ,y ,  P n  

ffir i = l, 2; aus der hieraus folgenden Gleichung 

( p 2 _  rn) y~ ÷ (1 + r ) ( P  - Q)Yi+ (r - ~ )  ~ O 

(wegen rn  ¢ ~ ist p 2  r n ~  0) n i m m t  m a n :  

(1 + r) ( P - -  Q) 
Yl + Y2 = - p 2  _ r n ' 

1 Q 2 - r n  
Yl Y~ = n p 2  _ r n 

_l_dfolgt [U1 U ~ ] = t v ~ , 0 ~ t ~ l "  Setzt  m a n  U,, i =  1 ,2 ,  i n d e r F o r m  A u s a  

Q - - y , P ~  
1 -  y~/~ " ein, so folgt 

t v ~ :  [U~ U.] : (Q + y, n) - (l + y, P) v ~ 
( Q J r y ,  n )  ( 1 - ~ y 2 P )  v~ ' 

was 
( p 2  n) y ly~n + (P  - Q) n (Yl+ Y2) = Q ~ -  n 

zur Folgc hat .  Einsetzen yon  Yl+ Y,, Yl Ye liefert die Behaup tung  rn  = P Q, 
wenn m a n  n :~ P Q beachtet .  (Ira Falle n = P Q w~re z9 ~ d wegen 

. . . .  ~- v ~ ~ ~ lv  ~, d. h. es wgre v ~ ~ d ~ a = { U1, U2}, wo aber  doeh die 

P u n k t e  0o, 0, U1, U2, O, M, P,  Q paarweise versehieden sind.) 
Satz 11. Dann und nur dann gibt es in der Kreisebene (~1, ~ )  eine Ortho- 

gonalit~itsrelation mit  den Eigenscha/ten O I - - O V ,  wenn ~1 eine nichttriviale 
Halbordnung (SPER~E~ [13], S. 7) gestattet dergestalt, daft jedes nichtnegative 
Element Quadrat ist. 

Beweis : Sei 2: eine Kreisebene (~1, g¢2), in der eine Orthogonal i t~tsre la t ion 
mi t  den Eigenschaf ten  O I - - O V  vorhanden  ist. D a n n  folgt  aus Satz 9: 
Charakter i s t ik  (~1) 4 2 und  aus Satz 10 - -  wenn wir ~ =  ~1 (v~ I z92= n) 
schreiben:  I s t  x E g¢1 und ist x n  ~[ ~ ,  so gilt x ~ ~ .  Wir  nennen  die von  Null  
verschiedenen Quadra te  aus ~x positiv, die Nich tquadra te  negativ.  I s t  u 

Nich tquadra t ,  so ist u u u n ~ ~ wegen n ~ ~1, "~ n ¢ ~1. Jedes  Nich tquadra t  u 

u ' =  u sehreiben, wo u '  Quad ra t  ist. I )a raus  l~Bt sich also in der F o r m  n u' ,  n 

folgt:  Das  P r o d u k t  u v irgend zweier n iehtverschwindender  KSrpere lemente  
ist dann  und  nur  dann  posit iv,  wenn die F a k t o r e a  u, v entweder  beide posi t iv 
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oder beide negativ sind. Da n nega t iv i s t ,  ist die genannte Halbordnung 
nichttrivial. --  Sei umgekehrt 27 eine Kreisebene (~1, ~2), in der ~1 eine nicht- 
triviale Halbordnung besitzt, dergestalt, dab jedes nichtnegative Element 
Quadrat ist. Es ist dann Charakteristik (~x) :V 2. Im anderen Falle bildeten 
nEmlieh die positiven Elemente yon ~1 mit der Null zusammengenommen 
bereits einen KSrper, da mit u--- s 2, v = t 2 aueh u -  v = (s + t) ~ were. Da 
aber die Halbordnung yon ~1 nach Voraussetzung nichttrivial ist, d. h. da ~1 
negative Elemente besitzt, hat man in folgender Weise einen Widerspruch: 
Sei u E ~1 negativ. Dann ist 1 + u ~ 0. Ferner kann 1 ÷ u nicht positiv sein, 
da sonst u----- 1 ÷ (1 + u) positiv were. 1 + u kann aber auch nicht negativ 
sein, da sonst u ~ u(1 + u) + u S positiv were. --  Wir schreiben damit wieder 
~ =  ~l(v~ 1 vq~= n). Ist dann x E ~1, xn  ~ ~ ,  so muB x Quadrat sein; denn 
sonst were xn  Quadrat, d a n  Nichtquadrat,  also negat ivis t .  

Wir wenden uns jetzt den -- bereits friiher zitierten --  OrthogonalitEts- 
eigenschaften O VI*, O VI zu. 

ZunEchst der leicht zu beweisende 
Satz 12. 27 sel eine Kreisebene (~1, ~ )  mit Charakteristik (~1)~= 2, 

~2= ~1 (~ [ 03 = n). Ist dann P ein Punkt auf einem Kreis k, Q ein yon P ver- 
schiedener Punkt, sind weiterhin A,  B zwei untereinander und yon P, Q ver- 

schiedene Punkte au, ]¢, so ist {P; X [P Q l ~ v  ~ [ P Q] ~1} der durch P, Q 

gehende, zu Ic orthogonale Kreis. 
Damit beweisen wir 
Satz 13. Es sei 27 eine Kreisebene (R1, R2), Charalcteristik (R1)~= 2, 

Rz = Rl(V~l vq~= n). Dann sind die/olgenden Aussagen dquivalent: 
a) In  27 gilt zusStzlieh die Orthogonalitdtseigenscha/t OVI*, 
b) I n  27 gilt zusatzlich die Orthogonalitgtseigenscha/t OVI, 
c) Zu ]edem Element P E R2 ist die Norm P T ) -- sie liegt sicherlich in ~1 - 

Quadrat in Rls~). 
Beweis: Es sei 2: eine angegebene Kreisebene, in der zusEtzlich die Ortho- 

gonalitEtseigenschaft OVI* gilt. Offenbar brauchen wir nut  naehzuweisen, 
dab aus P E R z -  R1 folgt P P E R~. In  diesem Falle ist also P ~= P .  Sei k 
ein durch P gehender Kreis, der zu allen Kreisen dureh 0, c~ orthogonal ist. 
Es ist dann k b 0, oo nack OIII .  Schneider ]c den Kreis (~  0 1) in Q1, Q~, so 

entnimmt 

[~1 ~[____  tv~; damit ist P Ek. Aus Satz 12 und (0 P ~ ) ± / c  folgt 
L - -  

tipliziert 1---- r ~v ~ ( p - -  ~ ,  d . h .  P P =  ( 2 r n v )  ~ER~ ergibt, wenn 
P F  

P = u + v v~ gesetzt wird. -- Sei umgekehrt 27 eine angegebene Kreisebene, in 
der zu jedem Element P ~ R~-  R1 die Norm P ]a in R~ liegt. GemEB der drei- 

a~) Unter P --~ P ist dabei der involutorische Automorphismus P = x + y v ~ --> 
P ~ x - -  y ~, x, y ~ ~ ,  zu verstehen, dessen Fixk6rper also genau R~ ist. 
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fachenTransitivit~t der Gruppe der Kreisverwandtschaften ist O VI* bewiesen, 
wenn wir zeigen, dab durch v ~ein Kreis geht, der zu allenKreisen durch O, c¢ ortho- 
gonal ist. Dies rut  der Orthogonalkreis k zu (~  0 ~) durch v~, - ~. k schneider 
n~mlich den Kreis (oo0G), O,oo=~G=s+tv q, s, tE~l,  in Gl=~cGund G~-- - G 1, 

wobei ~ ~ = ' ~  [~ ~ ]  ~" gesetzt ist; wegen k ± (oo 0 ~) und i = _ _  n (I -- ~t) ~ fiir 

s ~= 0 ist auBerdem k orthogonal zu allen Kreisen dureh 0, c~. Man beaehte 
dabei 1 - ~t~=O: Im Falle 1 - a t =  0 h~tte man, da - n =  v ~ =  ~ G G  
= ~ s  2 -  ~ t~n  ist, ~ s = 0; es war aber s =~ 0 vorausgesetzt, und auBerdemist 

~= 0. -- Mit Satz 3' ist dann der Satz 13 vollends bewiesen. 

Wir wollen einige Beispiele yon Kreisebenen (~1, ~ )  angeben, in denen 
genau eine Orthogonalit~tsrelation mit den Eigenschaften O I - - O V  vor- 
handen ist, in der aber nicht zus~tzlieh O VI gilt. Dazu sei ~1 irgendein 
Galoisfeld GF(p '~) mit yon 2 verschiedener Charakteristik und ~ die quadrati- 
sche Erweiterung GF(p  ~") yon ~1. Gemi~B Satz 11 ist dann eine Orthogo- 
nalit~tsretation in der St~rke O I - - O V  vorhanden. OVI grit nicht nach dem 
folgenden Satz 14, da ~1 keine Anordnung gestattet. 

Es gibt auch Kreisebenen (~1, ~ ) ,  in denen die Eigenschaften OI - -OIV,  
OVI realisierbar sind, hingegen nicht zusiitzlich OV: Ist ~ der Hilbertsche 

Zahlk5rper f2, ist v92= n 1, so hat man wegen V'(-uv-) ~ = -  + 1 E ~ - - e s s e i  

P = u + v ~ mit u, v E ~9 und v =~ 0 -- sieherlich P P E ~ .  Damit gilt OVI 

nach Satz 13. -- Ffir das Folgende beaehte man V21V21- 2 ~ ~2 (vgl. HIL- 
BERT, Grundlagen der Geometrie, 6. Aufl., S. 104). Dann ist fiir 

x =  2 W ~ - 2 E ~ ,  x n =  (2 ~ /2 - I -  2 ) ( - 1 ) ¢ ~ '  (/2 enth~,lt nu t  reelle 
Zahlen), hingegen nicht x = 2 ~/2-1 - 2 E ~2 ~. Damit gilt nieht allgemein 0 V 
(vgl. Satz 10). 

Im folgenden Satz stellen wir die Eigenschaften O V, O VI nebeneinander. 

Satz 14, Dann und nut  dann gibt es in der Kreisebene ( ~ ,  ~2) eine Ortho- 
gonalitgtsrelation mit den Eigenscha/ten O I - -OVI ,  wenn ~ eine Anordnung 
besitzt dergestalt, daft ~edes nichtnegative Element Quadrat ist~a). 

Beweis: Sei 27 eine Kreisebene ( ~  ~ ) ,  in der O I - - O V I  erfiillt ist. Nach 
Satz 9 ist Charakteristik ( ~ )  -~ 2 und wir kSnnen somit ~ -  ~ (~ 1 ~9~---- n) 
sehreiben. Wir nennen wieder t E ~ positiv bzw. negativ, wenn 0:4= t ~ ~ 
bzw. wenn t ~ ~ ist. Dann brauehen wir auf Grund yon Satz 11 nur  noeh 
zu zeigen, dab mit u ,v~=0  und u , v ~  auch 0 4 u + v ~ 2  ist. Nach 
Satz 13 ist v~ ~ ~ ~2. Es bezeichne ~ ein Element yon $~ mi~ a~--- v~ ~. Ist 
u =  u '~, 0~=u 'E~ l ,  v =  v '~, 0 = ~ v ' ~ , s o i s t m i t S a t z l 3 :  

Sei umgekehrt  27 eine Kreisebene ( ~ ,  ~ ) ,  in der ~ eine Anordnung besitzt 
dergestalt, dab jedes niehtnegative Element Quadrat  ist. Nach Satz 11 hat  

aa) Speziell solche KSrper hat wohl VESLE~ [14] zum ersten Male untersucht. Naheres 
fiber diese K6rper finder man in [4]. 



398 WALTER BENZ: 

man  in 27 eine Orthogonalit~tsrelation mit  den Eigenschaften O I - - O V .  
Schreiben wit nun  ~ 2 =  ~1 (~ I ~ 2 :  Tb), SO ist - -n  positiv, d a n  Nichtquadra t ,  
also negativ ist. Dami t  folgt aus 0 ~  P - - u +  v OE~2 ,  u , v  ~ ~ ,  dal~ 
P P =  u~+ ( - n )  v ~ positiv, d .h . ,  dal~ P P Quadra t  in ~1 ist. Satz 13 zeigt 
dann  die Gfiltigkeit yon  OVI.  

§ 4. Die ebenen Sehnitte einer konvexen Quadrik 

Gegeben sei ein dreidimensionaler projektiver R a u m  9~ 3 fiber einem KSrper  
~a4), in dem eine Polari t~t  ~ (vgl. e twa LE~z [10], § 8) vorhanden  sein soll 
mit  den zus~tzlichen Eigenschaften:  

Q (1) Es gibt mindestens zwei verschiedene selbstkonjugierte PunIcte, d. h. Punkte, 
die mit ihrer Polaren inzidieren. 

Q (2) (Konvexitdtseigenscha]t). Eine beliebige Gerade enthdlt hSchstens zwei 
verschiedene selbstkonjugierte Punkte 35). 

Nach  Q (2) ist ~ sicherlich kein Nullsystem. Die Punkte ,  die mit  ihrer 
Polaren inzidieren, bilden die Ausgangsquadr ik  •. Stellt man  die Punk te  P 
yon  ~3 als eingliedrige Moduln im vierdimensionalen Vektor raum ~4 (~) fiber 
dar, und  bezeiehnet man jeweils mit  P 0 =  (PlP2P3Pa)~ ~a(~ )  ein --  als 
Matrix geschriebenes - -  Element  ~ 0 des Moduls P (es ist somit 
P =  ~ P o =  {kPo lkC~}) ,  so k6nnen 3e) die Punk te  X =  ~ X  o vonC~f iber  
die LSsungen einer festen Gleichung X 0 OA X~ = 0 gewonnen werden;  
OA-- (aik) ist dabei eine nichtsinguli~re symmetrische Matrix vom Grad 437). 

Die Punk te  X = R X 0 der Polaren p des Punktes  P = R P0 lassen sich 
fiber die L6sungen einer festen Gleichung P0 OA X~ = 0 gewinnen. 

Es sei jetzt  R e i n  fester P u n k t  auf  Q und  u eine R nicht  enthal tende Ebene. 
Wir  ordnen dann  nach dem Vorbild der stereographischen Projekt ion jedem 
yon  R versehiedenen P u n k t  S ~ C~ den P u n k t  T =  u f~ (R + S) zu, wobei 
R + S die Verbindungsgerade der Punk te  R und  S bezeichnet. Nenn t  man 
noch ~ die Schnit tgerade der Ebene u mit  der Polaren r von R, so ist S--> T(S)  
eine eineindeutige Abbi ldung der Menge der Punk te  yon  C~ - {R} auf  die 
Menge der Punk te  von  u - y : 1) Es ist T (S) ¢ ~, da sonst (R + S) = (R + T) ( r 
w~re, was ttflfssatz 5 in [3] widersprieht. 2) Aus S' ,  S "E  Q - {R}, S'=4= S" ,  
folgt T ' ~ T " ,  da sonst auf  der Geraden R + T m i t  T ~ T ' =  T" drei ver- 
sehiedene Punk te  von £~ li~gen, n~mlich R, S' ,  S",  was Q (2) widerspricht.  

a4) Speziell daft ~ aueh inkommutativ sein. Allerdings wird dies spgter, da wir die 
Existenz konvexer Quadriken (Q(1), Q(2)) fordern, ausgesehlossen. 

as) Mit Hilfe yon Q(1), Q(2) folgt die Kommutativitat von R; iiber die Charakteristik 
yon R braucht dabei nichts vorausgesetzt zu werden. (Vgl. LENZ [11], S. 385, 1. Teil 
des dort angegebenen Satzes.) Aus Hilfssatz 2 (LENz [11], S. 386) und Q(1), Q(2) folgt 
nun abet Charakteristik (R) ¢ 2, da die dort angegebene Gleiehung (1) ~ ~- ~ : 0 im 
Falle Charakteristik (R) = 2 mindestens die L6sungen ~ ---- 0, ~ : 1 besitzt, also jede 
Gerade, die mindestens zwei selbstkonjugierte Punkte enthMt, sogar mindestens drei 
selbstkonjugierte Punkte enthalten miiBte, was Q(1), Q(2) widerspricht. 

se) Vgl. BA~.B [1], Proposition 3, S. 135. 
37) Ist T/I eine Matrix, so wird mit TI' die zu T/I transponierte Matrix bezeiehnet. 
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3} J e d e r  P u n k t  T ~  u - ~ h a t  e in  Urb i ld  S ;  naeh  Hi l fssa tz  1 in [3] sehneidet  
n~mlich die Gerade  R + T die Quadr ik  • in e inem yon  R verschiedenen 
P u n k t  S. 

Es sei ~ (F~) die affine Ebene  fiber ~ und  p ~2+ r ~ + q, p =~ 0, ein irre- 
duzibles P o l y n o m  im Po lynomr ing  R[~]38). D a n n  heiBt die Gesamthe i t  
al ler  Geraden  der  Ebene  ~2(R)  neben der  al ler  P u n k t m e n g e n  K(a,  b, c): 
px2+ r x y  + qy~+ a x  + by  + c = 0, die aus mindes tens  drei  versehiedenen 
P u n k t e n  bestehen,  ein Kre i s sys t em fiber R. Die Geraden  und  P u n k t m e n g e n  
K (a, b, c) selbst  heiBen Kreise39)4°). 

VermSge s te reographischer  P ro j ek t i on  en t spreehen  die ebenen  Sehni t t e  41) 
yon  Q genau den  Geraden  bzw. Kre i sen  eines gewissen Kre i s sys t ems  fiber R:  
Zum Beweise k a n n  m a n  ohne Besehr~nkung der  Al lgemeinhei t  92 ~- (at.~) in 

der  speziellen F o r m  a12= a l 3 :  a14~-- a23 :  a 2 4 :  a33~ aaa= 0, a l l  : l ,  as4 : -~- 
annehmena2).  Q k a n n  also in der  F o r m  

x~ - n x~ + xs x 4 =  0 ,  

wo - n  = a22 gesetzt  wurde,  angeschr ieben werden.  ~2_ n C ~ [~] is t  i rre-  
duzibel,  da  sonst  Q die Schn i t tge rade  der  Ebenen  x s =  0, x4= :¢ x 2 en tha l t en  
mfiBte, wo :¢ eine LSsung der  Gleichung ~2_ n = 0 dars te l l t .  Der  P u n k t  R, 
yon  dem aus p ro j i z ie r t  werden  soil, sei R = ~ (0 0 1 0) ; die Ebene  u, a u f  die 
pro j iz ie r t  werden  soil, sei u = ~ (0 0 1 0). I n  der  Ebene  u o rdnen  wir  dem 
P u n k t  ~(xlx~O x4) die af f inen K o o r d i n a t e n  x = xl/x4, y =  x2/x 4 zu, da  die 
Schni t tge rade  der  Ebenen  x3= 0 u n d  x4= 0 - -  sie fiil l t  j a  mi t  ~ z u s a m m e n  - -  
auBer B e t r a c h t  b le iben kann.  Die Menge der  ebenen Schni t t e  dureh  R geht  
dann  genau in die Menge der  Geraden  yon  9~2(~) fiber. Die Menge der  ebenen 
Schni t te ,  die R n icht  en tha l ten ,  geht  genau in die Menge der  Kre ise  K (a, b, c) 
des Kre i s sys t ems  

x 2 -  n y2+ a x +  b y +  c =  0 

38) Die Eigensehaften Q(1), Q(2) verbiirgen die Existenz soleher irreduzibler Poly- 
nome, wie auch spi~ter noeh zu sehen ist. 

89) Vgl. VAN DER WAERDEN, SMID [15]. 
40) Man zeigt teicht, dab durch drei verschiedene ~2-Punkte ein und nur ein Kreis geht. 
4~) Eine Ebene heilSt ebener Schnitt yon ~ ,  wenn sie mit ~ mindestens zwei ver- 

schiedene Punkte gemeinsam hat. Nach Hilfssatz 2 in [3] hat sie dann sogar ein nieh~ 
kollineares Punktetripel mit ~ gemeins~m. 

~.o) Dies lal~t sich leicht so einsehen: Ist nicht yon vornherein a ~ =  a l a~  a ~ =  a~s 
= a,~= ass = a44 = 0, SO transformiere man X in X = X~3 -~, w o b e i ~ ' =  (b~q b,q bae baq) 
in folgender Weise konstruiert ist: bsq und btq seien die Koordinaten yon zwei verschie- 
denen Punkten auf C~. Ferner seien b,e , b,q verschiedene Punkte auf der Schnittgeraden 
der Polaren yon bsq und b4e, wobei b,q auBerdem noch in der Pol~ren yon b~q liegen soil. 
Letzteres geht gewiB, wenn man beachtet, daft die Polare eines E~uadl~punktes P neben P 
keinen weiteren ~uadrikpunkt enth~lt (vgl. Hilfssatz 5 in [3]). Aus dieser Bemerkung 
folgt aueh, daft die vier Punkte blq, bzq, bso, b, e nicht in einer Ebene liegen, d. h., daft 

4 
nichtsingular ist. 9.1 geht damit fiber in ~ = (~**) mit ~ , ~  ~ b~q %0 b,a; es ist also 

{Laffil 
3,~----- a~a ----- ~ ,  ---- ~,s : ~ ,  = a~a : 3,~ = 0 und ~n, Z,~, ~a, ¢ 0. Das ~brige ist nun trivial. 
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fiber, und zwar geht die E~ in mindestens zwei versehiedenen Punkten sehnei- 
dende Ebene v = ~(vlv2vava), die R nieht enth~lt, genau in den Kreis K(a,b,c) 
mit  a = - vi/v a, b ~- - v2/va, c -~ - va/v 3 fiber; dies folgt sofort aus 

x~-  n ~  + ~ x , =  0 
xxv~+ x~v~÷ xav~+ xava= O, 

d. h. aus 
X8 

x2--  n Y~ + "~4 = 0 

x, v, v--s y -- v-~ " 

ZU den Punkten der affinen Ebene u werde ]etzt noch ein yon den iibrigen 
Punkten  verschiedener Punk t  W a~ljungiert; er soll auf  allen Geraden liegen, aber 
auf  keinem Kreis K (a, b, c). Ferner bilden wir den KSrper ~ =  ~ (v q ] v~ = n). 
Bezeiehnet z--> 5 den involutorischen Automorphismus z = x ÷ y 0 -+  
5--- x - y v~, x, y ~ ~,  yon ~2 auf  sich, so hat  man folgende bekannte Dar- 
steUung des Kreissystems 

e(x  ~ -  n y  ~) ÷ a x  + by  + c = 0 

(e = 0 ffihrt auf  die Geraden des Kreissystems) : 

(K) O z ~ + u z + g ~ ' + c - - O ,  w o u = - ~  a +  ~ 

gesetzt wurde und also a, b, c, Q C ~ ist. Der Punkt  (x, y) wurde dabei auf 
x + g v ~ ~ ~ abgebildet~. Wit  erg~nzen diese Identifizierung dutch W .~ ~ .  
Damit  ist je vier I ~ n k t e n  (x, y) - -  unter denen mindestens drei versehiedene 
vorkommen - -  naeh § 2 ein Doppelverh~ltnis zugeordnet. 

Mit der folgenden Bemerkung ist der AnschluB an § 2 gefunden: 
Vier verschiedene Punlcte A,  B, C, D yon u ~ (W} liegen dann und nut  dann 

gemeinsam au] einem Kreis, wenn ihr (in irgendeiner Reihen/olge gebildetes) 
Doppelverhiiltnis in ~ liegt. 

p z + q  Pr q Beweis : Die Abbfldungen w - ~z'~-~ ' wo p, q, r, s ~ ~2 und ~= 0 ist, 

sind Kreisverwandtschaften, wie man leieht der Darstellung (K) entnimmt;  
insgesamt bilden sie eine Gruppe. Da die genannte Gruppe dreffaeh transit iv 
fiber der Menge der Punkte  ist und aul]erdem nur aus doppelverh~ltnistreuen 
Abbildungen besteht, so liest man die Behauptung unmittelbar  einer solehen 
Abbfldung A-~  c~, B ~ 0 ,  C-+ 1 ab. 

Dami t  kSnnen wir das yon EWALD [5] erhaltene Ergebnis wie folgt ver- 
sehi~rfen: 

Sate 15. a) Eine MSbiu~ebene 2:, die dem speziellen Bilschelsatz (Axiom 3 
in [5]) genilgt und in der weiterhin eine Orthogonalitiitsretatlon mit den Eigen- 
scha/ten 0 I - - O V ,  0 VI* vorhanden ist, ltiflt sieh in einen pro~ektiven Raum ~a 
itber einem eukli~tischen KSrper derart einbetten, daft den Pun~en  bzw. Kreisen 
van 2: eineindeutig die Punkte bzw. ebenen Schnitte (unter Erhalt der Inzidenzen) 
einer lmnvexen Quadril¢ E~ (9~a entsprechen. Dabei kann E~ stets in der .Form 

(Q) ~ + ~ + x~= ~ 
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angeschrieben werden. 27 geniigt weiterhin den Eigenseha/ten (MI'), OVI  und 
dem vollen Satz yon MIQUEL. 

b) Umgekehrt besitzt der dreidimensionale pro~ektive Raum ~a i~ber einem 
euklidischen KSrper eine konvexe Quadrik Q so, daft das System der ebenen 
Schnitte yon C2 eine MSbiusebene ist, in der (MI')  und der voUe Satz yon M~QUEL 
gilt und in der eine Orthogonalitdtsrelation mit den Eigenscha/ten O I - - O V I  
vorhanden ist. -- Dabei kann /iir (~ ]ede lconvexe Quadrilc aus ~Ra, die mindestens 
zwei verschiedene Punkte besitzt, genommen werden. 

c) Ist (~ (bzw. Q') eine mindestens zwei verschiedene Punkte enthaltende 
konvexe Quadrik im pro]ektiven Raum ~3 (bzw. ~ )  i~ber dem kommutativen 
KSrper ~ (bzw. ~') von Charakteristik ~ 2, ist die von (~ vermittelte MSbius. 
ebene zu der von Q' vermittelten isomorph, so sind auch die KSrper ~, ~'  iso- 
morph 43) 44). 

Beweis: a) Auf Grund der Si~tze 3, 3' gilt (MI') und 0 V I ,  was die Aus, 
gangslage yon [5] darstellOS). Man schlieBe an das Ergebnis yon EWALD [5] 
unseren Paragraphen 4 an. Dann ergibt welter Satz 14 (§ 3) den ersten Teil 
der Behauptung. Dal~ Q linear auf  die Form (Q) gebracht werden kann, zeigt man 
sehr leieht fiber die Gleiehungsform x ~ -  n x~ + xaxa= 0 unter  Benutzung 
der Tatsache, da~ positive Elemente yon ~ Quadrate sind. Z genfigt dem 
volten Satz yon MIQVEL, da er in Kreisebenen (~1, ~2) gilt. b) Es sei also 
ein angeordneter kommutat iver  KSrper, in dem jedes positive Element  

2 + x3 xa= 0 eine konvexe Quadrik: Da Qo Quadrat  ist. Dann ist Q0: x~ + x 2 
mit  der Ebene xa= 0 bzw. mit  der Ebene x4= 0 nur den Punkt  P a =  ~ (0 0 0 1) 
bzw. nur den Punkt  P a =  ~ (0 0 1 0) gemeinsam hat, so mfii]te eine Gerade, 
die ganz auf (~0 liegt, auch diese beiden Punkte  enthalten. Abet bereits 

(00  1 1) C P a +  P4 liegt nicht auf Q0. - -  Da das System der ebenen 
Schnitte yon Q0 gem~l~ § 4 isomorph zur Kreisebene (~, ~ )  ist, wobei 
~ =  ~ ( v~ I 0~= - 1) gesetzt wurde, so sieht man mit Satz 14, dal~ dem System der 
ebenen Schnitte yon ~0 eine Orthogonalit~tsrelation mit den Eigenschaften 
O t - - O V I  aufgepr~gt werden kann. Ebenfalls hat  man fiber die Isomorphie 
zur Kreisebene (~, Be) die Gfiltigkeit yon (MI')  und die des vollen Satzes yon 
M~QvEL. -- Oa weiterhin eine mindestens zwei verschiedene Punkte  enthaltende 
konvexe Quadrik von~a  (~) auf  Grund der spezielten Eigenschaften yon ~ linear 
aufdie Gestalt ~ + x22 + x a xa= 0 transformiert  werden kann, so ist b) vollsti~ndig 
bewiesen, e) ~ b e r  § 4 gehen wit zu --  also isomorphen - -  Kreisebenen 
Z :  (~, ~ ) ,  27': (~' ,  ~ )  fiber. Richter man noeh - -  evtl. mit  Hilfe einer Kreis- 
verwandtschaft  --  ein, dai~ sich bei dieser Isomorphie die Punkte  co (27, 

4a) Wir verlangen yon ~, ~ '  nicht, dal3 sie angeordnet sind oder dergleiehen. 
44) Zwei Kreisebenen 2:, 2:' heiBen isomorph, wenn es eine eineindeutige Abbildung 

der Punkte P yon 27 auf die Punkte P '  yon 2:' und eine eineindeutige Abbildung der 
Kreise k yon 27 auf die Kreise k' yon 2:' gibt dergestalt, dab aus P ( k bzw. P ~ k ent- 
sprechend P'E k' bzw. P'~ k" folgt. 

45) Man beachte dabei die in EWALD [7] gemachte Bemerkung, dab in [5] Axiom 2 
b) heiBen soU: Ist k' zu k orthogonal, dann schneiden sich k und k' in genau zwei ver- 
schiedenen Punkten. 

Math. Ann. 134 27 
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oo'~ 2:' entsprechen,  so folgt alles daraus,  da6 die af f inen Ebenen  fiber den  
KSrpe rn  ~ ,  ~ '  isomorph sind. (Die Geraden dieser E b e n e n  sind die Kreise 
durch  oo bzw. c~'; die P u n k t e  sind die der jeweiligen Kreisebene 2:, 2: '  bis auf  

bzw. oo'.) 
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