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Beziehungen zwischen
Orthogonalitiits- und Anordnungseigenschaften
in Kreisebenen

Von
Warter Benz in Mainz

Finleitung

Ist R, eine kommutative quadratische Erweiterung des kommutativen
Korpers R, so lafit sich in bekannter Weige eine Kreisgeometrie — zitiert
durch (R, ;) — definieren?)?). In der vorliegenden Arbeit werden nun
Orthogonalitiatseigenschaften in solchen Geometrien (R, ;) untersucht. Die
bemerkenswertesten Ergebnisse sind

1. Dann und nur dann besitzt (R,, 8,) eine Orthogonalitdtsrelation zwischen
Kreisen in der Stirke

OI Ausa | bfolgth | a.
OI1 Ausa 1 b folgt lanb]=28%).
Ol Zu P ck, Q<+ P gibt es genau einen Kreis k' 3P, Qmit k L k'.

OIV 8Sind a, b sich berithrende Kreise, ist k ein weilerer Kreis mit k 1 a, b
sogit k>anb.

OV Sind zwei verschiedene Kreise gleichzeitig zu zwei fremden Kreisen ortho-
gonal, dann schneiden sie sich,

wenn R, eine nichttriviale Halbordnung (SPERNER [13], 8. 7) gestattet dergestalt,
dafl jedes nichtnegative Element von R, Quadrat in R, ist 4).

2. Dann und nur dann besitzt (R,, R,;} eine Orthogonalititsrelation in der
Stirke OI—0V und

OVI Sind P, @, R drei beliebige verschiedene Punkte, dann gibt es durch R,
genau einen Kreis, der zu allen Kreisen durch P, @ orthogonal ist,

1) Vgl. HoFFMAN [9], vAN DER WAERRDEN, SMip [15] oder § 2 der vorliegenden Arbeit.
Die in den genannten Arbeiten gegebenen Definitionen sind dquivalent, gehen aber jeweils
von anderen Begriffen aus.

%) Die Punkte von (R;, R;) werden im folgenden mit groBen lateinischen Buchstaben
bezeichnet, die Kreise mit den Buchstaben a, a’,...,l. Die Elemente von R; werden im
allgemeinen mit m, m/, . . . , 2 bezeichnet.

8) Ist 9% eine Menge, so wird mit |R| ihre Michtigkeit bezeichnet.

¢) Letzteres bedeutet genau, daB die multiplikative Gruppe von R, nach der Unter-
gruppe der Quadrate in zwei Klagsen zerfallt.
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wenn R, eine Anordnung gestattet dergestalt, daff jedes nichinegative Element
von R; Quadrat in R, ist).

GemidB der Feststellung (Satz 5, §2), daB (R, !,) dann und nur dann
(F)-Ebene?) ist, wenn R, separable quadratische Erweiterung von R, ist, hat
man mit einem in [3] (Satz 2) abgeleiteten Ergebnis: Kreisgeometrien (R;, K,),
in denen &, separable quadratische Erweiterung von R, ist, gestatten hochstens
eine Orthogonalititsrelation in der Stirke OI—OIIl. — Bezeichnet y (R, K;)
die Zahl der verschiedenen Orthogonalitiitsrelationen in der Stirke OI—-OIII
der Kreisgeometrie (R;, R,), so hat man genauer (§ 2)

a) Ist R, separable quadratische Erweiterung von R, und ist Charakte-
ristik (R,) =+ 2, so gilt ¥(R,, K,) = 1.

b) Ist R, separable quadratische Erweiterung von K, und ist Charakte-
ristik (R,) = 2, so gilt ¥ (R,, K,)=0.

¢) Ist R, inseparable quadratische Erweiterung von R, so gilt
1 (R R) 2 (K] = .

Besitzt (R, !,) eine Orthogonalititsrelation in der Stirke OI—OIII, so
konnen immer noch die Fille a), ¢) auftreten. Nach Satz 9, § 3 hat man dann
und nur dann den Fall a), wenn in (R, 8,) zusdtzlich OIV erfiillt ist. —
SchlieBlich gilt Satz 13, § 3: Dann und nur dann besitzt (R, K,), wo Cha-
rakteristik (R,) =+ 2 ist, eine Orthogonalititsrelation mit den Eigenschaften
0I—-01V, OVI, wenn zu jedem Element aus R, die Norm Quadrat in R, ist.

Methodisch erwies sich in den §§ 2,3 der Doppelverhiltniskalkil als
schlaghriftig; die Anregung, ihn zentral zu benutzen, verdanke ich Herrn
Prof. R. FurcH.

In §4 werden vermoge stereographischer Projektion die ebenen Schnitte
einer konvexen Quadrik in eine Ebene auf ein System von Kreisen — be-
schrieben durch quadratische Formen mit festem quadratischem Anfangsstiick
(vgl. vax pEr WAERDEN, Swmip [15]) — abgebildet. Mit Hilfe dieser Ab-
bildung und einiger Sitze des Vorangehenden haben wir Satz 15, in dem unter
anderem gezeigt wird 1., dafl die von Ewarp in [5] erhaltenen (nach einer
Bemerkung von BARNER und Lenz — vgl. auch FuBnote %) — notwendig
kommutativen) Koordinatenkdrper genau die euklidischen Korper sind, d. h.
genau die angeordneten Korper, in denen jedes nichtnegative Element Quadrat
ist7?), 2. daB in den von EwaLp axiomatisch begriindeten Kreisgeometrien der
volle Satz von M1QueL (Axiom VI in [15}) erfiillt ist.

Die Anregung zu diesen Untersuchungen verdanke ich einer Korrespondenz
mit Herrn Prof. F. BACHMANN,

%) Rine axiomatische Begriindung gewisser Kreisgeometrien, beruhend auf Inzidenz-
(hier nimmt der Biischelsatz eine besondere Stellung ein) und Orthogonalitétseigenschaften,
hat EwaLp [5] gegeben. Die dort zugrunde gelegten Orthogonalititseigenschaften sind
die hier benutzten OI—OVI; ein Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchungen war
némlich die Frage, wie die Koordinatenkorper zu kennzeichnen sind, auf die EwaLp im
Verlauf seiner axiomatischen Untersuchungen [5] gekommen ist.

% Vgl § 1.

7) Diese Kiorper stellten sich auch als geeignetes Fundament der Kugelgeometrie
heraus. Vgl. Horrman [8].
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§ 1. Mibiusebenen

Unter einer Kreisebene verstehen wir eine abstrakte Menge P = {4, B,C,...}
von Punkten A, B, C, ..., in der gewisse Teilmengen a,b,c, ... — genannt
Kreise — ausgezeichnet sind. Zwei Kreise a, b heiflen gleich bzw. verschieden,
wenn die Teilmengen o, b mengentheoretisch gleich bzw. verschieden sind.
Die Kreise a, b heilen zueinander fremd, wenn ¢ b= 8 ist. Der Kreis o
sehneidet den Kreis b, wenn anb =0 ist. Der Kreis a berihrt den Kreis b
in P, wenn a und b verschiedene Kreise sind und P der einzige gemeinsame
Punkt von a, b ist. Wir schreiben dann auch a nb = P statt anb= {P}
und sprechen in diesem Falle geradezu von dem Punkt a nb.

Statt P ¢ o sagen wir auch wahlweise der Krets a geht durch den Punki P,
der Kreis a enthilt den Punkt P, der Punkt P liegt ouf dem Kreis a usw. — Die
Punktmenge P, @, R, . . . heiBit konzyklisch, wenn sie insgesamt einem Kreise £
angehort.

Unter einer Mobiusebene (vgl. [3]) verstehen wir eine Kreisebene mit den
Eigenschaften

(MI) Durch drei verschiedene Punkte geht mindestens ein Kreis. Sind a, b, ¢
verschiedene Kreise mit lanbnel 22, sogilt anb=bnec=cna.

(MIY) Beriihrsatz: Zu P ¢k, Q ¢k gibt es genau einen Kreis k'> P, @ mit
knk'= P.

(MIIL) Jeder Kreis besitzt mindestens einen Punkt. Es gibt vier verschiedene
Punkte, die nicht gemeinsam auf einem Kreise liegen.

In einer Mdébiusebene besitzt jeder Kreis mindestens drei verschiedene
Punkte (vgl. [3], (1)). Die Mobiusebene mit der geringsten Punkteanzahl be-
steht aus genau finf Punkten und zehn Kreisen (vgl. VAN DER WAERDEN,
Smip {15]). In ihr gilt auBerdem die Eigenschaft (MY'): Durch drei verschie-
dene Punkte geht ein und nur ein Kreis8),

Vorgelegt sei eine Mobiusebene 2. Wir wollen sagen (vgl. [3]), 2 gestaite
eine Orthogonalititsrelation, wenn den Kreisen von X eine Bezichung a 1 b
aufgeprégt werden kann mit den Eigenschaften O1, OIIl und OII*: Isia 1 b,
so schmeiden sich a und b in einer Fihrte®).

Unter einer (¥)-Ebene verstehen wir (vgl. [3]) eine Mébiusebene, in der
zusitzlich gilt: Beriihrt ein Kreis k einzeln drei verschiedene Kreise a, o', a”
eines Beriihrbiischels (vgl. [3]), so gehdren die Punkte kna, kna', kna' ge-
meinsam mindestens einer Fahrte anl®),

%) Es gibt Mo6biusebenen, in denen (MT’) nicht erfiillt ist {vgl. [3]).
%) Vgl. [3]. Fiir den Fall, daBl X zusatzlich der Eigenschaft (MI') geniigt, gewinnt
OI1* die Form O11:

Ist @ 1 b, so schneiden sich a und b in genau zwei verschiedenen Punkten.

(Was in [3] OII genannt wurde, nennen wir hier OII*. OII benutzen wir also fiir
einen — haufig zu zitierenden — spezielleren Sachverhalt als OII*,)

10) Gilt in X auch (M1’), so gewinnt die angeschriebene Bedingung die Form: Berithrt
ein Kreis einzeln drei verschiedene Kreise eines Beriihrbiischels, so gehort er zu diesem
Beriihrbiischel.

26*
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In [3] wurde der folgende Satz gezeigtil).

Satz 1. Eine (F)-Ebene X gestattet hichstens eine Orthogonalitiitsrelation mit
den Bigenschaften O, OII*, OIIIL.
Als Korollar hierzu hat man??)

Satz 1'. Die Kreisverwandischaften einer (F)-Ebene X, die eine Ortho-
gonalititsrelation gestattet, sind orthogonaltreu.

Neben diesen beiden Sitzen bendtigen wir im Vorliegenden noch den
Satz 2. Hs sei X zine Mobiusebene, die eine Orthogonalititsrelation gestattet.
Dann sind die Aussagen OIV und

(*) 2 st (F)-Ebene
dquivalent'?).

Beweis: Sei X' eine Mobiusebene, in der eine Orthogonalititsrelation mit
den Eigenschaften OI, OII*, OIII, OIV vorhanden ist. Angenommen nun,
‘es gilbe drei verschiedene Kreise a, b;, b, eines Berithrbiischels (Grundpunkt P)
und einen weiteren Kreis k, der a, b, b, bzw. in 4, B,, B, beriihrte, cbwohl
A, B,, B, nicht gemeinsam einer Fihrte angehérten. Dann sind sicherlich
die Punkte 4, B,, B,, P paarweise verschieden und A ¢ (B; B,)'%). Der durch
(PB;,), 15€{1, 2}, gehende'), zu @ orthogonale Kreis d, wiire dann auch
zu b; orthogonal’®), da d; | a und anb;, = P ¢d;. Genauso wire k | d, ,
da d; | b, und b, nk= B; cd;,. Aus d; | a, k folgte dann nach OIV
Acd;, was d;=dy=d mnach OIII bedeutete. Damit wire d der eindeutig
bestimmte Kreisl?) durch 4, (B, B,); es wiire also d = k. Dann miiBite aber
k=4d 1 k dh. k1 ksein; nach OII* wire demnach k eine Fihrte, was
A ¢(B, B,) ergibe. 2 ist also (¥)-Ebene.

Sei umgekehrt X eine (F)-Ebene, in der eine Orthogonalitiitsrelation mit
den Eigenschaften OI, OII*, OIII vorhanden ist. Es seien a, b zwei sich in
einem Punkt P berithrende Kreise und es sei k ein Kreis mit & | a, b. Ange-
nommen nun, es wire P ¢ k. Bezeichnen A einen Punkt der Fihrte ank
und B, B’ zwei verschiedene Punkte der Fihrte b Nk, so berithrt der Kreis
d durch A, B, der a in A berithrt, auch b in B: Es ist nimlich d | k; wire
also d " b eine Fahrte, so gingen durch sie zwei verschiedene zu k orthogonale
Kreise, nimlich d, b, was Satz (7) in [3] widerspricht. Genauso berithrt der
durch 4, B’ gehende Kreis d’, der a in A beriihrt, b in B’. Damit beriihrte &
einzeln drei verschiedene Kreise (nidmlich a,d, d’) eines Berihrbiischels,
Grundpunkt 4, und es wire — da eine (¥)-Ebene vorliegt — P ¢ (B, B')Ck.
Widerspruch zur Annahme P ¢ k. Damit gilt in X OIV.

11) In [3] war dies Satz 2.

12) In [3] war dies Satz 3.

12) Vgl. betr. Satz 2 auch [6], 8. 467, c) und S. 468, Axiom 2* c*).

1) Wie in [3] bezeichnen wir die Féhrte durch die verschiedenen Punkte @, Q' mit
@ ).

15) Vgl. [3], Satz (7).

1¢) Vgl [3], Satz (8).

17) Vgl. (3], Satz (4a).
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Es gilt weiter
Satz 3. Bs set X eine Mibiusebene, die eine Orthogonalititsrelation gestattet.
Gilt dann in X zusitzlich die weitere Orthogonalititseigenschaft

OVI* Sind P, @, R drei beliebige verschiedene Punkte, dann gibt es durch R
mindestens einen Kreis, der zu allen Kreisen durch P, Q orthogonal ist,
so gilt in X (MI').

Beweis: Angenommen, es gibe eine Fihrte ¢ in X, die mindestens drei
verschiedene Punkte P, @, R enthielte. Dann sei w ein nach OVI* vor-
handener Kreis durch R, der zu allen Kreisen durch P, @ orthogonal ist.
Durch die Fahrte ¢ gibt es mindestens zwei verschiedene Kreise a, b: Nach
{MI) hat man durch P, @, R mindestens einen Kreis. Nach (MIII) koénnen
nicht alle Punkte von Z auf einem einzigen solchen Kreis ¢ liegen; ist also
T ¢ a, so gibt es durch P, @, T nach (MI) einen Kreis b. — Wegen R ¢ ¢ ist
R ¢a,b. Nun giibe es durch ¢ mindestens zwei verschiedene Kreise, nimlich
a, b, die zu w orthogonal wiren. Dies widerspricht Satz (7)in [3], da ¢ nw =48
ist.

Schlieilich bendtigen wir noch eine Feststellung von H. Terasakals), die
wir in Verbindung mit Satz 3 so abfassen kénnen

Satz 3'. Ist X eine Mobiusebene, in der eine Orthogonalititsrelation mit den
Eigenschaften O1, O11*, OIIL, OIV, O VI* vorhanden ist, so gilt auch OVI.

§ 2. Orthogonalititsrelationen
in Kreisebenen ither quadratiseh erweiterbaren Korpern

Im folgenden wenden wir uns einer speziellen Klasse von Kreisebenen zu.
Es handelt sich genau um die Klasse der von vAN prr WAERDEN, Smip in {15]
axiomatisch begriindeten Geometrien. In diesen Geometrien ist stets (MI'):
Durch drei verschiedene Punkie geht ein und nur ein Krets erfills.

Bs sei R, eine kommutative quadratische Erweiterung des Korpers
R={m,n,...,r s ...} Die Elemente von R, und ein weiteres oo bilden die
Ausgangsmenge P (vgl. §1). Je vier verschiedenen Punkten 4, B, C, D wird
ein Doppelverhiltnis zugeordnet:

1) [‘; ’C’} =2 =0 B =2  Dabeisollen im Falleoo ¢ {4, B, C, D}
die Differenzen, die nach (1) formal oo enthielten, durch 1 ersetzt werden,
also z. B. geschrieben werden

o B B —-D

{D o} “B-0C"
Aunch genau drei verschiedenen Punkten 4, B, €, D wird ein Doppelverhiltnis
zugeordnet, und zwar sei genau dann

{g g] == bzw. 1,00, 0, wenn in der Matrix (f) g)

bzw. eine Zeile, Spalte, Diagonale gleiche Elemente enthilt.
18) Vgl. Ewarp {7].
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Die Menge der Kreise itber P wird dann wie folgt erklart: Unter dem Kreis
{4 BC) durch die drei verschiedenen Punkte 4, B, C werden alle Punkte X
verstanden mit [‘;( 103} € 8. R sei dabei R, U {o}.

Diese Kreisebenen — wir bezeichnen sie abkiirzend mit (®;, R,) — sind
Mobiusebenen, in denen der volle Satz von MIQueL (Axiom VI in [15]) gilt1?).

Sind 4, B, ( verschiedene Punkte, ebenfalls 4’, B’, ', so stellt P— P/, wo
A B 4 B
lP c] = [P’ c
dar, die Kreise in Kreise iberfiihrt2%). Die Gruppe der doppelverhiltnistreuen
Kreisverwandtschaften ist also dreifach transitiv iiber . Mit Hilfe einer
doppelverhiltnistreuen Kreisverwandtschaft P-» oo, 4> 0, A'-> 1 ergeben
sich unmittelbar die Satze 4, 4'.

Satz 4. Es seien a, b verschiedene Kreise, und es set P ein auf beiden Kreisen
gelegener Punkt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

ay anb= P

b} Fiir je 2wei verschiedene Punkte A, A'¢ a — {P}2) und fiir je zwei ver-
schiedene Punkte B, B'¢ b — { P} gilt

P A P 4 Q

s &)= ales
c) Hs gibt zwei verschiedene Punkte A, A'¢ a — { P} und zwei verschiedene
P 4 P 4
B A’] - [B’ A’] €Ry.
Satz 4. Ist P € a, Q4 a, so besteht der Beriihrkreis b durch P, G an a neben P
; j,} — [Z j,} € R, wo 4, A" untereinander und
von P verschiedene — hingegen sonst beliebige — Punkte auf a sind:

I[P 4 P 4

oo s AL 2] en)o

Damit kommen wir zu dem — bereits in der Einleitung angekiindigten —

J ist, eine doppelverhiltnistrene Abbildung von P auf sich

Punkte B, B'€b — {P} mit |

aus allen Punkten X mit [

1%) In [9] gibt Horrman einen eleganten gruppentheoretischen Beweis des Miquel-
schen Satzes und auch des von Staudtschen Theorems. — Einen duBerst einfachen Beweis
des Satzes von MiQueL findet man bei PECzZAR [12]. — Eine allgemeinere Klasse von
Kreisebenen als die hier eingefiihrten begriindet der Verfasser axiomatisch in seiner
Dissertation [2]. Dort wird von Punktequadrupeln und einer Gleichheitsrelation zwischen

B A’ B B
diesen ausgegangen. Einfache Forderungen wie z. B. ,,Aus [g 0] = [ D C’] folgt [é D]

’ B/
= [ o D’}“ gestatten die unmittelbare Einfithrung von Begriffen der Mbobiusgeometrie

und die Herleitung von Beziehungen zwischen diesen Begriffen. Insbesondere ergibt sich
ein Winkelbegriff ohne Beriihrsatz.

2¢) Das kann Zz. B. leicht dem allgemeinen von Staudtschen Theorem entnommen
werden.

2) Sind M, N Mengen, so bezeichnet M — R die Menge derjenigen Elemente aus IR,
die nicht in N enthalten sind. Es braucht dabei N nicht notwendig Teilmenge von M zu
sein.

2t) Die Menge aller x (einer vorgegebenen Grundmenge) mit der Eigenschaft & wird
durch {z | €} bezeichnet.
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Satz 5. Die Kreisebenen (R, R,) sind genou dann (F)-Ebenen, wenn R,
separable quadratische Erweiterung von K ist.

Beweis: Es sei 2 eine Kreisebene (R, R,). Wir wollen annehmen, daf3 &
drei verschiedene Kreise a’, b’, ¢’ eines Berithrbiischels (Grundpunkt ') be-
gitzt, die von einem Kreis k¥’ bzw. in den verschiedenen Punkten A’, B', ¢’
berithrt werden. Wir tberfilhren vermittels einer doppelverhiiltnistreuen
Kreisverwandtschaft den Punkt G’ nach G'= oco, 4’ nach 4 = 0, weiterhin
einen von ', 4’ verschiedenen Punkt des Kreises ¢’ nach 1. Die Bildkreise
a, b, ¢ der Kreise o/, b, ¢’ sind dann ebenfalls drei verschiedene Kreise eines
Berithrbiischels (Grundpunkt o), die von (0 BC) bzw. in 0, B, C beriihrt
werden, wobei B, C die Bilder von B’, (' bezeichnen und oo ¢ (0 B () ist.

Satz 4 entnimmt man
0 1 0 1 R
[B oo] - [C oo €8s

[OB B;ml}_“ [g 3;1]6@1,
PR B PR LY

wenn man B+ 1¢b, 4+ 1¢¢ beachtet und B+ 1 B,co; C + 1%, .
Man hat damit

1 1
(3) —gteeR,
1 1
) B~ B=0 <R
1 1
(5) Yol oy A

und vermittels Addition: —g— ¢ R,, was wegen C ¢ a Charakteristik () = 2
bedeutet. (3) und (5) in der Form
B+C 5
BC C(B+0)

angeschrieben, ergeben bei Multiplikation: C?¢ &,. Damit muf also &, not-
wendig inseparable quadratische Erweiterung von R, sein. In diesem Falle
liegen aber wirklich keine {(¥)-Ebenen vor: Das beweist mit Hilfe von Satz 4
das Beispiel (Es sei R,= R, (J | $*= n)®))

a=(4=0, 1, @=x), b=(B=+%, B+1, &,

__n+nd

Definition (0). X sei eine Kreisebene (R, R,) mit Charakieristik (K;) = 2.
Zwer sich in genau zwes verschiedenen Punkten S, S' schneidende Kreise a, b

"2
heifen orthogonal, @ | b, wennes Punkte A ¢ a — b, B ¢ b — agibt mit [g i] €R,.

Eﬁl; ESQ].

22) Diese Schreibweise bedeutet: R, entsteht durch Adjunktion einer Wurzel ¢ von
%= mn aus R,. Es sei n dabei ein Nichtquadrat aus R;.



392 WALTER BeNz:

. ey (808 8§ 8118 8118 87 .
Die Identitit [B* A*] = {B"‘ B} {B A] [A A*] zeigt, dafl aus ¢ | b und

A*¢ca — b, B¥c b — g stets [S* i*]g € R, folgt. Vorgelegt sei jetzt eine Kreis-

ebene (R;, R,) mit Charakteristik (®) & 2. Wir schreiben R,= R, (# | %= n).
Istdanna | bundanb= {S, 8'},sind 4, BPunktemit 4 ¢a — b, B€b — qa,

s0 hat man ['z i] =r+8¥ rs€R, & 0undhiermit
['IS; i']z: (r4 &%n) + 2r 83, d. h. r=0. Der Kreis b ist demnach durch

. 24 4
b= {S;Xl [i i] €9 Rl} ) bzw. ausnahmslos durch b = {Xi [}S; i] €9 ﬁ{}
gegeben: Alle diese Punkte X gehoren tatsiichlich auf Grund von
[x ‘;] - [ﬁ ] [i 51 = & 0,884,045, € 8, sum Kreise (3 5" B). Weitere
Punkte besitzt (S ' B) nicht, wie {; i] - [‘g s [; ‘Z] zeigt.

Satz 6. Die in X = (R, R,), Charakteristik (R,) <= 2, angegebene Relation |
18t eine Orthogonalititsrelation in der Stirke O1, O1I, OIII, also nach Saiz 1 und
Satz 5 die einzige in X mégliche.

. S 8 8 87 .. . .

Beweis: Betreffs OI beachte man [ 4 BJ =1 /[ B A] fiir vier verschiedene
Punkte 8, §', 4, B. Die Eigenschaft OII ergibt sich unmittelbar aus der
Definition der Orthogonalitit. OIII: Es sei &k ein Kreis und es seien P, @
Punkte mit P ¢ k, @== P. Im Falle @ ¢ k gibt es genau einen Orthogonalkreis
zu k durch P, @, wie unmittelbar vor Satz 6 gezeigt wurde. Sei also @ ¢ %.

Zwei verschiedene Orthogonalkreise [, I, zu * durch P, @ gibt es nicht;

denn man hiitte sonst (sei L nk={P, 4;} P 4, =89, 0F5c8,
Q 4, 1

[g jj = 8, O 8,6 R, was 1 = 3,4 + 8,0 bedeutete, also s;+ 3,4 0, also
B = 1/{s;+ 8;) € R;. — DaB es einen gesuchten Orthogonalkreis ! gibt, zeigt eine
doppelverhiltnistrene Kreisverwandtschaft P—oo, K;->0, K-> 1 (K, K, unter-
einander und von P verschiedene Punkte auf k): Geht namlich QinQ'=u» + v 9
f’Q",uj‘rl]= 2 ® und u+ 1 €(0001) — (@' 00 u),
Q' €(Q ou)— (00 01) die Aussage (Q'co %) | (00 01). Damit ist also das Ur-
bild I von (Q'eowu) ein zu k orthogonaler Kreis. Wegen 1> P, @ ist OIIL
ganz bewiesen.,

Satz 7. Es sei X eine Kreisebene (R;, R,), bei der Charakteristik (R;)=2
und Ry= &, (| #*= m ¥ + n) separable quadratische Erweiterung von R,%) ist.
Dann gestattet X keine Orthogonalititsrelation mat den Eigenschaften OI, OIL.
OI1L

Beweis: Angenommen, X besiBe doch eine Orthogonalititsrelation in der
Stiarke O1, OII, OIIL. Dann sei ! der Orthogonalkreis zu (00 0 1) durch 0, co.

iiber, u, v € Ry, sohat man wegen [

24) Iat u € 8, 80 wird unter » R, die Menge {x | x == uv, v € &} verstanden.
£5) Es ist also m == 0.
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Es sei P= u 4 v & ein von 0, oo verschiedener weiterer Punkt auf [2¢). Dann
ist der Beriihrkreis b durch oo, 1 an [ nach Satz 4’ durch b={X | X €1 +
+ P R,} gegeben. b ist ebenfalls zu (00 0 1) orthogonal®) und auch der Be-
rithrkreis 4’ durch 0,1 an . Nach OIII miissen sich 5 und b’ in 1 beriihren.

Das ist aber nicht der Fall, denn es ist b'= {Y 1 [(;, O;} {O OO} 6@’}

{y}m Q,H,} und hiermit 1¢b A Y, 14:-5;;%7,—5%5'.

Schliefilich hat man noch

Satz 8. Es sei X eine Kreisebene (R, K), wobei R, inseparable quadratische
Erweiterung von R, 1st®), Dann gestattet X mindestens || = x, viele verschiedene
Orthogonalititsrelationen in der Stirke O1, OX1, OIII.

Beweis: Es sei ¢t ein von 0 verschiedenes Element von ®;,. Dann werde
L = 1 (#) definiert. Sind a, b zwei sich in genau zwei verschiedenen Punkten S,
8’ schneidende Kreise und gibt es Punkte 4, Bmit 4 ¢a — b, B¢b — a und
[;i ER (14 td), so werde a | b gesetzt. Analog zum Beweis von Satz 6
sieht man, daBl eine Orthogonalititsrelation in der Stirke OI—OIII vorliegt.
Ist t, 5 t, und ¢, £, 0, so vermitteln #,, ¢, verschiedene Orthogonalititsrelationen
L (). Im anderen Falle miiite nsmlich wegen (00 01) | (£) (00, 0, 1 + £,49)

. 0
auch (00 0 1) | () (o0, 0, 1 + #,¥) sein, was [1 ":(;119 1] =r{l + ,9), r € R,

und also doch #;= ¢, ergibe®). Bedenkt man jetzt noch, daB |R®;| = =, gilt,
da K, inseparable quadratische Erweiterung von R, ist, so ist man fertig.

§ 3. Halbordnung, Anordnung, Orthogonalitit

Satz 9. Die Kreisebenen (R, K,), in denen eine Orthogonalitiitsrelation mit
den Higenschaften O1—O1LV (s. Einleitung) vorhanden ist, liegen genau dann
vor, wenn Charakteristik (R,) = 2 ist. Die dabei einzig mégliche Orthogonalitéits-
relation kann nach Definition (O) eingefiihrt werden.

Beweis: Gibt es nidmlich in (R, R,) eine Orthogonalitdtsrelation mit den
Eigenschaften O1—O01IV, so liegt nach Satz 2 eine (F)-Ebene vor. Mit Hilfe
von Satz § ist also R, separable quadratische Erweiterung von ®,. Nach
Satz 7 ist Charakteristik (R,) == 2. — Ist (];, 8,) umgekehrt eine Kreisebene
mit Charakteristik (R;)+ 2, so ist R, separable quadratische Erweiterung
von R;. Nach Satz 5 ist (R, &) also (F)-Ebene. Mit Hilfe der Sitze 6, 2
ist dann alles bewiesen.

) Esist also v = 0.

*7) Vgl. (3], Satz (8).

2¢) Fs ist dann Charakteristik (®,) = 2 und R, = R, (# | #*= n), n ein Nichtquadrat
aus R;. .

) Man kann iiber [‘183 i] € R, noch eine weitere Orthogonalititsrelation einfithren,

die von allen anderen genannten verschieden ist. — {Jbrigens hat man in diesen Ortho-
gonalitétsrelationen dann alle von 0 verschiedenen Winkel (vgl. [2]) der Kreisgeometrie
(Ry, Ky) vor gich. Sie kénnen mitsamt der 0 zu einer Gruppe © zusammengefaBt werden,
die isomorph ist zur Faktorgruppe der multiplikativen Gruppe von K, nach der multi-
plikativen Gruppe von K;.
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Satz 10. Dann und nur dann gilt in der Kreisebene (R, R,) mit Charakte-
ristik (R,) =+ 2 und R,= R, (# | #2= n) die weitere Orthogonalititseigenschaft OV,
wenn aus x € R, und xn ¢ K stets © ¢ RZ folgt39).

Beweis: Sei X eine Kreisebene (R, ®,), Charakteristik (R,) = 2,
Ry = R, (#|9%= n), in der zusitzlich OV gilt. Dann sei 2 ¢ R, und zn ¢ K. Wir
wollen x ¢ &% zeigen. 0.B.d.A. kann z 4 1 vorausgesetzt werden. Dann ist
der zu (o0 0 9) durch &, 29 gehende orthogonale Kreis o fremd zu b = (00 0 1):

Wegen oo ¢ ¢ hitte man sonst [f OO] €I Ry, r€Ry, was zn = r2¢ K% ergibe.

Der Kreis ¢ = (0 0 #) ist ebenfalls zu b orthogonal. Wegen zn ¢ K% ist xn =+ 1.
Der durch 1, xn gehende, zu b orthogonale Kreis d — er lautet

{1 Y} 1 xn Eﬁ@l}bzw {1; Y(r)i (f)w—r%_— 7‘63?1}

— ist ebenfalls zu ¢ orthogonal: Dies folgt aus

and:{ﬂ~x), Y(—l)}, (——x)#Y(—l)und[Y( ?) y<;1)]:19.

Nach OV miissen sich also ¢, d schneiden. Nennen wir einen solchen Schnitt-
punkt s, s ¢ 8, so ist also [810 xOZ] €9 R, d. h. x=s*¢ R, was zu zeigen

war. — Sei umgekehrt X eine Kreisebene (R, 8;), Charakteristik (K;) + 2,
Ry= R (¥ | 92= n), in der aus z ¢ R, und zn ¢ K stets x ¢ KY folgt. Dann
gilt OV: Es seien ¢, d zwei verschiedene Kreise, die beide zu den fremden
Kreisen a, b orthogonal sind. Die auftretenden acht Schnittpunkte bezeichnen
wir mit S,{(a, ¢), S,(a, ¢), S;{a, d), ... usw. Wir kdnnen annehmen, daf sie
paarweise verschieden sind, da. sonst nichts mehr zu beweisen ist®). Wir
iiberfithren vermittels einer Kreisverwandtschaft X — X', £ — &’ den Punkt
8,{b, ¢) nach oo, 8,(b, ¢} nach 0 und 8,(a, ¢) nach #. Es geht also ¢ in {cc 0 )
iiber; b geht in (oo 0 1) iiber, da einmal b’ 3 co, 0 und zum anderen b’ | ¢ (vgl.
Satz 1’} ist. Wir fiihren noch die Bezeichnungen ein: M = Sj(a, ¢}, P= 8! (b,d),
Q= 85(b,d), U= 8 (a,d), Uy= 8} (a,d). Der gemachten Bemerkung zu-
folge setzen wir also o0, 0,9, M, P, @, U,, U, als paarweise verschieden voraus.
Schreiben wit M = 7% — esist also r== 0, 1 —, so ist rn ¢ K2. Gibe es nim-
lich ein s¢ .@1 mit rn = s%, so wirden sich a,b in s schneiden wegen
[f :Z] = 19 €RP. Es ist also 1€, rn ¢ K2 und damit nach
Voraussetzung r ¢ R2. Nehmen wir fiir einen Augenblick an, wir hitten
schon rn = P () bewiesen, so sind wir fertig. Denn dann schneiden sich ¢, d

in :};Vﬂ? wegen
P Q| _ Flr
+re o P

Zum Beweise von rn= P Q: WegenU,, Uscaund [{c0,0, U, Uy, &, M, P, @}| =8

20) R bezeichne die Menge aller Quadrate der Elemente von R;.
3) Zum Teil sind natiirlich Punkte notwendig voneinander verschieden wie etwa
8, (b, ¢), 8,4(b,¢), da ja b | cist.
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ist fir ¢= 1,2
ré¢ ¢)_ [P Q1 ,
d. h.
b—zyrn U Q—y, PO
1—zd  “¢T 1—yd -
Damit kommt man auf
1+ xyrn=— Qu;— y, P
—yin—zrn= Q4+ x,;y,Pn
fiir ¢ = 1, 2; aus der hieraus folgenden Gleichung
2
(PE=rm) g2+ (L4 1) (P = Qe (r = L) =0

(wegen rn ¢ K% ist P2— rn < 0) nimmt man:

(I+n(P—Q)
y1+ Y= — Pz_:".n )
1 @—rn
NYe= — 3 P _ym -

Aus a | d folgt [Ul gz

P
Q—I:_%Q ein, so folgt
i
19 = [Ul Uz]: Q@+yn—01+uP)d
P9 @+ 4%n—1+ypP)d’

] =t%,0=FtcR,. Setzt man U,, ¢ = 1, 2, in der Form

was
(P2~ n) y1yan + (P~ @) n (41 + ¥2) = @~ n

zur Folge hat. Einsetzen von y,+ y,, ¥, ¥, liefert die Behauptung rn = P @,
wenn man n == P beachtet. (Im Falle n = PQ wire & ¢ d wegen
[1; ?o] = %;19 €R,89, d. h. es wiire ¢ ¢ d na = {U;, Uy}, wo aber doch die
Punkte oo, 0, U, U,, &, M, P, @ paarweise verschieden sind.)

Satz 11. Dann und nur dann gibt es in der Kreisebene (R, R,) eine Ortho-
gonalitdtsrelation mit den Eigenschaften OI—OV, wenn K, eine nichitriviale
Halbordnung (SPERNER [13], S.7) gestattet dergestalt, daf jedes nichinegative
Element Quadrat tst.

Beweis: Sei X eine Kreisebene (R, !,), in der eine Orthogonalititsrelation
mit den Eigenschaften OI-—-OV vorhanden ist. Dann folgt aus Satz 9:
Charakteristik (R;) =2 und aus Satz 10 — wenn wir K= R (& |9*= n)
schreiben: Ist z ¢ R, und ist zn ¢ K2, so gilt 2 ¢ R3. Wir nennen die von Null
verschiedenen Quadrate aus R; positiv, die Nichtquadrate negativ. Ist u

Nichtquadrat, so ist % ¢ K2 wegen —Z— €R,, % n ¢ R}. Jedes Nichtquadrat «
148t sich also in der Form n «', u'= % schreiben, wo %' Quadrat ist. Daraus

folgt: Das Produkt u v irgend zweier nichtverschwindender Korperelemente
ist dann und nur dann positiv, wenn die Faktoren u, v entweder beide positiv
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oder beide negativ sind. Da n negativ ist, ist die genannte Halbordnung
nichttrivial. — Sei umgekehrt X eine Kreisebene (R, R,), in der R, eine nicht-
triviale Halbordnung besitzt, dergestalt, daB jedes nichtnegative Element
Quadrat ist. Es ist dann Charakteristik (®;) 4 2. Im anderen Falle bildeten
nimlich die positiven Elemente von R, mit der Null zusammengenommen
bereits einen Korper, da mit u = 82, v=#? auch # — v =(s + t)? wire. Da
aber die Halbordnung von , nach Voraussetzung nichttrivial ist, d. h. da &,
negative Elemente besitzt, hat man in folgender Weise einen Widerspruch:
Sei u € R, negativ. Dann ist 1 + u < 0. Ferner kann 1 -+ % nicht positiv sein,
da sonst v =1 + (1 + u) positiv wiire. 1 + » kann aber auch nicht negativ
sein, da sonst ¥ = u (1 + u) + u? positiv wire. — Wir schreiben damit wieder
R,= K, (F] #2=n). Ist dann z ¢ 8,, zn ¢ K%, so muB x Quadrat sein; denn
sonst wire zn Quadrat, da n Nichtquadrat, also negativ ist.

Wir wenden uns jetzt den — bereits frither zitierten — Orthogonalitits-
eigenschaften O VI*, OVI zu.

Zunichst der leicht zu beweisende

Satz 12. X' sei eine Kreisebene (R, R,) mit Charakteristik () =+ 2,
R,= R, (¥ | 92= n). Ist dann P ein Punkt auf einem Kreis k, Q ein von P ver-
schiedener Punkt, sind weiterhin A, B zwei untereimnder und von P, Q ver-

schiedene Punkte auf k, so ist {P X 1 619 [ B Q] R’l} der durch P,

gehende, zu k orthogonale Kreis.

Damit beweisen wir

Satz 13. Es sei X eine Kreisebene (R, R,), Charakteristik (R,) + 2,
R, = R, (#| 9%= n). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) In X gilt zusitzlich die Orthogonalitiitseigenschaft O VI*,

b) In X gili zusitzlich die Orthogonalititseigenschaft OVI,

c) Zu jedem Element P ¢ R ist die Norm P P — sie liegt sicherlich in R, —
Quadrat in R,;3%).

Beweis: Es sei 2 eine angegebene Kreisebene, in der zusitzlich die Ortho-
gonalititseigenschaft OVI* gilt. Offenbar brauchen wir nur nachzuweisen,
daB aus P ¢ R,— R, folgt P P ¢ R}. In diesem Falle ist also P+ P. Sei k
ein durch P gehender Kreis, der zu allen Kreisen durch 0, cc orthogonal ist.
Es ist dann k) 0, co nach. OIIL. Schneidet k& den Kreis (c0 0 1) in @y, Q,, so

entnimmt man der Gleichung [Ql gg] =19, t€R,, die weitere Gleichung

[% f;]= —¢9; damit ist P ¢ k. Aus Satz 12 und (0 Poo) | k folgb
p P P P2l P

o, Oo] =7 [0 P]vi r ;RI, und hieraus [Q1 oo] = [O P]'ﬁ was mul-
tipliziert 1 = 2192—(——1—;1_7)—, d.h. PP=2rnv?cf ergibt, wenn

P = u + v gesetzt wird. — Sei umgekehrt X eine angegebene Kreisebene, in
der zu jedem Element P ¢ &, — R, die Norm P P in % liegt. Gemif der drei-

3) Unter P> P ist dabei der involutorische Automorphismus P = z + y& —
Pe=2—y®d, z,y¢€RK, zu verstehen, dessen Fixkorper also genau R ist.



Orthogonalitits- und Anordnungseigenschaften in Kreisebenen 397

fachen Transitivitit der Gruppe der Kreisverwandtschaften ist O VI* bewiesen,
wenn wir zeigen, dafl durch & ein Kreis geht, der zu allen Kreisen durch 0, oc ortho-
gonal ist. Dies tut der Orthogonalkreis k zu (co 0 #) durch 9, — . k schneidet
nimlich den Kreis (0 06), 0,00 G=s+1J, 3,168, in Gy=aGund Gy= — G,
wobel g?= %% gesetzt ist; wegen k | (o0 09) und [g‘ i:] == 7&—(-1%-519 fiir
s==0 ist auBerdem % orthogonal zu allen Kreisen durch 0, co. Man beachte
dabei 1 — ¢t 0: Im Falle 1 — «¢= 0 hitte man, da ~n =909 = 2G G
= a2s%— o?f2n ist, a s = 0; es war aber s = 0 vorausgesetzt, und auBerdem ist
a = 0. — Mit Satz 3’ ist dann der Satz 13 vollends bewiesen.

Wir wollen einige Beispiele von Kreisebenen (R, R,) angeben, in denen
genau eine Orthogonalitiitsrelation mit den Eigenschaften OI—-OV vor-
handen ist, in der aber nicht zusdtzlich OVI gilt. Dazu sei R, irgendein
Galoisfeld G'F (p") mit von 2 verschiedener Charakteristik und R, die quadrati-
sche Erweiterung GF(p**) von R,. Gemif Satz 11 ist dann eine Orthogo-
nalititsrelation in der Stirke OI—OYV vorhanden. OVI gilt nicht nach dem
folgenden Satz 14, da R; keine Anordnung gestattet.

Es gibt auch Kreisebenen (®,, R,), in denen die Eigenschaften OI—Q0IV,
OVI realisierbar sind, hingegen nicht zusitzlich OV: Ist 8, der Hilbertsche

" . mt .
Zahlkorper £2, ist 92= n = — 1, 80 hat man wegen V (7;) + 1 €82 — essei
P=wu-+v9d mit u,v € £ und v+ 0 — sicherlich P P ¢ 22. Damit gilt OVI

nach Satz 13. — Fiir das Folgende beachte man 1/2“/.2*1 ~ 2 ¢ £2 (vgl. Hir-
BERT, Grundlagen der Geometrie, 6. Aufl, S. 104). Dann ist fir
& = 2“/§I~ 2¢Q, zn= (2“/:‘5{ - 2) (— 1) ¢ 422 (Q enthilt nur reelle
Zahlen), hingegen nicht = 2 |V§| — 2 € £22, Damit gilt nicht allgemein OV
(vgl. Satz 10).

Im folgenden Satz stellen wir die Eigenschaften OV, OVI nebeneinander.

Satz 14, Dann und nur dann gibt es in der Kreisebene (R,, R;) eine Ortho-
gonalititsrelation mst den Eigenschaften OI—OVI, wenn R, eine Anordnung
besitzt dergestalt, daf} jedes nichinegative Element Quadrat ist33),

Beweis: Sei X eine Kreisebene (8; R,), in der OI—OVT] erfiillt ist. Nach
Satz 9 ist Charakteristik (R,)= 2 und wir konnen somit Ry= R, (8 | 2= n)
schreiben. Wir nennen wieder ¢ € R, positiv bzw. negativ, wenn 0=t ¢ &
bzw. wenn t ¢ 82 ist. Dann brauchen wir auf Grund von Satz 11 nur noch
zu zeigen, dafBl mit »,v=+0 und %, v ¢ R} auch 0% u + v ¢ K2 ist. Nach
Satz 13 ist 39 € R2. Es bezeichne o ein Element von R, mit «?= & . Ist
u=u'2 0=Fuc¢R, v=1072% 0340 ¢cK, soist mit Satz 13:

0+ (u'+—’;;19) (u'+ %—5) =u'?+ 02 RY.

Sei umgekehrt X eine Kreisebene (®;, R,), in der R, eine Anordnung besitzt
dergestalt, dal jedes nichtnegative Element Quadrat ist. Nach Satz 11 hat

33) Speziell solche Korper hat wohl VepLEN [14] zum ersten Male untersucht. Naheres
iiber diese Kdrper findet man in [4].
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man in X eine Orthogonalititsrelation mit den Eigenschaften OI—OV.
Schreiben wir nun R,= K, (¢ | 2= n), so ist — n positiv, da n Nichtquadrat,
also negativ ist. Damit folgt aus O P=u+ v3 € R, u,v e R, da
P P = w4 (—n) v* positiv, d. h., daB P P Quadrat in R, ist. Satz 13 zeigt
dann die Giiltigkeit von OVL.

§ 4. Die ebenen Schnitte einer konvexen Quadrik

Gegeben sei ein dreidimensionaler projektiver Raum R, itber einem Korper
K3, in dem eine Polaritit s (vgl. etwa Lenz [10], § 8) vorhanden sein soll
mit den zusitzlichen Eigenschaften:

Q (1) Es gibt mindestens zwei verschiedene selbstkonjugierte Punkte, d. h. Punkite,
die mit threr Polaren inzidieren.

Q (2) (Konvexititseigenschaft). Eine beliebige Gerade enthilt hichstens zwei
verschiedene selbstkonjugierte Punkte35).

Nach @ (2) ist m sicherlich kein Nullsystem. Die Punkte, die mit ihrer
Polaren inzidieren, bilden die Ausgangsquadrik Q. Stellt man die Punkte P
von R, als eingliedrige Moduln im vierdimensionalen Vektorraum U, (K) iiber K
dar, und bezeichnet man jeweils mit Py= (p, P, P Py) € U, (R) ein — als
Matrix geschriebenes — FElement = 0 des Moduls P (es ist somit
P=Q Py={kPy |k cR}), so kinnen3) die Punkte X = R X, von Q iiber
die Losungen einer festen Gleichung X, 2 Xj = 0 gewonnen werden;
QA == (a;,) ist dabei eine nichtsingulire symmetrische Matrix vom Grad 43%7).

Die Punkte X = R X, der Polaren p des Punktes P = P, lassen sich
tber die Losungen einer festen Gleichung P2 Xj = 0 gewinnen.

Es sei jetzt R ein fester Punkt auf Q und » eine R niclit enthaltende Ebene.
Wir ordnen dann nach dem Vorbild der stereographischen Projektion jedem
von R verschiedenen Punkt S ¢Q den Punkt 7= u(R + S) zu, wobei
R + 8 die Verbindungsgerade der Punkte R und S bezeichnet. Nennt man
noch y die Schnittgerade der Ebene « mit der Polaren » von R, so ist § —7'(8)
eine eineindeutige Abbildung der Menge der Punkte von Q — {R} auf die
Menge der Punkte vonu — »:1) Esist 7'(S) ¢ p, dasonst (R + S)= (R+ T)Cr
wiire, was Hilfssatz 5 in [3] widerspricht. 2) Aus 8, 8¢ Q — {R}, 8+ 8",
folgt T"=4T", da sonst auf der Geraden R + T mit T=T"=T" drei ver-
schiedene Punkte von € lidgen, némlich R, ', 8, was Q(2) widerspricht.

34} Speziell darf ® auch inkommutativ sein. Allerdings wird dies spéter, da wir die
Existenz konvexer Quadriken (Q(1), @(2)) fordern, ausgeschlossen.

33y Mit Hilfe von @(1), ¢(2) folgt die Kommutativitit von K; iiber die Charakteristik
von K braucht dabei nichts vorausgesetzt zu werden. (Vgl. Lenz [11], S. 385, 1. Teil
des dort angegebenen Satzes.) Aus Hilfssatz 2 (Lewnz [11], S. 386) und @(1), @(2) folgt
nun aber Charakteristik (R) # 2, da die dort angegebene Gleichung (1) £ + £ =0 im
Falle Charakteristik (R) = 2 mindestens die Losungen & = 0, & = 1 besitzt, also jede
Gerade, die mindestens zwei selbstkonjugierte Punkte enthilt, sogar mindestens drei
selbstkonjugierte Punkte enthalten miite, was Q(1), @(2) widerspricht.

38) Vgl. Bagr [1], Proposition 3, S. 135.

37) Ist M eine Matrix, so wird mit I’ die zu M transponierte Matrix bezeichnet.
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3) Jeder Punkt 7'¢ 4 — y hat ein Urbild §; nach Hilfssatz 1 in [3] schneidet
niamlich die Gerade R + 7T die Quadrik € in einem von R verschiedenen
Punkt S.

Es sei R2(K) die affine Ebene iiber R und p &2+ r & + ¢, p=+ 0, ein irre-
duzibles Polynom im Polynomring R{£]%). Dann heiflit die Gesamtheit
aller Geraden der Ebene R?(R) neben der aller Punktmengen K({(a, b, c):
pri+ rxy+ qyt+ ax + by + ¢= 0, die aus mindestens drei verschiedenen
Punkten bestehen, ein Kreissystem iiber 8 Die Geraden und Punktmengen
K (a, b, c) selbst heiBen Kreise39)29).

Vermoge stereographischer Projektion entsprechen die ebenen Schnitte4t)
von Q genau den Geraden bzw. Kreisen eines gewissen Kreissystems liber R:
Zum Beweise kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit U = (a,;) in
der speziellen Form a;,= G,3== @1y~ Gpg= Ggy= Agy= Ayy= 0, ay;= 1, agy= -}
annehmen??), Q kann also in der Form

2 2 -
L — nx + 237y= 0,

WO —7 = ay, gesetzt wurde, angeschrieben werden. &2— n ¢ R [£] ist irre-
duzibel, da sonst Q die Schnittgerade der Ebenen x;= 0, 2;= « %, enthalten
miifite, wo o eine Losung der Gleichung &2 n = 0 darstellt. Der Punkt R,
von dem aus projiziert werden soll, sei R = R (00 10); die Ebene «, auf die
projiziert werden soll, sei = R (0010). In der Ebene u ordnen wir dem
Punkt R(x;x,0 z,) die affinen Koordinaten z = x,/z,, ¥y = x,/x, zu, da die
Schnittgerade der Ebenen x;= 0 und z,= 0 — sie fillt ja mit y zusammen —
auBler Betracht bleiben kann. Die Menge der ebenen Schnitte dureh R geht
dann genau in die Menge der Geraden von R2(R) iiber. Die Menge der ebenen
Schnitte, die R nicht enthalten, geht genau in die Menge der Kreise K (a,b,c)
des Kreissystems

B-ny’ tax+by+c=0

3%) Die Eigenschaften (1), @(2) verbiirgen die Existenz solcher irreduzibler Poly-
nome, wie auch spéater noch zu sehen ist.

3%) Vgl. vaN DER WAERDEN, SMID [15].

4%} Man zeigt leicht, dal durch drei verschiedene %2-Punkte ein und nur ein Kreis geht.

4) Eine Ebene heiit ebener Schnitt von Q, wenn sie mit Q mindestens zwei ver-
schiedene Punkte gemeinsam hat. Nach Hilfssatz 2 in [3] hat sie dann sogar ein nicht
kollineares Punktetripel mit Q gemeinsam.

4?) Dies 1aBt sich leicht so einsehen: Ist nichE von vornherein @y, == hj3== Gy4= Qg
= O34 = Qg3 = ayy = 0, s0 transformiere man X in X = X B, wobei B'= (b;, bag b3 byy)
in folgender Weise konstruiert ist: by, und b,, seien die Koordinaten von zwei verschie-
denen Punkten auf Q. Ferner seien b, , by, verschiedene Punkte auf der Schnittgeraden
der Polaren von b,, und b,,, wobei b,, auBerdem noch in der Polaren von b, , liegen soll.
Letzteres geht gewill, wenn man beachtet, dafl die Polare eines Quadrikpunktes P neben P
keinen weiteren Quadrikpunkt enthalt (vgl. Hilfssatz 5 in [3]). Aus dieser Bemerkung
folgt auch, daB die vier Punkte by,, byq, byy, by nicht in einer Eb:ne liegen, d. h., daB B

o -~ . .
nichtsingulir ist. 2 geht damit iiber in A = (@;;) mit G= X big 890 brgs €8 ist also
eo=1
g == Byg == Byq = Oigg = Bgq = fgy = gy = 0 und &yy, dgs, @5y # 0. Das Ubrige ist nun trivial.
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iiber, und zwar geht die € in mindestens zwei verschiedenen Punkten schnei-
dende Ebene v = R(v,v,2,v,), die R nicht enthilt, genau in den Kreis K (a,b,c)
mit @ = —v,fv;, b= —w,/vy, = —u,fv, liber; dies folgt sofort aus

2} — nag + xy2,= 0

Zy0;+ XUyt WVt XgVy= 0,

d. h. aus
s
2yt 2 =0
Ly
z vy v ,
__3_=_._~x,._._£ym“_£_‘
Zg Vs Vs Vs

Zu den Punkten der affinen Ebene u werde jetzt noch ein von den iibrigen
Punkten verschiedener Punkt W adjungiert; er soll auf allen Geraden liegen, aber
auf keinem Kreis K{a,b,c). Ferner bilden wir den Korper R,= R(#|F?=n).
Bezeichnet z->Z den involutorischen Automorphismus z= 2+ y9—
F=z—y?d, x,ycR von R, auf sich, so hat man folgende bekannte Dar-
stellung des Kreissystems

e(®—ny ) +ax +by+¢c=0
{o = O filhrt auf die Geraden des Kreissystems):

(K) p2Z+uz+@%z+c¢=0, wou:%(a+%ﬁ)

gesetzt wurde und also a, b, ¢, g € R ist. Der Punkt (z, y) wurde dabei auf
z + y @ € K, abgebildet. Wir erginzen diese Identifizierung durch W = oco.
Damit ist je vier Punkten (z, ) — unter denen mindestens drei verschiedene
vorkommen — nach § 2 ein Doppelverhiltnis zugeordnet.

Mit der folgenden Bemerkung ist der AnschluBl an § 2 gefunden:

Vier verschiedene Punkte A, B, C, D von w\J {W} liegen dann und nur dann
gemeinsam auf einem Kreis, wenn thr (in irgendeiner Reihenfolge gebildetes)
Doppelverhilinis in K liegt.

et P o4 .
}:z__*,_g ,WO?’%r,SEﬂzund\T 8)#:013{',,

sind Kreisverwandtschaften, wie man leicht der Darstellung (K) entnimmt;
insgesamt bilden sie eine Gruppe. Da die genannte Gruppe dreifach transitiv
iiber der Menge der Punkte ist und auBerdem nur aus doppelverhiiltnistreuen
Abbildungen besteht, so liest man die Behauptung unmittelbar einer solchen
Abbildung 4 > 00, B— 0, 0> 1 ab.

Damit koénnen wir das von Ewarp [5] erhaltene Ergebnis wie folgt ver-
schirfen:

Satz 15. a) Fine Mobiusebene X, die dem speziellen Biischelsatz (Axiom 3
in [B]) geniigt und in der weiterhin eine Orthogonalititsrelation mit den Eigen-
schaften O1—0V, OVI* vorhanden ist, lift sich in einen projektiven Raum Ry
ilber einem euklidischen Kirper derart einbetten, daf den Punkten bzw. Kreisen
von X eineindeutig die Punkie bzw. ebenen Schnitte (unter Erhalt der Inzidenzen)
einer konvexen Quadrik Q R, entsprechen. Dabei kann Q stets in der Form

(Q ot + o} + 2§ = o}

Beweis: Die Abbildungen w =
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angeschrieben werden. X geniigt weiterhin den Eigenschaften (MI'), OVI und
dem vollen Satz von MIQUEL.

b) Umgekehrt besitzt der dreidimensionale projektive Raum Ry iiber einem
euklidischen Korper eine konvexe Quadrik Q so, daff das System der ebenen
Schunitte von Q eine Mbiusebene ist, in der (M1') und der volle Satz von MIQUEL
gilt und in der eine Orthogonalititsrelation mit den Eigenschaften OI—OVI
vorhanden ist. — Dabei kann fiir Q jede konvexe Quadrik aus R, die mindestens
zwet verschiedene Punkte besitzt, genommen werden.

¢) Ist Q (bew. ') eine mindestens zwei verschiedene Punkte enthaltende
konvexe Quadrik im projektiven Raum Ry (bzw. R3) tiber dem kommutativen
Korper & (baw. R') von Charakteristik = 2, ist die von L vermittelte Mdbius-
ebene zu der von K vermittelten isomorph, so sind auch die Kdorper R, K iso-
morph$3) 43),

Beweis: a) Auf Grund der Sdtze 3, 3’ gilt (MTI’) und OVI, was die Aus-
gangslage von [5] darstellt®). Man schlieBe an das Ergebnis von EwaLp [5]
unseren Paragraphen 4 an. Dann ergibt weiter Satz 14 (§ 3) den ersten Teil
der Behauptung. DaB Qlinear auf die Form (@) gebracht werden kann, zeigb man
sehr leicht iber die Gleichungsform 22 — n 2} + %, 7,— 0 unter Benutzung
der Tatsache, daB positive Elemente von ® Quadrate sind. X geniigt dem
vollen Satz von Miquer, da er in Kreisebenen (R, ;) gilt. b) Es sei also R
ein angeordneter kommutativer Korper, in dem jedes positive Element
Quadrat ist. Dann ist Qy: @} + 2 + 2,2,= 0 eine konvexe Quadrik: Da Q,
mit der Ebene ;= 0 bzw. mit der Ebene z,= 0 nur den Punkt P;= R(0001)
bzw. nur den Punkt P,= R(0010) gemeinsam hat, so miiite eine Gerade,
die ganz auf Q, liegt, auch diese beiden Punkte enthalten. Aber bereits
ROO01 )¢ Py+ P, liegt nicht auf Q, — Da das System der ebenen
Schunitte von Q, gemidB §4 isomorph zur Kreisebene (R, R,) ist, wobei
R,= R (P | 92= — 1) gesetzt wurde, so sieht man mit Satz 14, daB dem System der
ebenen Schnitte von Q, eine Orthogonalititsrelation mit den Eigenschaften
01-—0VI aufgepragt werden kann. Ebenfalls hat man {ber die Isomorphie
zur Kreisebene (R, R,) die Giltigkeit von (MI1') und die des vollen Satzes von
MiquEiL. — Da weiterhin eine mindestens zwei verschiedene Punkte enthaltende
konvexe Quadrik von R, (R) auf Grund der speziellen Eigenschaften von R linear
aufdie Gestalt @7 + 22 + 23 2,= 0 transformiert werden kann, so ist b) vollstindig
bewiesen. c¢) Uber §4 gehen wir zu — also isomorphen — Kreisebenen
2R, Ry, 2V (R, Ry) iiber. Richtet man noch — evtl. mit Hilfe einer Kreis-
verwandtschaft — ein, daBl sich bei dieser Isomorphie die Punkte oo ¢ X,

43) Wir verlangen von K, R nicht, daB sie angeordnet sind oder dergleichen.

4) Zwei Kreisebenen X, X’ heiBen isomorph, wenn es eine eineindeutige Abbildung
der Punkte P von X auf die Punkte P’ von X’ und eine eineindeuntige Abbildung der
Kreise & von X auf die Kreise &’ von X gibt dergestalt, daB aus P € k baw, P¢ k ent-
sprechend P’€ & bzw. P’ ¢ I’ folgt.

45) Man beachte dabei die in Ewarp [7] gemachte Bemerkung, dafl in [5] Axiom 2
b) heiBen soll: Ist &’ zu k orthogonal, dann schneiden sich k und %’ in genau zwei ver-
schiedenen Punkten.

Math. Ann. 134 27
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oo’ ¢ X’ entsprechen, so folgt alles daraus, dag die affinen Ebenen iiber den
Korpern R, R isomorph sind. (Die Geraden dieser Ebenen sind die Kreise
durch oo bzw. o’; die Punkte sind die der jeweiligen Kreisebene X, 2" bis auf
oo bzw. 00'.)
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