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Einleitung

In der Funktionentheorie mehrerer Verénderlichen ist man seit einigen
Jahren bestrebt, sich die topologische Theorie der Faserrdume fiur die Losung
von analytischen Problemen nutzbar zu machen. Um eine Verbindung von
Topologie und Analysis herzustellen, wurde zunéchst der Begriff des analyti-
schen Faserraumes eingefithrt. H. CarTaN [5] zeigte dann 1950, daf3 sich die
bekannten Cousinschen Probleme in der Sprache dieser analytischen Faser-
réume formulieren lassen. F. HirzrsrucH [15] hat 1955 spezielle analytische
(Geradenbiindel dazu benutzt, den klassischen Satz von Riemaxn-RocH auf
algebraische Mannigfaltigkeiten hoherer Dimension zu iibertragen. Weitere
umfangreiche Untersuchungen sind von Kopaira, SPENCER, SERRE ange-
stellt worden.

Bei der Konstruktion von analytischen Faserrdumen werden komplexe
Liesche Gruppen als Strukturgruppen verwendet. Die Ldsung gewisser
Probleme der Faserraumtheorie erfordert deshalb die Kenntnis der Eigen-
schaften von holomorphen Funktionen (holomorphen Abbildungen) mit
Werten in komplexen Lieschen Gruppen L.

In der vorliegenden Arbeit werden nun diese Funktionen eingehend unter-
sucht. Als Argumentrdume werden alle holomorph-vollstindigen Rdume R*)
zugelassen. Diese Klasse besteht aus den fiir die Funktionentheorie sinn-
vollen, nicht kompakten komplexen Réumen. Als erstes wesentliches Re-
sultat ergibt sich:

(1) Jede in R holomorphe Funktion F (r) mit Werten tn L ist genau dann
in R dber eine Schar von holomorphen Funktionen F(r,t):R—->L, 0 <t < 1.

*} Bei der vorliegenden Publikation handelt es sich um den zweiten Teil der Habi-
litationsschrift des Verf., die in drei Teilarbeiten in den Math. Annalen erscheint (vgl. [13.
14]). Einige Resultate wurden bereits in einer C. r.-Note angekiindigt (vgl. [12]). — Ich
mochte an dieser Stelle Herrn Prof. CArTaN meinen Dank fiir wertvolle Ratschlige aus-
sprechen. Er hat auf dem internationalen Symposium 1956 in Mexiko iiber die vor-
liegende Arbeit (und iiber [13, 14]) vorgetragen (vgl. [8]).

1) Die holomorph vollstindigen Rédume bilden unter den nicht kompakten kom-
plexen Réumen die Klasse K der fiir die Funktionentheorie sinnvollen komplexen Riume.
In K sind alle nicht kompakten Riemannschen Flichen und die Holomorphiegebiete
des C* enthalten. Ferner sind die variétés de SteIn (vgl. [7], p. 50) eine Teilklasse von K.
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auf die Funktion E(r)= 1 ¢ L deformierbar, wenn sie dort iiber louter stetige
Funktionen S(r,t): R-—> L, 0=t =<1, auf E(r) deformierbar ist (vgl. Satz 3).

In diesem Satz wird also behauptet: die analytische Eigenschaft, dall man
F(r) tiber lauter holomorphe Funktionen auf E(r) deformieren kann, ist zu
der rein topologischen Eigenschaft dquivalent, daff F(r) tber stetige Funk-
tionen auf E(r) deformierbar ist. Der Satz (1) schwicht deshalb die Voraus.-
setzung von [13], Satz 11 ab.

Um eine Isomorphie zwischen den Deformationsklassen von holomorphen
und stetigen Funktionen herzustellen, wird sodann bewiesen:

(2) Jede stetige Funktion S(r): R — L ist auf eine holomorphe Funktion
F(r): R — L deformierbar.

Nennt man einen holomorph-vollsténdigen Raum R auf einen holomorph-
vollstindigen Raum R holomorph ausdehnbar2), wenn R Teilbereich von R

und iiber lauter holomorph-vollstindige Réume stetig auf R ausdehnbar ist,
so folgt schlieBlich der Approximationssatz:

(3) Hs seien R, R holomorph-vollstindige Riume, R sei auf R holomorph
ausdehnbar. Dann ist jede in R holomorphe Funktion F(r): R — L, die im
Innern von R durch in R stetige Funktionen beliebig stark angendhert werden
kann, dort auch durch holomorphe Funktionen beliebig stark approximierbar
(vgl. § 1, Satz 4).

Der Beweis der Resultate (1)—(3) erfordert sehr tiefliegende Aussagen der
Theorie analytischer Garben. Ferner ist es notwendig, sogleich Funktionen
zu untersuchen, die noch von einem Parameter t ¢ £ (¥ ein kompakter Raum)
abhingen. Der Beweis wird in den Paragraphen 1—3 durchgefiihrt.

In § 4 wird die Garbe &° bzw.&* der Keime von stetigen bzw. holomorphen
Funktionen mit Werten in L untersucht. Bezeichnet man mit H* bzw. H®
die 1. Kohomologiemenge von R mit Koeffizienten in &¢ bzw. &* und mit ¢
die Injektion &°— &3, so gilt:

{4) ¢ erzeugt einen Isomorphismus ¢* von H® auf H* (vgl. die Siitze 11a, 12).

In [14] werden wir zeigen, dafl dieses Resultat gleichzeitig eine Aussage
iber die Klasse R der topologischen Faserrdume iiber R mit L als Struktur-
gruppe enthilt: die Theorie der analytischen Faserriume aus K ist zu der Theorie
der topologischen Faserrdume aus K isomorph (vgl. auch [9, 10]).

Um den Satz (4) herzuleiten, ist es notwendig, dafl die Sidtze (1)—(3)
gleich allgemeiner als hier angegeben bewiesen werden. Es wird deshalb zu-
gelassen, dafl L den Punkten von R angeheftet ist, d. h. es werden Funktionen
F(r) mit Werten in analytischen Faserrdumen L(R, L*) betrachtet, deren
Basis R, deren Faser L und deren Strukturgruppe L* eine komplexe Auto-
morphismengruppe von L ist. Dabei ist immer gefordert, dafl der Funktions-
wert F(r) in der Faser tber r liegt. Offenbar darf man deshalb im Falle

?) Man vergleiche zur Definition [2] und [13].
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L(R, L*) = R x L die Funktion F (r) als Abbildung von R in L ansehen und
erhilt damit den vorhin diskutierten Fall als Spezialfall zuriick.

Die Funktionen F(r) lassen sich als Schnittflichen in der (nicht abelschen)
Garbe © der Keime von lokalen Schnitten in L(R, L*) deuten. Es ist deshalb
noch eine wesentliche Verallgemeinerung der Resultate (1)—(4) moglich: in
einer spiteren Arbeit beabsichtigt der Verf., nicht notwendig abelsche, ana-
lytische Garben (2 zu definieren, derart, dafl unter diesen Begriff die Cartan-
schen abelschen analytischen Garben und die Garben € fallen. Fir die Schnitte
in Q gelten dann wieder die Aussagen (1)--(4).

§ 1. Topologisehe Bedingungen

1. Wir verstehen wie in [13] unter L, L* komplexe Liesche Gruppen.
L* wirke in L automorph, d. h. es ist jedem Punkt I* ¢ L* ein holomorpher
Gruppenautomorphismus y(I*) von L zugeordnet, derart, dafl folgendes gilt:

1) y(I*) ist ein Homomorphismus von L* in die Gruppe der Automor-
phismen von L,

2) die Abbildung L* X L — L {I*, 1) - ¢{I*) 0l ist holomorph. Dabei be-
zeichnet O die Anwendung des Automorphismus y(I*} auf die Punkte 1 ¢ L.
Wir werden im folgenden fiir p(I*) abkiirzend einfach I* setzen.

Es seien fortan immer — wie in [13] — R ein beliebiger komplexer Raum
und L{R, L*) ein komplex analytisches Faserbiindel®) iiber R, dessen Faser L
und dessen Strukturgruppe L* ist. 7z sei die Projektion von L(R, L*) auf R.
Da die Strukturgruppe von L(R, L*) automorph in L wirkt, besitzt jede Faser
a-1(r), r €R, die Gruppenstruktur von L. Man kann deshalb die Punkte
Zy, o€ w~1(r) im Sinne der Gruppenoperation o miteinander multiplizieren
(z,0z,). Ebenso liBt sich das Produkt zweier stetiger Schnittflichen?) F, (r),
Fy(r) iiber R bilden. Die holomorphe Schnittfliche, die jedem Punkt r ¢R
das neutrale Element von z—1(r) zuordnet, sei mit E (r) bezeichnet. Ferner
sei U(E) die in [13], §3 eingefiihrte kanonische Umgebung der Fliche
x= E(r).

Ist L= 09 L*= (L(g,0) die Gruppe der g-reihigen nichtsinguliren Ma-
trizen, so heit L(R, L*) ein ¢-dimensionales Vektorraumbiindel iber R. Wir
setzen in diesem Falle L(R, L*)= V(R)} und bezeichnen die Gruppenope-
ration o mit -+; dementsprechend werde fir E(r} der Term O{r) gewihlt.
Wie in [13] gezeigt, gibt es zu jedem Faserraum L (R, L*) ein kanonisch zu-
geordnetes Vektorraumbiindel V;(R), das durch eine holomorphe, fasertreue
Abbildung g mit p(z + 1 2) = p(z)0p(4 x) auf L(R, L*) bezogen ist (4 kom-
plex). g bildet dabei U (0) C V5 (R) umkehrbar holomorph auf U (E) C L (R, L*)
ab.

Nach [13] darf man sich in jedem Vektorraumbiindel V(R), bei dem R
abzéhlbare Topologie hat, eine stetige Funktion |z|: V(R) - {£, 0 = < oo}

3) Wir sagen statt Faserbiindel auch Faserraum (vgl. [14]).
1) Die Schnittflichen F(r) tiber R werden im folgenden auch Funktionen in R mit
Werten in L(R, L*) genannt.
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definiert denken, die in jedem Vektorraum z~1(r) den Axiomen einer Norm
geniigt. Ist L(R, L*) beliebig und y ¢ U (E), so werde |y| fur |p~(y)| gesetzt.

Es sei nun € ein kompakter3) Raum, in dem abgeschlossene Untermengen
€, H mit € H ausgezeichnet sind. Unter einer (e, h)-Funktion in R x § mit
Werten in L (R, L*) verstehen wir dann eine stetige Abbildung F (r.t), » ¢ R,
t €& von R X ¥ in L(R, L*), die folgende Eigenschaften hat:

1) zoF(rt)=r,

2) ist ty € 9, so ist F (r,ty) in R holomorph,

3) liegt t, in der Menge €, so gilt F(r,ty) = E (r).
Geniigt eine Funktion F(r,t) den Axiomen 1) und 3), so heifit sie eine
e-Funktion in R x E. Offenbar ist das Produkt zweier ¢- baw. zweier (e,h)-
Funktionen stets wieder eine e- bzw. (e,h)-Funktion in R x €. Eine (e,h)-
Funktion heift in (im Innern von) R X E (e,h)-homotop E, wenn sie in R x &
(in jeder kompakten Teilmenge von R x &) iiber lauter (e,A)-Funktionen auf
die Funktion E (r,t) = E (r) deformiert werden kann. Ist ¥ (r,t) eine e-Funktion,
die in (auf jeder kompakten Teilmenge von )R X & iiber e-Funktionen auf
E (r,t) deformiert werden kann, so werde F (r,t) in R (im Innern von R) e-homo-
top E genannt. Im folgenden werden wir eine Deformation F(r,t,8), 0 <t <1,
mit (e, h)-Deformation bezeichnen, wenn F(rt,f), 0 < t,= 1, immer* (¢,h)-
Funktion ist. Im Falle, wo F(r,t,t,) fiur gewisse ¢, nur e-Funktion ist, werde
F(r,t,t) eine e-Deformation genannt.

Es sei nun immer € ein kompakter Raum, in dem Mengen & und § aus-
gezeichnet sind. Fiir in bezug auf € definierte {e, k)-Funktionen wurden in [13]
folgende Sitze bewiesen:

Satz 1. Es seien R, R holomorph-vollstindige Riume®), R sei Teilbereich

von R und in bezug auf R konvew. Ist dann F(r, t) eine (e, h)-Funktion in R X%
mit Werten in einem Faserraum L(R,L*), die im Innern von R X E (e, h)-ho-
motop E ist, so gibt es eine Folge von in RxE definierten (e,h)-Funktionen
F,(r.t), die im Innern von R x < gleichmdifig gegen F (r,t) konvergiert. Dabei
konnen die F, so bestimmt werden, daf sie in R xS (e, h)-homotop E sind.

Satz 2. Es sei R ein holomorph-vollstindiger Raum, V (R) ein n-dimensio-
nales komplex-analytisches Vektorraumbiindel iiber R, R, ein relativ-kompakter
holomorph-konvexer Teilbereich von R. Es gibt dann in V(R) iiber R endlich
viele holomorphe Schnittflichen H,(r), . . ., H,(r), derart, daf sich in R, X & jede
dort definierte (e, h)-Funktion mit Werten in V(R) durch eine Linearkombination

q
F(rt)= 3 f,(rt) - H,(r) darstellen Lift. Dabei sind die f,(r,t) komplex-wertige
pe==1
(e, h)-Funktionen in Ry X E.
2. Man wird danach trachten, die analytische Bedingung fiir die Giltig-
keit des Approximationssatzes 1, dall F(rt) (e,h)-homotop E ist, durch eine
rein topologische Bedingung zu ersetzen. In der Tat gilt:

5) Dieser ist nach Definition stets ein normaler Hausdorffscher Raum.
8) Zur Definition vgl. [11] und [13].
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Satz 3. Es sei R ein holomorph-vollstindiger Raum und F (r,t) eine (e,h)-
Punktion in R X E mit Werten in einem Faserraum L(R,L*). lst dann F(r,t)
e-homotop E (in R x K oder im Inmern von R x ), so ist F(rt) sogar (e, h)-
homotop E {in R x & oder im Innern von R xE)7).

Da man R nach [13], § 1.1 durch analytische Polyeder B ausschopfen
kann und diese nach [13], § 1.2 wieder holomorph-vollstindige Réume sind,
folgt, daBl man zu Satz 3 nur zu beweisen braucht, dafl F(rt) in R x T {e,h)-
homotop £ ist, falls F(r,t) dort e-homotop E ist.

Unter Verwendung von Satz 3 1Bt sich schliefilich folgender allgemeiner
Satz herleiten:

Satz 4. Es seien R, R holomorph-vollstindige Riume, R sei Teilbereich von R
und auf R holomorph ausdehnbar, ferner sei F (r,t) eine (e, h)-Funktion in R x §
mit Werten in einem Faserraum L(‘j{, L*). Gibt es dann in R F eine Folge
von e-Funkitonen S’,, (r,t) mit Werlen in L(§2,L*), die 1m Innern von R x %
gleichmiiffig gegen F(r,t) strebl, so konvergiert auch eine Folge von in RxE
definierten {e,h)-Funktionen f’,,(r,t) im Innern von R X gleichmifig gegen
F(rt).

( Ais Spezialfall ist in Satz 4 enthalten, dafl man eine holomorphe Funktion
F (r) iiber R (= holomorphe Schnittfliche) mit Werten in L(§2, L*) genau dann
durch in R holomorphe Funktionen j’v(r) im Innern von R gleichméfiig appro-

ximieren kann, wenn F(r) dort durch eine Folge in xR stetiger Funktionen
gleichmiBig angenihert werden kann. Dadurch werden die Voraussetzungen
von [13], Satz 11 vereinfacht.

Wir fithren in den folgenden Abschnitten dieses Paragraphen die Sitze 3
und 4 auf einfachere Aussagen (Satz 5, Satz 7) zuriick. Ihr vollstindiger
Beweis wird erst in dem Paragraphen 3 erbracht werden kénnen,

3. Bs sei $* ein beliebiger kompakter Raum, €, sei der kompakte Raum
E* x{t,0 <t < 1}. Ferner seien in &; abgeschlossene Mengen €, &; mit
€, D, ausgezeichnet. Wir setzen voraus, daB € nNE*x{L,0<f< 1}
=E*x{t,0 <t <1}, O NT*x{t,0<t < 1} = H*x{¢ 0 < t < 1} ist, wobei
€* bzw. H* abgeschlossene Teilmengen von £* bezeichnen. Unter §Y verstehen
wir schlieBlich die Menge ©, U {t, (t,1) € §;} x{t} U E*x 0. Die (e, h)-Funk-
tionen F(rt,¢) in Riumen R X E, denken wir uns fortan in bezug auf die
Mengen €,, 9, definiert®). Ist F (r.t,¢) sogar fiir (t,¢) € $I holomorph, so heifle

7) ,,Im Innern von R X £* bedeutet ,,auf jeder kompakten Teilmenge von R X T, —
Ist L eine komplexe Liesche Gruppe, deren universeller Uberlagerungsraum dem Cm
analytisch #quivalent ist (z. B. eine abelsche oder auflosbare Gruppe), so gilt Satz 3 —
wenigstens wenn L(R, L*) = R X L ist — in bezug auf beliebige komplexe Raume R.
In diesem Falle 148t sich seine Aussage mit elementaren Mitteln herleiten. Andererseits
kann man schon holomorphe Abbildungen von Nichtholomorphiegebieten des C? in die
Gruppe GL (2,0) der 2reihigen, nichtsinguliiren komplexen Matrizen angeben, die zwar
stetig, jedoch nicht holomorph auf E({r) deformierbar sind. Die zum Beweis von Satz 3
benutzten Methoden diirften deshalb der Problemstellung angemessen sein.

8) Unter der €- und der H-Menge seien fortan die Mengen verstanden, die zur Defi-
nition der (e, b)-Funktionen verwendet werden.
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F(r,t,1) eine (e,h%-Funktion in R X ;. Fir (e, h)-Funktionen in R x %, defi-
nieren wir eine weitere Homotopiebeziehung, indem wir zunéchst noch in &,
die Menge €, = $* x 1 auszeichnen, die im folgenden mit €-Menge bezeichnet
wird. Wir sagen dann: zwei {e,/)-Funktionen F,(r,t,f) und Fy(r,t,{) sind in
R %%, (e, h,c)-homotop, wenn es eine (e, h)-Deformation F(rt,t,s), 081,
von F, auf F, mit folgenden Eigenschaften gibt:

a) Fr,tt,1)= F,(rt,1), Frt10)= F,(rt1)

b} F(rt,1,8)= F(r,1,1) = F,(rt,1).

(e, b, c)-homotope (e, h)-Funktionen miissen also notwendig auf R x € iiberein-
stimmen.

Als grundlegender Satz gilt nun:

Satz 5. Ist R ein holomorph-vollstindiger Rawm, so gibt es zu jeder in R X §,
definierten (e, h)-Funktion mit Werten in einem Faserraum L (R, L*) eine (e, h,c)-
homotope (e, h°)-Funktion.

Wir werden diesen Satz in spiteren Abschnitten weiter auf ein einfacheres
Resultat zuriickfithren. Es sei hier mur noch gezeigt, wie man aus Satz 5
die Sitze 3 und 4 leicht gewinnen kann.

Zum Beweise von Satz 3 bilden wir das kartesische Produkt &, des
Raumes € mit I = {t,0 =t = 1} und zeichnen in €, als Mengen €, bzw. 9,
die Mengen € X I UE x 0 bzw. E v H x 1 aus. Ist nun F(rt,t) eine e-Defor-
mation von F(rt) auf K (r,t) mit F(r,t,1)= F(rt), F(rt,0)= E(rt), so ist
die nach Satz 5 existierende, zu F(r,t,t) (e,k,c)-homotope (e, h?)-Funktion
Fo(rt,t) eine (e, h)-Deformation von F (r,t) auf K (r,t).

Um Satz 4 zu beweisen, zeigen wir zundchst:

Satz 6. Ist R ein holomorph-vollstindiger Rawm, so gibt es zu jeder in R x §
definierten e-Funktion S{(r,t) mit Werten in einem Faserraum L(R,L*) eine
e-homotope®) (e, h)-Funktion F (r.t).

In der Tat! Wir definieren den Raum &= & x I und setzen $,= €,
=E€x 1. F(rtt)= 8(rt) ist dann eine (¢, h)-Funktion in bezug auf §,. Be-
zeichnet FO({rt,t) eine zu F(r,t,f) (e,b,c)-homotope (e, A% -Funktion, so laBt
sich F'¢ als e-Deformation von S{rt) auf die Fuoktion FO{rt)= F%(rt,0)
deuten. Diese ist fiir festest holomorph und damit eine (e, h)-Funktionin R x .

Wir erbringen nun den eigentlichen Beweis von Satz 4. Wir haben zu
zeigen: Zu jeder kompakten Menge M CR und zu jedem £ > 0 existiert eine

in R xS definierte (e, h)-Funktion F(r,t), so daB in M xE gilt: F(rt)o
o= (rtyeUE), \F (r,t)of“l (1)} <& Da man R durch analytische Poly-
eder P=p {r R, [fu(n <1, p=1...8} ausschopfen kann, ist M immer
in einem solchen Polyeder enthalten. Weil ferner R in bezug auf R konvex
ist, darf man dabei sogar annehmen, da alle f, in ganz R holomorph sind
{(p {} bezeichnet die Vereinigung einer oder mehrerer zusammenhingender
Komponenten der Menge {}).

Nach Voraussetzung gibt es in R x & eine Folge von e-Funktionen 8§, (r,1),
die im Innern von R x & gleichmilig gegen F (r,t) konvergiert. Wir wihlen »,

9) F(r,t) ist also iiber lauter e-Funktionen auf §(r,t) deformierbar.

Math. Ann. 133 30
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so groB, daB F(’r,t)oS;;l(r,t) cU(E) fur r ¢ P,t €< ist. Setzen wir ¢ -z
= go(t-p~toz), wenn z € U(E), |t| <1, so ist dann ¢ 'F(r,t)oS;;l(r,t) eine
e-Deformation von Fo §;-! auf E(r,t)in PxZ. In RxE gibt es nach Satz 6
eine dort zu S, e-homotope (e,s)-Funktion 'F(r,t). Das Produkt Fo’'F-1ist
in PxE e-homotop K, nach Satz 3 dort sogar (e,h)-homotop E. Aus Satz 1
folgt deshalb, wenn man beachtet, daBl P in bezug auf R konvex ist: es gibt
in R xS eine (e,h)-Funktion "F(rt), so dal in M x & gilt: Fo'F-1o0"F-1¢
cU(E), |[Fo'F1o"F-1| < e Setzen wir noch f’(r,t) ="F(r,t)o'F(rt), so ist
Satz 4 bewiesen.

4. Es sei auf die in [13], § 1.2 definierte normal eingebettete analytische
Menge verwiesen. Mit Hilfe dieses Begriffes formulieren wir:

Satz 7. EHs sei 8"= {3=10(21,...,%,) €C" |x,|Za, |y,| b, 2,= x,+ 1y,

= 1...n} ein abgeschlossenes Pflaster, A sei eine in (einer offenen Umgebung
von) 8" normal eingebettete analytische Menge. Ist dann E,= T*x I ein kom-
pakter Raum, an dem — wie in § 1.3 — Mengen €,;, 9, ausgezeichnet sind, und
18t F' (3, 1,8) etne (e, h)-Funktion in A x €,10), so gibt es in 4 X E, eine 2u F (e, h,c)-
homotope (e, h%)-Funktion FO(3,1,1).

Aus diesem Satz, den wir im § 3 beweisen werden, 146t sich unser Satz 5
leicht herleiten. Da R holomorph-konvex ist, kénnen wir zunichst R durch
eine aufsteigende Folge analytischer Polyeder P,=p{r ¢ R, [Ref, ()| <1,
JIm f, ()| < 1, u = 1...p,} ausschopfen, so dall P, < P, , ; gilt. Dabei sind die f,
in R holomorphe komplexwertige Funktionen. Nach bekannten S#tzen [11]
existiert zu jedem P, eine in einem Pflaster §» normal eingebettete analytische
Menge 4, die als komplexer Raum aufgefaBt zu P, analytisch dquivalent ist11).
Die Aussage von Satz 7 bleibt deshalb richtig, wenn man 4 durch P, ersetat.

Nach Satz 7 gibt es also in den Produkten P,x %, (e,h°)-Funktionen
Of’,(r,t,t), die dort vermdige (e,%,c)-Deformationen ﬁ, (r,t,t,s) zu F(rt,t)
{e,h,c)-homotop sind. Der Parameter s werde dabei so gewshlt, dafl gilt:
ﬁ,(r,t,t, 1) = °f,,(r,t,t), ﬁv(r,t,t,()) = F(r,t,t). Wir zeichnen nun in $,= &, x
% {s,0 < s =<1} als €Menge die Menge €,= & X {s} U F, x0U T x1x {s}
Umgebung von 3» normal eingebetteten analytischen Menge definiert werden. Dem-
entsprechend sind F, F® als Keime von Funktionen anzusehen. Es sei deshalb folgende
Verabredung getroffen: Tritt eine Menge M als Teilmenge eines komplexen Raumes auf
(wie hier §*), so wird unter einer Funktion (analytischen Menge) in M stets eine Funktion
(analytische Menge) verstanden, die in einer offenen Umgebung U (M) definiert ist. Eine
oder mehrere Funktionen (analytische Mengen) haben in M eine Eigenschaft ,,a*‘, wenn
sie in einer offenen Umgebung von M diese Eigenschaft haben (z. B. Identitit, normale
Einbettung). Ist dagegen M Teilmenge eines nichtkomplexen Raumes (wie hier die
Mengen € und 9), so wird die @ibliche Terminologie verwendet. Im Falle, dafi M kartesi-
sches Produkt einer Teilmenge M, eines komplexen Raumes und einer Teilmenge M,
eines nichtkomplexen Raumes ist, sind die Eigenschaften der Funktionen in den Mengen
U(M,) x M, zu untersuchen. Eine normaleingebettete analytische Menge ist stets als
selbsténdiger komplexer Raum anzusehen.

1) Das ist genau dann der Fall, wenn es eine umkehrbar holomorphe Abbildung «
von P, auf die Punkte von 4 gibt, die in 3* liegen. Diese mufl nach Fuinote 10) noch
in einer Umgebung von 3, erklirt und dort umkehrbar holomorph sein.
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und als $-Menge die Menge H,= 9, X {s}UE; x 0UE x 1 x {s} U H?I x 1 aus.
Ferner denken wir uns in €, die €-Menge €,— &, x 1 und die $°-Menge H)
definiert. In 5, x $, ist dann G, (rt,4,8) = H; 10 H, eine (¢, h)-Funktion, die
nach Satz 7 in P, x &, zu einer (e, k%-Funktion °G, (e, k,¢)-homotop ist. Offen-
bar ist $ —%; X 0= 9 x {5, 0 < s < 1}, ebenso ist €~ &; x 0 in der Form
M x{s,0 < s <1} darstellbar. Deshalb ist °G, (r,t,4,8,u) == G, (r,t,t,u - 8) eine
{e,h%)- und damit eine (e, h)-Deformation von %G, auf E{r). G, ist aber (¢, h)-
homotop °G,. Also ist auch G, in B, X, (e,h)-homotop E. Da nun eine ge-
eignete beliebig kleine Umgebung jedes analytischen Polyeders  in R ein
in bezug auf R konvexer holomorph-vollstindiger Raum ist, ergibt Satz 1:
es gibt inR x E, eine (e k) Funktion G (rt,t,8),80 daB in T, x §, gilt: G, LoG e
€ U(B)C LR, L*) und |G, c@y M <e(e>0 beliebig klein vorgegeben).

Wir definieren in P, X $,: Hy(r,t,t,8) = Hy(rt,t s)oG 1(rt,t,5). Esist in
By x Ty |Hgloﬁ1i < 6‘1 Ferner gilt: H,(r,t,t,0) = Hy(r t,£,0) = F(rt,¢),
Hy(rt,1,8) = F(rt, 1), Hy(r,t,¢1) ist in P, x g, eine (e, h%)-Funktion.

Das gleiche Verfahren, das wir auf H,= Hl, H2 angewandt haben, wenden
wir nun auf H,, H3 an und konstruieren in P, x §,die (¢, h)-Funktion H,(r,t,t,s),
fir die in Py x E, gilt: |H; 1o H,| < g, Wir setzen dieses Verfahren beliebig
fort und erhalten eine Folge von (e h)-Funktionen H,(r.t,f,s). Immer ist
H,(rt,t,0) = H,(r,t,t,0)= F(r.t,t), H,(rt,1,8)=F(rt1); H, (rtt1) ist in
P, x E, eine (e, h?)-Funktion. Gilt &,< 27, so konvergiert H,(r,t,t,s) im Innern
von RAxE, gleichmidBig gegen eine Grenzfunktion H(rt,t.s). Man hat in
RxEF,: H(r,t,£,0) = F(r1,¢). Da ferner dort °F (v t,8) = H{rt,t, 1) eine (e, h9)-
Funktion ist und H(r.t,1,8) = F{rt,1) gilt, folgt, daBl H eine (e, k,c¢)-Defor-
mation von F auf eine (e, h%)-Funktion °F ist. Damit ist Satz 5 bewiesen.

§ 2. Die Laurenttrennung fiir (e, h)-Funktionen mit Werten in komplexen
Lieschen Gruppen

1. Der Beweis von Satz 7 erfordert gréBere Vorbereitungen. Wir iiber-
tragen in diesem Paragraphen einen Satz von H. CARTAN auf (e, h)-Funktionen
F (r,t) mit Werten in trivialen Faserriumen L(R,L) = R x L. Da man diese
Funktionen als holomorphe Abbildungen R - L auffassen darf, heie F{r,t)
eine {e, h)-Funktion mit Werten in L.

Es seien in einer Umgebung U(e) des neutralen Elementes e ¢ L sog.
Normalkoordinaten wy, . .., w,, eingefithrt. In einem solchen Koordinaten-
system kommt ¢ das m-tupel (0, . . ., 0) zu. Bezeichnen wir die Koordinaten
der Punkte I ¢ Ul(e) mit [I] und sind 1, ], Punkte aus U{e) mit {l;]=w
= (W, ..., W), hl=(Aw, ..., w,) (A komplex), so gilt, falls Lol¢

eUle): Lol = (w+ Awy, ..., w,+ Aw,). U{e)habeinbezugaufw,,...,w,,
stets die Gestalt einer Hyperkugel Wir setzen ferner || = |{l]| = max|w,]
firl € Ule), 1= (wy, ..., w,). v=1l..m

Es bezeichne — wie in §1 — 3 immer ein abgeschlossenes Pflaster

{3=0(...2)), 0| 5a, ly| b, 2,=2,+ 1y, v=1,,.0},0<4qa, 00, des
30*
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Raumes von n-komplexen Veranderlichen 2, ... 2,; 8, bzw. 8, sei das Gebiet
{8€8, — < 2,0} bzw. {3¢8, 0= 2,5 a,}. Der Satz von H. Carran
lautet nun unter Verwendung dieser Symbolik:

Ist F(3) eine in (einer Umgebung von) By= 8, N8, holomorphe Funktion
mit Werten in einer komplexen Lieschen Gruppe L™, so gibt es in B, B, je eine
holomorphe Funktion Fy(3) bzw. F,(3) mit Werten in L™, so daff in 8, gilt: F{3)
~ Fy(3)0F52(3) (vgl. [4, 6)).

Um die Aussage dieses Satzes auf (e, h)-Funktionen auszudehnen, ist zu-
néchst eine Verschirfung zweckmiBig. Wir zeigen:

Hilfssatz 1. Es ser 9 ein topologischer Raum; V sei eine Umgebung von B,
und F(3,t) set eine in V X 9 stetige, fir festes t €  holomorphe Funktion mit
Werten in U (e). Besteht dann in V x 9 die Ungleichung |F(3,t)] < &, so gibt
es, wenn & > 0 hinreichend klein, in 3, x £, B, X 9 je eine stetige, in 3 holomorphe
Funktion F,(3,t) bzw. Fy(3,t) mit Werten in U (¢), so daf in 8y H gilt: Fy(3,t)c
OF;1(3,t) = F(3,t). Ist fiir ein to¢ § die Gleichung F (3,t) = e richtig, so gilt
auch Fy(3,t) = Fa(3.1) =e.

Beweis'?). Wir bestimmen reelle Zahlen a{, 5©, §, > 0, d > 0, so daB gilt
a®—d>a, ¥—-d>>b, 6,—d>0 und definieren durch die Setzung
alttD = gl - 2-u-1. g ptD o ply _ 2-u-1.4.§ ., = 4§, —2-#~1.4 abstei-
gende Folgen (»=1...m, p=0,1,2,...), fir die lim a{" = a® — d, lim b{*

p—> 00 > 00

= b0~ d, limd,= dy— d ist. Wir bezeichnen ferner mit 3¢} den Kasten

H—> 00

{3 |2,) = al, |y,| =B, v =1...n}, mit ¥ baw. 3§ die Kiisten {3 ¢ 3"
— a0, £ 6,} baw. {3 €3®, —§,< 2, < "} und denken uns die Zahlen
al®, b9, 8, so klein gewihlt, dal jedes Gebiet ®, = 8 "\ 8¢ relativ-kompakt
in V enthalten ist. Da jedes ©, ., relativ-kompakt in ®, liegt, hat ©,,; von
09, einen endlichen Abstand. Dieser ist gleich 2~#+-1d. €3, ..., 2],
%=1, 2 sei in ®, der Streckenzug:

S, + & a(ﬂ)+a(#+1)
(5690 = 8 (orm = (orp 2ty < SEATD) o

2

der durch die positive y,-Richtung orientiert sei.

Ist nun f® eine komplexwertige, in ©,x § stetige und fiir festes t ¢ 9
holomorphe Funktion, so koénnen wir durch Lsurenttrennung!®) zwei in
Y 9 baw. B¢ TV x § stetige fiir t ¢ H holomorphe Funktionen f{#+ D bzw.
fy+ 1) konstruieren, fiir die in ®,,,x § gilt: f#+ D~ f#+ D= feu, Wir haben

dazu: f,(,"“)-ﬁ 1 FOE 200y 20 t) Y

i E—z
)

zu setzen. Eine einfache Abschitzung ergibt, falls |[/®¥] < ¢, in ©,x 9 ist,
daB ini B+ § der Betrag |f¥+ D] < g, 24+ 1K, ist (K0= 1+ @0+ ao)) :

12} Wir schlieBen uns direkt dem Beweisgedanken in [6] an.
13) Das Wort ,,Laurenttrennung* entstammt der Arbeit [18].

(1) (u+1)
(og — (s Bl ﬁ*iL) v=2...@},
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Ist f& (3, t,) = O fiir ein ty€ , so gilt auch f* 1 (3,t,) = f T (3,t,) =0. Diese
Uberlegung ist auch fiir holomorphe Funktionen richtig, deren Werte m-tupel
komplexer Zahlen sind. Wir haben also erhalten:

(1) Es gibt eine Konstante K, >1 und zu jeder in D,X 9 stetigen, fir t < H
holomorphen Funktion *F@ (3,1), [*F@(3,t)] < ¢,, deren Werte m-tupel kom-
plexer Zahlen sind, zwei in 3¢ TV x § stetige, fir t € $ holomorphe Funktionen
*Fip+1)(6,t)’ K*Fiﬁ"!‘l)’ <g, Qu-t+ 1K0’ =12, m, die *F(lll+1)_ *F(zﬂ‘!— - *k P
in D41 X H tst. Gilt fiir ein t,€ H:*F® (3,t)) = 0, so ist auch *F{ 1 (3,t,)
— *FE D (3.t) =0.

Wir untersuchen jetzt die Gruppenverkntipfung in Ul(e). Ist & > 0 hin-
reichend klein, so gilt fir I', I ¢ U(e) mit |I'| < ¢, |I'| < ¢ zundchst {I', |I'| < £} ¢
cUfe), l=1Vol" € Ule) und ferner eine Beziehung ({I'] = w’, [I"] = w",
{]=w):

wy + wy’ + Z Ay wiwy
W= + héhere Glieder ;.
lut, g 4+ 2 4, v
Es gibt daher eine Zahl K, >0, so daB gilt: |w, — w,— w,| < K- 1%,
v=1...m, wobei r = max (|l'|, |I"'|). Ebenso erhilt man fiir eine 3 fache Ver-
kntipfung I=10'0l"ol"" die Abschitzung |w, —w, — w, - u5{,’| < K, .7,
r= max (|I'|, 1"}, I""'].

Unsere in V x $ gegebene Funktion F (3,t) mit Werten in U (e) kénnen wir
uns nun als Abbildung von V x § in den U™ denken. Durch Laurenttrennung
von F(= F(3,t) gewinnt man in 8 die Funktion F(3,t). Da in ©,C ¥ gilt
[FO < ¢, hat man |F)] < £ 2 K. Setzen wir in ®, : FO = FO-1oF© oFD),
so gilt dort [F®| < K,(e 2 K,)®. Bestimmt man £ > 0 so klein, da 45 KZ- K, <
< 1/4, so wird sogar [FM| < ¢/4. Wir konstruieren nun wieder durch Laurent-
trennung in 8% x & die Funktion F®(3,t), fir die dort [F®| < ¢ K, ist.
Fir FO= FP 10FOoFQ in®,x 9 ist dann |F®| < ¢/42. Durch Fortsetzung
des Verfahrens erhilt man in 3% x & Funktionen FU) mit |F¥| < 22-#¢K,
und in ®, Funktionen F® = F{¥ " oFe-DoFy) mit |F®|<e/4*. Wie man

leicht nachrechnet, konvergiert bei geniigend kleinem ¢ >0 das Produkt O F®
p=1

in 8, x 9, 8,= lim 8, gleichmiBig gegen eine Funktion F, mit Werten in
p—> 0
Ule), und es ist in ®'x 9, ¥'=1m®P,: F['oFoF,=lm F® = 0= e. Also
00 >0

ist FL0F;'=F, F,(3,t), Fy(3t) sind stetige, fiir festes t € § in B{ bzw. 3}
holomorphe Funktionen. Gilt fiirt,¢ $ die Gleichung F (3,t,) = 0 = ¢, so ist das
auch fiir FU9(3,t,), F® (3,t,) richtig. Daher ist dann auch F,(3,t,) =e¢,x= 1, 2.
Da 8, >8,, ist unser Hilfssatz bewiesen.

2. Wir werden nun Hilfssatz 1 benutzen, den Cartanschen Satz auf be-
liebige (e,k)-Funktionen mit Werten in einer komplexen Lieschen Gruppe zu
ibertragen. Zunichst folgt:

Hiltssatz 2. Es sei T ein kompakter Raum, an dem eine - und eine §-Menge
ausgezeichnet seien; V sei eine Umgebung von S, und F(3,t) in V XE eine
(e, h)-Funktion mit Werten in Ule) CL™. Ferner gelte |[F(3,t)| <e fiir 3¢V,
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t ¢€. Ist dann & > O hinreichend Elein, so gibt es in ;X T, B, X X (e, h)-Funk-
tionen F,(3,1), Fy(3.t) mit Werten aus Ule), so daff in §,x & die Gleichung
F = F,0F ;" richtig ist.

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gibt es in 8, x 9 bzw. 8,x 9§ je eine stetige,
in 3 holomorphe Funktion ¥, (3,t) baw. F,(3,t) mit Werten in U (e), fiir die in
Box 9 gilt: FioF;'=F und in 8, ist: F.(3t) =e falls t, € an-
gehort. Nun ist Hilfssatz 1 fiir beliebig kleine U (e) richtig. Ist ¢ > 0 hin-
reichend klein, so lassen sich daher die ¥, auch so bestimmen, daB ihre Werte
in einer beliebig vorgegebenen Hyperkugel U(e)= {l ¢ Ule), |I| < §}c Ule)
liegen. Da 8,x € ein normaler Raum und U () ein solider Raum ist (zur Def.
vgl. [16], p. 54), kann man dann F,(3,t) zu einer (e,h)-Funktion F,(3,t) in
8. % € stetig fortsetzen, so dall iiberall |F,(3,t)] < & ist. Setzen wir:

_ [Fg)oF,(3t) fiir 38y tcT,
Fg“’““{ﬁm,t) fir 3 €8 tCD,

so erhalten wir eine in B, x T U B, X § stetige Funktion. Haben wir 6 >0
hinreichend klein gewihlt, so gilt sicher noch H = {|l] <3d}c U{e) und
[F(3,t)] < 86. Man kann deshalb — nach dem schon benutzten Fort-
setzungssatz — auch F,(3,t) zu einer (e, h)-Funktion F,(3,t) in 8, x & fort-
setzen, die nur Werte aus H annimmt. Es ist F,(3,t)0F; ! (3,t) = F(3,t) fir
3 €8¢t €Z. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen.

3. Es sei nun 4 eine in § normal eingebettete analytische Menge. Wir
setzen 4,= ANG,, v= 0,1, 2 und denken uns auf 4; eine komplexwertige
{e,h)-Funktion f,(3,t) gegeben. Dieselbe ist nach Voraussetzung in einer Um-
gebung V{4, xE 4 x € definiert. A selbst ist in einer Umgebung W(3)
normal eingebettet. Wihlen wir 6 > 0 hinreichend klein, so gilt © = {3,
lzy)) < 6, |0 <a,+ 6, |y ) <b,+0, v=2...n, pu=1...nCcW(@) und
Ay = ANDc V(4,). Wir bezeichnen mit He, Hs,(*H*, *H®) die mit der To-
pologie der kompakten Konvergenzl?) versehenen Vektorriume der in ®
holomorphen, stetigen, (der in A} holomorphen, stetigen) komplexwertigen
Funktionen, Nach [13], Satz 6 sind He, H?, *H°, *H* Frechetriume. H® wird
durch die Beschrinkung ¢, der in ® holomorphen Funktionen stetig linear
in *H* abgebildet. Nach einem Satz von H. Carran (vgl. [7], Satz 3) ist ¢,
sogar eine Abbildung vori H* auf *H¢. Da man nach dem Fortsetzungssatz
von TieTzE [1] jede auf A¥* stetige komplexwertige Funktion in ® hinein
fortsetzen kann, ist auch die Beschrinkungsabbildung ¢,: H*—>*H?® eine
lineare stetige Abbildung von H* auf *H*.

Die (e, h)-Funktion f,(3,t) kann man nun als stetige Abbildung v :{ — f,(3.1)
von & in *H* auffassen. Die Menge € CE wird dabei auf den Nullpunkt
0 €*H* geworfen, $ CE wird in *H* abgebildet. Nach [13], Satz 8 laBt sich
deshalb die Abbildung 7 : @ - 0 € H* zu einer stetigen Abbildung 7,: - He
fortsetzen, so daB iberall in § gilt: ¢,07,= v. ¥, liBt sich dann weiter zu
einer stetigen Abbildung 7,:% - 9 fortsetzen. Fiir geeignetes 7, hat man:

14y Wir schlieBen uns den Definitionen in [3] an.
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@307T,= 1. Schreibt man die Abbildung %, in der Form t— fy(3,t), so ist
fo(3,t) eine (e h)-Funktion in ® x €, deren Beschrankung auf A% X & die
Funktion f,(3, t) liefert. Wir haben also folgenden Hilfssatz bewiesen:
Hilfssatz 3. Jede in AF xE gegebene komplexwertige (e, h)-Funktion laft
sich als (e, h)-Funktion nach ® x & fortseizen.
Wir zeigen nun:

Hilfssatz 4. Es gibt eine Konstante K > 1, so daf fir jede in A¥ X E de-
finierte (e, h)-Funktion f(3,1), |f(3,1)] < M, eine (e, h)-Funktion f(3,t), sup |f(3,t)|
- V(Bey % &

< KM, in® X existiert, die eine Forisetzung von f{3,t) ist. Dabei bezeichnet
V(8y) €D eine Umgebung von §,,.

Beweis. Die Menge der (e, 2)-Funktionen in 4% x € (bzw. in ® x &) bildet,
versehen mit der Topologie der kompakten Konvergenz, einen Frechetraum
{vgl. [13]), den wir mit *He bzw. H¢ bezeichnen wollen. Nach Hilfssatz 3
bildet die Beschrinkung ¢ der (e,)-Funktionen in ® X% auf 4% x ¥ den
Raum He stetig linear auf *H¢ ab. Aus einem Satz von BawacH ([3], Kap. I,
§ 3.3, Satz 1) folgt deshalb, daBl ¢ eine offene Abbildung ist. Insbesondere

wird durch ¢ die offene Menge {f(3,t) € He, sup |[f(3,t)] < 1} auf eine Um-
V(B x &
gebung von 0 ¢*H* abgebildet. Dieselbe enthdlt, wenn K > 1 hinreichend

groB, alle (e,h)-Funktionen f(3,t) ¢*He, fir diein A% X & gilt: |f(3,t)] < -11?
Ist f(3,t), sup |f(3,t)] < M, eine beliebige (¢, h)-Funktion in 4% x Z, so gibt es
daher eine Fortsetzung von ?l—ﬁ f zu einer (e, h)-Funktion melg 3 in® x &,

fiir diein 8y x € : ]Mklﬂ {3:1)} < 1ist. Da f eine Fortsetzung von f ist und man
[f(3,1)] < KM fir 3 € V(8,), t €€ hat, ist Hilfssatz 4 bewiesen.

4. Wir behalten die Terminologie von § 2.3 bei und zeigen die Richtigkeit
folgenden Satzes:

Satz 8. Hs ser F(3,t) in A¥ X E eine (e, h)-Funktion mit Werten in U (e) C L.
In A} X T gelte |F (3,t)] < e. Ist & > 0 hinreichend klein, so gibt es in 4, x$
(e, h)-Funktionen F,(3,t), v= 1,2, so dap auf Ay x < gilt: F(3,t) = F,(3,t)0
oF;1(3,1).

Beweis. Da F(3,t) seine Werte aus U (e) hat, kénnen wir F(3,t) als Ab-
bildung in den (w,, . ..w,,)-Raum auffassen. F(3,t) wird deshalb durch ein
m-tupel (f,(3,t), ..., fu(3.t) gegeben. Offenbar sind die f,(3,t) komplex-
wertige (e, h)-Funktionen mit |f,(3,t)] <e Nach Hilfssatz 4 existiert eine

Fortsetzung f,(3,t) von f,(3,t) in ® X & mit sup |£,(3,t)| < Ke. Ist ¢ > 0 hin-
VB xE
reichend klein, so entspricht (f;(3,1), ..., f.(3,1)) fiir festes (3,t) aus der

Umgebung V(8y) X T von ¢ X & einem Punkt F(3,t) € U(e). F(3,t) ist eine
(e,h)-Funktion und eine Fortsetzung von F(3,t) in V(8,) x&. Nach Hilfs-
satz 2 gilt, falls £ und damit |F| hinreichend klein: F(3,t) = F; (3.1) o F; 1 (3.1),
wobei die F,(3,t) (e,h)-Funktionen in 8, x$ sind. Beschrinkt man F,(3,t)
auf 4, xE, so gilt: F(3,t) = Fy(3,t)cF;1(3,t). Damit ist Satz 8 bewiesen.
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§ 3. Der Beweis von Satz 7

1. Wir werden in diesemm Paragraphen zunichst den Satz 8 auf (e, h)-
Funktionen mit Werten in Faserrdumen L{4,L*) verallgemeinern und dann
einen vollstindigen Beweis von Satz 7 angeben.

Wir greifen auf die Terminologie von § 2 zuriick. V(4) sei ein m-dimen-
sionales Vektorraumbiindel iiber 4. Wir setzen V(4,) = ~1(4}) und denken
uns eine stetige Abbildung (z,t) > A(x,t) von V(4%) x € auf V(4}) gegeben.
Es gelte mo A(x,t) = 7 (x), A(x,ty), to€ €, bilde die Vektorraume - (3) C V (4%)
homogen komplex-linear auf sich ab. Firt,¢ $ sei A(x,t,) holomorph, fir
to € € gelte sogar A(z,ty) = . — Wir nennen jede Abbildung A(x,t) mit diesen
Eigenschaften eine (e,h)-Abbildung von V(4¥) x T auf V(4}). Setzen wir
noch [i{x,t}] = JFup lz — Azt)] und A(t)= {x - A(zx,1)}, so ist

zEV (A b izl =1,tex
es moglich, folgenden Satz zu formulieren:

Satz 9. Ist F(r,t) eine (e, k)-Fun?ct?Ion in Ag XS mit Werten in V(A),
ist A(x,t) eine (e, h)-Abbildung von V(A3) x < auf V(A), so gibt es, wenn ||
hinreichend klein ist, in A, x<Z, A,= ANSY,, stets (e,h)-Funktionen F,(3,1),
y=1,2 s0daffin Ay x < gilt: F,(3.t) — A(t) O Fy(3,8) = F(3,1).

Beweis. A ist nach Voraussetzung in einer Umgebung von 8 definiert.
Wir diirfen deshalb annehmen, daB Ag ¢ 4 liegt. Sind dann H,(3) im Sinne
von Satz 2 Funktionen in 4 mit Werten in V' (4), so ist[?ﬂ (3.1)= A O H,(3) —
— H,(3) in A¥xS durch eine Linearkombination H,(3,t) = X §,,(3 1) -

H,,( 3) darstellbar, wobei die g,,(3,t) komplexwertige (e,h)-Funktionen in
%% sind. Nun sind die H,(3) in A% beschrinkt (|H,| < M). Wenn
I}ZH < g ist, gilt sup |H,| < ¢ M. Da sich ferner jede (e,h)-Funktion in A% x €
A X
durch eine Lmearkombmaticn der H, darstellen 1afit, folgt nach der SchluB-
weise von Hilfssatz 4 aus dem Satz von Banacm, daB die g,, so gewihlt
werden konnen, daf gilt: sup |g,,{(3.t)} < e K M. Dabei ist K > 1 eine nicht
U(4y) x &

von A abhingende Konstante. Es sei nun ¢ hinreichend klein. Dann ist in
U4y x€:|G(3,t)] &= 0, wenn g,,— gm+ 0, G(3,1) = ((g,,)) gesetzt wird.
G (3,1) ist eine (e, h)-Funktion mit Werten in G'L(g,C), die in der Umgebung
UXZ von 44 x% im Sinne von Satz 8 hinreichend wenig von der Matrix-
funktion E(r,t) = ((4,,)) verschieden ist. Es gibt daher in 4, x %, 4, X% (¢,k)-
Funktionen G (3,1), G5(3,t), so daB in 4, x % gilt ¢ = G,0G; 1.

Wir stellen nun nach Satz 2 F(3,t) durch eine Linearkombination F (3,t)
= X f(3,t) - H,(3) dar und bezeichnen mit (f®) das ¢-tupel der Funktionen
f®. Ferner werde (At (3,t))= Gy1o(f® (3,t)) gesetzt. Sicher liBt sich eine
Umgebung Af*= A Nn{3, x| < é* lo| < a,+ 0% |y < b+ % v=2...m,
p=1...n} von 4, finden derart, daf} die h¢) (3, t) noch in 4%* x & definiert
und dert (e,k)~Funktionen sind. Da es beliebig kleine in bezug auf 4 konvexe
Umgebungen von A%* gibt, kann man nach Satz 1 in 4 x € (e, h)-Funktionen
ke (3,t) finden, mit denen in A#* x T gilt: [R® (3,t) — A% (3,1)] < £* (¢* hin-
reichend klein im Sinne von Satz 8). Es folgt also, daB inB,,8, (e, #)-Funktionen
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B9 (3.1), B§O(3,t) existieren, fir die h{(3,t) — h(")(a t) = Bt (3,t) — A (3,1)
ist. Setzen wir moch (f$9(3,t)) = GLo(A+ A®) und (f2(3,t)) = G5 o
o (B$(3,1)), so folgt daB () — Go(f"‘)) (fe)) ist. TFiir die Linearkombi-
nation: F,(3,t) = Z f®-H, v=1,2, gilt daher: F (3,t) — A(t) O Fy(3,t)

=1
= F(3,t). Damit ist Satz 9 bewiesen.

2. Wir definieren den analytischen Faserraum L (A4,L*) und die Abbil-
dung g(x): V(A4) > L(4,L*) wie in § 1.1 und zeigen, indem wir die Be-
zeichnungen von § 3.1 beibehalten:

Hilfssatz 5. Ist F(3,t) mit F(3,t) ¢ U(E) und |F(3,t)] <e in AF X< eine
(e, h)-Funktion mit Werten in L(A,L*), so gibt es, falls e > 0 zu A, AY, L(A4,L*)
hinreichend klein gewdhlt ist, in A, X & (e,h)-Funktionen F,(3,t) mit Werten in
L(A,L*), die in A, X% (e, h)-homotop E sind, so daf in A, xE gili: F,(3,t)0
oF;1(3.t) = F(3.t)

Beweis. Wir setzen s- F(3,t) fir g(s-p'0F(3,t)), 0 =<s<1. Offenbar
ist F (3,1,8) = s - F (3,t) eine (e, h)-Deformation von F (3,t) auf E. Esist F(3,t,1)
= F(3,t) und F(3,t,0) = E(3). Bezeichnet man mit §, den Raum ¥ x {s}
und zeichnet man in €, als $-Menge die Menge § x {s} und als &-Menge die
Menge € x {s} aus, so folgt, daB F(3,t,s) eine (e, h)-Fanktion in 4, x &, ist.
Daher ist Hilfssatz 5 bewiesen, wenn es gelingt in 4, x%,, 4,x%, (eh)-
Funktionen F, (3,t,s), Fy(3,t,5) so zu bestimmen, daB gilt:

Fl(&’tas)OFz_l(ayt:S) = F(&ztas) a’Uf Ao X g0 3
F,(31,0)= E(3) auf A,xE,»=1,2.

Die Aussage von Hilfssatz 5 folgt, wenn wir s = 1 setzen.

Offenbar ist (vgl. § 3.1) A(t,s) = {A(x.t,8)}: {#z > 7} (F(n(),t,5)0p(x)0
oF-Y(n(x),t,5))} in bezug auf &, eine lineare (e,h)-Abbildung von (U (0) N
NV (43) x Ty in Vi (A¥). Da A linear ist, diirfen wir annehmen, dafl A{t,s)
sogar ganz V;(45) x €, auf V(43) abbildet. LaBt man sup |F (3,t)] gegen 0
gehen, so wird auch |F(3,t,s)| und damit |A(t,s)] beliebig klein. Wir kénnen
deshalb voraussetzen, daB | A(t,s)|| hinreichend klein im Sinne von Satz 9 ist.

Es sei nun *F, (3,t,s) eine (e k)-Funktion in 4, x¥,, die ihre Werte in
V. (4) annimmt. Durch Integration zeigt man leicht, daBl man zu *F, in
A Xgo eine (e, h)-Funktion F,(3.t,9), F,(3,t,0) = E, mit Werten in L(4, L*)

b — 0 (F, (3,1, 8') 0 F1 (3.1, 8) = *F, (3.1, 5)

(1)

8—>g

ist. Beachtet man noch, daBl (1) 7

F(a1t’8’)OF—1(5’tvs): [F(a’tisl)O(F2(a’tr8,)OF;1 (3,t,8))“lOF_1(a,f,8')]O
o(Fy(3,t,8)oF [ (3,t,8)

auf AgxE, 0=s<8'<1; 8~ s<e* beliebig klein;

F,(3t,00=E auf A,x%, »=1,2,

@)

dquivalent ist, so folgt, daBl man zur Konstruktion der Funktionen F,(3,t,s)
in (1) nur (e,h)-Funktionen *F,(3,t,s) in 4, x €, zu bestimmen braucht, fiir
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die gilt:
(3) *F (3,t,8) — A(t,8) 0 *Fy(3,t,8) =*F (3,t,9).
Dabei bezeichnet *F(3,t,s) die (e,h)-Funktion lim _’,L_ et (F (3t 8o

§g—>8 & —8
F-1(3,t,5)) = p~10F(3,t). Die Existenz der Funktionen *F,(3,t,s) ist aber auf
Grund von Satz 9 gewihrleistet. — Somit ist Hilfssatz 5 bewiesen.

Als Endergebnis unserer Untersuchungen in den Abschnitten § 2.1 bis
4., § 3. 1 und 2 zeigen wir nun:

Satz 10. Es sei *3 ein abgeschlossenes Pflaster: {3 € C*, |v,| < a,, b —a =
Sx,=b+a¥ x,=b, 2,= Xy, + 1%, v=1...p—1, pu=p+1...2n,
x=1...n}; 8, sei das Pflaster {3 ¢?3,b — a < x,= b}, B, das Pflaster {3 €?3.
b= x,<b+ a*}. Esgeltea,=0,a* >0, a >0,b,b, reell. Ferner seien A eine
in (einer Umgebung von) 8 normal eingebettete analytische Menge und S ein
kompakter Roum, an dem eine €- und eine H-Menge ausgezeichnet sind. Es
werde o= 83N By, Ag= A NGy Ay= ANG,, Ay= A NG, gesetzt. Ist dann
F(3.t) eine in Ay XX holomorph-retrakitible'S) (e, h)-Funktion mit Werten in
etnem Faserraum L{A, L*), so gibt es in A; X E, A, x & holomorph-retrakiible
(e, h)-Funktionen Fy(3,t), Fy(3,t), so dap in 4y x E gils: FoF;'=F.

Beweis. Offenbar brauchen wir Satz 10 nur fiir den Sonderfall zu beweisen,
wo a=oa* b="56,=0 fir y=p+1,...,2n ist. Es sei also angenommen,
daf} dieser Fall vorliege. 4 ist nach Voraussetzung in einer Umngebung U (?3)
normal eingebettet. Da wir fir U eine holomorph-konvexe Umgebung wihlen
kénnen, diirfen wir annehmen, dafl 4 ein holomorph vollstindiger Raum ist.
Da es ferner beliebig kleine Umgebungen V(A4,) C 4 gibt, die in bezug auf 4
konvex sind, existiert nach Satz 1 eine in 4 x € holomorph retraktible (e, h)-

Funktion j’(a,t), so daBl in einer Umgebung 4% x ¥ von 4, x T gilt: 'F(3,t)
= i’*l(3,t)oF(a,t) cU(E),|'F(31)| < ¢ (¢ hinreichend klein im Sinne von
Hilfssatz 5). Aus Hilfssatz 5 folgt dann, daBl in 4,, 4, (e,h)-Funktionen il.
i’z existieren, mit denen 'F = 17'1017'2‘ ! igt. Setzt man noch F,(3,t) = ﬁlﬁi‘l.

Fy(3,t) = fz, so gilt F,0F;1= F. Damit ist Satz 10 bewiesen.

3. Es ist nun moglich, Satz 7 ziemlich schnell zu beweisen. Wir fithren den
Beweis durch vollstindige Induktion, indem wir die Richtigkeit einer Folge
von Hilfssiitzen zeigen; Satz 7 wird sich als Spezialfall dieser Hilfssitze er-
weisen.

Es sei 3%= {3 =(2;...2,), |%|=a, 2,=b,, 2,= 2py+ 12, v=1...p,
p=p+1...n x=1...n} ein beliebiges abgeschlossenes Pflaster im On.
4 sei eine in (einer Umgebung von) §? normal eingebettete analytische Menge,
L(A, L*) ein analytischer Fagserraum iiber 4 im Sinne von § 1,1. Mit%,= & x
x {t} werde wieder ein kompakter Raum bezeichnet, an dem eine &- und eine
H-Menge (€, bzw. £,) ausgezeichnet sind. Die €-Menge und die $°Menge
von ¥, seien wie in § 1,3 definiert. Wir zeigen:

15y Eine (e, )-Funktion F(r,t) heiBt holomorph retraktibel, wenn sie (e, k)-homotop
E ist.
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Hilfssatz 6, p = 0,1,2,. .. : Zu jeder (e, h)-Funktion F(3,t,t) in 4 xF,
mit Werten in L(A, L*) gibt es in A x &, eine (e, B%)-Funktion °F (3,1,t}, die dort
zu F{3,t,0) (e.h,c)-homotop ist.

Offenbar erhilt man Satz 7 aus den Hilfssétzen 6, wenn man p = 2n setzt.
Wir fiihren unsere Induktion nun so, daf wir zunéchst zeigen, dafi Hilfssatz 6,
richtig ist; dann beweisen wir, dafl aus Hilfssatz 6, der Hilfssatz 6, folgt.

Fiir p= 0 ist §? ein Punkt 3,¢ C". Wir diirfen ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dall 4 diesen Punkt enthélt. Anderfalls wire die
Aussage von Hilfssatz 6, leer. Ferner diirfen wir voraussetzen, dafl L(4, L*)
—= A x L ist, und somit F als Abbildung 4 x %,~ L auffassen.

Sei also 3¢ A! Wir bezeichnen mit ¢ (f,s) eine Deformation in 0 £t <1
der Funktion ¢(f,1) =t auf eine nirgends negative Funktion ¢(f) = @(t.0).

Bs sei tberall 05 g(ts) < 1. @(0.8) = 0, p(Ls) = 1, fir 3 <t =<1 gelto
@(t)= 1. Setzen wir F,(3,1,¢,5) = F (3.1, tp(t 8)), so ist F; eine (e, h,c)-Defor-

mation von F (3,1,2) auf eine (e, h)- FunktmnF(?, t.t) = F,(3,t,£,0). Es bezeichne
weiter y(t,s) eine Deformation in 0 <t < 1 der Funktion y(,1) = 1 auf eine

reelle stetige Funktion ¢ () = w(£,0), fir die p{#)=0, 01 = —% und p(1)
= 1 gilt. Es sei iiberall 0 < ( 8 = 1, p(l,s) = 1. In hinreichender Nahe

von 3, X &, gilt: H(3,1,1) = D(,fF(z, t, t)OF 1(3.1,8) € U{e) C L. Es 1aBt sich des-
halb die (e, ,c)-Deformation H (3,t,f,s) = yp(t,s) - H(3,t,t) von H(3,t,¢) auf die
(e,hY)-Funktion ©°H (3,t,t) = H(3,t.t,0) konstruieren. Setzen wir F,(3,t,t,5)
= H (5,t,t,.9)of‘ (30-t,t), s0 erhalten wir eine (e,k,c)-Deformation von F (3.t.1)
auf die (e, h%)-Funktion °F(3,t,1) = F,(3,t,£,0). Die beiden Deformationen F,,
F, hintereinander ausgefithrt, ergeben eine (e, k,c)-Deformation von F auf °F.
Also ist F zu der (e, h%-Funktion °F (e, b, c)-homotop, g.e.d.

Wir zeigen nun, daf aus Hilfssatz 6, der Hilfssatz 6, folgt. Sei also
F(3,1,t) eine (e, h)-Funktion in 4 x F,, wobei 4 eine in einer Umgebung U (B?+1)
normal eingebettete analybtische Menge ist. Wir ordnen 87+t die Kasten-
mengen D,= {3, |2, < a,, £ys;=b, x,=b,v=1...p, p=p+2...2n)
zu ({b] < a, ;). Nach Hilfssatz 6, kann man zu D, Umgebungen Uj(D,) U
und in 4, x%;, 4,= AU, (e,h“)-Funktionen °F, (3,t,2) finden, die dort
zu F{3,t,t) (e, h,c)-homotop sind. Daraus folgt nach Hrine-BorrL: es gibt
eine Folge reeller Zahlen &, u=0,1,2...¢, mit by= —a,.,, by=a,,,,
b, +1= b, derart, dafl folgende Aussage richtig ist:

Zu den Kastenmengen $6) = {3 %] = a,, b,‘ 1S%,0,5b, z,=0,
= .p, u=7p+2...2n} existieren in 8(") X QI (e, h%-Funktionen
oF (3,t t), die dort vermoge (e,h,c)-Deformationen F L(3:1,8,8) zu F(3t.t)
homotop sind.
Dabei werde s so normiert, daf Fi,(g,,t,t, 1) = "i‘;(g,t,t), f,,(z,,t,t,()) =F(3.t,t)
ist.
Wir setzen jetzt $,— E, X {s} und zeichnen wie in § 1,4 in €, als €-Menge
die Menge €,= %, x0U% x 1 x{s} v x{s} und als H-Menge die Menge
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D=, X 0UT X I x{s}uH; x{s}uHIx 1 aus. Es seien folgende Be-
zeichnungen eingefithrt:

1 By — U 80, 8 Ferv,;
v==l. %
2) D) = B N BY
3) AP— AND0), AP = ANGP, AP = A NG

Setzen wir nun H{(3,1,4,5) = F~1, H® (3,t,8,8) = iz, so 1aBt sich in 4D x &,
HP(3,t,8,8) = HVoHP -1 als (e, h)-Funktion auffassen. H{) ist nach Hilfs-
satz 6, in A{" X%, zu einer (e, h?)-Funktion YH{ (3,t,¢,5) (e,h,c)-homotop. Da
in §, die Menge *9H = HINE, X {s,0<s <1} in der Form *9H="9 x
x {8, 0 < s < 1} gegeben werden kann und analoges fir die €-Menge &, gilt,
ist G (3.1,t,,8') =H](3,t,t,s - t') eine (e,h%-, also erst recht eine (e,h)-De-
formation von °H{ auf E. Da ferner H\,0H{" (e, h)-homotop sind, ist auch
H] in AP x &, auf E (e, h)-deformierbar.

Aus Satz 10 folgt daher: es gibt in A{D X E,, AP xZ, (e, h)-Funktionen
HD (3,4,8,5), HP (3,8.,5), s0 daB in AP x S, gilt: Ao HP-1= HP. Offenbar
ist in AP x E,: HY-1o HM= HP~1oHPD. Wir diirfen deshalb in AP x Z,,
AP = AP U AP, setzen: HP (p,t,t,5) = HO-10 HY= I}le)”l oH®M. H® ist
in AP x E, eine (e, h,c)-Deformation der (e,h%-Funktion °F® (3,t,t) = HP (3,
t,t,1) auf F(3,t,8) = HP(3,1,¢,0).

Wir definieren nun in 4P x €, eine Funktion H{ (3,t,t,s), indem wir dort
HP = F, setzen, und erhalten durch Anwendung des vorhin beschriebenen
Verfahrens auf H®, HD, AP, A® in AP xE, eine (e,h,c)-Deformation
HP (3,t,t,8) einer (e,h%)-Funktion SF®(3,t,4)= HP(3,1,t,1) auf F(3t,1)
= H®(3,t,1,0). Wir setzen darauf HP (3,1,t,8) = ﬁ;, wenden wieder unser
Verfahren an und fahren so beliebig fort. Nach (¢ — 1) Schritten haben wir
schlieBlich in A{Y x €, eine (e, h,c)-Deformation F (3,t,£,5) = H{®(3,t,4,5) einer
(e,h%)-Funktion °F (3,t,1) = F(3,1,¢,1) auf F(3,t,1) = F (3,1,1,0) erhalten. Nun
ist 0= Fr+1, AD also gleich A. F(3,t,1) ist also in 4 x E; zu einer (e,h)-
Funktion °F (3,1,1) (e, h,c)-homotop, q.e.d.

§ 4. Lokale Sehnitte in L (R, L*)

1. Wir untersuchen in diesem Paragraphen die Garbe der lokalen holo-
morphen Schnitte in L(R, L*). Es sei wieder 8 ein abgeschlossenes Pflaster

iz <a,. g Sb,v=1...0}CC" a,z0,b, = 0. Wir setzen al) = — a,+
24, b,

+ 2% ?.a” , b= — b, + ?u%;”—, #=0,1,...,7,,A=0,1,...,k, Offenbar ist

a9 = — a,, d" = a, b= — b, 5% = p,. Mit T7*(8) bezeichnen wir dann die

Gesamtheit der Kisten {3, al*~V< 2, < o), b V< y, < bW}, 2, =1...j,
A=1...k, v=1...n 8, A=1...lj,-ITk,=jk, sei eine Durch-
numerierung dieser Pflaster. Ferner sei 4 eine in (einer Umgebung von) 8
normal eingebettete analytische Menge und L (4, L*) ein Faserraum iiber 4
im Sinne von § 1.1. Wir zeigen:
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Hilfssatz 7. In allen Durchschnitten A,,= A 8,Nn8, v, u=1...7k,
seien holomorphe Funktionen F,,(3) mit Werten in LA, L*) gegeben, in den A,
= AN, gebe es ferner stetige Funktionen 8,(3) mit Werten in L(4,L*), so
dap in allen A,, gili: F,,(3) = S,(3)08;1(3). Dann kann man in A, auch
holomorphe Funktionen F,(3) mit F,(3)0F;1(3) = F,,(3) finden.

Wir beweisen Hilfssatz 7 durch einen Induktionsschlufi. Offenbar ist im
Falle jk = 1 die in ihm enthaltene Aussage leer und deshalb richtig. Zum Be-
weis des allgemeinen Falles ist also nur noch zu zeigen, dafl der Hilfssatz 7
sich fiir jk = §(® - k(¥ ergibt, wenn er fiir j& < §(9 - k(9 bewiesen ist.

Sei also Hilfssatz 7 fiir jk < OO (mit j(®k© > 1) richtig. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit diirfen wir dann annehmen, daB die Koordi-
naten z, des C" so gewihlt und durchnumeriert sind, daB j{ > 1 ist (mit
JO =49 . -jO) Wir bezeichnen mit 3® das Kastengebiet {3 ¢8, =, =<
< a{”=} und setzen 3O = {3 ¢ B, 2,2 o’ ~D}. Wir denken uns die Menge
der Kisten aus 77%%” in der Weise durchnumeriert, daB8 gilt 8, 8®, falls
eXem {1, g = 0k Bl g 8,80 fir 1€ Xy = fro+ 1,
FOEO}. Da M, 33 weniger Kliisten als § enthalten, gibt es nach Indyktions-
voraussetzung in A4, holomorphe Funktionen f‘,(a), so daB F,,(3) = ﬁ,(a)o
oﬁ;l(g) ist, wenn 5, A simultan X, oder X, angehéren. Man zeigt leicht, daf
durch die Setzung I:;(a) = f;l(a)anl(g)of’z(g,), xE€X,A€X, in A®
= ANB® NB® unabhingig von x, A eine holomorphe Funktion F {3) fest-
gelegt ist. Ebenso sind S (3) = ﬁ;l(g)o S:(3), A€X,,in AV= 4 NG? ein-
deutig definierte stetige Funktionen. In A® gilt S® (3)0(8® (3))1= i(g).
Da nun die A®) beliebig kleine holomorph-vollstindige Umgebungen U, C A
besitzen, gibt es nach Satz 6 in 4¢) holomorphe Funktionen Fo (3) mit Werten
in L(R,L*), die dort auf S® (3) deformierbar sind. *F(3) = (FW)1oFoF®
ist dann auf B (3) stetig, nach Satz 3 sogar iiber lauter holomorphe Funktionen
deformierbar. Aus Satz 10 folgt, daB in A® holomorphe Funktionen *F® (3)
existieren, so dall in A :*F(3) =*FO(3)0(*F® (3))1 ist. Offenbar gilt:
F® (3)0(F® (3)) = F(3) fir FO (3) = F)(3)0*F® (3) und mithin F,(3)0
OF1(3) = Fy.(3), wenn A, x € X;\u X, und F,(3) = F,(3) 0F® (3) ist. Hierbei

ist, falls & € X;, der Index v = 1, falls u € X,, gleich 2 zu nehmen. Hilfssatz 7
ist damit bewiesen.

2. Wir verwenden Hilfssatz 7, um folgenden Satz zu zeigen:

Satz 11. Es sei R ein holomorph vollstindiger Raum, {W,, ¢ ¢ I} sei eine
offene Uberdeckung von R, ferner sei L(R,L*) ein analytischer Faserraum im
Sinne von § 1.1, F,, (r) seien in den Durchschnitten W, , = W, N W, defi-
nterte holomorphe Funktionen mit Werten in L(R, L*). Gibt es dann in den W,
stetige Funktionen 8,(r), fiir die in W,_, stets S,pS;‘: F,, ist, so existieren
wn W, sogar holomorphe Funktionen F (r) mit Werten in L(R,L*), so daf in
allen W, gilt: F, (r)oF, 71 (r) = F,, (r).

[
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Beweis. Da R ein holomorph vollstdndiger Raum ist, kann man R durch
eine aufsteigende Folge analytischer Polyeder P,=p {r ¢R, [Ref, {r}] < 1,
Imf,(r)] < 1,u=1...p}cR ausschopfen. Dabei bezeichnet p die Vereinigung
einer oder mehrerer zusammenhingender Komponenten des Bereiches {}.
die {,{r) sind endlich viele in R holomorphe, komplexwertige Funktionen. Es
gelte P, €P,.,1, v=1,2,.... Nach bekannten Sitzen ist P, zu einer analyti-
schen Menge 4 analytisch dquivalent!$), die in einem Pflaster & normal einge-
bettet ist. Die Punkte von 4 und P, wollen wir als identisch ansehen. Wihlen
wir die in § 4.1 besprochene Unterteilung 7% von § in Kiésten §, hinreichend
fein, so ist {4,}, 4,= 4N 3;, in P, eine Verfeinerung von {W,}. Es gibt eine
Zuordnung 7: {4} > I, so daB A, CW,p. In A4, setzen wir g’,l(r) = S (")
und in 4,,= 4, N A4, stets F, 2= Fo00 «n. Offenbar ist S, (r )O;S"‘d;’ (r) = F,,(r)
in 4,,;. Nach Hilfssatz 7 gibt es also in den A4, holomorphe Funktionen F:(r)
mit Werten in L(R, L*), fiir die gilt: F~K(r)OF~;1(r) = i’; ;(r). Man errechnet
leicht, daB durch die Setzung *F® () = F,.(» oF, fir 4 € X, U X, unabhiingig
von A in W® =W, P, holomorphe Funktionen definiert werden, derart.
daB in W) = W&~ W stets gilt: *FO o (*FD)-1= F,, (r).

Da P, holomorph voﬁstandlg ist, gibt es nach Satz 6 zu der eindeutigen
Funktion *8§¢) (r) = 8710 *F") eine homotope holomorphe Funktion *F® (r).
Offenbar gilt fiir FO=*F® o (*FO)-1: Fo(FM)1=F,, in W und
80 (r) = 8710 F™ ist in P, auf E (r) deformierbar.

Wir halten dieses Zwischenergebnis in einem Hilfssatz fest.

Hilfssatz 8. Sind P, (r) in W, definierte holomorphe Funktionen mit
Werten in L(R,L*) und gibt es in W, stetige Funltionen S,(r), so daff in W,
stets 8, (r)o S (r)=F,  (r) ist, so existieren in W, W= W,NP,, holo-

morphe Funktionen F)(r) mit Werten in L(R,L*), so daf gilt:

8) FO(r)o(F? (1)1 = F,  (r) in W),

b) 8 (r) = S 1oF") (r) ist inP, auf E(r) deformierbar.

Es werde jetzt der Beweis von Satz 11 fortgefithrt. Offenbar ist F®) (r)
= (F¢*+D)-16F®) in P, eindeutig holomorph und dort stetig — nach Satz 3
sogar {iber lauter holomorphe Funktionen auf E (r) deformierbar. Nach Satz 1
gibt es deshalb zu F®) (r) eine in R holomorphe Funktion Fo (r), so daB
(F(”) (r)~1ocF® (r) e U(B), |(F(”) (r)1oF®(r)| < 2-* fir reP,., gilt. Mit

Fe+b— FO+D0 Fe) hat man dann in WOFD: FO+Do(Fe+ D)1= F,  und

in®,.- F("“)) Lo FM U (B),|( F(”“)) 1OF(")I < 2-*. Man kann also zu vorge-
gebenen F» die If‘("“’ 80 bestimmen, daB sie sich in9,.; um weniger als 2-*
von den Ff") unterscheiden. Ist das der Fall, so konvergiert F* in W, gegen
eine Grenzfunktion F,17). Mit diesen F, gilt in allen W, : F OF“
Damit ist Satz 11 bewiesen,

izis

1y Man vgl. Funote 11.
17y Das folgt leicht aus der Abschiitzung in § 2.1.
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3. Wir greifen nun auf die Bezeichnungen von § 4.1 zuriick und zeigen
folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 9. Sind in allen A,, stetige Funktionen 8,,(3) mit Werten in
einem Faserraum L(A,L*) gegeben und geniigt die Verteilung {8,,(3)} der Ver-
triglichkeitsbedingung 8,,(3)08,,(3) = 8,,.(3) 1n 4,4, 4, so gibt es in
den A, stetige Funktionen 8,(3) mit Werten in L(A,L*), so daf F,,(3)= 8,0
08,,08; in 4,, holomorph ist.

Wir beweisen den Hilfssatz 9 durch vollstindige Induktion. Offenbar ist
seine Aussage fiir j& = 1 inhaltsleer und deshalb richtig. Ks ist also nur noch
zu zeigen, dafl Hilfssatz 9 im Falle j& = j(0 & folgt, wenn er fir jk < j(© - k(©
bewiesen ist.

Sei also Hilfssatz 9 fir j& < j(OL® (mit O E© > 1) richtig. Ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit diirfen wir dann wieder annehmen, daB die
Koordinaten z, des C* so gewihlt und durchnumeriert sind, daB 7 > 1 ist.
Wir bezeichnen mit 8® das Kastengebiet {3¢3, < afi” 1}, setzen §®

= {3¢8, 7= o’ ~ 1} und denken uns T"”%” wie in §4.1 durchnumeriert.
Da 30, 8@ weniger Kisten als 8 enthiilt, gibt es nach Induktionsvoraus-
setzung in 4, stetige Funktionen Sz(&) fiir die F'; ; (3) = S, 1,083,2,0 S 1 holo-
morph ist, wenn A;,4, simultan X, oder X, angehoren. Wir defmleren *3
=830 N8® und *4 = A ~*8. Die Durchschnitte A,,l = A, € X, A€ Xy
sind eine Uberdeckung von *4. Wir setzen *8,,= 5,08, oS Lin *4,,.
Offenbar ist in *4, ; ... =%*A4,, "*4,, stets *S, ,oF,,; 0 S;; 3= Fyn

Wir bilden nun die Paare (4,y), A € X,, y € w~1(4;). Ist m(y) € 4,,, so
werde (A, Fy (= (9))cy oF (= () = (43, y) gesetzt. Da F, ; holomorph und
die Verteilung F der F, , vertriglich ist, ist ~ eine analytische Aquivalenz-
relation’8). Die Menge der Aquivalenzklassen der Menge {(4,y)} bildet mit
natiirlicher topologischer und komplexer Struktur versehen einen analytischen
Faserraum §§ = L(4®, L* x L) tiber einer Umgebung V(A(z)) C A, die wir als
holomorph vollstéindig wihlen konnen. Es ist (4;,*8,,) 0 (A, *8,,,,)!
= (A4 Fry, 0 F 3} ). Beachtet man noch, daB es beliebig kleine Umgebungen
UA)yC V{4®) gibt, die analytische Polyeder in V{4®) sind, so folgt aus
Hilfssatz 8:

Es gibt in *4, ; holomorphe Funktionen *F,,(3) mit Werten in L{4, L*),
so daB in *4, ; .., stets (A,*F,; ( 3))0(12, *Fon@) ™t = (A, Frn, 0 Fi3)
und die in *4 eindeutige Funktion (1 *S-L(3)0*F,1(3) = &(3) in *4 auf die
neutrale Funktion €(3) mit Werten in § deformlerba,r ist,

Nach bekannten S#tzen'®) gibt es deshalb in A® eine stetige Funktion
&, (3) = (4, G,(3)) mit Werten in &, die in der Nihe von *4 mit &(3) iberein-

18y Man vgl. [17].

1%} Ist ¥ ein Faserbiindel iiber einem normalen Raum X, das eine Schnittfliche & be-
sitzt, und ist 8’ eine Schnittfliche tiber einer Umgebung U einer abgeschlossenen Teil-
menge B X, die iiber U auf § deformierbar ist, so 1Bt sich 8"/ B stets zu einer Schnitt-
fliche iiber X fortsetzen. Man vgl. [16].
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stimmt. In Agap Iy A€ Xy ist stets G, o Fy, oGy =F, ;. Wir setzen

S, (3) = 8.(3), 8:(3) = G;( )OSA(a) x € X, AeX, und erhalten die Glei-
chungen: F, , = S,,lonmoS s o= 8,0 8085t 2, fir 2, %,€ X; und
Ay Ag€ X, Ferner ist F, ;= p,, Sno 8,087 = *8,,0 G, =*F,,(3) holomorph
{2 € X3, A € X,). Damit ist Hilfssatz 9 bewiesen.

4. Wir zeigen:

Satz 12. Es sei R ein holomorph vollstindiger Rawm, itber dem ein Faser-
raum L(R,L*) definiert ist. {W,, € I} sei eine Uberdeckung von R mit holo-
morph-konvexen Teilbereichen W,. Ferner seien in allen Durchschnitten W,
stetige Funktionen S, , mit Werten in L(R,L*) gegeben. Geniigt dann die Ver-
tettung der 8, der Vertriglichkeitsbedingung, so gibt es in W, stetige Funktionen
8, mit Werten in L(R,L*), so daff in allen W, die Funktionen F,_, = 8, 0
08,,08 " holomorph sind.

Zum Beweise nehmen wir zundchst an, dafl {W} lokal finit ist und daf
alle W, relativ kompakt in R liegen. Da R ein holomorph vollstindiger Raum
ist, kann man R durch eine aufsteigende Folge analytischer Polyeder P,
=p{r€R, [Ref,(r)] < 1,]Imf,(r)] <1, u=1...p}CN ausschépfen. Dabei
sind die f,(r) endlich viele in R holomorphe Funktionen. Die Folge P, sei
so gewdhlt, daB gilt: P, c P, und W, P, ., wenn W, AP, = 0ist{v=1,2...).
Wie in § 4.2 ist P, zu einer analytischen Menge 4 analytisch #quivalent, die
in einem Pflaster § normal eingebettet ist. Wir sehen wieder die Punkte von 4
und P, als identisch an. Wihlen wir die in § 4.1 definierte Unterteilung 77%(8)
von @ in Kisten 8, hinreichend fein, so ist {4,}, 4,= 4 N B,, in P, eine Ver-
feinerung von W,. Es gibt also eine Zuordnung {4} — I, so daBB 4,C W, .
In A,,= A, A, setzen wir 8,;(x) = S, (¢). Offenbar ist fiir {S‘M} die
Vertriglichkeitsbedingung erfiillt. Nach Hilfssatz 9 gibt es deshalb in 4,
stetige Funktionen §l(x) mit Werten in L (R, L*), so dafl f’,, a(x) = §,,OS’,¢ )
0871in A4,, stets holomorph ist.

W®= W,NP, ist als Durchschnitt zweier holomorph-konvexer Bereiche
wieder holomorph-konvex und damm ein holomorph-vollstéandiger Raum. Wir
setzen in VQ= WM N A4, : Sl( )= 8,0 Sty In VY, =VONTY gilt:

lloS n= F,1 3,(x). Es glb‘o deshalb nach Satz 11 in V¢ holomorphe Funk-
tionen FY mit FQoF{)~ 17',I 4 Durch die Setzung 8®)(z) = F® - 1080
o871, ist also unabha,ngig von A in W eine stetige Funktion definiert.
Offenba,r ist FO) (2)=p,y 8908,,0(8) 1= (F{)-1oF§Pin W), stets holo-
morph.

Wir bilden nun in W die stetigen Funktionen T (x)= 8®)(x)o
o (8¢ V()1 ‘s gilt: FO) (@) = T (x)o FO 7 Do (T (2))~. Man kann zu der
Verteilung F” 1 wie in § 4 3 einen Faserraum § = {(1,9), y € a L(W{ T D)}
konstruieren. Aus Hilfssatz 8 folgt deshalb, da in W holomorphe Funk-
tionen (1, * T (r)) existieren, so daB (1, *T'") 0 (5, *T) =1 = (i, FC) o(F2 F 1)-1)

Lyty

und &(r) = (¢, (T)-1o*T™) in P, auf €(») deformierbar ist. Es gibt daher
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eine Funktion &, (r) = (i, H,(r)) in P, mit Werten in F, die in P, — P,—; mit
& (r) tibereinstimmt und in P, .., identisch € (r) ist2%). Setzen wir

T (r)oH,(r)o 8¢+ (), falls W,NP,_1+0
Sf” * 1)(7)5 wenn WL M %”"‘ 1= O ?

so ist in WO D stets *F D (r) = *S¢+Do 8, o(*8¢+D)-1 holomorph. In
W =2 hat man *S®+ D (r) = SO (r).

Ist die Verteilung {S®(z)} vorgegeben, so kann man also die §¢*1(z) so
bestimmen, daB in P,_, gilt: S (z)= 8¢+ (x). Wir diirfen deshalb annehmen,
daf3 unsere Folge {Sf")(x)}, v=1,2,..., diese Bigenschaft hat. Setzt man
noch 8, (z) = limS® (x), so sind die S, (x) in ganz W, definiert und stetig.

In allen W, ist F,, (%) =peS,08,,08, ! holomorph. Damit ist Satz 12

fiir den untersuchten Sonderfall bewiesen.

Es sei nun {W, ¢ ¢ I} eine beliebige offene Uberdeckung von R. Da R
als komplexer Raum lokal die Struktur einer analytisch-verzweigten Uber-
lagerung hat, besitzt jeder Punkt x ¢ R beliebig kleine Umgebungen, die holo-
morph-konvex sind. Ferner ist R lokal kompakt und hat als holomorph-
vollstandiger Raum abzihlbare Topologie. Es folgt also, daB R parakompakt
ist. Man kann daher eine Verfeinerung {V, A= 1,2...} von {W,} finden,
die lokal-finit ist und aus lauter relativ-kompakten holomorph-konvexen Be-
reichen ¥V, besteht. Wie vorhin gezeigt, gibt es in V, stetige Funktionen S},
so daf ﬁzlz,(x) = SN',IIOS,(M)J%)OSZI in ¥, NV, holomorph ist. Wir setzen
jetzt wie in Satz 12 voraus, daBl jedes W, holomorph-konvex und somit ein
holomorph-vollstindiger Raum ist. Wie im Falle des analytischen Polyeders
P, in bezug auf die Uberdeckungen {4,}, {W®)} beschrieben, kann man in W,

aus den Si(w) stetige Funktionen S,(x) mit Werten in L (R, L*) konstruieren,
so daB in W,, stets: P, (x)= 8, 08,,08, ' holomorph ist. Damit ist
Satz 12 auch im allgemeinen Falle bewiesen.

5. In diesem Abschnitt bezeichne R einen holomorph vollsténdigen Raum,
L(R,L*) ein analytisches Faserbiindel im Sinne von § 1.1 iiber R. Satz 11
148t sich leicht zu folgender Aussage umformulieren:

Satz 11a. Es sei {W,, ¢ € I} eine offene Uberdeckung von R. In den W,
seien holomorphe Funktionen F,,, 'F,, mit Werten in L(R,L¥*) gegeben. Ge-
niigt dann die Verteilung der 'F,, der Vertrdglichkeitsbedingung und gibt es in
den W, stetige Funktionen S, mit 8,0'F, 08 '=F,,, so gibt es in W, auch
holomorphe Funktionen F, mit F, o'F, , oF =T

tylg 4ta®

Beweis. Wir bilden wie in Abschnitt 3 zu der Verteilung 'F, , den Faser-

raum = {(t,y), ¢ €I, yceax-1(W)}. Es gilt dann in allen W, :(y, 8, )0
Oftg, 8,)1= (4, F, ,0'F;;). Nach Satz 11 existieren dann in W, holo-

morphe Funktionen (1, F) mit (¢, F,)0(ty, F,) = (1, F,0'F ') d.h. mit
F,o'F oF '=F,

titp

*SE“‘”(r):{

L1ty 1lg

1tg”

20) Vgl. Fufinote 19,
Math, Ann. 133 31
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Wir bezeichnen nun mit &% bzw. €* die Garbe der holomorphen bzw.
stetigen Schnitte in L(R, L*). H(R,&9) bew. H(R,&?) sei die 1. Kohomologie-
menge von R mit Koeffizienten in &* baw. &2, Die Sitze 11a und 12 besagen
dann insbesondere, daf der natiirliche Homomorphismus von H(R,&%) in
H(R,&*) ein Isomorphismus-auf ist. Wir werden in [14] zeigen, daf} sich
daraus wichtige Resultate fiir die Theorie der analytischen Faserriume er-
geben.
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