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Das Fundamentalintegral 
der anisotropen elastischen Differentialgleichungen. 

Vorl 

EKKEHART KRONER. 

(Eingegangen am 8. AUgust 19aS.) 

Die Verschiebung x, welche in einem unendlich ausgedehnten hexagonalen Kristall 
durch eine Einzelkraft hervorgerufen wird, wird durch eine elementaro Funkt ion 
beschrieben (w Fiir alle anderen Kristailsysteme ist diese Fundamentai l6sung 
nicht  elementar darstellbar. Eine Niiherung rnit optimalen Eigenschaften wird in 
w 3 abgeleitet. In  hexagonalen Kristallen sind auch ohne Mitwirkung yon V01umen- 
krMten rotationssymmetrische u m6glich. Diese kann man mit  
Hilfe einer Verschiebungsfunktion boschreiben, welche der LovEschen VersChie- 

bungsfunktion fiir isotrope Bereiche analog ist (w 2). 

w Einliil~rung. 

Man kennt die wichtige Rolle, welche die Funktion t /4~ r in der 
Potentialtheorie spielt, t /4~ r wird als Grundl6sung oder nach ZEILON 2 
als Fundamentatintegral der LAPLACEschen Differentialgleichung be- 
zeichnet. Analog definiert man in der anisotropen Elastizit~itstheorie 
als Fundamentalintegral der elastischen Differentialgleichungen ohne 
Mitwirkung yon Volumenkr~iften die Gesamtheit der drei Verschiebungs- 
vektoren ~1 ,  ~(-Y~, ~ ,  die bei einem unendlich ausgedehnten Bereich zu 
je einer im .Ursprung angreifenden in Richtung der positiven x-, y-, bzw. 
z-Achse wirkenden Einzelkraft vom Betrag I geh6ren. Die drei Verschie- 
bungsvektoren lassen sich zu einem symmetrischen Tensor zusammen- 
fassen 

Der Index -- t soil andeuten, dal3 die Komponenten von 6_  1 in x, y, z 
homogen vom Grade --1 sind. 

spielt in der anisotropen Elastizitiitstheorie eine ~ihnliche Rolle 
wie t/4~ r in der Potentialtheorie. Fiir ~ gab FREDHOLM a einen impli- 
ziten Ausdruck. Wie die Fundamentalintegrale aller linearen partiellen 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten hat auch ~ eine 
-- durch die Kristallsymmetrie gegebene -- FoVRIER-Transformierte 
yon elementarer Form. 

1 Alle Verschiebungen sind in dieser Arbeit Funkt ionen des Ortsleektors 
= (x, y, z), also Verschiebungsfelder im Kristall. 

s Vgl. ZEILON, N.: Ark. Mat. 6, Nr. 23 (1911). Odor FRANK-v. MISES: Die 
Differential- und Integralgleichung der Mechanik und Physik, 2. Aufl., Bd. t.  
X lX ,  w 5. Braunschweig t930. 

3 FREDHOLM, I.: Acta math., Stockh. 23, I (1900). 
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Die groBe Bedeutung von ~ liegt erstens darin, dab man durch 
wiederholtes Differenzieren nach x, y, z immer wieder neue L6sungen 
der elastischen Differentialgleichungen gewinnen kann. Diese L6sungen 
sind in Bereichen, die den Ursprung nicht enthalten, regul~tr. Die sich 
so ergebenden in x, y, z homogenen Funktionen werden im folgenden als 
,,FREDHOLMsche Funktionen negativen Grades n" bezeichnet 1. Ihre 
Anzahl ist 312n + t] pro Grad n. Diese Funktionen sind offenbar den 
Kugelfunktionen negativen Grades in der Potentialtheorie an die Seite 
zu stellen. In Analogie zur Potentialtheorie darf wohl geschlossen wet- 
den, dab sie bezfiglich der Entwicklung beliebiger reguliirer elastischer ~ 
Funktionen in konkaven Bereichen ein vollst~ndiges System bilden. 
Dabei soll unter einem konkaven Bereich die sich bis ins Unendliche 
erstreckende Umgebung eines den Ursprung enthaltenden konvexen 
Bereichs verstanden werden. 

Zweitens l~lBt sich mit Hilfe yon | stets das partikul~re Integral der 
inhomogenen elastischen Differentialgleichungen fiir die Verschiebungen 

(r) angeben. Lauten diese etwa in abgekfirzter Schreibweise 

D ~x '  Oy' ~- "~(x, y,z) + ~J~(x,y,z) = 0 ,  

so ist das genannte Integral 

~o(r) = f f f~O: -- ~')" ~(~')dr ' ,  
B 

wo B den Bereich, ~lX die r~iumliche Dichte der ~iuBeren Kr~ifte bezeich- 
net. Man kann das Fundamentalintegral geradezu durch diese Gleichung 
definieren s. 

Die anisotrope Elastizit~itstheorie ist in neuerer Zeit unter anderem 
durch die Versetzungstheorie wichtig geworden. Es sei auf Arbeiten von 
BURGERS* und LEIBFRIED S hingewiesen, in denen das anisotrope Fun- 
damentalintegral eine zentrale Rolle spielt. 

w 2. Das elastische Fundamentalintegral des hexagonalen Kristalls. 

Die elastischen Differentia]gleichungen ffir die Verschiebungen ohne 
Mitwirkung yon Volumenkr~ften lauten 

D ~ x '  oy '  ~ .~ (x ,y , z )=O.  (t 

i Gemeint  sind die linear unabh~ngigen Vektorfelder. 
2 Elastische Funk t ion  = L6sung yon (t). 
Vgl. ZEILON: 1. c. 

4 BURGERS, I.M.: Proc. Kon. nederl. Acad. Wetensch. 42, 378 (1939). 
S LEIBFRIED, G.: Z. Physik  135, 23 (1953). 
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D ist der Tensor mit den Komponenten 

Ok~ = claim ~ ~m ' 

WO die i, k, l, m je die Werte x, y, z annehmen k6nnen, ci~:m sin6 die 
elastischen Moduln, definiert etwa durch das HOOKESChe Gesetz 1 

(YSk : Ciklm eml" 

Dabei sind emz und aik die Komponenten des Verzerrungs- bzw. Span- 
nungstensors. (o o) (o o o) 

] ~ '  Oy ' ~-z sei die Determinante IOk~l, D* ~ - ,  oy ' o.  der 

Tensor der Unterdeterminanten yon/ .  [ ist homogen in 0 0 0 0 x '  0 y '  0zV~ 
6: Ordnung, D~' l homogen yon 4. Ordnung. 

Nach FREDI-IOLM 2 lautet das Fundamentalintegral von (t) 

3 
i ~ - q  D*(~,,n,, 1) 

, :1 x-~n t*" ~" 't~ - Y ~ T  (~" n" t) " 

Darin bestimmen sich die ~,, ~/, aus dell Gleichungen 

/ ( ~ , n ,  I )  = 0 (2) 

x ~ +  y ~ + z = o ,  0)  

wobei die ~, positiven Imagin~trteil tiaben mfissen. Die explizite Dar- 
stellung der ~,, ,/, als Funktionen v o n  x, y, z ist im allgemeinen nicht 
m6glich, da die Verbindung der Gill. (2) und (3) anf eine komplexe 
Gleichung 6. Grades ffihrt, die nur ftir Punkte x, y, z, deren Ortsvektor 
in einer Synlmetfieebene des Kristalls verl~tuit, zu einer kubischen Glei- 
chung wird. Eine Ausnahme bilden hexagonale Systeme. Hier ist 

D(x, y,z) = / ( c n  --  ce6 ) xy ;  cee x z + c,1 y* + c,,z*; (cxz + %,) yz / (4) 
\(cas + c43 xz;  (c13 + c~4) yz;  c44(x ~ + y~) + c3~zV 

und nach GEBBIA 3 

l (x, y, z) = c1~ c44 c~ ~ (x 2 + y~ + a~ z 2) (x~ + y~ + a~ z~) (x~ + y2 4_ a~ zD. 

%, sind die VOIGTschen Elastizit~ttsmoduln. Ferner ist a~ = c44/%6, 
a 2, a 3 sind die Wurzeln der Gleichung 

q l  c4~ a 2 + (q3 + 2c13 c ~  - q l  q3) a + c~3 c ~  = 0.  

1 Es ist r  r  Cikml =Clmik" 
z FP,~ImOLM, I . :  Acta math. ,  Stockh. ~i, t 090o). 
a GEBBIA, M.: Ann. di math .  [ I I I a ]  10, ~57 (1904), insb. S. t87. 
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Der Grund ftir die Zerlegbarkeit  yon / ist die Rotat ionssymmetr ie  
der , ,charakteristischen Fl~tche" / (r) = const. In hexagonalen Kristallen 
sind bekanntl ich alle Strahlen, die mit  der Kristallachse dell gleichen 
Winkel einschliel3en, elastisch gleichwertigL 

Man berechnet  nun die ~,, ~, als Schni t tpunkte  der Linien 

~ +~/2 + a'---- 0 } 

x~ + y~ + z = 0. (5) 
Es ist 

y,. X 2 - ~  

+ 

Ffir D* erhfilt man aus (4) und  (5) 

(A '  ~ ' + B ' ; A ' ~ ' ~ 7 ' ; - C ' ~ ' \  , 

D*(~, ,n , ,  1) = ~,n,; A,~7, ~ + B,; --C,~/,] 

C,~,; --  C,~,; D, / 
mit  den Abktirzungen 

A, = [(c,  -- hi) (c~, -- a, c,,) + (c,, + c,,)*yE, 

B, = [(c44 --  a, czl ) (c3z -- a, ca4 ) + a,(clz + c4a)~]/E, 

C, = (c1~ + c~4 ) (c44 - -  a,%o)/E, 

D, = ( c 4 4 -  a, ql)(c44 - -  a,%~)/E, 

E 1 = 4zl (a 1 - -  a~) (% --  al) .  

Eg., E3 gehen hieraus dutch  zyklische Vertauschlmg der Indizes hervor.  
Ftir die Kons tanten  gelten folgende Beziehungen: 

3 8 

E A , = E C , = 0 ;  B s = B 3 = C 1 - - - - D I = O ;  B I = a l A  1. 
e = l  t = l  

Das Fundamenta l in tegra l  der hexagonalen elastischen Differential- 
gleichungen in cartesischen Koordinaten lautet  nunmehr  

3 

+ 

A , - - -  . . . .  + z , ,  A , - - - - - 7 , -  - -  , \ 
x y ( a t Q 2 @ 2 z  2) �9 - -  y Z z 2 - -  x 2 ( a , Q 2 - j r z 2 )  - -  . yz 

• A , - - -  -~ ., A, - - ~  ~-13,, C, . 

xz C yz  D , /  

1 VOlGT, W. : Lehrbucli der Kristallphysik, S. 594. Wien: J. B. Teubner 19t0. 
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Dieses Integral wird fiir a 1 = a m = a a = t unbestimmt. Der ~3bergang zur 
Isotropie ist also nicht direkt m6glich. 

AUe cartesischen Komponenten des Fundamentalintegrals bestehen 
aus zwei oder drei Summanden, die ffir sich einer Gleichung 

( 8 '  8 3 8 3 ) 
~ + ~ +a ,~ - ,  F = 0  

genfigen, aber anBer ~ ,  anf ~ = 0 singular sin& Erst die Summation 
beseitigt diese SingularitAten mit Ausnahme derjenigen im Ursprtmg: 

Es seien jetzt s z Zylinderkoordinaten, o ~ 9~ z ~ ihre Einheits- 
vel~toren, ~ ,  ~,, 6, die zugeh6rigen Verschiebungskomponenten. Dann 
s ind  auch ohne Mitwirkung yon VolumenkrAften Verschiebungen m6g- 
lich, ffir deren Komponenten die Beziehung 

- = o (r) 8w 8q0 8 9 

gilt, wenn die sechsz~hlige Achse in z-Richtung liegt. Man erkennt die 
Richtigkeit der Behauptung, wenn man die hexagonalen Differential- 
gleichungen unter Berticksichtigung VOlt (7) in Zylinderkoordinaten 
schreibt. Man erhitlt 

[ ( ~  t 8 ~) 8' I 8' c,1 -~-d~, + e 85 ~ +~, , -~-  ~+(Cl~+C,,)e~-~,=o, (8') 

[ (8,  ~ 8  ~)  8, 1 c** ~-~o, + e 85 ~ +c44~-~, ~ = 0 ,  (8") 
+, 8,8 8, 

Die Verschiebungen zerfallen in zwei Teile. Die einen verlaufen in, die 
anderen senkrecht zu den Ebenen durch die z-Achse. (8') wird durch 
den Ansatz x 

8 ~ 8 z t 8 8 z , 

identisch befriedigt. (8'") verlangt dann 

~-~-e + a ~ )  ~ - -  o. 

Fftr a~.=a3= 1 geht k~ in die bekannte rotationssymmetrische Ver- 
schiebungsfunktion yon Lov~ fiber ~. 

Die Verschiebnng, die in einem unendliehen Bereieh zu einer im 
Ursprung angreifenden in Richtung der positiven z-Achse wirkenden 

~ =  ~(q.~). 
a Vgl. hierzu Love,  A. E. H. :  Lehrbuch  der Elastizit&t, S. 3t7. Deutseh .yon 

A. TIMPE. Wien: J. B. Teubner 1907. 
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Einheitskraff geh6rt, ist rotationssymlnetrisch. Sie lautet nach (6) 

- ' =  + " 

t = 2 ,  3 

Man iiberzeugt sich leicht, daB ihre Komponenten den Gln. (8') und 
(8'") genfigen. Bildet man ~ ~ / ~  z, so verschwindet durch diese Differen- 
tiation 0 aus dem Nenner. Die beiden Summanden in O~(*_)~/Oz, welche 
ja Gln. (8') und (8'") erffillen, sind also im konkaven Bereich regular. 
Man erhiilt so zwei unabh~ingige FREDHOLMsche Funktionen vom Grade 
--2 in der Form 

vQ'~176 + ~ ~  ~"~ - ~ ' ~ "  (9) 

Durch wiederholte Anwendung der Operatfon a/~z auf die Funktionen 
(9) erhiilt man lauter rotationssymmetrische FREDHOLMSChe Funktionen 
negativen Grades, nach denen man rotationssymmetrische elastische 
Funktionen entwickeln kann. 

SchlieBlich soll noch die aus (6) folgende quellenfreie L6sung 

y ~ x Va * ~ + z ~ *  

erwMmt werden. Sie stellt die Verschiebung dar, welche zu einem 
Wirbelzentrum im Ursprung um die z-Achse geh6rt. Man fiberzeugt 
sich leicht, daB ~ / V a , ~  3 (8") befriedigt. Durch Anwendung des 
Operators ~/Oz leitet man aus (10) ein System FREDItOLMscher Funk- 
tionen ab, das zur Darstellung von Verschiebungen, die fiberall senkrecht 
zu den Ebenen durch die z-Achse ver]aufe n, geeignet ist. 

w 3. NdherungslO'sungen fi~r das Fundamentalintegral 
bet beliebiger Kristallsymmetrie. 

Ffir das Fundamentalintegral beliebiger Kristallsysteme gilt nach 
ZEILON die Darstellung 1 

= ] JJJD# 01) | (~) 

wo die Integration fiber den ganzen VRaum mit Ausnahme des Ursprungs 
zu erstrecken ist. In (ti) wurde D*/[= D -1 gesetzt. Dp-~ ist homogen 
vom Grade --2, daher eine Entwicklnng nach Kugelfl~iehenfunktionen 
m6glich 2: 

OO ra 

D;) = Ampq~)m_j_ (Ampq(~m .j_ u 
r m = 0  ~ t ~ = l  

x Vgl. hierzu I. M. BURGERS, 1. C. und G. L E I B F R I E D ,  l. C., sowie N. ZEILON,  1. C. 
2 Vgl. e twa FRANK-V. MISES, 1. C. Bd. t. XVII ,  w 3. 
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wenn r  P~ (cOs ~9), ~ ---- P~ (cos ~9) cos m ~, krt~ = P;~ (cos v ~) sin m 
gesetzt wird. P,~ sind die LEGENREschen, P~ die zugeordneten Funk- 
tionen. Ffir die Koeffizienten gilt 

J 

B ~ e  j 2~ (m +/,)! ~ (t3) 
~0=0 v~=0 

_ _  0 A,~m - -  � 8 9  q. 

Nun ist, wenn S~ irgendeine Kugelfl~tchenfunktion mit H,auptindex m 
ist x , 

(t/Sz#) f f f S  m (~) (e ~' r/I ~]~ ) d ~ ---- ~ ,  S ,  (r)/r. 

Fiihrt man (12) in (at) ein, so erh~tlt man 

CO 

~Pq~ -  r m 
IJ=l 

Da die Zahlen oc~ abnehmen, ist die Konvergenz der Entwicklung (]4) 
yon ~pq zumindest, am Anfang nicht schlechter als die yon D ' ~ ,  was 
zur Fehlerabsch~ttzung beniitzt werden kann. Bricht man die Reihe (]4) 
bei m = - - 3 ,  - -5 ,  --7,  - -9  ab, so erh~lt man ffir | nacheinander 
N~iherungen der Form 

~,q ik i k lm  (**), i k lmno  

05) ~,q i k l m n o s t  
~ k ~ , ~ o ~  -~ (**) (p, q, i, k, l, m n, o, s, t = x, y, z) , 

die als erste, zweite, dritte und vierte N~herung bezeichnet werden 
sollen. Die c~ sind konstante Koeffizienten, fiber alle doppelt vorkom- 
menden Indizes wird summiert. Die hSheren N~herungen sind danach 
schon recht umfangreich nnd gestatten kaum noch grSBere Rechen- 
operationen. In allen N~herungen sind die Koeffizienten so bestimmt, 
dab der Fehler im GAussschen Sinn minimal wird, also, fiber die Ober- 
fl~che der Einheitskugel integriert, 

ff (~pq- ~pq)~ d/-- Minimum (t6) 
x Es ist 

OO 1 . 

2 ~ , n  = i m f vm(rk) dk, r~(e) = (1/2 ira) f e*OCPm(~) d$, 
k = 0  --1 

d~m m 
~P~ (~ = sine/0' Vm+ ~ (~ = - -  d~ + ~ -  ~Pm" 

Die Ableitung dieser Formel verl~uft fast genau wie die Ableitung oiner Ahnlichen 
Formel auf S. 384--386 der zitierten Bu~GERschen Arbeit, auf die deshalb ver- 
wiesen sei. Vgl. dazu auch FRAnI~-V. MlgXS, Bd. 2. XX, w 2. Es ist 
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wird, wo ~ m  ftir irgend eine der N~herungen (15) steht. N/iherungen 
der Form (* *) und * * (, , ) ,  jedoch mit anderen Koeffizienten, kommen bei 
BURGERS 1 vor, N/iherungen (,) und (**) gab LEIBFRIED 2. Bei ihren 
Entwicklungen gilt (16) nicht. Die Bestimmung der Koeffizienten~r 
in (**), ** (. ,) und (.), (**) nach BURGERS bzw. LEIBFRIED gibt daher 
eine geringere Genauigkeit als die Bestimmung fiber (13). 

Die Symmetrie der D~-)bestimmt die Auswahl der flit (t4) ben6tigten 
Kugelfl~chenfunktionen. Um einen ~berblick zu gewinnen, betrachtet 
man diese etwa als LAM~sche Produkte auf einem Rotationsellipsoid 8. 
Diese Produkte teilt man-gew6hnlich in vier Symmetrieklassen. Bei 
rhombischen Kristallen -- dazu geh6ren auch tetragonale (t. Abt.), 
hexagonale und kubische Kristalle -- braucht man zur Entwicklung 
von D~-) nur Kugelfl~chenfunktionen erster Art, wenn p--= q, und nur. 
solche dritter Art ffir p ~ q, trod zwar ffir jede Komponente nur Funk- 
tionen einer Unterart. Die Zahl der ben6tigten Kugelfl~chenfunktionen 
pro Hauptindex mist  also ffir die Entwicklung von D~-q t bei p = q 1 4- m/2, 
bei p =4= q m/2. Ffir kubisehe Kristalle erh~lt man die Versehiebung 
~)t = (u~ll, v~}~, w~}~), die dureh eine Einzelkraft in z-Richtung hervor. 
gerufen wird, in zweiter N~herung zu 

..~,) __ I (r162 ~ l  t 1 8 - -  cx4 A ~ C P 4 )  ' * - 1 - -  r 2 . z  ~ -F or -F 

1 
V01 T (~2 B~y, ~1 [ 1 1 8 3 

wobei noch A~** = B~ys gilt. Durch Weglassen der Glieder rechts 
des sefikrechten Striches ergibt sich die erste N~herung. 6(__*~ und ~(Z~ 
erh/ilt man hieraus durch zyklische Vertauschung von x, y;z. Dabei 
behalten die aus (13) zu bestimmenden Koeffizienten ihren Wert. Die 
Koeffizientenbestimmung ist ffir jeden Kristall nur einmal n6tig. 

Aus den nunmehr als bekannt anzusehenden Verschiebungen ~)1, 
~{_Y)~, 6~ k6nnen durch Differentation alle weiteren FREDHOLMschen 
Funktionen negativen Grades gewonnen werden. Durch die Differen- 
tiationen geht allerdings die Minimaleigenschaff der Entwicklung nach 
Kugelfl~chenfunktionen verloren. Erhalten bleibt sie nur bei Anwen- 
dung des LAI'LACEschen Operators A wegen 

A ( , . ' s . )  = (,~ - m) (~ + m + t)  , " -~  sin. Oz) 

1 BURGERS: l .c .  
2 LEIBICRIED: 1. C. 
3 Vgl. LENSE, J.:  Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik, S. 202ff. 

Berlin: W. de Gruyter.A947. 
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Die Komponenten der FREDHOLMschen Funktionen erscheinen als 
unendliche Summen fiber Glieder der Form r~S,~. I m  Falle des Funda- 
mentalintegrals ist n ---- - -  1. Da m positiv geradzahlig ist, genfigen alle 
Glieder der Entwicklungen yon ~ m  einer Gleichung 

A A A  . . . . . .  • F = 0 .  

Hieraus ist zu schlieBen, dab auch die Glieder der Entwicklungen der 
Komponenten der FREDHOLMSCken Funktionen mit  n = - -  2, - -  3, - -  4 ... 
einer solchen Gleichung genfigen mfissen, da diese ja aus ~pq dutch 
Differentiationen nach x, y, z entstehen. Wegen (17) mul3 man auf die 
wesentliche Besckr~nkung von n und m 

n + m +  l ~ O  (18) 
schliei~en. 

Es liegt nahe, bei der LSsung von Randwertproblemen stat t  der 
FREDHOLMschen Funktionen direkt die Funktionen r'S,~ Z u verwenden. 
Die Vollstandigkeit dieser Funktionen ist zugleich mit derjenigen der 
FREDHOL~aschen Funktionen gegeben. (18) gilt auch bier. 

Eine Methode zur L6sung von Randwertproblemen mit  Hilfe der 
Funktionen r ~ S~ sowie entsprechender Funktionen ffir ellipsoidf6rmige 
Bereiche wurde vom Verfasser in einer zweiten Arbeit gegeben. Dort  
wurde auch ein Beispiel zahlenm~Big durchgerechnet 1. 

Der Verfasser dankt  Herrn Professor U. DEHLINGER und Herrn Dr. 
A. SEEDER [fir Anregungen und fruchtbare Diskussionen. 

Stuttgart, Inst i tut  ffir Theoretische und Angewandte Physik der 
Technischen Hochschule und Max Planck-Insti tut  ffir Metallforschung. 

1 Erscheint demni~chst in Acta metaUurgica. 


