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1. Historique. Le théoréme suivant, formulé et démontré par D. HiLBERT
représente le point de départ du présent travail:

Il wexiste pas, dans Vespace euclidien & trois dimensions, de surfaces & cous-
bure de Gauss négative et constante sans singularités.

La démonstration donnée par HiLBERT, reprise plus tard dans ses détails
et sous une forme légérement différente par L. BiesErsacH [1] repose sur
Vidée que voici: on sait que les lignes asymptotiques d’un morceau de surface
4 courbure négative constante K = — 1 de l'espace ordinaire forme un réseau
de TcuEBYCHEFF, c. 4. d. un réseau dans lequel deux cOtés opposés d’une
«maille» du réseau sont de méme longueur. Au cas ol il existerait dans
Vespace une surface K = — 1 sans singularité, on montre sans difficulté que
sa surface de recouvrement serait image isométrique du plan hyperbolique
pris dans son ensemble. Il serait ainsi possible de recouvrir le plan hyper-
bolique entier par un réseau de TcafBYcHEFF. Or ce dernier fait se trouve
étre en contradiction avec une propriété connue des réseaux de TCHEBYCHEFF,
4 savoir la propriété exprimée par la formule de Hazzipaxis disant que la
courbure totale du domaine délimité par une maille du réseau ne peut excéder,
en valeur absolue, la valeur 2 z. Pour pouvoir appliquer la formule de Hazzi-
DAKIS, il est néanmoins nécessaire de faire intervenir dans la démonstration
des considérations assez compliguées de nature topologique.

Peu de temps aprés, E. HoLMareN [8] donna du théoréme de HILBERT
une démonstration plus concise. Elle s’appuie, elle aussi, et sur la propriété
du réseau des lignes asymptotiques de former un réseau de TcHEBYCHEFF.
et sur la formule de Hazzipaxgis; elle a cependant 'avantage d’éviter toute
considération topologique [2].

Derniérement HARTMANN et WINTNER [5] firent une étude critique des
conditions de régularité auxquelles doit satisfaire la surface pour que l'on
puisse utiliser les méthodes de démonstrations proposées par HILBERT et
HormerEN. Ils montrérent que le théoréme de HiLBERT sur la non-exis-
tence des surfaces en question est valable pour les surfaces dérivables deux
fois de fagon continue.

2. Aspect des singularités comnues. Les raisonnements imaginés par HiL-
BERT et HoLMGREN ont malheureusement 'inconvénient majeur d’étre menés
par I'absurde, c. &. d. ’8tre basés sur des objets qui, en fin de démonstration.
se révélent étre inexistants. Leurs méthodes ne sont par conséquent pas
4 méme de fournir des renseignements constructifs en particulier sur la
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nature et le nombre de ces singularités. 11 serait pourtant intéressant de savoir
¢l existe par exemple une surface n’ayant qu’une seule singularité. Pour
autant que nous avons pu nous en rendre compte, cette question est restée
jusqu’iei sans réponse. Le but général de ce travail est d’essayer dans la
mesure du possible de combler cette lacune.

Quentend-on tout d’abord par singularité d’une surface plongée dans
lespace ¢ Une singularité S d’une surface F' (F' étant elle-méme définie
comme application localement topelogique d’une surface in abstracto #' dans
l'espace ambiant, cf. § 3, no 1) doit &tre premiérement point d’accumulation
de points Py, P,, ... de F’, sans appartenir toutefois & F’; secondement, il
faut que la valeur minimum des longueurs des arcs reliant, sur ¥', un point
fixe P, de la surface au point P; de la suite considérée (distance P,P,) reste
bornée quel que soit i; enfin il ne doit pas exister d’extension ¥’ de F’ contenant
84 gon intérieur. Cette dernieére restriction a pour but d’exclure de I'ensemble
des singularités les points de V'espace, qui tout en étant situés sur la bordure
de la surface, ne représentent pas un point ot cette derniére perd effectivement
sa régularité. Nous appellerons une surface F* ne possédant pas d’extension ¥
de cette sorte une surface non prolongeable. Nous faisons remarquer en passant
que tout morceau de surface & courbure négative constante peut 8tre englobé
dans une surface — & courbure négative constante également — non pro-
longeable au sens donné ci-dessus; cette propriété est démontrable par exemple
4 Paide du lemme de Zor~N. Nous ne désirons cependant pas approfondir ce
point,

Afin de nous faire une idée des propriétés de ces singularités, passons en
revue les surfaces connues. La liste en est courte: d’une part les surfaces
de rotation, classifiées pour la premiére fois par Minping [12] et dont
F. Krm1n [11] a donné des représentations intuitives, d’autre part les surfaces
hélicoidales, découvertes par MINDING également [12]. Ces surfaces possédent
toutes, entre autres, des singularités accumulées sur une courbe spatiale,
en 'oceurrence sur un cercle ou une hélice. Il nous vient naturellement & l'idée
de supposer que la présence de telles courbes est une caractéristique de la
bordure des surfaces K = — 1. Cette supposition n’est cependant pas évidente
du fait de I'existence également — sur les surfaces de rotation de type coni-
que — de singularités isolédes.

3. Les surfaces analytiques. Le résultat principal de ce travail confirme
la supposition énoncée ci-dessus pour la classe des surfaces analytiques. Nous
démontrerons le théoréme suivant:

Toute surface K = — 1 analytique ef non prolongeable posséde, en bordure,
@ moins une courbe formée exclusivement de singularités.

La démonstration du théoréme principal fournira encore les propositions
tomplémentaires que voici:

Parmi les courbes situées en bordure d'une surface K = —1, il en existe
toujours une qui est dérivable autant de fois que Von veut et le long de laquelle —
{"ie‘*‘% que ses poinis sotent singularités pour la surface — la limite de la normale
@ la surface est réguliére, en particulier continue.
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Le caractére singulier de la surface sur une telle courbe de singularités
peut étre de deux types. Pour les différencier, utilisons un systéme de co-
ordonnées cartésien rectangulaire , y, 2, le plan des z, y étant le plan tangent
limite de la surface en un point S de ladite courbe. La fonction z(x, y) repré-
sentant la surface au voisinage de § est analytique. Dire que la courbe étudise
est singuliére pour la surface, c’est dire que la fonction z(w, y) n’est plus
analytique sur la portion I' de cette courbe située dans le voisinage de 8.
En chaque point de la surface, les deux directions asymptotiques délimitent
un angle d’ouverture w qui, ainsi que nous le verrons par la suite, est déter.
minant pour le comportement de la surface et de ses singularités. Dans le
voisinage de 8, cet angle @ peut étre considéré comme fonction des para-
métres x et y. La courbe de singularités dont fait état le théoréme est alors
de I’'un des deux types suivants:

a) en chaque point de Uarc étudié I, la fonction w(x, y) cesse d’étre analy-
tique; Uarc I' est la courbe limite d’une famille d’asymptotiques; il est dérivable
autant de fois que Uon veut. Dans certains cas et & condition d’abaisser U'ordre
de dérivation de la surface, il est possible de prolonger la surface aw dela d'un
arc singulier de ce type (premier type).

b) en chaque point de UVarc I', la fonction w(x, y) reste analytique; I" est
enveloppe de chacune des deux familles de lignes asympiotiques; I' est analy-
tique; sur I' la courbure moyenne de la surface devient infinie et la fonction
sinw s'annule. Le prolongement de la surface au deld de I est impossible, méme
en abaissant Uordre de dérivation de la surface (deuziéme type).

La double nature de ces courbes de singularités fait ressortir en particulier
que si les exemples mentionnés ci-dessus ont pu nous faire pressentir 1’existence
de courbes singuliéres pour la surface, le caractére singulier de cette derniére
n’est pas nécessairement du type supputé. Les courbes singuliéres des
surfaces hélicoidales et de rotation appartiennent en effet toutes & une
seule des deux espéces possibles, & savoir la deuxiéme; nous donnerons un
exemple de surface ol toutes les courbes singuliéres seront du premier type
(exemple 1).

4. Les surfaces non analytiques. 1l ne nous a malheureusement pas été
possible de déterminer si les théorémes ci-dessus — en particulier 1'existence
de courbes singuliéres — sont aussi valables pour les surfaces non analytiques,
¢. 4. d. pour les surfaces dérivables au sens habituel. La raison en est que
les surfaces non analytiques peuvent admettre des singularités d'un type
nouveau, singularités que nous avons appelées ramifications (cf. la définition
exacte dans le corps du travail) et qui perturbent la méthode d’investigation
utilisée. Sur les surfaces non analytiques, le théoréme énoncé plus haut n’est
valable qu’en éliminant ce genre de singularités:

Toute surface K = — 1 a dérivées continues des trois premiers ordres, now
prolongeable et sans ramifications posséde, en bordure, au moins une courbe
formée exclusivement de singularités.

Les propriétés complémentaires énoncées pour les surfaces analytiques
sont encore valables dans ce cas.
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11 peut étre intéressant de noter que des singularités du genre ramifications
sont possibles sur les surfaces & courbure identiquement nulle: une feuille
de papier dans laquelle on a pratiqué une entaille fournit, en écartant les
bords de l'entaille, un exemple intuitif d’une telle singularité.

5. Les réseaux de TcHEBYCHEFF du plan hyperbolique. Dans I'établissement
des propriétés de la bordure des surfaces K = — 1, nous avons abondamment
fait usage de la propriété des réseaux des lignes asymptotiques de former
des réseaux de TomEBvcHEFF. Les singularités des surfaces étudides appa-
raissent, au cours des démonstrations, comme étant des particularités de ces
réseaux spéciaux de TcrEBYCHEFF. Si Pon se rappelle maintenant que tout
morceau suffisamment petit de surface K = — 1 peut étre appliqué isométri-
quement sur un domaine du plan hyperbolique, les particularités du réseaun
des lignes asymptotiques se transforment, par cette application, en pro-
priétés des réseaux de TcHEBYCHEFF du plan hyperbolique. Nous avons
développé les résultats essentiels auxquels nous a conduit- cette analogie.
Cette derniére fournit le théoréme suivant:

Dans le plan hyperbolique, la bordure du domaine de définition d’un réseau
de TCcHEBYCHEFF analytique et non prolongeable comprend au moins un arc
de courbe.

Nous montrons ainsi en particulier qu’il n’existe pas dans le plan hyper-
bolique de réseau de TcHEBYCHEFF analytique recourvrant tout le plan a
Pexception d’un seul point, c. 4. d. un réseau n’ayant qu’une seule singularité.

6. Exemples. Nous donnons deux exemples nouveaux de surfaces K = —1
non prolongeables. Le premier, mentionné plus haut, est celui d’une surface
analytique finie dont chaque singularité est singularité de la fonction w (pre-
mier type). Le prolongement de la surface au deld de ces singularités est
impossible, méme dans le cadre des surfaces trois fois différentiables.

En second lieu, nous avons traité le cas des surfaces soustendues par deux
droites concourantes dans 'espace. La bordure de chacune de ces surfaces
consiste en quatre courbes analytiques du second type (sinw = 0). Parmi
ces surfaces, nous avons montré qu’il y en avait une et une seule possédant
des quadrilatéres asymptotiques d’aire maximum 2 7. Cette propriété est
intéressante du fait que nous savions, par la formule de HazzipAKIS men-
tionnée au début de cette introduction, que tout guadrilatére asymptotique
possédait une aire au plus égale & 2 m; nous ne connaissions pas d’exemples
pour lesquels cette valeur maximum pouvait effectivement étre atteinte.

§ 1. Réseaux asymptotiques et réseaux de T¢HEBYCHEFF.

Voici, résumées, les propriétés locales des surfaces & courbure négative
constante dont nous ferons usage dans ce travail.

1. Soit # un morceau de surface & courbure K négative constante égale
& — 1 plongée dans l’espace euclidien & trois dimensions; supposons F’ re-
Présentable par un vecteur x (u!, u?) dérivable ¢ fois de fagon continue (g = 3)
~— nous parlerons dans ce cas d’une surface de classe €7 ou de classe C% si
¥(ulu?) est analytique —, il existe alors au voisinage de tout point de F’
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une représentation paramétrique x(%'w?) dite représentation asymptotique,
telle que les lignes de coordonnées #!'= const. et %2= const. soient lignes
asymptotiques de la surface. Ces lignes asymptotiques étant solutions de
I’équation

L (uru?) dui du® = 0

a coefficients de classe (9%, la représentation x(u'%?) est de classe O2-!
{[5] théoréme IV). De plus, des équations de Gavss-Copazziet de K = — 1,
il g'ensuit que les paramétres u = @, v = %? peuvent 8tre choisis de fagon &
ce que #, respectivement v, mesurent la longueur d’arc sur les lignes de coor-
données ([5] théoréme VI). La métrique de la surface est ainsi représentable
sous la forme simple

(1) ds*= du?+ 2 cosw (u, v) du dv + dv?,

w{u,v) étant P'angle compris entre les vecteurs tangents unitaires 1, et x,.
La forme (1) de I'élément d’arc caractérise les systémes de coordonnées dits
de TcuEBYCHEFF, appelés aussi plus simplement réseauxr de TCHEBYCHEFF,
nous nommerons la fonction w (4, v) fonction génératrice du réseau. Inversément,
on établit que si une surface & courbure négative constante posséde une re-
présentation asymptotique de TcufBycuHEFF de classe (7-1, il existe un
systéme de coordonnées dans lequel elle est de classe C? ([5] théoréme VIII).

La seconde forme fondamentale de la surface se réduit, en vertu des équa-
tions des lignes asymptotiques

Z‘u“ Zzz* 0
et de la relation
_ dét Ly — L3,
K= détazlc T sinf e =—1
a
2) II = 4 2sinew du dv.

Puisque toutes les propriétés locales d’une surface sont virtuellement contenues
dans ses deux formes fondamentales, il résulte de (1) et (2) que celles d’une
surface & courbure négative constante sont exprimables au moyen de la seule
fonction w(u, v), que nous appellerons par analogie fonction génératrice de la
surface.

On établit en particulier les correspondances suivantes entre les pro-
priétés de la surface dans Pespace et celles de sa fonetion génératrice:

La surface F' étant supposée de classe C9~1{g = 3) dans un systéme
asymptotique de TomfBycuerr, Pordre de dérivation de la fonction o est
d’une unité inférieure, w étant 'angle compris entre les deux vecteurs i, et
¥, de classe C9-2;

a) w(u,v) € 01-2,

La propriété inverse est encore valable, dans ce sens que, si la fonction généra-
trice est de classe C? -2, la surface est nécessairement de classe 091 par rapport
au réseau de ses lignes asymptotiques {[5] théoréme VII).
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La propriété des lignes asymptotiques de former un réseau sur la surface
g’exprime au moyen de sa fonction génératrice par la condition

b) sinw (4, v) > 0,
relation interprétant également la caractéristique des deux courbures prinei-
pales de la surface

17 w

3 kI:T du =de = tg?
®) o 1 = ot ?
2= T laum—ao = T O

d’étre finies en tout point de la surface.

La formule de Gauss-Boxxer [9] reliant sur une surface la courbure to-
tale d'un domaine & la courbure géodésique totale de la frontiére de ce do-
maine se réduit, dans le cas d'un quadrilatére asymptotique A situé sur une
de nos surfaces et délimité par les 4 asymptotiques u = u,, u = Uy, v = v,
v = v,, & 'équation ([5] théoréme IX)

U Vg
c)  (%; v;) — @ (Up0y) + @ (Ug¥y) — 0 (Uy ) = [ [ sinew du dv.
v,

Nous écrirons cette derniére équation symboliquement
(4) [wly= [[ sinwdu dv.
Y

Le passage de la formule sous sa forme classique
[ Kdf+ ¢uds + Zg;=2n

4 la forme (4) s’effectue én remarquant que la courbure géodésique ¢, respecti-
vement ¢, des lignes d’un réseau de TcHEBYCHEFF est donnée, & partir de la
forme (1) de la métrique, par les relations

5 Cy = —— @y, {sur une ligne v = const.)
%) Cy= + Wy (sur une ligne u = const.)

La formule ¢), die & Hazzipaxis [6], se réduit lorsque %, tend vers u,,
respectivement lorsque v, tend vers v;, aux relations

Vg
Wy (”’1?}2) Wy (?!1271) = f sinew dv
* £
e’ v
@, (Ug0)) — @, (Uyvy) = [ sinew du.
Uy
Ces deux relations indiquent que, méme lorsque w est de classe (%, la dérivée
mixte @, , existe {w,,= ©,,) et que 'on &

¢”) Wy p= SIRW,

¢ exprime le théoréme egregium pour les surfaces de 'espace & courbure
K = —1; dans ce travail nous avons cependant préféré adopter la forme c)
d3 ce théoréme, forme qui ne fait intervenir que la fonction w, & 'exclusion
de ses dérivées.

2. Le role essentiel des trois propriétés a), b) et ¢) de la fonction généra-
trice réside en ce que ces trois relations représentent les conditions nécessaires
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et suffisantes pour qu’une fonction (univoque) de deux variables indépen-
dantes » et v puisse étre interprétée comme fonction génératrice w (u, v) d’une
surface & courbure négative constante. La démonstration de cette propriété
consiste & reconnaitre que les 3 conditions a), b) et ¢) ne sont autres que les
conditions locales d’intégrabilité des deux formes fondamentales (1) et (2).
La correspondance entre la surface et sa fonction génératrice est biunivoque,
en ce sens qu'abstraction faite de permutations effectuées sur les paramétres
% et v, du choix de Porigine % = v = 0, de méme que de déplacements ou de
symétries dans P'espace, & toute fonction w de la forme voulue correspond
localement une surface & courbure négative constante égale & — 1 et inversé-
ment.

3. La derniére propriété dont nous aurons besoin se rapporte & I'image
sphérique du réseau de lignes asymptotiques: le plan tangent & la surface
le long d’une ligne asymptotique compléte cette derniére en ce que I'on appelle
un ruban asymptotigue. Le long d’un tel ruban, les équations générales de
FrENET

t= en+bé
Ne=—ct +af
f=—bt—an

reliant les trois vecteurs unitaires tangent f, normal & et binormal n = & xt
3 leurs dérivées t, &, 1t par rapport & la longueur d’are se réduisent 4

f = cn
(6) fl=—ct taf
f=  —an.

La courbure géodésique ¢ est a remplacer, suivant les relations (5), par —w,
respectivement + w,, la torsion géodésique o, suivant la condition p’ENNEPER,

par + ‘/——K = 41, la condition b = 0 pour la courbure normale b caractéri-
sant, comme on le sait, les rubans asymptotiques. Si I'indice 1 se rapporte
aux éléments de la premiére famille d’asymptotiques (v = const.), I'indice 2
4 ceux de la seconde (u = const.), I'image sphérique du réseau asymptotique
vérifie

d& = £, du + £,dv = F nydu L nydo,
¢. &.d., puisque Pangle compris entre les vecteurs binormaux n; et n, est
égal & Pangle w déterminé par les vecteurs tangentiels {; et t,,
{7) d &= du?— 2 cosw du dv + dv3
L’équation (7) est la propriété cherchée, elle exprime que I'image sphérique
est image isométrique du réseau asymptotique et, elle-méme, réseau de
ToufpycHEFF. En introduisant Pangle w* = 7 — @ formé sur la sphére par
les vecteurs tangentiels £, et &, du réseau, Pélément d’arc d£? se réduit & la
forme type des réseaux de TCHEBYCHEFF

d&2= du?+ 2 cosw*du dv + dv?;
* en est la fonction génératrice; elle posséde les propriétés a), b) et ¢) de w-
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transerites sur la sphére

a¥*) w¥e Q-1 (g*=2)
b*) sinw* > 0
&) — [w*]gs= [ sinw*du dv.

A

Par le détour des réseaux asymptotiques des surfaces & courbure négative
constante, on peut done établir que ces trois conditions représentent les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction univoque puisse étre
interprétée comme fonction génératrice w* (u,v) d'un réseau de TeHEBYCHEFF
(de classe C?*) situé sur une sphére.

§ 2. Quelques propriétés de la fonetion génératrice w(uw, v).

Les propriétés de la fonction w(u, v) découlent de celles des solutions de
I'équation aux dérivées partielles du type hyperbolique

(8) Wy = SINW

4 laquelle se réduit la relation (4) lorsque la fonetion w(u, v) est supposée
une fois différentiable (cf. ci-dessus, relation ¢”’).

1. Considérons un plan des %, v ol % et » sont coordonnées cartésiennes
rectangulaires. Conformément & la notion de caractéristique de ’équation
{8), nous appellerons domaine caractéristique ou rectangle caractéristique toute
portion du plan délimitée par deux horizontales et deux verticales.

L’existence des fonctions w (u, v) est régie par le théoréme suivant:

Théoréme d’existencel).

Hypothése: Soient @,(u) et @,(v) deux fonctions univoques et conlinues
définies la premiére sur Uintervalle o < u < 8 de Vaxe des u, la seconde sur
Vintervalle y < v < 6 de U'axe des v (x, y négatifs, B, 6 positifs). De plus soit
71(0) = @,(0). _

Conclusion: Il existe dans le domaine caractéristique fermé D a S u < 8,
Y= v =8 une ef une seule fonction univogque et continue wiu, v) satisfaisant,
quel que soit le rectangle caractéristique A situé dans D, & Uéquation

4) [w]y= [[sinwdudv
A

se réduisant & ¢, (u) sur Uaxe des u et & @, (v) sur Uaze des v.
Les propriétés de différentiabilité de la fonction ainsi définie s’établissent
& partir de la relation (8) et des équations

w, (U, ) = o, u, 0) + fvsinw dv
(9) ¢

%
@, (%, ¥) = w,(0, v) + [ sinew du,
i

obtenues par intégration (cf. ci-dessus, relations ¢'): la classe C?(p = 1,2, ...,
) de la solution w (u, v) est identique & celle des fonctions initiales @, (u) et

1) Pour la démonstration, voir E. Goursar, Cours d’analyse mathématique, Tome III,
5eme gdition, p. 156 et suivantes.
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@y{v). Dans le cas de fonctions initiales analytiques, un raisonnement dé-
taillé, effectué sur le développement en puissance de la solution, permet
d’établir Vanalyticité de la solution au voisinage de Vorigine et, partant,
dans tout le domaine de définition.

Le théoréme d’existence ci-dessus renseigne d’autre part sur le compor-
tement des solutions de 'équation (4) sur la frontiére de tout domaine caracté-
ristique ouvert. Soit en effet w(u, v) une solution de I'équation (4) définie
4 Yintérieur d’'un tel domaine D. Supposons gqu'en un point-frontiére R,
par exemple sur le c6té supérieur, extrémités exclues, la limite de la fonction o
existe et soit finie, ainsi que celles de ses p premiéres dérivées partielles par
rapport & v; les valeurs que prend o sur Paxe des u et sur la verticale par R
définissent — suivant le théoréme d’existence ci-dessus — une et une seule
solution wq(u, v) de 'équation {4) dans le domaine a<u < f, y <o =4
Cette solution w, est & Vintérieur de D identique & la solution considérée,
elle représente done une extension réguliére de cette derniére sur le bord
v = 6 du domaine de définition D. La solution w(u, v) définie & Vintérieur
de D est done réguliére en tout point d’un segment-frontiére ouvert dés
qu’elle est réguliére en un quelconque de ses points. Inversément, si la so-
lution w (4, v) est singuliére — c.4.d. non réguliére — en un seul point d’un
segment-frontiére ouvert, elle est singulidére en tout point de ce segment.
Si d’autre part 'un des sommets de D est singularité pour la solution, cette
derniére est nécessairement singuliére tout le long d’un au moins des deux
segments-frontidres issus de ce sommet; en effet la présence d’un point régulier
sur chacun des segments issus du sommet entrainerait ’existence d’une so-
lution régulidre & I'intérieur de D et sur les deux segments-frontiéres consi-
dérés, le sommet compris, d’ott le corollaire suivant:

Corollaire du théoréme d’existence.

Soit w(u, v) une solution de U'équation (4) définie dans un domaine caracti-
ristique ouvert D; B un point-frontiére de D.

Hypothése:

w(u, v) € C? dans D (p=0)
wiu,v) ¢§ C? dans D + R.

Conclusion: Si R est sommet de D, w{u,v) ¢ C? en tout point d’'au moins
un de deux segmenis-frontiéres issus de R, si R n’est pas sommet de D, en tout
point du segment-frontiére passant par R.

2. 8i d’une part la solution supposée réguliére en D perd sa régularité
tout le long d’un segment-frontiére dés qu’elle la perd en un seul de ses points,
cette perte de régularité n’est pas compléte comme l'atteste le lemme suivant:

Lemme 1.

Soit w{u, v) une solution de Uéquation (4) définie dans un domaine caracté-
ristique owvert D: a <u < f, y <v<d; R un point du segment-frontiére
ouvert v = 4.

Hypothése: w{u,v)€C?dansD (p=1,2,... 00, Q).

Conclusion: La dérivée partielle w, posséde une valeur limite bien définie
en tout point du segment v = §. De plus cette valeur limite appartient le long
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de ce segment & la classe C?~1(p—1=0,1,2,...,00) relativement & la variable u.
Démonstration: Soit P, (u,,v,) une suite de points situés dans D, conver-

geant pour n —> oo vers le point R{u*, ), x < u*< 8. En P, nous avons,
d’aprés (9)
vﬁ

0y (U Vy) = @, (ty, 0) + [ sinco (u,, v) dv.
0

Par hypothése, w,(u,, 0) est régulier, la régularité de w, au point limite R
de la suite P, ne dépend donc que de l'intégrale du second membre. Esti-
mons cette intégrale. I’équation (4) établie pour le domaine délimité par

les deux caractéristiques # = u*, u = u,, I’axe des u et 'horizontale v = const.
donne

w (ty, 0) — w (u*, 0) + w(u*, v} — w(u,, v) = fv7 sinw du dv.
0 u

P, tendant vers R, la somme des deux premiers termes du membre de gauche
tend vers zéro, de méme 'intégrale double, puisque la fonction & intégrer est
bornée. Pour un ¢, arbitraire, il existe donc un indice ¥, (¢,) tel que pour tout
0svxd
oo (¥, v) — @ (uy, v)| < &
c.a.d., puisque [sina — sinb| < |a — b| pour tout a et tout b,
Isinw (u*, v) — sinw (4, ¥)| < o @*, v) — w(u,, V)| < g

dés que 7 > Ny (g).

La différence des dérivées w, en P, et en sa projection P, sur la verticale
par R est égale a, d’aprés (9),

1)"
Oy (U*,0,) — @, (%, v,) = 0, (u*,0) — w,, (4, 0) + [ [sinew (w*,v)— sin w (U, v)Idv.
0

Son comportement ne dépend done que de Vintégrale du membre de droite.
Puisque cette intégrale peut étre rendue suivant inéquation ci-dessus aussi
petite que on veut, nous avons dés que » > N,(s,)

'wu(u*’ Vp) — 0y (U, vn)’ < &.
lim o, (4, v,) = o, (u¥, 8)

by OO

Ainsi

existe, vu que c’est le cas de

s
lim @, (v*, v,) = @, (®*, 0) + [ sinw dv.
>0 9

La convergence de la suite des fonctions continues f,(u) = w, (4, v,) étant
uniforme, d’aprés I'inégalité ci-dessus, la limite

n-—>roc

3
wy (u, ) = lim w, (4, v,) = w,(x, 0) + [ sinw dv
0
est, elle aussi, continue. Cette limite est évidemment dérivable p—1 fois
par rapport & u, ses dérivées étant égales aux limites, pour v = § des dérivées

correspondantes dans D, c.q.f.d.
Math. Ann. 130. 17
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Remarquons encore que si w est analytique dans D, Panalyticité de la
limite w, (4, 8) ne peut étre assurée.

3. Le lemme I s trait aux singularités de nos surfaces ne satisfaisant pas
4 la premiére condition de régularité a); voici maintenant une proposition
se rapportant aux singularités qui ne satisfont pas & la condition b). Clest
sur cette dernidre propriété, exprimée par la conclusion 1) ci-dessous, que
se fonde la méthode de démonstration imaginée par HoLMGREN de la présence
de singularités sur les surfaces & courbure négative constante.

Lemme 11.

Soit dans le domaine a < u < b, y < v £ 6, w(u, v) une solution — de classe
Cr, p=1,2,..., 00, 2 — de Uéquation (4). De plus soient («,0) et (f,0)
deux points de U'axe des u tels que a < o < f < b.

Hypothése: Sur Uintervallea su<bona

w, > 0
sinw > 0.
Conclusion 1: 8i & a été pris suffisamment grand, il existe toujours dans
le domaine fermé D a < u < B, y < v < 8 un zéro de la fonction sin w.
Conclusion 2: Soit Q un zéro de sinw d’ordonnde minimum v* dans D.
Si au point Q w = n{mod2 ), @ est situé & Uextrémité droite w = f du segment
v = v*. Par @ passe une ligne de niveau o = m(mod2 n) — de classe C? —
pour laguelle
(10) —ooZdv:du < 0;
Si au point Q w = 0(mod 2 &), @ est situé a Vextrémité gauche u = o du segment
v = v*. Par Q passe une ligne de niveau o = 0(mod2 nt) — de classe C? —

pour laquelle
0<dv:du <+ oo,

Démonstration: Conclusion 1.
Soient (o', 0) et (f’, 0) deux points de I'axe des u tels que
a<a'< f<p
w(w,0)—w(x,0)=c¢
(B, 0)—w(f,0)=¢

Aledomainea s us8,0svsv<detd ledomainea’ S u< f,05v =0
De 'hypothése sin w > 0 sur la portion « < u < § de Paxe des u, il est possible
de déterminer v, de fagon que I'on ait sin w > 0 dans 4, par exemple 0 < v < 7.
Nous avons alors pour tout (%, v) de 4’, d’aprés (4),

w(x, 0)—wu, 0) + o, v) —w(a, ) >0
c.d.4. wlu, v) > oy, 0) — wlx, 0) > ¢;
de méme o, 0)—w(f,0) + w(f,v) —wu,v) >0

ou w(u, v) < 72— [w(f, 0)—w(u, 0)] < T—e.
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De ces deux inégquations pour w (4, v) dans A’ nous tirons
sinw (%, v) > sine.
L’équation (4) appliquée & 4’ donne
w(a,0)—w(f,0)+ w(f, v)— wla, v) = Lf sinew du dv > (f'— a') v, sing,

¢.d.d., puisque w(f,0)—w(a,0)>0et wa,v)>0
2 (f— o) sine < w(f, v} — [0 (B, 0) — w(x’, 0)] < m.
Par conséquent,
Vo 0K o
1= 7 (8 —a)sine
Dans D nous avons donc un zéro de sin w, si 'on choisit § > v¥. c.q.f.d.
Remarquons que la grandeur de vf ne dépend que des valeurs que prend
sur Paxe des u.
Conclusion 2.
Soit v* 'ordonnée minimum des points sinw = 0 dans 4. De Péquation
9) pour w,,:
p¥
oy (u, v*) = w, (4, 0) + [ sinw dv,
0

nous avons en chaque point de I’horizontale v = v* w, == 0, donc (w,, w,) +
(0,0). 11 g’ensuit qu’il existe par chaque point de I'horizontale v = v* une
ligne de niveau de w — de classe C? — qui, du fait de w,=+ 0, coupe I’hori-
zontale v = v*. Les points sinw = 0 d’ordonnée minimum ne peuvent par
conséquent se situer qu'aux deux extrémités du segment v = v*; & Pextrémité
droite nous avons le long de la ligne de niveau — oo < dv: du < 0, & I'extrémité
gauche 0 < dv:du < + . De w,> 0 sur v = v* on tire enfin que sinw = 0
ne peut admettre que les solutions w = m(mod2 ) & Vextrémité droite,
o= 0{mod2 7) & extrémité gauche du segment v = v*, c.q.f.d.

§ 3. Des points-bordure.

1. Précisons tout d’abord les notions de bordure et de singularité d’une
surface plongée dans un espace ambiant, en particulier dans 'espace euclidien
& trois dimensions [13].

Considérons une surface topologique F donnée in abstracto, munie d’une
structure ¢ fois différentiable, respectivement analytique. Une telle surface
sera dite surface différentiable de classe C?, respectivement de classe C©,
Donnons-nous sur F' trois fonctions de classe 07 et interprétons ces fonctions
tomme étant les trois composantes d’un vecteur x de P'espace ordinaire RS,
Si nous supposons encore les vecteurs x, et I, linéairement indépendants
(hypothése ne dépendant pas du choix, parmi Vensemble, du systéme de
coordonnées u, v), le vecteur x définit une surface dans Uespace F'= x(F).
F" est une application localement topologique de la surface F dans Yespace R3;
F est 1a surface des paramétres de F'.

La géométrie euclidienne de R3 induit, comme on le sait, une géométrie
sur F', laquelle, & son tour, au moyen du vecteur ¥, définit une métrique

17
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riemannienne sur F'; la notion de distance g («, §) de deux points o et § de F
se définit comme étant la limite inférieure des longueurs de toutes les courbes
reliant o et f.

Nous donnerons la définition suivante du concept point-bordure d’une
surface F’: un point B’ de 'espace R3 n’appartenant pas & F est-appelé point.
bordure de F', ¢'il existe sur F une suite de points «; telle que limyx(o;) = B’
et telle que les distances g (o, «;) soient bornées.

11 est évident que P'ensemble des points-bordure d’une surface quelconque
de Pespace — ensemble appelé aussi la bordure de la surface — peut admettre,
méme pour une surface K = -—1, une configuration des plus compliquées.
Son étude n’a d’intérét que si nous restreignons nos considérations aux sur-
faces formant un tout, aux surfaces n’étant pas partie d’une surface plus
étendue, nous entendons par 1a aux surfaces dites non prolongeables, dont
voici la définition:

Un point-bordure B’ d’une surface F’ est appelé point-bordure régulier
de F’, §'il existe une extension F’ de F’ comprenant B’ a son intérieur. La
surface est dite alors prolongeable au deld du point-bordure B’. Lorsque il
n’existe pas d’extension F” satisfaisant & ces conditions, B’ se nomme poini-
bordure singulier ou simplement singularité de F', la surface elle-méme non
prolongeable aw dela du point-bordure B'. Etant points-bordure, les points
singuliers n’appartiennent pas & la surface.

Une surface est non prolongeable lorsqu’elle ne posséde pas de points-
bordure réguliers.

2. L’ensemble des surfaces auxquelles s’applique le théoréme que nous
nous proposons de démontrer est formé des surfaces & courbure négative
constante égale & — 1 non prolongeables dites sans ramifications. La dé-
finition de cette derniére appellation nécessite les deux remarques prélimi-
naires suivantes:

1— 11 est aisé de voir que, sur une surface K = —1 non prolongeable,
seules des singularités de la surface peuvent arréter 'extension d’un quadrila-
tére asymptotique donné: si tous les points de 'un des codtés I, extrémités
comprises, d’un tel quadrilatére 4; appartiennent & la surface, le voisinage
de chacun d’entre eux peut, selon les propriétés établies au § 1, étre recouvert
d’un réseau asymptotique de coordonnées; 'ensemble de ces réseaux locaux
forment une extension du réseau défini dans Aj. Il est alors possible de
déplacer, sans quitter la surface, le c6té I tout entier vers l'extérieur de 4o

2— 8i Yextension d’'un quadrilatére asymptotique 4, ne peut étre em-
péchée que par la présence de singularités, il résulte d’autre part du lemme I
traitant de la régularité de la fonction w, (%, v) sur la frontidre d’un domaine
caractéristique, que les 4 cOtés restent, tout au long du processus d’extension,
des courbes réguliéres, que ces c6tés atteignent ou non des singularités de la
surface:

Puisque v mesure la longueur d’arc le long des lignes asymptotiques
% = const., chacune de ces lignes posséde, pour v = 8, un point limite dans
P'espace. L’image sphérique du réseau formant lui aussi un réseau de TcHEBY-
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CHEFF, le vecteur normal & admet pour la méme raison le long d’une ligne
asymptotique % = const. une position limite pour v = §, Considérons dans
Ag un ruban asymptotique % = u, et le long de ce ruban la suite (pour v crois-
sant) des triédres de FRENET des rubans v = const. De cette suite prenons
une suite partielle convergente pour v = §. A chaque triédre de la suite
partielle correspond un ruban asymptotique v = const.; celui-ci posséde les
invariants

A=+ 1
by=0
€y =~ (U,,.

La surface étant supposée de classe 1, c.a.d. la fonction génératrice de
classe 0¢—2 dans le systéme asymptotique de coordonnées u, v, ces invariants,
en particulier la courbure géodésique ¢;=— w,, sont de classe 09" 3(¢— 3
=0,1,..., 00, ) dans 4;; ils admettent done tous trois, suivant le Lemme 1
une valeur limite pour v = §, valeur étant de classe C?-3(¢—3=10,1, 2, .. .,00)
sur le bord v = §2). Puisque les solutions d’un systéme d’équations diffé-
rentielles linéaires — dans notre cas les équations de FRENET (6) des rubans
asymptotiques » = const, — dépendent de fagon continue et du paramétre
v intervenant dans ces équations par I'intermédiare des invariants a,, b, et ¢,,
et des triédres initiaux % = u,, la suite partielle de rubans posséde un ruban
limite. Ce ruban limite, enfin, ne dépend pas du choix de la suite partielle
convergente: les lignes asymptotiques u = const. et v = const. formant un
réseau régulier, les rubans de la suite partielle induisent sur une quelconque
des lignes asymptotiques » = const. une suite de points qui, elle, ne posséde —
comme indiqué plus haut — qu’un seul point limite pour v = §; le méme
raisonnement est valable pour les images sphériques de ces rubans asympto-
tiques.

Sur la base de ces deux remarques, il est possible de définir ce que nous
entendons par la notion de surface & courbure négative constante sans rams-
fications. Soit Ay un quadrilatére asymptotique ouvert queleconque, 4, son
image primitive dans le plan des u, ». Supposons que sur 1'un des 4 bords I
de 4§, par exemple sur le bord v = 8, la fonction w (u, v) satisfasse aux mémes
conditions de régularité qu’a Vintérieur de A4j, soit &

w(uv)€ct? g—2=1,2,...,00,8)
sinw > 0.

Soit P(ug, J) un point tel que son image P’ soit située sur la surface. Remar-
quons qu’'un tel point existe toujours, car Uhypothése que tout point de I”
est singularité pour la surface est incompatible avec les propriétés de pro-
longement des fonctions w et par conséquent de la surface elle-méme. P’ étant
point de la surface, la fonction w, définie dans le voisinage de P’ peut éfre
considérée comme une extension locale de w au deld du point-frontidre P’
de 4;. Cette extension locale définit de fagon univoque, suivant le théoréme

%) (est ici que nous utilisons I'hypothese faite sur la surface d’étre au moins de classe C*
17a
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d’existence cité au § 2, une extension réguliére w, de w non seulement au
voisinage de P, mais encore au deld de chaque point de I'. A cette extension w,
correspond dans P'espace une extension 4] du quadrilatére A3, 4] n’étant
pas nécessairement située entiérement sur la surface. Nous dirons que la
surface F' est sans ramifications, 8’il existe — quel que soit le quadrilatére 4;
choisi sur ' — autour de chaque point de I" appartenant & F' un voisinage
entiérement situé & la fois et sur F’ et sur 4].

Notons que toute surface analytique est sans ramifications au sens ci-
dessus: en effet, 'extension A4; définie & partir du voisinage de P’ représente
une extension analytique de 4 non seulement aux environs de P’ mais au
deld de tout point @' de I appartenant & la surface. L’extension locale (ana-
lytique) au deld de @' que nous aurions pu définir directement & partir de la
fonction @ au voisinage de @’ s’identifie bien avec 47, puisque le prolongement
analytique d’une fonction analytique dans un domaine simplement connexe
est nécessairement unique.

Voici un exemple simple d’un morceau de surface ne satisfaisant pas & la
définition des surfaces sans ramifications, appartenant donc & ce que nous
appellerons une surface ramifiée: soit, dans les 2°™, 3*™¢ et 4°™® quadrants
du plan des u, v, w,{u, v) la solution de I'équation (4) se réduisant & g— + ut

sur 'axe des et & % + v* sur Paxe des v, w,(u, v) la solution dans le méme

. » L o ags T .
domaine déterminé par les valeurs initiales sur les axes 5 —u*, respecti-

21 . . 2 .2
vement —2‘——04; les solutions wy(u, v), respectivement w,(u, v), déterminées

dans le premier quadrant par les valeurs % + ut et —721— v, respectivement
par les valeurs %—— ut et g— -+ v* sur les axes, réunissent les deux fonctions w,
et w, en une fonction o (u, v) ramifiée & l'origine, analytique dans tout le
plan, excepté sur les demi-axes positifs olt elle n’est que de classe C%. A l'ori-
gine, la seconde condition de régularité sin w > 0 étant remplie, une étude
un peu approfondie indique qu’il est possible de faire correspondre & la fonc-
tion ramifiée w(u, v) dans le voisinage de I'origine, une surface K = — 1 rami-
fiée, topologiquement équivalente & la surface décrite dans l'espace par le
vecteur de composantes (u, v, ®).

3. Passons maintenant & la démonstration des théorémes énoncés dans
Pintroduction, théorémes que nous rassemblerons en une seule proposition,
que voici:

La bordure d’une surface K = —1 de classe C%(q = 3,4, ...,00, £2), non
prolongeable et sans ramifications, comprend au moins un arc de courbe. En
chagque point de cet are, le plan tangent & la surface admet une position limite
bien définie; Uarc de courbe et U'ensemble des plans tangents limites le long de cet
arc forment un ruban de classe C7-1(q = 3, 4, . . ., o).

Démonstration: Soit O’ un point d’une surface F' satisfaisant aux hypo-
théses du théoréme. Puisque dans tout systéme asymptotique de coordonnées
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la fonction w, ne peut étre stationnaire le long d’une courbe » (w,,= sinw),
supposons w,+= 0 en 0'. Soient I, et I, les deux lignes asymptotiques passant
par O'. Introduisons dans le voisinage de O un systéme asymptotique de
coordonnées %, v, de fagon que 'on ait v = 0 sur /;, et v = 0 sur I,. Sur les
lignes v = const. respectivement w = const. définissons les sens croissants des
paramétres de maniére & avoir en 0’

w,> 0
sinw > 03).

Nous remarquerons qu’il y a exactement deux systémes satisfaisant & ces
conditions, chaque systéme correspondant & une orientation de la surface;
on passe de I'un des systémes & Vautre par le transformation 4 = —u, ¥ = v.
Les sens des v croissants dans ces deux systémes étant identiques, les denx
inégalités ci-dessus définissent sur les courbes de la seconde famille, en par-
ticulier sur 1, un sens privilégié d’orientation. Nous voulons démontrer qu’en
nous déplagant sur la courbe [, dans le sens des v croissants — sens que nous
appellerons sens privilégié de parcours — nous atteindrons 'arc de courbe dont
fait état le théoréme & démontrer.

Soit 4y un quadrilatére asymptotique entourant O’ tel que, sur le segment
qu’il intercepte sur 'axe des %, on ait w,> 0, soit 4, 'image primitive de 4,
dans le plan des u, v. Le choix du systéme de référence nous permet d’appli-
quer le lemme II établissant 1'existence des zéros de la fonction sin w. La
conclusion 1 certifie la présence dans la direction des » croissants d’une sin-
gularité de la surface, le premier zéro de la fonction sinw, si d’autres singu-
larités n’empéchent au préalable Pextension suffisante de 4. Soit 6* («, §)
la limite supérieure des 6, ¢.4.d. la valeur de & pour laquelle 'extension de Ag
prend fin dans la direction des v croissants (6* dépend éventuellement de «
et de 8 fixant la largeur de A4(), 41 le quadrilatére semi-ouvert « < u < f,
y < v < 0%, A, son image primitive dans le plan des u, v. A lintérieur de 4,,
respectivement A{, la fonction o satisfait aux deux conditions de régularité

a) w(u,v) €2

b) sine > 0.

Comme nous P"avons établi plus haut, les points-frontiére v = §* de A} forment
une courbe spatiale réguliére I"; soit &' une singularité de la surface située
sur I”. Montrons tout d’abord qu’en 8’ I'une au moins des deux conditions a)
ou b) n’est pas satisfaite. En effet, si en 8’ la fonction o satisfait aux deux
conditions a) et b), la premiére est, d’aprés les propriétés de la fonction o
établies au § 2, remplie non seulement en §’, mais en tout point de I, la
seconde, par continuité, sur une portion I'] de I" située dans le voisinage de &'
11 existe alors, comme nous I'avons vu plus haut, sur I'; un point-frontiére P’
appartenant & la surface. L’existence d’un morceau régulier de surface dans
le voisinage de P’ permet par conséquent de définir une extension de 43

3} of. 'hypothése du lemme II.
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au deld de I, extension se confondant avec la surface ¥, selon 'hypothése
des surfaces sans ramifications, dans le voisinage de tous les points de [7
situés sur F’. S’ ne peut par conséquent pas étre singularité de ¥, ou alors F”
n’est pas non prolongeable comme nous 'avons supposé.

En une singularité 8’ située sur I nous avons donc deux possibilités:

1— au point S du plan des u, v, correspondant & §’, la premiére condition a)
n’est pas remplie. Des propriétés de la fonction @ établies au § 2, il s’ensuit
qu’elle n’est satisfaite en aucun point v = &%, ¢.3.d. que dans l'espace chaque
point de I est singularité de F'. I" est le ruban singulier dont nous avons
postulé Pexistence dans le théoréme. Géométriquement parlant, le caractére
singulier de la surface au voisinage d'un point de I" est fort peu prononeé;
le plan tangent admet une position limite, comme si le point considéré était
point de la surface. Remarquons aussi que, selon (3), les courbures princi-
pales k, et k, appartiennent 3 la méme classe de différentiation C?—2 que la
fonction w(u, v).
2— En S la premiére condition a) est remplie tandis que b) ne l'est pas:
sinw (8) = 0. Cette condition entraine, suivant les équations (3), qu’'en &
T'une des courbures principales de la surface est infinie. De la conclusion 2)
du lemme 11, S se trouve en 'une ou Vautre extrémité de I'. Supposons §
4 Pextrémité u = f§ et appliquons le lemme: déplagons dans le plan des u, v
le point de coordonnées (8, 0) dans la direction des 4 croissants; le sommet
de coordonnée g et 6* («, B) se déplace sur une ligne de niveau w = 7r(mod2m)
~— de classe 0?~2 comme la fonetion @ —— pour laguelle on a

(10) —o0 = dv:du < 0.

Soit G le domaine du plan des u, v délimité par les 4 caractéristiques u = 0,
u=f+ 4B, v=0,v= 0% et un arc de la ligne de niveau en question. Mon-
trons qu’en chaque point R(u,v) de cette courbe de niveau les vecteurs r
de la surface et £ de son image sphérique admettent des positions limites uni-
voques. Soit P, P,, ... une suite de points convergeant vers R, P, P,, . ..
la suite obtenue par projection verticale de P, Py, ... sur l’horizontale
v = const. passant-par R. Les vecteurs r(u,v) et &(u, v), lorsque le point
{u, v) appartient & G, forment des réseaux de TcHEBYCHEFF, le premier sur
la surface #', le second sur la sphére unitaire. Le point frontiére R considéré
comme point limite de la suite des P; posséde dans P'espace un point image R’
univoque. De plus, la distance spatiale entre les images P; — x(P;) et P;
= x(P,) étant inférieure ou égale & la distance de P; & P, dans le plan des
u, v (puisque P} est relié & P; par un arc de courbe de longueur égale & la
distance de P; & P, dans le plan des , v), la distance spatiale entre I'image P;
de P; et Vimage R’ définie plus haut est majorée par la somme des distances
PP, et P,R. Cette distance tend bien vers zéro lorsque P; tend vers R.
Le méme raisonnement est utilisable pour démontrer P'existence du vecteur
limite & en R, de méme que pour établir la continuité et la dérivabilité des
vecteurs limites r et & le long de notre ligne de niveau. Nous avons donc le
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long de cette courbe
dy:. = r,du + r,dv
c.a.d., puisque nous avons supposé o = n(mod2x)
d): = (u’_— 'U’) xudvf
ou, en utilisant (10)
ds=|dx| = |u'—v'|-|d A +0,
A étant un paramétre régulier sur la ligne de niveau.
Un raisonnement identique nous aurait amené & la conclusion
ds=|dx| =|u' 4+ V|- |dA+0
¢i la singularité au lieu de se situer au sommet supérieur droit du quadri-
latére A,, s’était trouvée en son sommet supérieur gauche. Le point image §’
de S est done, comme dans le premier cas, situé sur un arc de eourbe, c.q.f.d.
Un calcul élémentaire démontre enfin que le vecteur x(u(A), v(A)) et le
vecteur &(u(A), v(A)) le long de la ligne de niveau considérée engendrent un

ruban asymptotique de classe C9-1(g—1=2,3,..., o, ) possédant une
torsion géodésique a et une courbure géodésique ¢ égales &

% -~ cos w-v

(11) aziu’—f—cosw-v’
— y U

= Feosw-v|

oucosw = + 1.
¢

4. Le développement du raisonnement qui nous a conduit au but fait
ressortir le role joué dans la démonstration par hypothése excluant les sur-
faces avec ramifications: si I'agrandissement du quadrilatére asymptotique
avait été rendu impossible au deld de sa frontiére v = * par la présence de
ramifications, nous aurions été obligés de restreindre nos considérations & un
quadrilatére plus étroit, prolongeable au deld de P’ dans la direction des v
croissants, afin d’étre & méme d’utiliser le lemme II. La présence d’une seule
et méme d’'un nombre fini de ramifications de ce genre sur la frontiére des
quadrilatéres asymptotiques considérés successivement n’entraverait donc
pas essentiellement la démonstration, elle n’obligerait qu’a rétrécir toujours
plus le quadrilatére étudié. D’autre part, puisque le raisonnement peut étre
effectué & partir d’un quadrilatére initial 4§ quelconque sur la surface, il
résulte que le théoréme sans Phypothése excluant les ramifications ne peut
étre démontré de cette maniére que dans le cas de surfaces sur lesquelles il
n'est pas possible de trouver — du fait de la présence de ramifications — un
quadrilatére asymptotique suffisamment étendu. Une définition des sur-
faces K = — 1 excluant ce cas seul étant trop subtile et peu intuitive, il
nous a semblé préférable de formuler le théoréme pour I'ensemble des sur-
faces sans ramifications.

8i, dans le plan des u, v, les images primitives des points de ramification
d’'une surface quelconque K = — 1 sont nécessairement en nombre infini,
il est néanmoins difficile de connaitre, par la méthode développée dans ce
travail, leur répartition dans V'espace.
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§ 4. Les réseaux de TcueBYCHEFF du plan hyperbolique.

Les démonstrations et raisonnements effectués sur les surfaces K = —1
de U'espace euclidien, en particulier sur les réseaux de leurs lignes asympto-
tiques peuvent étre appliqués, sans modifications essentielles, aux réseaux
de Tertycrer¥ du plan hyperbolique. Pour simplifier, nous ne traiterons
que le cas des réseaux analytiques.

Dans un domaine ouvert D du plan hyperbolique, nous appellerons réseau
tout systéme de deux familles de courbes recouvrant D, tel que pour tout
point de D, il existe un voisinage dans lequel les deux familles de courbes
peuvent &tre utilisées comme courbes de coordonnées u = const. et v = const.

Un réseaun du plan hyperbolique est dit non prolongeable 5’il n’existe pas,
dans le plan, de réseau plus étendu le contenant en entier.

Un réseau est dit réseau de TcHEBYCHEFF si 'on peut exprimer la métrique
du plan sous la forme

I = ds%= du?+ 2 cosw(u, v) - du * dv + dv?;

w(u,v) en est la fonction génératrice. Cette derniére fonction posséde les
trois propriétés reconnues & nos réseaux asymptotiques, & savoir

a) (u,v) € CF sile réseau est de classe C? et inversément,
b) sinew(u,v) > 0,

¢) [w]y= [[sinwdudv, ol A représente un quadrilatére délimité par
A
4 arcs de courbes du réseau.

Inversément, ces 3 conditions représentent les conditions locales suffisantes
pour qu’une fonetion univoque en u et v puisse étre considérée comme fonction
génératrice w(u, v) d’'un réseau de TCoHEBYCHEFF recouvrant un domaine
du plan hyperbolique. En effet, le voisinage d’un point P du plan (apparte-
nant au domaine de définition de w) dans lequel est définie la métrique I de
courbure K = - 1 peut, comme on le sait, étre appliqué isométriquement
sur le plan hyperbolique.

Nous voulons montrer que la bordure d’'un domaine du plan hyperbolique
recouvert d'un réseau de TcHEBYCHEFF posséde des propriétés semblables
A celles de la bordure des surfaces K = -— 1 plongées dans Pespace euclidien.
La démonstration de lexistence d’une courbe-bordure se réduit ici au rai-
sonnement suivant: en agrandissant une maille du réseau dans la direction
privilégiée, il sera toujours possible d’atteindre sur son pourtour soit une
courbe sur laquelle la fonetion w(u, v) cessera d’8tre réguliére, soit un point
d’une ligne de niveau sinw = 0 pour laquelle les inégalités

ds = ju'— |- |dA| +0
respectivement ds = |u'+ v'|+|dA] +=0
intervenant en fin de démonstration restent valables. La régularité de cette
courbe-bordure est une conséquence du fait que, dans le plan hyperbolique,

un point et une direction déterminent univoquement une courbe de courbure
donnée. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:



Surfaces & courbure négative constante dans 'espace & trois dimensions. 253

La bordure d'un domaine du plan hyperbolique recouvert d'un réseau de
TouEBYCHEFF analytique ef non prolongeable comprend au moins un arc de
courbe; parmi ces courbes il y en a foujours une au moins qui est dérivable
autant de fois que Uon veut.

§ 5. Exemples.

Hzxemple 1.

La solution de Péquation (4) se réduisant &

1 -8

sur 'axe des u, respectivement sur ’axe des v est analytique & Pintérieur du
carré unitaire |u| < 1, |v| < 1, satisfait, en prenant ¢ suffisamment petit,
a sinw > 0 dans ce domaine. Sur la frontiére de ce domaine elle cesse d’étre
réguliére. Elle engendre donc localement dans 'espace une surface K = — 14)
analytique et non prolongeable, délimitée par 4 arcs de courbe. En un quel-
conque des points-bordure, la fonction w et par conséquent les courbures prin-
cipales sont indéfinies (singularité du premier type). La premiére assertion
du point 6 de Pintroduction se trouve ainsi démontrée.

Ezemple 2.

Les solutions connues les plus simples de l'équation (4) sont fonctions
d’une seule variable intermédiaire, & savoir de la combinaison linéaire { = 4 u +
+ u v+ v(4, u, v constants). L’équation sous sa forme (B8) se réduit dans
ce cas & I'équation différentielle ordinaire

d? .
Ap—p =sinw,

dont les solutions sont exprimables par des fonctions elliptiques ou exponen-
tielles. A ces fonctions génératrices particulidres correspondent les surfaces
hélicoidales de Minping [12], et, dans le cas 4 = u, les surfaces de rotation.

Exemple 3.

La méthode développée dans ce travail permet de construire un nouvel
exemple simple de surface K = -1 non prolongeable. Les valeurs initiales
w(u, 0) = w(0, v) = wy= const. définissent dans le plan des u, v une solution
unique w (u, v) de 'équation w,, = sinw; cette solution est analytique dans tout
le plan u, v. Au sujet des propriétés de cette fonetion, remarquons tout d’abord
que la fonction @(u,v) = w{du, A-1v), olt 1 est une constante non nulle,
satisfait & I’équation @,,= sin @ et admet les mémes conditions initiales pour
=0 et v=10. Selon la propriété d'unicité exprimée dans le théoréme
d’existence cité plus haut, @ (u,%) = w(4,7): les lignes de niveaun de la fonction
o {u,v) sont ainsi des hyperboles équilatéres uv = const.

Les lignes de niveau sinw == 0 nous intéressent spécialement. Si I'on s’en
tient aux solutions pour lesquelles 0 < wy< 7, nous avons, d’aprés 'équation
¢’) (§1, no 1), en un point du premier quadrant % > 0, v > 0 situé suffi-
samment prés de I'axe des u

v v
@, (4,v) = w, (4, 0) + [ sinw dv = [ sinw dv > 0.
0 0

7“) Respéctivement un résean de TorgBycHErF dans Ie plan hyperbolique.
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La direction des v croissants dans le premier quadrant est, selon le lemme 1T,
direction privilégiée: il existe dans le premier quadrant une branche d’hyper-
bole wv = const. sur laquelle sinw = 0. Soit wuwv=4; la premiére ligne
ginw = 0 atteinte de cette fagon; puisque w,> 0 sur tout segment d’hori-
zontale compris entre Paxe des v et cette hyperbole, I'équation sin w = 0
sur uv = A; n’admet que la solution w = x. La fonction w ne dépendant que
du produit uv, la seconde branche de cette hyperbole, située dans le troisidme
quadrant du plan, est, elle aussi, ligne de niveau w = 7. Dans les deuxidme
et quatridme quadrants enfin, @ posséde une ligne de niveau uv = A, sur
laquelle w = 0: la transformation % = —u, ¥ = +v et © = 7w -—w applique
les deuxiéme et quatriéme quadrants sur les premier et troisiéme et permet
un raisonnement identique. Dang le domaine du plan des u, » délimité par
les 4 branches d’hyperboles uv = A, et uv = 1,, la solution w (u,v) vérifie les
conditions w ¢ ¢? et sinw > 0; elle engendre par conséquent dans espace
une surface K = — 14), analytique et non prolongeable. Cette surface posséde
4 courbes-bordure, deux courbes w = 0 et deux courbes w = mx. Les lignes
agsymptotiques v = 0 et » = 0 sont rectilignes, du fait que sur les axes de
coordonnées la courbure géodésique #’annule, ¢,= —w,= 0, ¢y= + w,=0,
donnant ainsi, d’aprés les équations de FRENET (6), une valeur constante au
vecteur tangentiel t; w, représente en particulier I’angle formé par ces deux
asymptotiques rectilignes. La surface posséde de plus une aire infiniment
grande: aire hyperholique du premier quadrant, délimitée par Paxe des u,
les asymptotiques u = ug, v = vy (Uyvy2 ;) et la courbe uv = 4;, s’exprime,
en utilisant la formule de Stokzs, par

ffsnwdudy=[[w, dudv=—§w,du

b0 2(un)

. 1
et puisque sur 4y = A, : w,= o) tw const. v = const. e

L]
. o d
J[sin o dudv = 7 — wy+ COHS@«] '—{fi= 7T~ @o+ const. leg(u;%),
i
“

expression tendant vers l'infini en méme temps que %, ou v,.

N o e E:4 \
La surface correspondant & la valeur initiale wy= 5 Pposséde des pro-

priétés inbéressantes. Dans le plan u, v, les lignes de niveau uv = A, et uv = 4,

sont symétriques: 4;=-— 1,. La surface dans 'espace (voir figure) posséde,
puisque P'angle des deux asymptotiques rectilignes est droit { w,= %) , toute

une série de symétries spatiales. De plus cette surface est la seule, parmi
les surfaces soustendues par deux droites, la seule surface X = — 1 aussi que
nous connaissions, & posséder des quadrilatéres asymptotiques d’aire maxi-
mum 2 z. Selon la formule d’Hazzipaxis

F=[fsinwdudv={w],
4

reliant 'aire F d’un quadrilatére asymptotique 4 & la somme alternée [w]4
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F est en effet bornée par la valeur maximum que peut prendre [w], soit
par 2 7. Du fait de A;= — 4,, il existe sur la surface des quadrilatéres A dont
les quatre sommets sont situés sur les lignes de singularités w = 0 et w = 7.
Pour ces quadrilatéres la somme alternée est exactement égale a 2 .

’

Fig. 1. Surface & courbure négative constante soustendue par detx droites se coupant i angle droit
(vue axonométrique).

Nous avons construit la figure représentée ci-dessus par 'artifice suivant, permettant
d’éviter Pintégration numérique des équations différentielles particlles représentant le

passage de la valeur wg= —g— & la fonotion w(u,v) puis & la surface dans I'espace:
Intégration de ’équation différentielle wyy= sinw, w(u, 0) = w(0, v) = w, == const.
La fonetion w (u,v), ne dépendant que du produit z = uv, satisfait &

o8 2 (do 9 [dw B o do
g (Tt’;‘”“):”57:7(37'”)=W“”+W=“’"”+‘”'=(‘"'“y’

dudv  ov
donc & I'équation différentielle ordinaire
(@' z) = sinw,
dont Pintégration numérique s’effectue sous la forme
@ = % f sinw dz.
Pagsage de la fonction w(u,v) & la surface dans 'espace: L’intégration des équations
dx=du*+ 2 cosw du dv + dv?

(dEdy) =+ 2sinw dudy

peut étre évitée en intégrant la surface le long des lignes asymptotiques qui, elles, satizfont
4 des équations différentielles ordinaires (of. Pintégration des équations aux dérivées
partielles du type hyperbolique au moyen des caractéristiques).

La troisiéme équation de FrENeT (6) des rubans asymptotiques donne aprés diffé-
rentiation et en utilisant la seconde équation (8)

S'.z—aﬁ=-a(~—ct+aé)=act—-&‘ (@t=—K == 1).
b= x8) = (éx8),
on obtient pour la normale & I'équation différentielle ordinaire (non linéaire)
E+cléxs)+e=0

Puisque
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oll ¢ = —wy, sur une ligne v = const, ¢ = 4w, sur une ligne u-const. Le vecteur x lui-
méme se calcule par 'intégrale

28] =ftds=%f(§><é)d8-

L’intégration de ces équations est univoquement déterminée a partir des triddres initiaux
{t, n, & donnés sur les rubans rectilignes v = 0 et v = 0. Par co procédé, nous avons

obtenu les lignes asymptotiques u == ]/7;().1 =1862...), u=m, u= —3-2£ et u=2a,

permettant par symétrie de dessiner la surface entiére. Pour obtenir les courbes de singu-
larités w = 0 et w = m, nous avons intégré numériquement leurs équations de FRENET
en attribuant aux invariants a, b, ¢ les valeurs données par les formules (11).
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