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Des surfaces h courbure n~gative constante dans l'espace 
trois dimensions et de leurs singularit~s. 

Par 

MARC-HENRI AMSLER ~ Zurich. 

1. Historique. Le th~or~me suivant, formul~ et d~montr~ par  D. H:LBERT 
represents le point de d~part du present travail :  

II  n' existe pas, dans l' espace euclidien ~ trois dimensions, de surfaces ~ cour- 
burs de Gauss ndgative et constants sans singularitds. 

La  d~monstration donn~e par  HILBERT, reprise plus t a rd  dans ses ddtails 
et sons une forms l~g~rement diff~rente par  L. B:EBERBXCH [1] repose sur 
l'idge que voici: on sait que les lignes asymptotiques d 'un morceau de surface 

courbure n~gative constante K = - -  1 de l 'espace ordinaire forme un r~seau 
de TCH~BYCHEFF, C. ~. d. un rdseau dans lequel deux cStds opposds d'une 
((maille>> du rdseau sont de m~me longueur. Au cas oh il existerait dans 
l 'espace une surface K = -  1 sans singularit4, on montre  sans difficult6 que 
sa surface de recouvrement serait image isomgtrique du plan hyperbolique 
pris dans son ensemble. I1 serait ainsi possible de recouvrir le plan hyper- 
bolique entier par  un rdseau de TCH~BYCHEYF. Or ce dernier fair se trouve 
~tre en contradiction avec une propri~td connue des r~seaux de TCH~BYCHEFF, 

savoir la propri~t~ exprim~e par  la formule de HAZZIDAKIS disant que la 
courbure totals  du domains d~limit~ par  une maille du r6seau ne peut  exc~der. 
en valeur absolue, la valeur 2 g. Pour pouvoir appliquer la formule de HAZZI- 
DAK:S, il est ndanmoins ndcessaire de fairs intervenir dans la d~monstration 
des consid6rations assez compliqu~es de nature topologique. 

Peu de temps apr~s, E. HOLMGREN [8] donna du theorems de HILBERT 
une d~monstration plus concise. Ells s'appuie, elle aussi, et sur la propridt( ~ 
du r~seau des lignes asymptotiques de former un r4seau de TCH~BYC~EF~. 
et sur la formule de HAZZIDAKIS; ells a cependant l ' avantage d'~viter route 
consideration topologique [2]. 

Derni~rement H ~ R T ~  et Wr~TNV.R [5] firent une gtude critique des 
conditions de r~gularit~ auxquelles doit satisfaire la surface pour que l'on 
puisse utiliser les m~thodes de d~monstrations proposdes par  H:LBERT et 
HOL~R~-~. Ils montr~rent  que le theorems de HILBERT sur  la non-exis- 
tence des surfaces en question est valable pour les surfaces ddrivables deux 
fois de f ~ o n  continue. 

2. Aspect des singularitds connues. Les raisonnements imagines par  H:L- 
B~RT et  HOLMOR~N ont malheureusement 1'inconvenient majeur d 'e t re  mends 
par rabsurde,  c. k. d. d 'e t re  bas~s sur des objets qui, en fin de d~monstration, 
se r~v~lent ~tre inexistants. Leurs m$thodes ne sont par  consequent pas 
~t m~me de fournir des renseignements construetffs en particulier sur la 
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nature et le hombre de ces singularit~s. I1 serait pour tant  int~ressant de savoir 
s'il existe par  exemple une surface n ' ayan t  qu'une seule singularit6. Pour  
autant que nous avons pu nous en rendre compte, cette question est rest~e 
iusqu'ici sans r~ponse. Le but  gdn~ral de ce t ravai l  est d 'essayer dans la 
mesure du possible de combler cette lacune. 

Qu'entend-on tout  d 'abord  par  singuIaritd d'une surface plong~e dans 
l'espace ? Une singularit6 S d 'une surface F '  (F'  ~tant elle-m6me d6finie 
eomme application localement topologique d 'une surface in abstracto i~ dans 
l'espace ambiant ,  cf. § 3, no 1) doit ~tre premi~remeut point d 'accumulat ion 
de points P1, P2 . . . .  de F ' ,  sans appartenir  toutefois ~ F';  secondement, il 
faut que la valeur minimum des longueurs des arcs reliant, sur F ' ,  un point 
fixe P0 de la surface au point Pi de la suite eonsid6r6e (distance PoPi) reste 
born6e quel que soit i; enfin il ne dolt pas exister d'extension F de F '  contenant  
S ,~ son int6rieur. Cette derni~re restriction a pour but  d'exclure de l 'ensemble 
des singularit~s les points de l'espace, qui tout  eli 6rant situgs sur la bordure 
de la surface, ne repr6sentent pas un point oh cette derni~re perd effectivement 
sa r6gularit6. Nous appellerons une surface F '  ne poss6dant pas d'extension 
de cette sorte une surface non prolongeable. Nous faisons remarquer en passant  
que tout morceau de surface A courbure n6gative constante peut  ~tre englob6 
dans une surface - -  ~ courbure n6gative constante 6galement - -  non pro- 
longeable au sens donn6 ci-dessus; cette propri~t~ est dgmontrable par  exemple 

t'aide du lemme de ZORn. Nous ne dgsirons cependant pas approfondir ce 
point. 

Afin de nous faire une i@e des propri6t6s de ces singularit6s, passons en 
revue les surfaces connues. La liste en est courte: d 'une par t  les surfaces 
de rotation, classifi~es pour la premiere fois par  MINDING [12] et  dont  
F. KLEIN [11] a donn6 des representations intuitives, d 'au t re  pa r t  les surfaces 
h61icoidales, d@ouvertes par  MII~DII~G ~galement [12]. Ces surfaces possSdent 
toutes, entre autres, des singularit6s accumul6es sur une courbe spatiale, 
en l'occurrence sur un cercle ou une h~lice. I1 nous vient naturellement A l'id~e 
de supposer que la pr6sence de telles courbes est une caract6ristique de la 
bordure des surfaces K = - -  1. Cette supposition n 'est  cependant pas 6vidente 
du fair de l 'existence ~galement - -  sur les surfaces de rotat ion de type  coni- 
quc ~ de singularit6s isolges. 

3. Les sur]aces analytiques. Le r~sultat principal de ce travail  confirme 
la supposition 6nonc6e ci-dessus pour la classe des surfaces analytiques. Nous 
d~montrerons le th6or~me suivant:  

Toute sur]ace K = -  1 analytique et non trrolongeable poss~de, en bordure, 
au moins une courbe /ormde exclusivement de ~ingularitgs. 

La d6monstration du th6or~me principal fournira encore les propositions 
compl6mentaires que voici: 

Parmi les courbes situdes en bordure d'une sur/ace K = -  1, il en existe 
tOu]ours une qui eat ddrivable autant de ]ois ~ue l'on veut et te long de la~eUe - -  
bien que ,es ~ i n t s  soient singularitgs lx~ur la sur/ace ~ la llmite de la normale 
& la surface est rgguli~re, en ~articulier continue. 
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Le caraet~re singulier de la surface sur une telle courbe de singularit4s 
peut  ~tre de deux types. Pour  les diff~rencier, utilisons un syst~me de co. 
ordonn~es eart~sien rectangulaire x, y, z, le plan des x, y dtant le plan tangent 
limite de la surface en un point S de ladite courbe. La fonction z (x, y) reprO. 
sentant  la surface au voisinage de S est analytique. Dire que la courbe dtudi~e 
est singuli~re pour la surface, c'est dire que la fonction z(x, y) n'est  plus 
analytique sur la portion /" de cette eourbe situde dans le voisinage de S. 
En  chaque point de la surface, les deux directions asymptotiques d61imitent 
un angle d 'ouverture  o0 qui, ainsi que nous le verrons par  la suite, est d~ter. 
minant  pour le comportement de la surface et de ses singularit~s. Dans le 
voisinage de S, cet angle eo peut  ~tre consid~r~ comme fonction des para- 
m~tres x et y. La  eourbe de singularit4s dont fair ~tat le th~or~me est alors 
de l 'un des deux types suivants: 

a) en chaque point de l'arc dtudid 11, la ]onction eo (x, y) cesse d'etre analy. 
tique; l'arc I '  est la courbe limite d'une /amille d'osymptotiques; il est ddrivable 
autant de/ois que l'on veut. Dane certaine cos et ~ condition d'abaisser l'ordre 
de ddrivation de la sur/ace, il est possible de prolonger la sur/ace au del~ d'un 
arc singulier de ce type (premier type). 

b) en ehaque point de l'arc I ~, la /onction co(x, y) reste analytique; F est 
enveloppe de chacune des deux /amilles de liffnes osymptotiques; F est analy- 
tique; sur F la courbure moyenne de la sur/aee devient in/inie et la /onetion 
sineo s' annule. Le prolongement de la sur/ace au del~ de F est impossible, mdme 
en abaissant l'ordre de ddrivation de la sur/ace (deuxi~me type). 

La double nature de ces courbes de singularitds fair ressortir en particulier 
que si les exemples mentionn4s ci-dessus ont pu nous faire pressentir l'existence 
de courbes singuli~res pour la surface, ]e caract~re singulier de cette derni~re 
n 'est  pas n~cessaibement du type supput~. Les courbes singuli~res des 
surfaces h~licoidales et de rotation appart iennent en effet toutes & une 
seule des deux esp~ces possibles, ~ savoir la deuxi~me; nous donnerons un 
exemple de surface off routes les courbes singuli~res seront du premier type 
(exemple 1). 

4. Les sur/aces non analytiques. I1 ne nous a malheureusement pas ~t~ 
possible de d~terminer si les th~or~mes ci-dessus - -  en particulier l'existenee 
de courbes singuli~res - -  sont aussi valables pour les surfaces non ana]ytiques, 
e. ~. d. pour les surfaces d~rivables au sens habituel. La  raison e n e s t  clue 
les surfaces non analytiques peuvent  admet t re  des singularit~s d 'un type 
nouveau, singularit~s que nous avons appel~es rami]icatione (cf. la d~finition 
exaete dans le corps du travail) et qui per turbent  la m~thode d'investigation 
utilis~e. Sur les surfaces non analytiques, le th~or~me ~nonc6 plus haut  n'est 
valable qu'en ~liminant ce genre de singularit~s: 

Toute xar/ace K = -  1 ~ ddrivdes continues des trois premiers ordre8, non 
prolongeable et sans rami/icatione poss~4e, en bordure, au moine une courbe 
]ormde exclnsivement de singularitgs. 

Les propri~it~s eompl~mentaires ~none~es pour les surfaces analytiques 
sont encore valables dans ce cas. 
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II  peut  gtre int6ressant de noter que des singularit6s du genre ramifications 
sour possibles sur les surfaces £ courbure identiquement nutle: une feuille 
de papier dans laquelle on a pratiqu~ une entaflle fournit, en 6eartant  les 
bords de l'entaille, un exempte intuitif  d 'une telle singularit6. 

5. Le.s rdseaux de TCH~BYC~FF du plan hyperbolique. Dans l '~tablissement 
des propri6t6s de la bordure des surfaces K = - -  1, nous avons abondamment  
fair usage de la proprifit6 des rgseaux des lignes asymptot iques de former 
des rdseaux de TCH~BYCHEFF. Les singularitds des surfaces fitudi~es appa- 
missent, au cours des d6monstrations, comme 6tant des particularit6s de ces 
r~seaux sp6ciaux de TCH~BYCH~FF. Si l 'on se rappelle maintenant  clue tout  
morceau suffisamment peti t  de surface K = - -  1 peut ~tre appliqud isomdtri- 
quement sur un domaine du plan hyperbolique, les particularit6s du r6seau 
des lignes asymptotiques se transforment,  par  cette application, en pro- 
pri6t6s des rdseaux de TCH~BrCHEFF du plan hyperbolique. Nous avons 
ddvelopp6 les r6sultats essentiels auxquels nous a conduit, cette analogie. 
Cette derni~re fournit le th6orbme suivant : 

Dans le plan hyperbolique, ta bordure du domaine de dd/inition d'un rdseau 
de TCHI~BYCHEFF analytique et non prolongeable comprend au moin8 un arc 
de courbe. 

Nous montrons ainsi en particulier qu'il n'existe pas dans le plan hyper- 
bolique de r6seau de TCH~BYCHEFF analytique recourvrant  tout  le plan 
l'exception d 'un seul point, c. £. d. un r6seau n ' ayan t  qu'une seule singularit~. 

6. Exemples. Nous donnons deux exemples nouveaux de surfaces K = - -  1 
non prolongeables. Le premier, mentionn6 plus haut,  est celui d 'une surface 
analytique finie dont  chaque singularit6 est singularit6 de la fonction co (pre- 
~nier type). Le prolongement de la surface au del~ de ces singularit6s est 
impossible, m6me dans le cadre des surfaces trois fois diff6rentiables. 

En second lieu, nous avons trait6 le cas des surfaces soustendues par  deux 
droites concourantes dans l'espace. La  bordure de chaeune de ces surfaces 
consiste en quatre courbes analytiques du second type  (sineo = 0). Parmi  
ces surfaces, nous avons montr6 qu'il y e n  avait  une et une seule poss6dant 
des quadrilatbres asymptotiques d'aire maximum 2 g. Cette propri6t~ est 
int6ressante du fair ClUe nous savions, par  la formule de HAZZ~D~K~S men- 
tionu6e au d6but de cette introduction, que tout  quadrflatbre asymptot ique 
poss6dait une aire au plus 6gale ~ 2 g;  nous ne connaissions pas d 'exemples 
pour lesquels cette valeur maximum pouvait  effeetivement 6tre atteinte. 

§ 1. R6seaux asymptotiques et r~seaux de TCH]~BYCHEFF. 

Voici, rdsumdes, les propridt6s locales des surfaces ~ courbure ndgative 
constante dont nous ferons usage dans ce travail. 

1. Soit F' un morceau de surface ~ eourbure K ndgative eonstante dgale 
- - 1  plongde dans l 'espace euelidien ~ trois dimensions; supposons F '  re- 

prdsentable par  un vecteur ~ (u 1, u 2) ddrivable q fois de fa~on continue (q ~ 3) 
nous parlerons dans ee cas d'une surface de classe Cq ou de clause C ~ si 

X(ulu s) est analytique - - ,  il existe alors au voisinage de tout  point de F' 
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une reprSsentation paramgtrique ~(~lrd~) dire representation asymptotique, 
telle que les lignes de coordonn4es ~1= const, et g~= const, soient lignes 
asymptotiques de la surface. Ces lignes asymptotiques dtant solutions de 
l'~quation 

L i ~ (u~u ~) du~du ~ = 0 

k coefficients de classe C q-~, la representation ~ ( ~ 2 )  est de elasse C q-~ 
([5] th~or~me IV). De plus, des gquations de G~Uss-CODAZZ~ et de K = - -  1, 
il s'ensuit clue les param~tres u -- ~ ,  v = ~ peuvent ~tre choisis de fa~on 
ce que u, respectivement v, mesurent la longueur d'arc sur les lignes de coor- 
donn~es ([5] th~or~me VI). La m~trique de la surface est ainsi representable 
sous la forme simple 

(1) d ~ =  du~ + 2 coso~(u, v ) d u d v  + dv  ~, 

o4 (u, v) ~tant l'angle compris entre les vecteurs tangents unitaires $~ et )~. 
La forme (1) de l'~l~ment d'arc caractdrise les syst~mes de coordonn~es dits 
de TCH]~BYCHEFF, appel~s aussi plus simplement rdseaux de TCH~BYCHEFF; 
nOUS nommerons la fonction ~o (u, v)/onction gdndratrice du r4seau. Inversdment, 
on dtablit que si une surface ~ eourbure n~gative eonstante poss~de une re- 
presentation asymptotique de TCH~BYCHEFI~ de classe C q-~, il existe un 
syst~me de coordonn~es dans lequel elle est de classe Cq ([5] thdor~me VIII). 

La seconde forme fondamentale de la surface se r~duit, en vertu des ~qua- 
tions des lignes asymptotiques 

et de la relation 

(2) 

d~t gi/c sin ~ ~ - -  

I I  = ~: 2 sino) d u  dv. 

Puisque toutes les propri~tds locales d'une surface sont virtuellement contenues 
dans ses deux formes fondamentales, il r~sulte de (1) et (2) que celles d'une 
surface ~ courbure n~gative eonstante sont exprimables au moyen de la seule 
fonction co (u, v), que nous appellerons par analogie /onction gdndratrice de la 
surface. 

On ~tablit en partieulier les correspondanees suivantes entre les pro- 
pri~tAs de la surface dans l'espace et celles de sa fonction g6n4ratriee: 

La surface F '  4tant suppos~e de elasse Cq- l (q  ~ 3) dans un syst~me 
asymptotique de TCH~BYCHEFF, l 'ordre de d~rivation de la fonction eo est 
d 'une unit~ inf~rieure, o4 ~tant l'angle eompris entre les deux veeteurs ~ ct 
~:v de elass~ C q- ~: 

a) ~ (u, v) C Cq-~. 

La proprhft~ inverse est encore valable, dans ce sens que, si la fonction g~ndra- 
trice est de elasse C q-~, la surface est n~eessairement de classe C q-~ par  rapport 
au r~seau d e  s e s  lignes asymptotiques ([5] thdor~me VII). 
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La  propri6t~ des lignes asymptot iques  de former  un  r~seau sur la surface 
s 'exprime au moyen  de sa fonct ion g~n~ratrice pa r  la condit ion 

b)  sin~o(u, v) > O, 

relation in terpr6tant  ~galement la caract~ristique des deux courbures princi- 
pales de la surface 

k l  = - V  e ~, = ,z ~ = ± t g  -~-  

(3) H d u = - a v  
k2 = - / -  -= :F cotg 2 

d 'e tre  finies en tou t  point  de la surface. 
La  formule de GAUSS-BONnET [9] reliant sur une surface la courbure to- 

tale d ' u n  domaine ~ la courbure g~od6sique totale de la frontibre de ce do- 
maine se r6duit, dans le cas d ' u n  quadri latbre asympto t ique  A situ4 sur une 
de nos surfaces et d61imit6 par  les 4 asymptot iques  u = u 1, u = u s, v = v 1, 
v = v2,/~ l '6quat ion ([5] th6orbme IX)  

~ V2 
c) o~ (u 1 vl) - -  eo (u~vl) + ~o (u2v2) - -  o~ (ulvz) = f f sine) d u  dr.  

Ill Vl  

Nous ~crirons cette dernibre 6quat ion symbol iquement  

(4) [o)]A = f f  sin(o d u  dr .  
A 

Le passage de la formule sous sa forme classique 

f f  K d /  + f x d s  + ZqJ~= 2 z  

la forme (4) s 'effectue Sn remarquan t  que la courbure gdoddsique c 1 respecti- 
vemcnt  c 2 des lignes d ' u n  r6seau de TCH~BYCHEFF est donn6e, ~ par t i r  de la 
forme (1) de la m~trique, par  les relations 

{ c 1 = - -  e% (sur une ligne v = const.) 

(5) c~ = + e% (sur une ligne u = const.) 

La  formule c), dfie g HAZZIDAKIS [6], se rdduit  lorsque u~ tend vers u I, 
respect ivement lorsque v 2 tend  vers v~, aux  relations 

oJ~(UlV2)  - -  co~(ulvl) = f sin¢o dv 
e~) Vt 

~o~(u2v~)-- ~(u~v~) = f sin¢o du. 

Ces deux relations indiquent  que, mgme lorsque ¢o est de classe C ~, la dfiriv~e 
mixte ¢ouv existe (e%v= e%u ) et  que r o n  a 

c") ~ouv= sin co. 

c" exprime le th~orbme egregium pour  les surfaces de l 'espace ~ eourbure 
K = - -  1 ; dans ce t ravai l  nous avons cependan~ prfif4r4 adopter  la forme c) 
dz ce thfior~me, forme qui ne fait  intervenir que la fonction ¢o, h l 'exclusion 
de ses d6riv6es. 

2. Le rSle essentiel des trois propri~it4s a), b) et  c) de la fonction gfin~ra- 
trice rfiside en ce que ees trois relations repr~sentent les conditions n~cessaires 
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et  suffisantes pour qu'une fonction (univoque) de deux variables ind~pen- 
dantes u et v puisse ~tre interprgt~e comme fonetion g~ngratrice eo (u, v) d'une 
surface ~ courbure n~gative constante. La  d~monstration de cette propriSt~ 
consiste £ reconnaltre que les 3 conditions a), b) et c) ne sont autres que les 
conditions locales d'int~grabilitg des deux formes fondamentales (1) et (2). 
La eorrespondanee entre la surface et sa fonction ggn~ratrice est biunivoque, 
en ee sens qu'abstraet ion faite de permutat ions effeetu~es sur les param~tres 
u et v, du choix de l'origine u = v = 0, de m~me que de d~plaeements ou de 
sym~tries dans l'espaee, ~ route fonction (o de ]a forme voulue correspond 
localement une surface ~ courbure n~gative constante ~gale £ - -  1 et invers6- 
ment.  

3. La  derni~re propri~t~ dont  nous aurons besoin se rapporte  £ l 'image 
sph6rique du r~seau de lignes asymptotiques:  le plan tangent  ~ la surface 
le long d 'une ligne asymptot ique complete cette derni~re en ee que l 'on appetle 
un ruban asymptotique. Le long d 'un tel ruban, les ~quations g~n~rales de 
FRENET 

/ f ~  c n  + b~ 

f i = - - c f  + a ~  

~ = - - b t - - a n  

reliant les trois vecteurs unitaires tangent f, normal ~ et binormal n = ~ × t 

leurs ddrivdes t, ~, fi par  rappor t  £ la longueur d 'arc se rdduisent 

i= 
(6) fi - c t  + a ~  

- - a t l .  

La courbure g~oddsique c est h remplacer, suivant les relations (5), p a r - - c o  u 
respectivement + or,  la torsion g~od~sique a, ~suivant la condition D 'E~EPEa ,  

par  ± ~/--~-K ~-- ± 1, la condition b = 0 pour la courbure normale b caract~ri- 
sant, comme on le sait, les rubans asymptotiques, Si l'indice 1 se rapportc 
aux ~l~ments de la premiere famille d 'asymptot iques (v = eonst.), l'indice 2 
k ceux de la seconde (u = const.), l ' image sph~rique du r~seau asymptotique 
v~rifie 

d~ = ~ ,du  + ~ d v  = r~ n~du ± u2dv, 

e. ~. d., puisque l 'angle eompris entre les vecteurs binormaux n 1 et rt~ est 
4gal ~ l 'angle m d6termind par  les veeteurs tangentiels t~ et t~, 

(7) d ~ =  du ~ -  2 coso) du dv + dv ~. 

L'$quation (7) est la propri~tg eherehde, etle exprime clue l ' image sph~rique 
est image isom~trique du r~seau asymptot ique et, elle-m~me, rgseau de 
TCH]~BYCHEFF. En  introduisant l 'angle ~o*= g ~ o~ form~ sur la sphere par 
les vecteurs tangentiels ~u et ~ du r~seau, l'~l~ment d 'arc  d~ 2 se r~tui t  ~ la 
forme type  des r~seaux de TCH]~BYCHEFF 

d ~ =  du~ + 2 coso~* du  dv + dye; 

~o* e n e s t  la fonction g~n~ratrice; elle poss~de les propri~t~s a), b) et c) de w, 
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transerites sur la sphere 

a*) ~o* ~ Cq* -~ 

b*) sino~* > 0 

c*) - -  [o. '*la* = f f  sinco*du dr.  
A* 

(q* ~ 2) 

Par le d~tour des rdseaux asymptotiques des surfaces £ eourbure n~gative 
constante, on peut  done ~tablir que ees trois conditions repr~sentent lea con- 
ditions n~eessaires et suffisantes pour qu'une fonction univoque puisae ~tre 
interprgtde eomme fonction g~n~ratriee o)* (u, v) d 'un r~aeau de TCH~BYCH~FF 
(de classe C q*) situ~ sur une sphbre. 

§ 2. Quelques propri~t6s de la fonction g~n~ratriee ~(u, v). 
Les propri~t~s de la fonction co (u, v) d~coulent de celles des solutions de 

l'dquation aux d~riv~es partielles du type hyperbolique 

(8) c%~= sineo 

laquelle se r~duit la relation (4) lorsque la fonetion o)(u, v) eat suppos~e 
une lois diff~rentiable (ef. ei.dessus, relation c"). 

1. Consid~rons un plan des u, v oh u et v sont eoordonn4es cart6siennes 
rectangulaires. Conformdment k la notion de caractdristique de l'dquation 
(8), nous appellerons domaine caractdristique ou rectangle caractdristique toute 
portion du plan d~limit~e par deux horizontales et deux verticales. 

L'existence des fonctions m (u, v) est rggie par le thgor~me suivant: 
Thdor~me d' existencO ). 
Hypoth~se: Soient ~l(U) el cp~(v) deux ]onction8 univoques el continues 

dd/inie8 la premiere sur l'intervalle c¢ ~ u ~ fl de l 'axe des u, la seconde sur 
l'intervalle y ~ v ~ ~ de l 'axe des v (c¢, ~ ndgatifs, fl, ~ positi/s).  De plus soit 
% (o) = ~ ( o ) .  

Conclwsion : ] l  existe dans le domaine caraddristique ]erred J~ o¢ _~ u <- fl, 
y ~ v <= ~ une et une seule /onction univoque et continue co(u, v) satis/aisant, 
quel que soit le rectangle caractdristique A situd dans i) ,  ~ l'dquation 

(4) [o~] a = f f  sinco d u  dv  
A 

ee rdduisant h qal (u) sur l 'axe des u et ~ ~ (v) sur l'axe des v. 
Lea propridt~s de dfffgrentiabflit~ de la fonetion ainai d~finie s'~tablissent 

£ partir  de ta relation (8) et des ~quations 
v 

w~(u ,  v) = w~(u ,  0) + fsin~dv 
(9) o 

o~(u, v) -- e%(0, v) + f sino~ du, 
o 

obtenues par int~gTation (ef. ei.dessus, relations c'): la classe C ~ (p = 1, 2 . . . . .  
c~) de la solution co (u, v) est identique/~ oelle des fonetions initiales ~0~ (u) et 

~) Pour la d~monstration, voir E. GoVaaAT, Cours d'analyse math~matique, Tome III, 
5~e ~dition, p. 156 et suivantes. 
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~(v ) .  Darts le cas de fonctions initiales analytiques, un raisonnement d6- 
taill6, effectu~ sur le d6veloppement en puissance de la solution, permet 
d'~tablir l 'analyticit~ de la solution au voisinage de l'origine et, partant,  
clans tout  le domaine de d~finition. 

Le thfior6me d'existence ci-dessus renseigne d 'autre  par t  sur le compor- 
tement  des solutions de l '~quation (4) sur la frontibre de tout domaine caractd- 
ristique ouvert.  Soit en effet co(u, v) une solution de l '6quation (4) d6finie 

l 'int~rieur d 'un  tel domaine D. Supposons qu'en un point-fronti~re R, 
par  exemple sur le cSt~ sup~rieur, extr6mit6s exclues, la limite de la fonction o~ 
existe et soit finie, ainsi que celles de ses p premibres d~riv6es partielles par 
rapport  ~ v; les valeurs que prend ¢o sur l 'axe des u et sur la verticale par R 
d6finissent - -  suivant le th~or~me d'existence ci-dessus - -  une et une seule 
solution o~ o(u, v) de l '~quation (4) dans le domaine ~ < u < fl, y < v < 6. 
Cette solution co 0 est /~ l 'int6rieur de D identique ~ la solution consid6r6e, 
elle repr~sente done une extension r~gulibre de eette derni6re sur le bord 
v = (~ du domaine de d6finition D. La solution to(u, v) d6finie ~ l'int6rieur 
de D est done r6guli6re en tout  point d 'un segment-fronti6re ouvert  d6s 
qu'elle est r~guli6re en un quelconque de ses points. Invers6ment,  si la so- 
lution o~ (u, v) est singuli6re - -  c.O.d, non r6guli~re - -  en un seul point d 'un 
sogment-frontibre ouvert,  elle est singuli~re en tout  point de ce segment. 
Si d 'au t re  par t  l 'un des sommets de D est singularit6 pour la solution, eette 
dernibre est n6cessairement singulibre tout  le long d 'un au moins des deux 
segments-frontibres issus de ee sommet;  en effet la pr6sence d 'un point r6gulier 
sur chacun des segments issus du sommet entrainerait  l 'existence d'une so- 
lution r~gulibre ~ l 'int~rieur de D et sur les deux segments-frontibres eonsi- 
d6r~s, le sommet  eompris, d'ofi le eorollaire suivant:  

CoroUaire du thdor~me d' existence. 
Soit ¢o (u, v) une solution de l'dquation (4) dd/inie dans un  domaine caract~- 

rlstique ouvert D;  R un point-/ronti~re de D. 
H ypothLse : 

¢o (u, v) C C~ dan, s D (p > O) 

to (u, v) ~ C ~ dans D + R.  

Conclusion: S i  R est sommet de D, 09 (u, v) ~ C ~ en tout point d'au moins 
un  de deux segments./ronti~res issus de R,  si  R n'est lxts sommet de D, en tout 
point du segment,/ronti~re passant par R.  

2. Si d 'une par t  la solution supposfe rfiguli6re en D perd sa r~gularit6 
tout  le long d 'un  segment-frontibre dbs qu'elle la perd en un seul de ses points, 
cette perte de r~gularit~ n 'est  pas complbte comme l 'at teste le lemme suivant: 

Lemme 1. 
Soit co(u, v) uns  solution de l'dquation (4) dd/inie clans un  domaine caractd- 

ri~tique ouvert D:  ~ < u < fl, ~, < v < ~; R un  point du segment./ronti~re 
ouvert v = & 

Hypoth~se: to(u, v) ~ C~' clans D (p = 1, 2 . . . . .  oo, ~ ) .  
Conclusion: L a  ddrivde partieUe to~ poss~de uns valeur limite bien dd/inie 

en tout point du segment v - -  ~. De plus cette valeur limite appartient le long 
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de ce segment ~ la classe G~-1 ( p _  1 = 0, 1, 2 . . . . .  oo) relativement ~ la varia/ble u. 
Ddmonstration: Soit P,~(un, vn) une suite de points situ$s dans D, conver~ 
geant pour n -~ ~ vers le point R(u*, ~t), u < u* < ft. En P .  nous avons, 
d'apr~s (9) 

% 
o~ (u~, v~) = o~u(u,, 0) + f sino~(u,, v) dr. 

0 

Par hypoth~se, o~ u (un, 0) eat r~gulier, la r~gulaxit~ de oJu au point limite R 
de la suite Pn ne dgpend done que de l 'int~grale du second membre. Esti- 
moils cette intdgrale. L'~quation (4) ~tablie pour  le domaine d61imi~ par  
les deux caract~ristiques u = u*, u = u,,  l 'axe des u et l 'horizontale v = const. 
donne 

V t$ $ 

~o(u~, O) - -  o~(u*, O) + ~o(u*, v) - -  ~(u~, v) = f f sinoJ du  dr. 
0 %  

Pn tendant  vers R, la somme des deux premiers termes du membre  de gauche 
tend vers z~ro, de m~me l'int~grale double, puisque la fonction k int~grer eat 
born~e. Pour un el arbitraire, il existe done un indice N 1 (~1) tel que pour tout. 
0 g v g ~  

I~(u*, v ) -  ~(u~, v)l < ~1 
c.k.d., puisque Isina--sinbl  ~_ l a - - b  t pour t ou t  a e t  tout  b, 

]sineo (u*, v) - -  sineo (un, v)[ ~ leo(u*, v) - -  eo (un, v)l < e~ 

d~s que n > 5~(el). 
La  difference des d~riv6es oJu en P ,  et en sa projection Pn sur la vertieale 

par R est ~gale ~, d 'apr~s (9), 
v n 

~ (u*, v~)--~% (u~, v,) = o~(u*,0)--o~,(u~,O) + f [sin o~ (u*, v ) ~ s i n  o~ (u~,v) ]dv. 
0 

Son eomportement ne d~pend done que de l'int~grale du membre  de droite. 
Puisque cette int~grale peut  ~tre rendue suivant l ' in4quation ci-dessus aussi 
petite que l 'on veut,  nous avons d~s que n >/~r~ (e~) 

I~o,,(u*, v , , ) - - ~ ( u , ,  v,,) I < ~ .  
Ainsi lim e% (un, v,) = o~ (u*, (~) 

existe, vu clue c'est le cas de 

lira eou(u*, vn) = o)~(u*, 0) ~- f sineo dv. 
~ ' - ~  0 

La convergence de la suite des fonctions continues /~ (u) = ea u (u, v~) dtant 
unfforme, d'apr~s l'indgalitd ci-dessus, la limite 

e%(u, ~) .~- lira O~u(U, v,,) = eo~(u, O) + f sin~o dv 

eat, elle aussi, continue. Cette limite eat ~videmment d~rivable ~ - - 1  lois 
pax rappor t  ~ u, sea d4riv~es dtant  ~galea aux limites, pour v =~ ~ des dSriv~a 
correspondantes dana D, c.q.f.d. 

M a t h .  A n n .  130 .  17 
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R e m a r q u o n s  encore que si co est  ana ly t ique  dans  D, l ' analyt ie i t6  de la 
limi¢~ eo~ (u, 6) ne peu t  ~tre assur6e. 

3. Le l emme I a t ra i t  aux  singularit6s de nos surfaces ne sat isfaisant  pas 
/~ la p remiere  condit ion de r~gularit~ a); voici ma in t enan t  une proposi t ion 
se r a p p o r t a n t  aux  singularit~s qui ne sat isfont  pas  £ la condit ion b). C'est 
sur cet te derni~re propri~t6, exprim~e par  la conclusion 1) ci-dessous, que 
se fonde la m~thode  de d~monst ra t ion  imagin~e par  H O L ~ O R ~  de la presence 
de singularit~s sur  les surfaces ~ courbure  n6gat ive constante .  

L e m m e  I I .  
Soit  dana le domaine a < u ~ b, ~, < v < 6, co (u, v) une solution - -  de classe 

C v, p =  1 , 2  . . . . .  c ¢ , Q  - -  de l'dquation (4). De p lus  soient (:¢,0) et (fl, O) 

deux  points  de l 'axe des u tels que a < ~ < fl < b. 
Hypoth~se:  S u r  l'intervaUe a -~ u <~ b on a 

oau> 0 

s in  co > O. 

Conclusion 1: S i  ~ a dtd pris  su / / i samment  grand, il existe tou]ours dans 

le domaine /erred ~ ~ < u < fl, y < v < ~ un  zdro de la /onction s in  co. 
Conclusion 2: Soit  Q u n  zdro de sinco d'ordonnde m i n i m u m  v* dans D. 

S i  au  point  Q co - 7~(mod2 re), Q est  situd dt l' extrdmitd droite u = fl du  segment 

v = v*. P a r  Q passe une  ligne de niveau co =- ~ ( m o d 2  xe) - -  de ctasse C p - -  

pour laquelle 

(10) - - c ¢  < d v :  d u  < 0; 

S i  au  point  Q co ~ 0 (rood 2 ~r), Q eat situd ~t l 'extrdmitd gauche u = ~ du segment 
v = v*. P a r  Q passe une  ligne de niveau co ~ O(mod2 ~) - -  de classe C p - -  

pour  laquelle 
0 < d r :  d u  < ÷ ~ .  

D6mons t ra t ion :  Conclusion 1. 
Soient (~', 0) et (fl', 0) deux  points  de l ' axe  des u tels que 

co ( ~ ' ,  0 )  - -  ~ (~ ,  0) = 

co(fl ,  0 ) - - c o ( f l ' ,  o)  = ~, 

A le domaine  ~ < u ~ fl, 0 < v g v l<  ~ e t  A '  le domaine  ~ '  < u g fl', 0 g v < v r  
De l 'hypoth6se  sin co > 0 sur la por t ion  ~ < u < fl de l ' axe  des u, il est  possible 
de  d~terminer  v 1 de fa~on que l 'on ait  sin oJ > 0 dans  A, par  exemple  0 < co < z. 
Nous avons  alors pour  t ou t  (u, v) de A ' ,  d ' apr~s  (4), 

(~, 0 )  - -  co(u,  0) + ~ ( u ,  v) - -  co (~,  v) > 0 

c.O.d, o~(u, v) > co(u, O ) -  co(~, O) > s; 

de m~me co(u, 0 ) - - c o ( f l ,  0) + co(fl, v ) - - c o ( u ,  v) > 0 

o u  o~(u, v) < ~ - -  [~o(fl, O)--co(u, 0) ]  < ~ - - ~ .  
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De ces deux in~quations pour to (u, v) dans A '  nous tirons 

sine)(u, v) > sine. 

L'dquation (4) appliquge ~ A'  donne 

(~ ' ,  O) - -  e) ( f l ' ,  O) + e) ( f l ' ,  v l )  - -  o~ (~ ' ,  v i )  = f f  sine) du dv > (fl '--  ~¢') vl sin e, 
A t 

c.O.d., puisque e)(fl', 0) - -  e)(ad, 0) > 0 et e)(cd, v) > 0 

vl( f l ' - -  ~') sine < e)(fl', v l ) - -  [eo(fl', 0 ) - -eo(~ ' ,  0)] < r~. 

Par consequent 
y~ 

vl< vl* - (8' - ~') sin e " 

Dans ~ nous avons donc un z~ro de sin to, si l 'on choisit ~ > v*. c.q.f.d. 
Remarquons que la grandeur de v* ne d~pend que des valeurs que prend e) 
sur l 'axe des u. 

Conclusion 2. 
Soit v* l 'ordonnde minimum des points sine) = 0 dans A. De l '6quation 

(9) pour e%: 
V* 

o~, (u, v*) = e)~(u, O) + f sineo dv, 
0 

nous avons en chaque point de l 'horizontale v = v* e)~ ~= O, done (e)u, e)~) 
(0,0). I1 s 'ensuit qu'il existe par  chaque point de l 'horizontale v - - v *  une 
tigne de niveau de e) - -  de classe C ~ - -  qui, du fait de oJu=~ O, coupe l'hori- 
zontale v = v*. Les points s i n e ) =  0 d'ordonn6e minimum ne peuvent  par  
consequent se situer qu 'aux deux extr~mit~s du segment v = v* ; ~ l 'extr6mit~ 
droite nous avons le long de la ligne de niveau - -  oo ~ dv : du  < O, ~ l 'extr~mit~ 
gauche 0 < dv : du  ~_ + oo. De e)u> 0 sur v -- v* on tire cnfin que sine) = 0 
ne peut  admet t re  que les solutions to ~ z~(mod2z~) ~ l 'extr~mit6 droite, 

-~ O(mod2 z~) ~ l 'extr~mit6 gauche du segment v = v*, c.q.£d. 

§ 3. Des points.bordure. 
1. Pr6cisons tout  d 'abord  les notions de bordure et de singtflarit6 d 'une 

surface plong6e dans un espace ambiant ,  en particulier dans l 'espace euclidien 
trois dimensions [13]. 

Consid~rons une surface topo]ogique E donn~e in abstracto, munie d 'une 
structure q lois diff~rentiable, respectivement analytique. Une tetle surface 
sera dire surface dfff4rentiable de classe C q, respectivement de classe C ~, 
Donnons-nous sur F trois fonctions de classe Gq et interpr~tons ces fonctions 
comme ~tant les trois composantes d 'un vecteur ~ de l 'espace ordinaire R a. 
Si nous supposons encore les vecteurs ~u et ~v lin~airement ind~pendants 
(hypoth~se ne ddpendant pas du choix, parmi  l'ensemble, du syst~me de 
eoordonn6es u, v), le veeteur ~¢ d6finit une ~ur[ace darts l'espace F '=  ~(F). 
F'  est une application localement topologique de la surface F dans l 'espace R *; 
F est la ~ur/ace des ~arar~tres de F ' .  

La gc~om~trie euclidienne de R a induit, eomme on le salt, une g~om~trie 
sur F ' ,  laquelle, ~ son tour, au  moyen du vecteur ~:, d~finAt une m~trique 

17" 
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riemannienne sur F ;  la notion de distance Q (~, fl) de deux points c¢ et fl de F 
se d~finit comme ~tant la limite inf~rieure des longueurs de toutes les courbes 
reliant :¢ et ft. 

Nous donnerons la d4finition suivante du concept point-bordure d'une 
surface F ' :  un point B' de l 'espace R 8 n 'appar tenant  pas ~ F' est ~ appel~ point. 
bordure de F ' ,  s'il existe sur F une suite de points :q telle que lim~(~t) = B' 
et telle que les distances ~ (~h, au) soient born~es. 

I1 est ~vident que l 'ensemble des points-bordure d 'une surface quelconque 
de l 'espace - -  ensemble appelg aussi la bordure de la surface - -  peut  admettre, 
m~me pour une surface K = -  1, une configuration des plus compliqu~es. 
Son dtude n 'a  d'int6r~t que si nous restreignons nos considerations aux sur- 
faces formant  un tout,  aux surfaces n '~tant  pas partie d 'une surface plus 
~tendue, nous entendons par  1£ aux surfaces dites non prolongeables, dont 
voici la d~finition: 

Un point-bordure B '  d 'une surface F' est appel6 point.bordure rdgulier 
de •', s'il existe une extension $" de ~" comprenant  B' ~ son int~rieur. La 
surface est dire alors prolongeable au del£ du point-bordure B'. Lorsque il 
n 'existe pas d'extension ~ satisfaisant ~ ces conditions, B '  se nomme point- 
bordure alngulier ou simplement singularitd de F ' ,  ta surface elle-m~me non 
prolongeable au del~ du point-bordure B'. Etan t  points-bordure, les points 
singuliers n 'appart iennent  pas ~ la surface. 

Une surface est non prolongeable lorsqu'elle ne poss~de pas de points- 
bordure rdguliers. 

2. L'ensemble des surfaces auxquetles s 'applique le th~or~me que nous 
nous proposons de ddmontrer est form~ des surfaces k courbure n~gative 
constante ~gale £ - - 1  non prolongeables dites sans ramifications. La d6- 
finition de cette derni~re appellation ndcessite les deux remarques pr~limi- 
naires suivantes: 

1-- I1 est ais6 de voir que, sur une surface K = -  1 non prolongeable, 
seules des singularitds de la surface peuvent  arr~ter l 'extension d 'un quadrila- 
t~re asymptot ique donn~i: si t ous le s  points de l 'un des c S t d s / " ,  extr6mit~s 
comprises, d 'un tel quadrflat~re A~ appart iennent  h la surface, le voisinage 
de chacun d ' en t r eeux  peut, selon les propri~t~s ~tablies au § 1, ~tre recouvert 
d 'un r~seau asymptot ique de coordonn~es; l 'ensemble de ces r~seaux locaux 
forment une extension du rSseau d~fini dans A~. I1 est alors possible de 
d~placer, sans quitter la surface, le c 6 t ~ / "  tout  entier vers l 'ext~rieur de A~. 

2- -  Si t 'extension d 'un quadrilat~re asymptotique A~ ne peut  ~tre em- 
p~ch~e que par  la presence de singularit~s, fl r~sulte d 'au t re  par t  du lemme I 
t ra i tant  de la r~gularit~ de la fonction o~u (u, v) sur la fronti~re d 'un domaine 
caract~ristique, que les 4 cSt~s restent, tout  au long du processus d'extension, 
des eourbes r~guli~res, que ees c6t~s atteignent ou non des singularit~s de la 
surface: 

Puisque v mesure la longueur d 'arc  le long des lignes asymptotiques 
u = coast., chaeune de ces lignes poss~de, pour v = ~, un point limite dans 
l'espace. L ' image sph~irique du r~seau formant  lui aussi un r~seau de T e H ~ -  
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C ~ r F ,  le vecteur  normal  ~ admet  pour  la m6me raison le long d 'une  ligne 
asymptot ique  u = const, une position limite pour  v = 8, Consid6rons duns 
A~ un  ruban  asympto t ique  u = u 0 et le long de ce ruban  la suite (pour v crois- 
sant) des tribdres de ~ E ~ E T  des rubans  v = const. De cette suite prenons 
une suite partieUe convergente pour  v = (~. A chaque tri~dre de la suite 
partielle correspond un r u b a n  asympto t ique  v = const. ; celui-ci poss~<le les 
invariants  

a l =  : k l  

bl=0 
c1= - -  o9u- 

La surface 6 tant  supposde de classe C q-l, c.k.d, la fonct ion g4n6ratrice de 
classe C q-s dane le systbme asympto t ique  de coordonn~es u, v, ces invariants,  
en part iculier  ta courbure g~od6sique c 1 = -  ogu, sont  de cla~se Cq-a(q - 3 
= 0, 1 . . . . .  c% Q) dans A~; ils admet ten t  done tous trois, su ivant  le Lemme I 
une valeur  limite pour  v = 8, valeur dtant  de classe C q-a ( q - -  3 = 0, 1, 2 . . . . .  c~) 
sur le bord  v = (~). Puisque les solutions d ' u n  syst~me d '~quat ions diff6- 
rentielles lin6aires - -  dans notre  cas les 6quat ions de FRE~ET (6) des rubans  
asymptot iques  v = const, - -  d6pendent  de fagon continue et d~u parambtre  
v in tervenant  dans ces 6quations par  l ' interm~diare des invariants  al, b 1 et  c a, 
et des tribdres initiaux u = %, la suite partieUe de rubans  poss~de un  ruban  
limite. Ce ruban  limite, enfin, ne d6pend pas du choix de la suite partielle 
convergente:  les lignes asymptot iques  u = const, et v = const, fo rmant  un 
r6seau r6gulier, les rubans de la suite partielle induisent sur une quelconque 
des lignes asymptot iques  u = const, une suite de points qui, elle, ne possbde - -  
comme indiqu~ plus hau t  - -  qu 'un  seul point  limite pour  v = 8; le m~me 
raisonnement est valable pour  les images sph~riques de ces rubans  asympto-  
tiques. 

Sur  ta base de ces deux remarques,  il est possible de d6finir ce que nous 
entendons par  la not ion de sur/ace ~ courbure ndgative constante sans rami. 
/ications. Soit A~ un quadrilat~re asympto t ique  ouver t  quelconque, A 0 son 
image primitive dans le plan des u, v. Supposons que sur Fun des 4 bords F '  
de A~, par  exemple sur le bord  v = 8, la fonct ion o9 (u, v) satisfasse aux m~mes 
conditions de rggularitg qu '£  l ' in~r ieur  de A~, soit h 

o9 (u  v) E cq-  ~ (q - -  2 = 1, 2 . . . . .  co, ~ )  

sino9 > 0. 

Soit P(uo, 8) un  point  tel clue son image P '  soit situ6e Bur ta surface. Remar ,  
quons qu 'un  tel point  existe toujours,  car l 'hypoth~se clue tou t  point  de F '  
est singularit6 pour  ta surface est incompatible avec les propri6h!s de pro- 
longement des fonctions o9 et  par  cons6quent de la surface elle-m~me. P'  6tans 
point de la surface, la fonct ion o21 d6finie dans le voisinage de P '  peu t  ~ t ~  
consid6r~e comme une extension locale de co au  del~ du  point-frontiSre P '  
de A~. Cett~ extension locale d6finit de fagon univoque, suivant  le th6or~me 

~) C'est ici que nous utilisons l'hypoth~se faite sur la surface d'6tre au moins de elasse C ~. 
17a 



248 M~ac-H~s~ AMSLI~R : 

d'existence eit6 au § 2, une extension rdgulibre ~o 1 de to non seulement au 
voisinage de P, mais encore au delk de chaque point de / ' .  Ace t te  extension ~ 
correspond dana l'espace une extension A~ du quadrilat~re A~, A~ n'6tant 
pas n~eessairement situde entibrement sur la surface. Nous dirons que la 
surface F '  est sans ramifications, s'fl existe - -  quel que soit le quadrilat6re A 0 
ehoisi sur F '  - -  autour de chaque point de F '  appartenant ~ F '  un voisinage 
enti~rement situ6 ~ la fois et sur F '  et sur A~. 

Notona que route surface analytique est sans ramifications au sens ci- 
dessus: en effet, l'extension A~ ddfinie/~ partir du voisinage de P '  repr6sente 
une extension analytique de A~ non seulement aux environs de P '  mais au 
delk de tout  point Q' de F '  appartenant & la surface. L'extension locale (ana- 
lytique) au del~ de Q' que nous aurions pu d6finir direetement/t  partir de la 
fonction ¢o au voisinage de Q' s'identffie bien avec A~, puisque le prolongement 
analytique d'une fonetion analytique dans un domaine simplement connexc 
est nfieessairement unique. 

Voici un exemple simple d 'un morccau de surface ne satisfaisant pas ~ la 
ddfinition des surfaces sans ramifications, appartenant done ~ ce que nous 
appellerons une surface ramifide: soit, darts les 2 ~me, 3 tme et 4 ~me quadrants 

y~ 

du plan des u, v, o~ l(u, v) la solution de l'6quation (4) se rdduisant/t  ~ -  + u a 

sur l 'axe des u et ~ -~- + ~ sur 1'axe des v, co 2 (u, v) la solution dana le m~me 

Y~ 4 domaine d6termin6 par les valeurs initiales sur les axes ~ - - - u ,  respecti- 

v 4" les solutions co3(u, v), respectivement co4(u, v), d6termin6es vement - ~ - -  , 

dana le premier quadrant par les valeurs ~ -  + u 4 et ~ - - -  v 4, respectivement 

~ v 4 sur les axes, r~unissent les deux fonctions w~ par lea valeurs ~ - - -  u 4 et ~ -  + 

et co 2 en une fonction to(u, v) ramifi6e £ l'origine, analytique dans tout le 
plan, except6 sur les demi-axes positifs oh elle n'est que de classe C a. A l'ori- 
gine, la seeonde condition de r~gularit6 sin ¢o > 0 fitant remplie, une 6tude 
un peu approfondie indique qu'fl est possible de faire correspondre/~ la fonc- 
tion ramifi~e to(u, v) dana le voisinage de l'origine, une surface K = - -  1 rami- 
fi~e, topologiquement fiquivalente ~ la surface dficrite dana l'espace par le 
veeteur de ¢omposantes (u, v, co). 

3. Passona maintenant /~ la d6monstration des th~or~mes 6nonc6s dans 
l'introduction, th~or~mes que nous rassemblerons en une seule proposition, 
que voiei: 

Zvt bordure d'une sur/ace K = -  1 de classe C q (q = 3, 4 , . . . ,  ~ ,  if2), non 
prolonqeable et sans rami/ications, comprend au moins un  arc de courbe. En 
chaque point de cet arc, le plan tangent h la sur/ace admet une position llmite 
bien dd/inie ; l' arc de courbe et l' ensemble des plans tangents limites le long de cet 
arc /orment  un ruban de classe Cq-X(q = 3, 4 . . . . .  c~). 

D~monatration: Soit O' un point d 'une surface F '  satisfaisant aux hypo- 
$hbses du th~orbme, tbxisque dana tout systbme asymptotique de coordonn6es 
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la fonction ¢ou ne peut  ~tre stationnaire le long d'une courbe v (tou~= sinto), 
supposons tou0= 0 en 0' .  Soient 11 et l~ les deux lignes asymptotiques passant 
par 0 ' .  Introduisons dans le voisinage de O' un syst~me asymptot ique de 
coordonn~es u, v, de faTon que l 'on air v = 0 sur ll, et  u = 0 sur l~. Sur les 
lignes v = const, respectivement u = const, ddfinissons lessens  croissants des 
param~tres de mani~re £ avoir en 0 '  

~u> 0 

sin¢o > 0s). 

Nous remarquerons qu'il y a exaetement deux syst~mes satisfaisant ~ ces 
conditions, chaque systbme correspondant & une orientation de la surface; 
on passe de l 'un des systbmes & t 'autre par  le t ransformation ~ = - - u ,  ~ = v. 
Les sens  des v croissants dans ces deux systSmes ~tant identiques, les deux 
inggalitds ci-dessus ddfinissent sur les courbes de la seeonde famille, en par- 
ticulier sur 12 un sens privil~gi~ d'orientation. No/is voulons d~montrer qu 'en 
nous d~plagant sur la courbe l~ duns le sens des v croissants - -  sens que nous 
appellerons sens privildgid de parcours ~ nous atteindrons l 'are de courbe dont  
f a r  6tat  le th6or6me ~ d6montrer. 

Soit A~ un quadrilatbre asymptot ique entourant  O' tel que, sur le segment 
qu'fl intercepte sur l 'axe des u, on air co~> 0, soit A 0 l ' image primitive de A~) 
dans le plan des u, v. Le choix du systbme de r~f6rence nous permet  d'appli- 
quer le lemme I I  6tablissant l 'existence des z6ros de la fonction sin to. La  
conclusion 1 certifie la prdsence dans la direction des v croissants d 'une sin- 
gularit6 de la surface, le premier z~ro de la ibnction sin to, si d 'autres  singu- 
larit6s n 'emp6chent  au prdalable rextension suffisante de A~. Soit (~* (a, fl) 
la limite sup6rieure des ~, c.£.d, la valeur de ~ pour laquelle l 'extension de A~) 
prend fin dans la direction des v croissants (~* d~pend 6ventuellement de a 
et de fl f ixant  la largeur de A~), A~ le quadrilat~re semi-ouvert c¢ < u < fl, 
y < v < ~*, A~ son image primitive duns le plan des u, v. A l'int4rieur de A~, 
respectivement A~, la fonction to satisfaR aux deux conditions de r6gularit~ 

a) to(u, v) ~ C ~- ~ 

b) sineo > 0. 

Comme nous l 'avons 6tabli plus haut, les points-fronti~re v = ~t* de A[ forment  
une eourbe spatiale r~gu l ib re / " ;  soR S'  une singularit~ de la surface situ~e 
s u r / " .  Montrons tout  d 'abord  qu'en S '  l 'une au moins des deux conditions a) 
ou b) n 'est  pus satisfaite. En  effet, si en S '  la fonetion to satisfait aux deux 
conditions a) et  b), la premiere est, d 'apr~s les propri~t~s de la fonction to 
6tablies au § 2, remplie non seulement en S ' ,  mais en tout  point de F ' ,  la 
seconde, par  continuitY, sur une portion F i  de F '  situ~e dans te voisinage de S ' .  
l l  existe alors, eomme nous l 'avons vu plus haut,  s u r / ' ~  un  point-fronti~re P '  
appurtenant  & la surface. L'existence d 'un  morceau r~gulier de surface duns 
le voisinage de P '  permet  par  consequent de d~finir une extension de A~ 

s) of. l'h~oth~se du lemme II. 
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au del~ de / '~ ,  extension se confondant avec la surface F' ,  selon l 'hypothbse 
des surfaces sans ramifications, dans le voisinage de t ous l e s  points de /~ 
situts sur ~ ' .  S' ne peut par consequent pas ~tre singularit~ de F' ,  ou alors F '  
n'est pas non prolongeable comme nous l'avons supposal. 

En  une singularit~ S' situ~e sur F '  nous avons donc deux possibilit6s: 
1--  au point S du plan des u, v, correspondant £ S', la premiere condition a) 
n'est pas remplie. Des propri~tds de la fonction ~o 6tablies au § 2, il s'ensuit 
qu'elle n'est  satisfaite en aucun point v = (~*, c.O.d, que dans l'espaee chaque 
point de F '  est singularit~ de F ' .  / "  est le ruban singulier dont nous avons 
postul~ 1'existence dans le thdor~me. C~om~triquement parlant, le caraet~re 
singulier de la surface au voisinage d 'un point de F '  est for~ peu prononcd; 
le plan tangent admet une position limite, comme si le point consid~rd dtait 
point de la surface. Remarquons aussi clue, selon (3), les courbures princi- 
pales k~ et  ku appartiennent £ la m~me classe de differentiation C q-  ~ que la 
fonction o)(u, v). 

2- -  En S la premiere condition a) est remplie tandis que b) ne l'est pas: 
sineo(S) = 0. Cette condition entralne, suivant les ~quations (3), qu'en S' 
l 'une des courbures principales de la surface est infinie. De la conclusion 2) 
du lemme II,  S se trouve en l 'une ou l 'autre extr~mit~ d e / ' .  Supposons S 

l'extr~mit~ u = fl et appliquons le lemme: d~plagons dans le plan des u, v 
le point de coordonndes (fl, 0) dans la direction des u croissants; le sommet 
de coordonn~e fl et (~* (~, fl) se ddplace sur une ligne de niveau (o --= ~(mod2~) 
- -  de classe Cq- ~ comme la fonetion eo ~ pour laquelle on a 

(10) --- ~ ~ dv  : d u  < O. 

Soit G le domaine du plan des u, v d61imit6 par les 4 caraet~ristiques u = 0, 
u = fl + zJ fl, v = 0, v = (~* et un arc de la ligne de niveau en question. Mon- 
trons qu'en ehaque point R(u, v) de cette courbe de niveau les vecteurs 
de la surface et ~ de son image sph6rique admettent  des positions limites uni- 
voques. Soit P1, P2 . . . .  une suite de points convergeant vers R, P1, Pz, . . '  
la suite obtenue par projection verticale de /)1, P :  . . . .  sur l'horizontale 
v = const, passant-par R. Les vecteurs ~ ( u , v )  et ~(u,  v), lorsque le point 
(u, v) appartient k G, forment des r~seaux de TCH]~BYCHEFF, le premier sur 
la surface _~', le second sur la sphere unitaire. Le point fronti~re R consider5 
comme point limite de la suite des ~i poss~de dans l'espace un point image R '  

univoque. De plus, la distance spatiale entre les images P~ = ?¢(Pi) et P~ 
= ~(]~t) ~tant inf~rieure ou dgale ~ la distance de Pi a :P~ dans le ptan des 
u, v (puisque P~ est reli~ ~ ~ par un arc de courbe de longueur ~gale A la 
distance de Pi  k ]~i dans le plan des u, v), ia distance spatiale entre 1'image P~ 
de P~ et l'image R" d~finie plus haut  est major~e par la somme des distances 

et  i~ '~.  Cette distance tend bien vers z6ro lorsque Pi tend vers R. 
Le m~me raisonnement est utilisable pour d6montrer 1'existence du vecteur 
limite ~ en R, de m~me que pour 6tablir la continuit6 et  la d6rivabilit~ des 
vee~urs  limites ~: et ~ le long de notre ligne de niveau. Nous avons donc le 
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long de cette courbe 
d?; = ~udu + ?:vdv 

c.£.d., puisque nous avons suppos~ to ~ g(mod2~t) 

d r  = (u'--  v') ~:,dv, 
ou, en utilisant (10) 

d8 = Id t = lu' - -  v'f "ld # 0, 

6tant un param~tre rdgulier sur la ligne de niveau. 

Un raisonnement identique nous aurait  amend ~ la conclusion 

= Idol = lu' + v ' l .  ld hl # o 
si la singularit6 au lieu de se situer au sommet  supdrieur droit du quadri- 
lat~re A1, s 'dtait  trouv~e en son sommet supdrieur gauche. Le point image S" 
de S est done, comme dans le premier cas, situ6 s.ur un arc de courbe, e.q.f.d. 

Un calcul 616mentaire d6montre enfin que le veeteur ~(u(2), v(~)) et le 
vecteur ~(u(~), v (;t)) le long de la ligne de niveau consid~rde engendrent un 
ruban asymptotique de classe C q - l ( q  - 1 = 2, 3 . . . . .  ~ ,  Q) possddant une 
torsion g6od6sique a et une courbure g6od~sique c ~gales b, 

~ '  - -  COS (.0 - V '  

a =  4- u ' -~coso2"v'  / (11) o~k eosoa = ± 1. 
- -  (.0~ '/ff 

( 5 =  l U ,  + COS O) , V,  I 

4. Le d6veloppement du raisonnement qui nous a conduit au but  fait 
ressortir le rble jou6 dans la d~monstration par  l 'hypoth6se excluant les sur- 
faces avee ramifications: si l 'agrandissement du quadrilat6re asymptotique 
avait ~t6 rendu impossible au del~ de sa fronti~re v = 5* par  la pr6sence de 
ramifications, nous aurions 6t4 oblig6s de restreindre nos consid6rations k un 
quadrilatbre plus 6troit" prolongeable au del~ de P '  dans la direction des v 
croissants, afin d '6tre k m6me d'utiliser le lemme II .  La pr6sence d'une seule 
et m6me d 'un  hombre fini de ramifications de ce genre sur la fronti6re des 
quadrilat~res asymptotiques consid6r~s successivement n 'entraverai t  done 
pas essentiellement la d~monstration, elle n'obligerait qu'it r6tr~cir toujours 
plus le quadrilat6re 6tudi6. D 'aut re  part,  puisque le raisonnement peut  6tre 
effectu~ g par t i r  d 'un quadrilatbre initial A~ quelconque sur la surface, il 
rdsulte que le th6or6me sans l 'hypoth6se excluant les ramifications ne peut  
6tre d6montr~ de cette mani~re que dans le cas de surfaces sur lesqueUes il 
n'est pas possible de t rouver  - -  du fair de la presence de ramifications - -  un 
quadrilatbre asymptotique suffisamment 6tendu. Une d6finition des sur- 
faces K = -  1 exeluant ce cas seul 6tant t rop subtile et peu intuitive, il 
nous a sembl6 pr6f~rable de formuler le th6or6me pour l 'ensemble des sur- 
faces sans ramifications. 

Si, dans le plan des u, v, les images primitives des points de ramification 
d'une surface quelconque K = -  1 sont n6cessairement en nombre infini, 
il est n~anmoins diffieile de connaitre, par  la m~thode d~velopp~e dans ce 
travail, lenr r4partition dans l'espace. 
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§ 4. Les r~seaux de TCHI~BYCHEFF du plan byperbolique. 
Les d6monstrations et  raisonnements effectu~s sur les surfaces K = -  l 

de l 'espace euclidien, en particulier sur les r~seaux de teurs lignes asympto- 
tiques peuvent  ~tre appliques, sans modifications essentielles, aux r~seaux 
de TCH~BYC~EFF du plan hyperboli~lue. Pour simplifier, nons ne traiterons 
que le cas des r~seaux analytiques. 

Dans un domaine ouvert  D du plan hyperbolique, nous appellerons rdseau 
tout  syst~me de deux familles de courbes recouvrant D, tel que pour tout 
point de D, il existe un voisinage dans lequel les deux familles de courbes 
peuvent  ~tre utilis6es comme courbes de coordonn6es u = const, et  v = const. 

Un r~seau du plan hyperbolique est dit non prolongeable s'il n 'existe pas, 
dans le plan, de rdseau plus gtendu le contenant en entier. 

Un r~seau est dit rdseau de TCH~BYCHE~F si l 'on peut  exprimer la m6trique 
du plan sons la forme 

I = d8 2= du~+ 2 coseo(u, v) " du"  dv + dv2; 

w(u,v) e n e s t  la fonction g~n6ratrice. Cette derni~re fonction poss~de les 
trois propri~tds reeonnues ~ nos r~seaux asymptotiques, ~ savoir 

a) eo (u, v) ~ C a si le r~seau est de classe C ~ at invers~ment, 

b) sinco(u,v) > 0, 

c) [w]a= f f s i n ~  du  dv, off A repr6sente un quadritatbre d~limit6 par 
A 

4 arcs de courbes du r~seau. 

Invers~ment,  ces 3 conditions repr6sentent les conditions locales suffisantes 
pour qu'une fonction univoque en u et v puisse 6tre consid6r~e comme fonction 
g~ndratrice oJ(u, v) d 'un  r6seau de TCHIIBYCHEFF recouvrant un domaine 
du plan hyperbolique. En  effet, le voisinage d 'un  point P du plan (apparte- 
nant  au domaine de d6finition de o~) dans lequel est ~16finie la m~trique 1 de 
eourbure K = ~ 1 pout, comme on le sait, ~tre appliqu~ isom6triquement 
sur le plan hyperbolique. 

Nous voulons montrer  que la bordure d 'un  domaine du plan hyperbolique 
recouvert d 'un r6seau de TCHiiBYCHEFF poss~de des propri6tfs semblables 

celles de la bordure des surfaces K = - -  1 plong~es dans l 'espace euclidien. 
La d~monstration de l 'existence d'une courbe-bordure se r~duit ici au rai- 
sonnement suivant:  en agrandissant une maille du r~seau dans la direction 
privil6gi~e, fl sera toujours possible d 'a t te indre sur son pourtour  soit une 
courbe sur laquelle Ia fonction ~o(u, v) cessera d 'gtre  r~guli~re, soit un point 
d 'une ligne de niveau sineo = 0 tmur laquelle les in~galit~s 

d ~  = l u ' - -  v't" IdOl • 0 
respeetivement ds = lu '+ v' I • Id2[ # 0 

intervenant en fin de d~monstration restent valables. La  r~gulari~ de cette 
courbe-bordure est une consequence du f a r  que, dans le plan hyperbolique, 
un point et une direction d~terminent univoquement une eourbe de courbure 
donn~e. Nous pouvons doric ~noncer le th~or~me suivant:  
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La bordure d'un domaine du plan hyperbolique re~uvert d'un rdseau de 
TCH~BYCHEFF analytique et non prolongeable comprend au moin8 un arc de 
courbe ; parmi ces courbes il y e n  a toujours une au moins qui est ddrivable 
autant de /o i s  que l'on vent. 

§ 5. Exemples. 
Exemple 1. 
La solution de l '6quat ion (4) se r6duisant  

co (u, 0) = -~- + ~ sin T ~ u ~ -  , co (0, v) = - ~  + e sin 1 - ~ ¥  

sur l 'axe des u, respect ivement  sur 1'axe des v e s t  analyt ique  ~ l ' int6rieur du 
carrd unitaire [u] < 1, Iv] < 1, satisfait, en p renan t  e suff isamment  petit ,  

s inw > 0 dans ce domaine.  Sur la fronti~re de ce domaine elle cesse d ' e t re  
r6guli6re. Elle engendre donc localement dans l 'espace une surface K = - -  14) 
analyt ique et non prolongeable, ddlimitde par  4 arcs de courbe. E n  un  quel- 
conque des points-bordure,  la fonction ro et  par  consgquent les courbures prin.  
cipales sont ind6finies (singularit6 du premier  type).  La  premiere assertion 
du point  6 de l ' in t roduct ion se t rouve ainsi d6montr6e. 

Exemple 2. 
Les solutions connues les plus simples de l '6quat ion (4) soflt fonctions 

d 'une seule variable intermddiaire, ~ savoir de la combinaison lin6aire I = ~ u q- 
+ p v + v (2,/~, v constants).  L '6quat ion  sons sa forme (8) se r6duit  dans 
ce cas £ l '6quat ion diff6rentielle ordinaire 

d ~ ro 
# -~/lV = sin w,  

dont  les solutions sont  exprimables par  des fonctions elliptiques ou exponen- 
tielles. A c e s  fonctions g6n6ratrices particuli6res correspondent  les surfaces 
h61icoidales de Mn~DI~G [12], et, dans le eas 2 = #,  les surfaces de rotat ion.  

Exemple 3. 
La m6thode d6velopp6e dans ce t ravai l  pe rmet  de construh'e un  nouvel  

cxemple simple de surface K = -  1 non prolongeable. Les valeurs initiales 
ez) (u, 0) = ¢o (0, v) = w o = const, d6finissent dans le plan des u, v une solution 
unique to (u, v) de l '6quat ion tou~ = sine); cette solution est analyt ique  dans tou t  
le plan u, v. Au sujet  des propri6t6s de cette fonction, remarquons  t~)ut d ' abo rd  
que la fonct ion -~(u ,v)= to(~u, ,~-lv), off ,~ est une constante  non nulle, 
satisfait k l '6quat ion D ~  = sin ~ et admet  les mfimes conditions initiales pour  
u = 0 et  v = 0. Selon la propri4t6 d 'unici t6 exprim6e dans le th~or~me 
d'existence eit6 plus haut ,  ~ (u, v) = to (u, v) : les lignes de n iveau de la fonetion 
o~ (u,v) sont  ainsi des hyperboles 6quilatbres uv  = const. 

Les lignes de niveau sin¢o = 0 nous int~ressent sp6cialement. Si l 'on  s 'en 
tient aux solutions pour  lesquelles 0 < too< re, nous avons, d 'apr~s l '~quat ion 
c') (§ 1, no 1), en un  point  du  premier quadran t  u > 0, v > 0 situ6 suffi- 
samment  prbs de l 'axe des u 

v v 

to,,(u,v) = to,,(u, O) + f sinto dv = f sinto dv > O. 
0 0 

4) Respectivement un r6seau de TCHtBYC~rEFF dans le plan hyperbolique. 
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La direction des v croissants dans le premier quadran t  est, selon le lemme II ,  
direction privil~gide: il existe dans lo premier quexlrant une  branche d 'hyper-  
bole u v  = coast,  sur taquelle sin¢o = 0. Soit u v  = 21 la premi6re ligne 
sineo = 0 at te inte  de cette fagon;  puisque ¢o~> 0 stir t o u t  segment  d 'hori-  
zontale compris entre l 'axe des v e t  cette hyperbole,  t '6quat ion sin eo = 0 
sur uv  = 21 n ' a d m e t  que la solution co = z~. L a  fonct ion o) ne d @ e n d a n t  que 
du produi t  u v ,  la seeonde branche de eette hyperbole,  situ~e dans Ie troisibme 
quadran t  du  plan, est, elle aussi, ligne de niveau ¢o = z.  Darts les deuxibme 
et quatr ibme quadrants  enfin, oJ possbde une ligne de n iveau u v  = 42 sur 
laquelle oJ = 0: la t ransformat ion  ~ = - - u ,  ~ = + v et ~ = z - - c o  applique 
les deuxi~me et quatr i6me quadrants  sur les premier et troisi6me et permet  
un  ra isonnement  identique. Dans  le domaine du plan des u ,  v d61imit6 par 
les 4 branches d 'hyperboles  u v  = 21 et u v  = ~2, la solution ¢ o ( u , v )  v6rffie les 
conditions co C c ~ et sinoJ > 0; elle engendre par  cons6quent dans l 'espace 
une surface K = - -  14), analyt ique et non prolongeable. Cette surface poss6de 
4 courbes.bordure,  deux eourbes ~o = 0 et deux courbes ¢o = g. Les lignes 
asymptot iques  u = 0 et v = 0 sont  rectilignes, du fair que sur les axes de 
coordonn6es la courbure g6oddsique s 'annule, c 1 = -  ~o~= 0, c2= + co~= 0, 
dormant  ainsi, d 'apr6s  les ~quations de FREN~T (6), une valeur  constante  au 
vecteur  tangentiel  f; w0 repr6sente en particulier l 'angle form6 par  ces deux 
asymptot iques  rectilignes. La  surface poss~de de plus une aire infiniment 
grande:  l 'aire hyperbolique du premier quadrant ,  d61imit6e par  l 'axe des u, 
les asymptot iques  u = u o, v = v o (UoVo~ 2~) et la courbe u v  = 2~, s'exprime, 
en util isant la formule de STOKES, par  

ffsin ~o d u  d v  = f f w~,~ d u  d v  = - -  f eo~,du 

~o~ ~ (uv)  1 
et puisque sur u v = ),i : Wu = ~ (u v) ~ u - const, v = const. -u  

l d u  [ \ , i t  o v o f / s i n  oJ du dv = z t - -  oJo+ eonst./" u-  = g - -  ~oo+ const, log ~--~-, ) ,  
i t  

expression t endan t  vers l ' infini en m~me temps que u o ou v 0. 
7g 

La surface correspondant  ~ la valeur initiale coo=-  ~- possbde des pro- 

p~46t6s int6ressantes. Dans  le plan u ,  v,  les lignes de niveau u v  = 21 et u v  = 2~ 

sont  sym6triques:  2 1 = -  2~. La  surface dans l 'espace (voir figure) possbde, 

l 'angle des deux asymptot iques  reetilignes est droi t  (too= 2 ) '  route puisque 
1 

une s6rie de sym6tries spatiales. De plus cette surface est la seule, parmi 
tes surfaces soustendues par  deux droites,  Ia seule surface K = - -  1 aussi clue 
nous comaaissions, ~ poss~der des quadrilat~res asymptot iques  d 'aire maxi- 
n m m  2 ~r. Selon la formule d'HazzIDaX~s 

F = f f s i n o J  d u  d v  = [o)]a 
A 

reliant l 'aire F d ' u n  quadri latbre asympto t ique  A ~ la somme alternde [to]~, 
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F est en effet bornde par  la valeur m a x i m u m  que peut  prendre  [to]~t soit 
par  2 ~. Du  fair de ~1 = - -  ~2, il existe sur la surface des quadr i l a~res  A don t  
les quat re  sommets  sont  situfis sur les lignes de singularitfis to = 0 et to = 7t. 
Pour  ces quadrflatbres la somme altemfie est exactement  6gale & 2 ~t. 

/ / z  

L/., V=~7 

Fig. 1. Surface & co~bu~ n~gatlve e~tante ~ t e n d u e  par de~ dmlt~ ~ ~ u ~ n t  & angle droit 
(vue axonom~trlque). 

Nous avons eonstruit la figure repr~sent~e ci-dessus par l'artifice suivant, permettant 
d'6viter l'int6gration num~rique des ~quations diff~rentielles partielles repr6sentant le 

¢t 
passage de la valeur too = ~ -  & la fonction to (u, v) puis & la surface dans l'espace: 

Int6gration de l'6quation diff~rentielle touv~ sinto, to(u, 0 ) ~  to(0, v ) ~  t%~ const. 
La fonction to (u,v), ne d6pendant que du produit x = uv, satisfait & 

~sto ~ ( d t o )  ~ ( d t o ) d ' o ~  dr~___to. 
~ u a v -  ~v ~ = =  = y ~  ~ ' v  = ~ - ~ - u v + - g - ~  = + t o ' = ( o / = ) ' ,  

done & l'6quation diff6rentielle ordinaire 

(to'x)' = sinto, 

dont l'intdgration num6rique s'effeetue sous la forme 

to" -~- ~ f sin to d x. 

Passage de la fonction o~(u,v) ~ la surface clans l'espace: L'int6gration des 6quations 

d~ l=  d u ' +  2 eostodudv + dv~ 

(d~ dr) = ± 2 sinto du dv 

peut gtre 6vitde en int6grant la surface le long des lignes asymptotiques qui, dies, satisfont 
& des 6quations diff6rentielles ordinaires (ef. l'intdgration des 6quations aux d6rivdes 
partielles du type hyperbolique au moyen des earaet6ristiques). 

La troisi~me 6quation de Fmz~T (6) des rubans asymptotiques donne apr~s diffd- 
rentiation et en utilisant la seconde 6quation (6) 

~ ' = - - a i t = - - a ( - - c t + a ~ ) = = a c t - - ~  ( a t = - - K  ~= I). 
Puisque - - 1  

t = ( .  x,~) = T (~x ~), 

on obtient pour la normale ~ l'6quation diff~rontielle ordinaire (non lin&fire) 

~ '+  ~ (~X~) + ~ = 0  
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oh c -~ ~ c o u  sur  une ligne v -~ const, c ---- -~ coy sur  une ligne u-const.  Le vecteur j¢ lui- 
m~me se calcule par  l ' int~grale 

~(s) --ft d8 = ~ / ( , ×  ~) d~. 

L' in t~sra t ion de ces ~quations est  univoquement  d~termin~e ~ par t i r  des tri~dres ini t iaux 
(t, n, ~) donn6s sur les rubans  rectilignes u -~ 0 et  v -~ 0. Par  ce proc~d~, nous avons 

obtenu les lignes asymptot iques u ~ V~(~I  ~ 1 ,862 . . . ) ,  u - -  ~r, u ----- ~ et  u ---- 2 :r, 

pe rmet t an t  par  sym~trie de dessiner la surface enti~re. Pour  obtenir  les courhes de singu- 
larit~s co ~-- 0 et  co = z ,  nous avons int~gr~ num~riquement  leurs ~quations de FRE~ET 
e n  a t t r i b u a n t  aux invar iants  a, b, c les valeurs donn~es par  les formules (11). 
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