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Einige di l lerent ia lgeometrische  Kongruenzs~itze 
|iir gesch los sene  Fl~chen und Hyperfl~chen 

Von 

K. Voss in Zfirieh 

Einleitung 
In  dieser Arbeit werden n-dimensionale Fl~ehen im (n ~ 1)-dimensionalen 

euklidischen Raum untersucht.  Die Fl~ehen sollen mehrmals differenzierbar 
und reguliir im Sinne der Differentialgeometrie sein. Es wird sich besonders 
darum handeln, Aussagen fiber gesehlossene Fl~ehen zu gewinnen. Zum Teil 
wird nur der Fall n = 2 durchgefiihrt werden, jedoch lassen sich die Ergebnisse 
ausnahmslos auf  beliebige Dimensionen verallgemeinern. 

1. Den Ausgangspunkt unserer Untersuehung bildet die Frage, ob zwischen 
den Hauptkr i immungen kl, k s einer gesehlossenen (2-dimensionalen) Fl~che 
eine monoton abnehmende Relation ks = / ( k l )  bestehen kann. Dies ist ein 
Tefl der allgemeineren Frage naeh geschlossenen Fl~chen mit  einer Relation 

w (k. ks) = 0 
zwisehen den Hauptkrf immungen,  die yon H. HoPF [1] 1) untersucht worden 
ist. Wir erw~hnen in diesem Zusammenhang zun~chst folgenden Satz:  

Satz A. Zwischen den Hauptkriimmungen einer Ei/ldehe kann keine monoton 
abnehmende Relation k 2 = / (kl) bestehen, es sei denn, die Fldche ist eine Kugel. 

Darin sind z. B. die bekannten - -  zuerst yon H. LIEBMANN bewiesenen - -  
Speziaff~lle H = ½ (k l+  k2) = c und K = klk  2 = c enthalten. 

Der Satz A folgt aus einem allgemeineren Satze yon A. D. ALEXA~DROV [2], 
auf den wir noch zurfickkommen werden2). Unabhgngig davon ist der Satz A 
yon S. S. CHERN [5] in der obenstehenden Form ausgesprochen worden. Der 
Beweis wird mit  der gleichen Methode geffihrt, wie sie HrLB]~RT ffir den Fall  
K = c angegeben hat,  etwa in der Fassung, die in dem Lehrbueh yon 
W. BL4SCHK~. [6] dargestellt ist3). Diese Methode besteht darin, dab man  den- 
jenigen Punk t  der Fl~che betrachtet ,  in dem die grSBere Hauptkr f immung 
ihr Maximum erreieht. Dann ist der Satz A ein Korollar des folgenden lokaten 
Satzes: 

Satz B. Au] einem positiv gebriimmten Fldchenstiielc, welches nicht Tell einer 
Kuget ist, l~nn nieht in einem Punkt  die gr6flere Hauptkriimmung ein Maximum 
und gleichzeitig die kleinere ein Min imum haben. 

x) Literaturverzeiehnis am Ende der Arbeit. 
s) Man vgl. auch die Arbeiten yon POGORELOV [3] und HART~Ar~ und WItTiER [4], 

WO die Vomussetzung der Analytizit~t in [2] wesentlich abgeschw~cht wird. 
s) Vgl. die Ausfiihrungen in [1], Einleitung, Nr. 5. 
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Dieser Satz hat  wesentlich allgemeineren Charakter als der Satz A, da 
jetzt yon einer Relation zwischen den Hauptkriimmungen nicht die Rede ist. 

Der Beweis des Satzes B sei hier im Anschluf an BLASCKKE km~ wieder- 
gegeben4): ~¥ir betrachten ein beliebig gekriimmtes ~ehens t i i ck ,  auf dem 
die grSfere Hauptkriimmung in einem Punkte o ein Maximum und die kteinere 
ein Minimum erreicht. ])ann wird behauptet:  Entweder ist die Fliivhe ein 
Kugelsti~ck, oder die Gauflsche Kriimmung in o ist nich~ positiv. Falls o ein 
Nabelpunkt ist, so sind wir fertig, denn dann stimmt das Maximum der grSferen 
Hauptkriimmung mit dem Minimum der kleineren fiberein, und somit sind 
die Hauptkrfimmungen fiberall gleich, und die Fl~che ist Tell einer Kugel 
oder Ebene. Sei also o kein Nabelpunkt. Dann lassen sich in der Umgebung 
yon o Kriimmungslinien.Parameter u, v so einfiihren, da f  auf den beidem 
Kriimmungslinien dutch o auferdem noch u bzw. v die Bogenl~nge ist. Die 
ersten Fundamentalgr613en seien mit E, F,  G (F = 0) und die zu den u- bzw. 
v-Linien gehSrigen Hauptkriimmungen mit k' bzw. k" bezeichnet. Drtiekt 
man nun in der Gleichung des Gaufschen theorema egregium die Ableitungen 
Ev, E ~ ,  G~,, Guu auf Grund der Codazzischen Gleiehungen durch k', k" und 
ihre Ableitungen aus und beachtet noch, da f  in o E = G----- 1 ist, so erh~lt 
man fiir die GauBsche Kriimmung im Punkte o einen Ausdruek der Form 

p 

K -- kvv -- k~u t tP  k ' - - k "  ÷ A ] c ' + B k u "  

Haben nun It' und k" in o die vorausgesetzte Extremaleigenschaft, so liest 
man ab: in o ist K ~ 0, q.e.d. ~brigens sieht man an Beispielen, daft diese 
Situation tats~ehlich vorkommt. 

Man k6nnte nun vermuten, daI~ auf nicht-konvexen geschlossenen Fl~ehen 
- -  etwa vom Geschtecht 0 --  monoton abnehmende Relationen mSglieh sind. 
Dies ist jedoch nicht der Fall. Beschr~nken wit uns auf differenzierbare Funk- 
t ionen/(kl)  mit negativer Ableitung. Dann fotgt aus S~tzen yon H. HOYF: 

S a t z  C. Zwiechen den Hauptkriimmungen einer analytischen geschlosseneu 
Fldche yore Geschlecht 0 kann keine monoton abnehmende Relation k 2 = /(kl) be- 
stehen, es sei denn, die Fldche ist eine KugelS). 

Damit ist unsere Frage (unter gewissen zus~tzlichen Voraussetzungen) fiir 
Flachen vom Geschlecht 0 beantwortet; dagegen ist - -  soviel ieh weir --  
die Frage often, ob es Fl~chen vom Geschlecht g ~ 1 mit einer Relation der 
genannten Art gibt. Einzig fiir die spezielle Relation H = c existieren Teil- 
ergebnisse, denen zufolge es unter allen geschlossenen Fl~chen mit g ~ 1 einer 
gewissen Fliiehenklasse keine Fl~chen mit H --- c gibt. Diese noch zu erlgu- 
ternden S~ttze, die sich auch auf nieht-konstantes H beziehen, sind in einer 

4) W. BLASCHKE [6], S. 195~197. ~brigens ist das am SchluB des dortigen § 91 for- 
mulierte Ergebnis falsch: Z. B. auf den bekannten Rotationsfl~chen mit K ~ 1 werden 
die Hauptkriimmungen in den Punkten des gr6Bten Parallelkreises extremal, ohne dal3 
diese Punkte Nabelpunk~ sind (die grii~ere Hauptkrfimmung hat ein Minimum). 

s) Vgl. [1], 8.237, SatzB ~. Dort bral~cht die Relation nut in dor Umgebung d e r  

Nabelpunkte zu existieren tuld monoton zu sein. Vgl. aueh den Satz C auf S. 238 und dazu 
die Bemerkung in [7], S. 53, fiber die Voraussetzung der AnalytizitAt. 
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gemeinsamen Note von H. I-[OPF und mir [8] dargestellt worden. (Vgl. aueh 
den Vortrag [7 ], wo die Anwendung auf Fl~ehen mit  konstantem H ausfiihr- 
lieh diskutiert wird.) 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht in einer Ausarbeitung und Er- 
weiterung der Ideen yon [8]. Erstens werden den in [8] abgeleiteten Integral- 
formeln fiir H, aus denen sieh die dortigen Satze ergeben, Integralformel n 
und Satze fiir K -- a]lgemeiner: ffir die elementarsymmetrischen Funktionen 
der Hauptkriimmungen einer n-dimensionalen Flache -- an die Seite gestellt. 
Zweitens wird noch eine andersartige Methode entwickelt, mit  deren Hilfe 
sieh die entsprechenden S~itze folgern lassen, wenn man H bzw. K durch eine 
symmetrisehe Funktion W(lc 1, k2) ersetzt, die in beiden Variablen monoton 
ist, und zwar gleichsinnig monoton, d.h.  etwa monoton waehsend in beiden 
Variablen; dies wird allerdings nur unter Beschrankung auf analytisehe 
Flachen geschehen. Wir werden beweisen (Siitze IV und IV') : 

Au] einer geschlossenen Fldche vom Geschlecht g >: 1 mit ,,geniigend vielen" 
Konvexit~sriehtungen (in einem noch zu prazisierenden Sinne) lcann keine 
nmnoton abnehmende Relation k 2 = / ( kl) bestehen (insbesondere keine derartige 
symmetrische Relation W (kl, ks) = 0)6). 

Dabei heiBe die geschlossene Flache F konvex in einer Riehtung, wenn 
jede Gerade dieser Richtung hSehstens zwei Punkte mit  F gemeinsam hat 
(genaue Definition im § 2). Eine Eiflache ist in jeder Richtung konvex; aber 
es gibt auch nicht-konvexe Flaehen von beliebigem Geschleeht, welehe Kon- 
vexitatsrichtungen besitzen. Zum Beispiel ist die gewShnliche Torusflache 
in der Richtung der Rotationsachse und in allen benachbarten Richtungen 
konvex. 

Beim obenstehenden Satz sind also nur Flachen yon verhaltnismaBig ein- 
facher Gestalt zugelassen, und die Frage bleibt often, wie die Verhaltnisse 
fiir beliebige geschlossene Fliichen sind. 

2. Die in Nr. 1 angedeuteten Siitze IV und IV' werden sich aus einem all- 
gemeineren Satze ergeben, den wir den Symmetriesatz nennen (Satz I I ;  ge- 
naue Formulierung im § 5): 

_~ 8ei eine in der Richtunq e konvex~ Fldche und W (lc 1, los) eine symmetrische 
Funlction, die in belden Variablen gleiehsinnig nmnoton ist. Falls dann [iir 
jede Schn@tgerade der Richtung ¢ die Funktion W in den beiden Schnittpunkten 
den gleiehen Weft hat, so be~itzt F eine Symmetrieebene senkrecht zu ¢. 

Von der Funktion W wird hier nicht vorausgesetzt, dal~ sie auf F konstant 
sei; ist dies aber der Fall, so folgt, dab es zu jeder Konvexit~tsriehtung eine 
Symmetrieebene gibt. Eine Fl~che mit geniigend vielen Symmetrieebenen 
muff aber eine Kugel sein. 

3. Um den Symmetriesatz zu beweisen, leiten wir folgenden allgemeineren 
Satz her, den wit den Translationssatz nennen wollen (Satz I): 

Zwischen den l~lO~hen F und F beztehe eine ,,ParaUelabbildung", d. h. eine 
Abbildun~j, bei der die Verbindungsgeraden yon P u n ~  und Bildpun~ eine /este 

6) FOx die Relation H ----- v siehe [7], ~tz II. 
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Richtung haben. Wir setzen voraus, eine Fun]orion W(kl, k~) der in Nr. 2 be. 
trachteten Art babe in einander entsprechenden Punkten van F u n d  ~ den gleichen 
Weft, und zeigen: dann ist die Abbildung eine Translation. 

Daraus, dab die beiden Fl~ehen die Fnnktion W i m  Sinne der Parallel- 
abbildung gemeinsam haben, folgt also ihre Kongruenz. 

Man kann den Translationssatz mit dem Satz yon ALEXA~DROV [2] ver- 
gleiehen, der im Zusammenhang mit dem Satz A genannt wurde: Dort werden 
zwei Eiflaehen betrachtet, die so aufeinander abgebildet sind, daI3 die Nor- 
malen parallel und eine gleichsinnig monotone Fnnktion der Hauptkrfimmungen 
invariant ist. Daraus folgt, dai~ die Abbitdung eine Translation ist. Unserm 
Symmetriesatz entspricht folgendes Korollar aus dem ALEX~SDROvsehen 
Satze : Die Ei/ldche F babe die Eiyenscha/t, daft in antipodischen Pun~epaaren, 
d.h. in Punlcten mit parallelen Tangentialebenen, eine gleichsinnig monotone 
Funktion der Hauptkrt~mmungen den gleichen Wert hat. Dann ist F zentral- 
symmetrisch. 

4. Die Paragraphen 1--4 haben vorbereitenden Charakter. Im § 1 sind 
Bezeichnungen und Formeln der Fl~chentheorie zusammengestellt. I m §  2 
werden die Parallelabbildungen definiert und ihre Eigensehaften diskutiert. 
§ 3 enth~lt Hilfss~tze fiber symmetrische Funktionen yon zwei Variablen, 
§ 4 Formeln ffir die Variation der elementarsymmetrischen Funktionen der 
Hauptkriimmungen einer n-dimensionalen Fl~che. Ansehlie{3end werden in 
§ 5 und 6 die S~tze I und II  bewiesen und im § 7 auf Ft~ehen mit einer Re- 
lation zwisehen den Hauptkriimmungen angewandt. 

Das beim Translationssatz vor~egende Problem l~Bt sich, wie sich zeigen 
wird, dureh eine Funktion charakterisieren, welche einer elliptischen Di//e- 
rentialgleichung genfigt. Daher kann man das Maximumprinzip anwenden. 
Jedoch erfordern gewisse Punkte, in denen die Offferentialgleiehung ausartet, 
eine besondere Betrachtung. Diese Ver/einerung des Maximumprinzips wird 
im § 5 geliefert (Satz 1), nnd zwar ffir analytisehe Fl~ehen. 

Untersucht man, wann die erw~hnte Differentialgleiehung setbstaxijungiert 
ist, so zeigt sieh, dab dies (bei 2-dimensionalen Yliichen) ffir die Fnnktionen 
W = H und W = K zutrifft, und in gewissem Sinne nur ffir diese Funktionen. 
In diesen beiden F~llen werden im § 8 die angekfindigten Integralformeln 
hergeleitet, aus denen sich der Translationssatz unter den iiblichen Differen- 
zierbarkeitsvoraussetzungen ergibt. Zur Herleitung der Integrafformetn wird 
ein besonderer Kalkfil verwendet, der sich aueh sonst als niitzlieh erweist. 
][.~brigens sind die Integrafformeln yore gleiehen Typus wie die Greensehe 
Formel, mit der man zeigt, dab die einzigen harmonisehen Funktionen auf 
einer gesehlossenen Fl~ehe die Konstanten sind. 

AnsehlieBend werden die Integrafformeln im§ 9 auf n-dimensionale F1/iehen 
im Rn+l mit beliebigem n verallgemeinert. Man erh~lt Kongruenzsiitze yon 
folgender Art (SRtze V und VI): Wenn bei einer ParaUelabbildung einer ge. 
schlossenen Fldche au/ eine andere eine der elementarsymmetrischen Funktionen 
der n Hauptkri~mmungen ki invariant ist, ~o sind die Fliichen I¢ongruent. Daraus 
ergibt sieh dann: F a ~  in ~e zwei Pun~en, in denen eine Ei/liiche yon den 

Math. Ann. 131 13 
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Geraden einer ParaUelenschar getroHen wlrd, eine der obigen Kri~mmungs/unktionen 
den gleichen Wert hat, so ist die Fld~che symmetrisch. Dies ist eine Versch~rfung 
der S~tze yon W. Stiss [9], daft die Kugel die einzige Eifl~che ist, auf der eine 
der genannten Krfimmungsfunktionen konstant ist~). ~brigens l~i~t sieh 
dieser Sat.z auf Linearkombinationen der Kriimmungsfunktionen mit posi- 
riven Koeffizienten erweitern (Satz VII). 

Die Tatsache, dab eine gewisse Differentialgleiehung selbstadjungiert ist, 
h ~ g t  mi$ Variationsproblemen zusammen. Um den Integralformeln -- und 
damit auch den Kongruenzs~tzen -- eine entsprechende Deutung zu geben, 
werden im § 10 die Fldchenintegrale der elementarsymmetrischen Funktionen der 
Hauptkri~mmungen betrachtetS). Dann zeigt sich, dab diese Krfimmungs- 
integrale bei einer linearen Parallelvariation (Variation in konstanter Riehtung) 
konvexe Funl~ionen des Variationsparameters sind (Satz IX). Im Falle des 
Symmetriesatzes liefert der betrachtete Variationsproze]3 die Steiners.che 
Symmetrisierung an einer Ebene und damit die Tatsache, daft die Kri~mmungs- 
integrale monoton abnehmen, es sei denn, die Fl~ehe ist bereits symmetrisch 
(Satz X). W~hrend diese Tatsache ffir die Oberfl~che wohlbekannt ist, 
scheint sie ffir den allgemeinen Fall noch nicht bewiesen worden zu seing). 

SchlieI]lich werden im § 11 berandete Fl~chen betrachtet, denen an Stelle 
der Bedingung der Geschlossenheit geeignete Randbedingungen auferlegt 
werden. Dann gelten zum Translationssatz analoge Kongruenzs~tze. Nimmt 
man speziell etwa 2-dimensionale Fl~ehen, dig sich eineindeutig in die x, y- 
Ebene projizieren lassen, so erh~lt man Einzigkeitss~tze ffir die LSsungen 
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus, 
die sich z. T. mit bekannten S~tzen fiberdecken, z. B. (im Falle der GauI~schen 
Krfimmung K) mit einem Satz yon F. R]~LLIC~ [11 ] fiber das erste Randwert- 
problem bei Monge-Amp~reschen Differentialgleiehungen. (Aui~er dem ersten 
Randwertproblem wird i m §  11 noeh eine andersartige Randwertaufgabe vor- 
kommen [Randbedingung (11.2)], bei der die ersten Ableitungen am Rande 
gegen c~ gehen.) Unsere Methode ergibt somit ffir gewisse spezielle Differential- 
gleiehungen neuartige Beweise von Unit~tss~tzen mit  Hilfe yon Integral- 
formeln. 

Zum SehluB wird i m §  12 mit  der Methode des § 5 ein allgemeiner Einzig- 
keitssatz ffir elliptische Differentialgleichungen bewiesen, der den zitierten 
Satz yon RELLICH umfal3t: Die Differentialgleiehung 

(x, y, p, q, r, s, t) = O, 

wo p, q und r, s, t erste bzw. zweite Ableitungen einer Funktion sind, enthalte 
die unbekannte Funktion u (x, y) nieht. Dann wird unter gewissen Annahmen 
fiber die Konvexit~t der beiden Gebiete, in denen der Differentialausdruek ~b 
positiv bzw. negativ eUiptiseh ist, bewiesen (Satz XI):  

7) In [9] wird der Satz gleich ftir die relativgeometrischen Krfimmungsftmktionen 
bewiesen. 

s) Bei konvexen Fl~chen sind diese bis auf einen Faktor gleich Quermaflintegralen. 
9) P~LYA und SzE(~6 [10], S. 1fl8~170, zeigen, dal3 das ( n -  1)-te Kriimmungs- 

integral fiir die symmetrisierte Fl~tche nicht gr(il~er ist als fiir die Ausgangsfl~che. 
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Das erste Randwertproblem der Di]]erentialgleichun(I q~ = 0 besitzt hdchstens 
zwci LSsungen, ]iir welche q~ elliptisch ist, und zwar h6chstens ]e eine positiv 
bzw. negativ elliptische L6sung. 

Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Professor It .  HOPF. 
Ihm,  meinem verehrten Lehrer, sei an dieser Stelle mein herzlichster Dank 
zum Ausdruek gebracht.  

§ 1. Bezeiehnungen und Formeln 

Die n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit ~ sei h-real stetig diffe- 
renzierbar (h > 2) oder aueh analytiseh, d. h. die beim ~bergang yon einem 
lokalen Parametersys tem u I . . . . .  u n zu einem anderen entstehenden Para-  
metertransformationen werden dureh h-mal stetig differenzierbare bzw. reell 
analytische Funktionen mi t  positiver Funktionaldeterminante vermittel t .  
Wir nennen ~ die Parameterfl~ehe. 

Eine n-dimensionale Fl~che F im euklidisehen Raum Rn+l ist gegeben 
dutch eine Vektorfunktion $(p), p ~ ,  wobei ~ als Funktion lokaler Para-  
meter  h-mal stetig differenzierbar bzw. analytiseh sein soll. Partielle Ab- 
leitung nach u ~ sei dureh Anh~ngen des Index u i angedeutet. Wir  aetzen 
voraus, dab die Vektoren ~ i  = ~i linear unabh/~ngig sind. Demzufolge ist die 

Abbildung von ~ in den Raum lokal eineindeutig; dagegen kann F Selbst- 
durchdringungen haben, d. h. es kSnnen mehrere Punkte  p von ~ auf einen 
Punkt  des Raumes abgebi]det werden. Die Punkte  von F (also Punkte  des 
Raumes) werden wir ebenfalls mi t  p bezeiehnen; unter  einer Umgebung eines 
Fl~chenpunktes ist dann das Bild einer Umgebung auf ~ zu verstehen. 

Sei g i j= ~ l~  der metrische Fundamental tensor  der Fl~ehe F,  Ig~t = g 

seine Determinante,  g~J der zu gi~ inverse Tensor und d A  -= ~ g  du  1. . .  du"  das 
Fl~ehenelement yon F. Wir benutzen die Sehreibweise der Tensorreehnung, 
wobei mit  Hilfe der giJ bzw. g~ Indizes herauf- und heruntergezogen werden. 
Die zu den gi~" geh6rigen Christoffelschen Symbole werden mit  F~  bezeiehnet, 
die kovarianten Ableitungen einer Funktion ] beziiglich der /" dureh An- 
hiingen eines Index, insbesondere also 

Die aus n + 1 r~umliehen Vektoren a~ gebildete Determinante bezeiehnen ~ 
mit  (a 1 . . . . .  n~+l). Da F orientiert ist und die ~ linear unabh/~ngig sind, 
l~llt sieh der Einheitsvektor n der Fl~ehennormalen eindeutig definieren dureh 
die Forderungen 

n ~ =  o,  ( n , ~  . . . .  , ~ . )  = + V'g. 
Wei~er setzen wir 

wobei unter  sgn (i 1 . . . in) das Signum der Indexpermuta t ion/1  • • - in zu ver- 
stehen ist bzw. die Zahl 0, falls zwei Indizes gleich sind. e ist ein Tensor bei 
Beschriinkung auf  Parameter t ransformationen mit  positiver Funktional-  

13" 
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determinante. 

ablesen. 
man also 

(1.2) 

K. Voss: 

Man karm dies aus der Darstellung 

ei .... i , ,  = (n, ~i~, . . . .  J:i,) 

Fiir das n-faehe Vektorprodukt der Vektoren ~t~,. . . ,  ~in erh/~lt 

~ t x X  . . . X ~ i  n~- .  ~ Q . . . i n l l  . 

Zieht man in (1.1) alle n Indizes nach oben, so finder man unter Beaehtung 
yon Determinanteneigensehaften: 

(1.3) ei .... i, = g - } s g n ( i l . .  . i . ) .  

Bezeiehnet man das alternierende Produkt  tier Differentiale d u  i mit d u  ~/\ due: 

(1.4) d u  t A duJ = - - d u ~  A d u  ~, 

so folgt 

(1.5) d u  i~ A . . . A d u  t n =  e i . . . .  in d A .  

Auf Grund der Definition d e r / ' ~  ist $i~ parallel zu n: 

(1.6) ~ij = Its n, 

und durch diese Gleiehung ist der zweite Fundamentaltensor l~¢ der Fl~Lehe 
definiert. Fiir die Ableitungen yon n gilt: 

0 .7 )  u~ = - ~ ~ .  

Der gemisehte zweite Fundamentaltensor l~ hat  -- da er in jedem Fli~chen- 
punkt  dureh eine symmetrisehe Matrix repr~ent ie r t  werden kann -- reelle 
Eigenwerte k~, die Hauptkrfimmungen der Fliiche. 

Bei Anderung der Orientierung der Fli~ehe weehseln n, li¢, l~ und die k~ 
das Vorzeiehen. 

Die elementarsymmetrisehen Funktionen tier ki --  dividiert durch die 
Anzahl der Summanden --  werden mit H~ bezeiehnet: 

(1.8) ( : ) H ~ = k l . . . k , +  . . . .  v = l  . . . . .  n ,  H o = l .  

Die H,  geniigen der Gleiehung 

(1.9) g-1 t2 l~j+ gi~t --,=0 \ ~ ' 

wo 2 eine Unbestimmte ist. 
Is t  A eine quadratisehe Matrix, so sei A* die aus den algebraisehen Kom- 

plementen der a~ gebildete Matrix, also A • A*=  (Determinante  yon A )  • E i n -  

he i t sma~ ix .  Die Elemente der Matrix (~ l ~ +  gtj)* sind Polynome in 2 vom 
Grade n - -  1. Wir setzen 

n ( :  1, i, 
(1.1o) a -~(~ ~,~ + g . )*  = X ~'-~ - ~} % -  

Dadureh werden Tensoren c~) fftr v = 1 . . . . .  n definiert. Speziell ist 
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Durch eine affine Parametertransformation kann man stets erreiehen, daft 9~ 
in einem Punkt  der Fl~ehe die Einheitsmatrix ist und ltj Diagonalform hat:  

(1.12) gi~= (~ij= {~ fiirfiir iifl=J'= J; l~j ={0k~ fiirfiir ii:#J'= J. 

In einem solchen Parametersystem wird naeh (1.10) 

"" ~i n aH~ lo). (1.13) c~) = 0 fiir i ~ j ,  c(~)-- ~ ~ki 

Wir behaupten, dab fiir c~) aueh die folgende Darstellung gilt: 

(1.14) ( n - - l ) '  ij • " ...,~_,r~...rn_,lr ., . . .1%-~. 
• C ( v ) ~  E¢rl,..rv_lrv...rn_l ~)sl o 1 " • 8 V _  1 

Zum Beweis kann man etwa verifizieren, dal~ (1.14) in einem Parameter- 
system (1.12) mit  (1.13) fibereinstimmt. 

Von jetzt  an beschr~nken wir uns auf den Fall n _ 2, also auf gewShn- 
liche Fl~chen im R 8. Erst  in § 4 und §§ 9--11 wird wieder yon Flaehen be- 
liebiger Dimension die Rede sein. 

Fiir n ~= 2 hat man in (1.8) die mittlere Kriimmung H = ½(k 1 + k~) und 
die GauBsche Kriimmung K = klk ~. Zwisehen den Tensoren (1.1) und (1.3) 
fiir n = 2 besteht die Beziehung 

(1.15) e ~s e~s = 6~ = fSr i = j ,  

und fiir die Tensoren (1.11) ergeben sich aus (1.14) die Darstellungen 

(1.16) gi~ = eire~sgrs ' cii= etrejs lrs. 

ES sei noch erwahnt, dab man die Determinante eines gemischten Tensors a{ 
in der Form 

(1.17) ia~l = ~ ei~'e~ aii a s 

darstellen kann. 

§ 2. Parallelabbildungen einer FIKche auf eine andere 
Unter  einer Parallelabbildung einer Fldche F au/ eine Fldche ~ verstehen wir 

eine topologische Abbildung ~ =  Tp ,  bei der die Verbindungsgeraden entspre- 
chender Punkte io und ~ eine /este Richtung haben. Diese Richtung wird im 
folgenden immer dureh einen festen Einheitsvektor ¢ festgelegt. 

Die ParalIelabbildung heiBt regular, falls sie -- ansgedriickt dureh lokale 
Fliiehenparameter --  stetig di]/erenzierbar und falls ihre Funktionaldeterminante 
yon Null verschieden ist. 

Das x, y, z-Koordinatensystem des Raumes sei stets so gewi~hR, dab ¢ 
die z-Riehtung ist. Falls dann T eine Parallelabbildung yon F auf ~ in der 
Riehtung ¢ ist und falls die Tangentialebenen in p und in ~ nieht parallel zu e 
sind, so ist T sicher reguliir in der" Umgebung yon p, denn man kann auf 

10) Dies sind die bei Weglassung yon ki gebildeten H~-I. 
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beiden Ft/ichen x und y als Parameter  einfiihren, so dab die Abbildung dureh 
Gleiehheit der Parameterwerte  gegeben ist. 

Die Menge der Punkte  von 2,, in denen die Tangentialebene parallel zu e 
ist, nennen wir die Schattengrenze yon F .  In  den Punkten der Schattengrenze 
braucht  eine Parallelabbildung nicht regul i r  zu sein. Jedoch werden wir 
zeigen, dab folgende Bedingung hinreiehend fiir Regularit~t ist (dai~ man ohne 
die Bedingung nicht auskommt,  wird weiter unten gezeigt) : 

(a) I n  Punkten,  in denen F yon einer Parallelen zu ¢ beri~hrt wird, ist ¢ 
nicht Asymptotenrichtung. 
Zum Beispiel positiv gekriimmte Fl ichen haben diese Eigenschaft in jeder 
Riehtung. An Stelle yon (a) kann man auch sagen: 

(a') I n  Punkten  m i t ¢  u = 0 ist der Gradient der 2,unktion ¢ u yon Nul l  
verschieden und die Tangente an die Kurve ¢ n = 0 nicht parallel zu ¢. 
Die Sehattengrenze besteht dann also aus glat ten Kurven mit  von ¢ versehie- 
dener Tangente. Die •quivalenz yon (a) und (a') folgt aus der Gleichung 
liJ( e ~i) (¢ ~j) = - -  g i j ( ¢  l l i )  (e ~). Die Bedingung (a) besagt, dab die linke Seite 
dieser Gleichung yon Null verschieden ist, (a') das gleiche ffir die rechte Seite. 
Wir behaupten nun: 

Lemma 1. Die Fldchen F u n d  F seien (h ÷ 1)-mal stetig di//erenzierbar 
(h > 1) bzw. analytisch, und es beslehe eine Parallelabbildung ~ = T p  in der 
Richtung ¢. Falls dann iv und 1~ in der Richtung e die Bedingung (a) er/i~llen, 
so ist T regulgr, und zwar h-mal stetig di//erenzierbar bzw. analytisehn). 

Beweis: GehSren p und ~ nicht zur Schattengrenze, so ist T reguli~r und 
sogar (h A- 1)-real differenzierbar bzw. analytisch. Sei also Po ein Punkt  auf F 
m i t e  u =: 0. Da die Funktion ¢ 1] in der Umgebung U yon Po das Vorzeichen 
weehselt, wird U bei Projektion in die x, y-Ebene gefaltet, d .h .  in der 
x, y-Ebene wird ein Gebiet, welches die Projektion der Schattengrenze am 
Rande enthi l t ,  zweifach bedeckt. Das gleiche muB dann auch ffir 2, gelten, 
d. h. T bildet die Schattengrenze yon 2' auf  diejenige yon _F ab. 

a) Zuerst sei der analytisehe Fall behandett:  Po sei der Nullpunkt des 
r/iumlichen Koordinatensystems, die y, z-Ebene Tangentialebene in P o u n d  
die ~/ iche  F durch 

(2.1) x = q(y,  z), [~(0, 0) = ~ ( 0 ,  0) = ~ ( 0 ,  0) = 0], 

mi t  einer reell analytisehen Funktion ~ der Parameter  y, z dargestellt. Da  
die z-Richtung nieht Asymptotenriehtung ist, gilt T~ ~ (0, 0) = 2 a ~ 0. Man 
kann annehmen:  a > 0. Die Schattengrenze ist dureh 

~ (y, z) = 0 

gegeben, uud wegen ~zz • 0 ist dies gleichbedeutend mit  

(2.2) z = ~(y), Iv/(0) = 0], 

wo ~(y)  analytiseh ist. Wit  fiihren Parameter  u, ve in  durch 
u = y  

(2.3) 
v = z - -  ~ ( y )  

u) Fiir Eifl~chen wurde ein ihnlicher Satz schon yon A. D~mKE ausgesprochen. 
Vgl. [12], S. 49. 
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und setzen 

(2.4) 

Dann gil~ 

(2.5) 

also 

!(u, v) = ~(u, v + ~ ( u ) ) -  q(u, w(u)). 

/(u,  o) = /~  (u, 0) = 0, / ~  (0, 0) = 2 a > 0, 

/(u, v) = a v~(l + g(u, v)), [g(o,  o) = o], 

wobei if(u, v) analytisch ist. Ffihrt  man  noch h(u, v) ein dm'ch 1 + h(u, v) 

= V1 + if(u, v) ,  h(0, 0) -- 0, so ist 

7 = u  
(2.6) 

= t/h-. v(~ + h(~, v)) 

eine analytische Parametertransformation,  und man finder 

(2.7) 
Y = 7  

Dadurch wird iibrigens in Evidenz gesetzt, dab die Projektion yon F in die 
x, y-Ebene das Gebiet x > of(y, ~v(y)) zweifach bedeckt. Den Teilen z ~ ~v(y) 
der Fli~che entspricht ~ ~ 0. 

Is t  nun F analog durch x = ~(y,  z) gegeben, so haben die Schattengrenzen 
yon F u n d  ]7 die gleiche Projektion, d .h .  es ist ~(y, yJ(y))= ~(y,  ~(y)).  
Aul~erdem ist sgn ~ z  = sgn ~ .  Da  bei Parallelabbildung ~ = x und ~ = y 
ist, erh/~lt man aus (2.7) die Gleichungen ~ = 7, ~ =  ~2. Nimmt  man etwa an, 
dait ~ > 0 auf ~ > 0 abgebildet wird, so folgt : Naeh analytischen Parameter-  
transibrmationen lauten die Gleichungen der Parallelabbildung ~ = 7, ~ = 
(bzw. ~ = -  ~) q.e.d. 

b) I m  Falle (h ÷ 1)-real differenzierbarer Fli~chen verli~uft der Beweis 
analog wie bei a): Die Funktion ~p(y) in (2.2) und damit  die Transformation 
(2.3) sind jetzt  h-real stetig differenzierbar. Daher ist man fertig, sobald 
bewiesen ist, dal] 

(2.6') 7 = u 
= s g n  v " V I ( ~ ,  v) 

eine h-real stetig differenzierbare Parameter t ransformat ion ist. Dabei ist ] 
durch (2.4) definiert, besitzt also stetige Ableitungen bis zur Ordnung h + 1 
mit  Ausnahme der (h ÷ 1)-ten Ableitung naeh u und erffillt (2.5). Da  ] fiir 
v ~ 0 nieht verschwindet, ist ~ fiir v # 0 dffferenzierbar. Wir  warden zeigen, 
dab der Limes der Ableitungen ,con ~ fiir u-~ uo, v--~ 0 existiert;  daraus l iBt  
sieh auf  Grund des Mittelwertsatzes die Existenz (und Stetigkeit) der Ab- 
teitungen fiir v = 0 folgern. 

Zungchst sei der Beweis ffir h = 1 und h = 2 ausfiihrlieh daxgesf~tlt (nur 
diese beiden FgUe warden sp i te r  vorkommen).  Wit  bilden Taylor-Entwick- 
lungen naeh Potenzen yon v mit  Restglied; o(v ~) bezeiehne Funktionen mi t  
der Eigensehaft, dab v-to(v ~) ffir u~uo ,  v-,,.O gegen 0 strebt. Fiir  h = 1 gilt 
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wegen (2.5) 
/ = a(u) vZ q- o(vZ), /u--=- o(v), /v = 2 a(u) v q- o(v) , 

wobei a(u) stetig und positiv ist. Daraus folgt: ~ =- V a ~ v  q- o(v). Wegen 
/ = ~2 ist 
(2.8) ~.~ 1 = _2_/.~ ~-1, 

wo ffir den Moment u x, u S f'fir u, v gesehrieben ist. Setzt man die Entwick- 
lungen fiir !ui und ~ in (2.8) ein, so ergibt sieh 

~.=o(~) ,  ~ =  V~+ o(1). 

Damit ist gezeigt, dab (2.6') eine stetig differenzierbare Parametertrans- 
formation ist. 

Sei nun h = 2. Dann gilt 

(2.9) ] = a(u)v2 + b(u)v a -4- o(v3) , 

wo jetzt  a(u) stetig differenzierbar und b(u) stetig ist. Aus (2.9) folgt 

b(u) v~ + o(v2 ) (2.1o) ~ = VY(~v + 2 V ~  

Fiir die ersten und zweiten Ableitungen yon ! gelten Taylor-Entwicklungen, 
die sich aus (2.9) durch ]ormale Di!/erentiation gewinnen lassen, d. h. man hat  
das auf der reehten Seite yon (2.9) stehende Polynom in v nach u bzw. naeh v 
zu dffferenzieren und zugleich bei jeder Differentiation den Grad der Ent- 
wicklung um 1 zu reduzieren. Damit erh~lt man zun~chst aus (2.8): 

b(u) 
(2.1o,) ~. = ( V ~ ) '  v + o(~), ~ = vaT,  i +  ~ ~ + o(~) 

Setzt man dies in 

ein, so folgt 
b(u) 

(2.10") ~u,= o(1), ~uv= ( V a - ~ ) ' +  o(1), ~vv= Va ~ + o(1), 

und somit ist ~ zweimM stetig differenzierbar nach u und v. 
Bei beliebigem h begnfigen wir uns mit folgender Andeutung des Beweises : 

Man finder fiir ~ eine Entwieklung nach v yore Grade h. Analog wie (2.10') 
and (2.10") (lurch formale Differentiation aus (2.1.0) entstehen, zeigt man jetzt,  
dab die Ableitungen yon ~ bis zur Ordnung h gteieh formalen Derivierten der 
Entwieklung yon ~ shad, mad zwar l/il3t sieh dies dureh Induktion nach der 
Ordmung der Ableitungen beweisen, indem man dutch Differentiation yon 
] = ~ l~kursionsformeln fiir die Ableitungen yon ~ aufsteUt. 

Wit  betraehten nun zwei ~l~ehen F und ~,  zwisehen denen eine reguli~re 
Parallelabbildung besteht. Wir werden stets annehmen, da$ man auf F trod ~' 
gemeinsame Parameter  u i hat, so dab entspreehende Punkte  gleiehe Para- 
meterwerte haben. Ist  ~ der Ortsvektor yon F,  so gilt fiir den Ortsvekt~)r 
von  ~ :  

(2.11) ~ = ~ : + m ,  m = w ¢ .  
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w ist eine stetig differenzierbare Funk t ion  auf  der Fli~che. Aus (2.11) folgt :  
(e, ~1, ~ )  = (e, ~1, ~) ,  also 

(2.12) (e ~) d.zi = (e n) dA.  

Ftir e n = 0 ergibt sich daraus:  Bei einer regultiren Parallelabbildung ent. 
sprechen sich die Schattengrenzen yon F und yon _F; auBerdem haben  die beiden 
F1/~chen in solchen P u n k t e n  eine gemeinsame Tangentialebene, da  die Vek- 
toren e, ;~1, r~ in einer Ebene liegen, also ~1, ~2 die gleiche Ebene aufspannen 
wie ~x, ~2. Fiir ert  # 0 sind iibrigens beide Seiten yon  (2.12) gleich d x  dy.  

Bei gegebenem F i s t  die F1/~che ~ durch die Funk t ion  w gemi~B (2.11) 
festgelegt. I m  Falle einer reguliiren Parallelabbildung kann  man  daher sagen:  

entsteht aus F durch Abtragen einer Funktion w in der Richtung e, wobei w 
di//erenzierbar ist und in den Punkten der Schattengrenze einer Nebenbedingung 
geniigt. 

Tri~gt man  n~mlich von  F aus eine beliebige Funk t ion  w ab, so erhiflt 
man  ffir ¢rt # 0 eine reguli~re F1/iche F ;  dagegen muB w in den P u n k t e n  mi t  
¢ rl = 0 einer Bedingung genfigen, dami t  F reguli~r wird. U m  diese Bedingung 
zu finden, sei F in der F o r m  (2.1) gegeben. Fiir F gilt -~ = y, ~ = z + w(y,  z), 
und  da y, z regul/~re Paramete r  auf  F sind, muB 

a~ aw 
a V =  1 + - ~ - #  0 

sein. Man kann  diese Bedingung ffir w auch in beliebigen F1/ichenparametern u ~ 
ausdrficken. Sie lautet ,  da  m a n  w in der Rich tung  e ableiten muB und  da  
der Tangent ia lvektor  e die Komponen ten  e ~i = zi ha t :  

1 + g i i z i w j # O  fiir e u = 0. 

Gelegentlich werden wir diese Annahme  versch/~rfen zu:  

(2.13) 1 + gi¢ziwj> 0 fiir c n  = 0. 

Das bedeutet ,  dab in den Punk ten  der Schat tengrenze fi = rt (nicht = - - n )  
ist. I n  diesem Falle ist durch  

(2.14) F t :  ~ ( t ) = ? : + t w e ,  O < t <  1, 

eine Schar Ft reguli~rer F1/~chen gegeben, denn aus (2.13) folgt 1 + t gOz~w i > 0 
fiir 0 <_ t < 1. F 1/~Bt sieh also durch  eine stetige Schar  yon  Parallelabbil- 
dungen in ig iiberfiihren. 

Man kann  auch ParaUelabbildungen einer Fliiche au/ sich selbst betrachten.  
Wir  erwi~hnen einen besonderen Fall, wo solche Abbi ldungen sieher existieren: 

Die Fldche iV heifle konvex in der Richtung ¢, wenn ~ede Gerade parallel zu ¢ 
entweder gar keinen Punkt  odor elnen Beriihrungspunkt oder zwei Punkte mit F 
gemeinsam hatl~). 

~t) Wir weichen hier yon [8] ab. Dort wurde zusi~tzlieh angenommea, dab die beiden 
Punkte keine Beriihrungspunkte sind. Bei solehen Fl~chen besteht die SehatCengrenze 
aus stetigen, eineindeutig fiber der x, y-Ebene liegenden Kurven, an denen ¢ n das Vor- 
zeichen weehselt. 
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Man erhiilt eine Parallelabbildung p ' =  A p yon F auf sich, wenn man 
dureh jeden Punkt  p von F die Parallele zu ¢ legt und den zweiten Schnitt- 
punkt  p '  mi t  F bes t immt (falls die betreffende Parallele die Fl~che F nur in p 
beriihrt, sei A p = p). A ist eine topologische Abbildung yon F au] sich. 

Um die Regularitdt dieser Abbildung sicherzustellen, setzen wir voraus, 
F habe in der Richtung e die Eigenschaft (a). F heiSe dann ]convex in der Rich- 
tung ¢ i m  engeren Sinne. 

Gelegentlich wird die Voraussetzung (a) folgendermaSen abgeschw~cht 
werden (Konvexitdt im weiteren Sinne) : 

(a0) Die Schattengrenze besteht aus endlich vielen stetigen re]cli/izierbaren 
Kurven und aus isolierten Punkten. 

Die Gestalt einer geschlossenen in der z-Richtung (im engeren Sinne) kon- 
vexen Fl~ehe F vom Geschleeht g kann folgenderma{~en beschrieben werden: 
F zerfiillt in zwei zusammenhiingende Gebiete mit  ¢ n > 0 bzw. ¢ u < 0, 
deren gemeinsamer Rand  aus g Jr 1 geschlossenen Kurven  besteht. Die beiden 
Gebiete besitzen die gleiche eineindeutige Projektion in die x, y-Ebene, 
w~hrend l~ngs der Randkurven (Schattengrenzen) die Tangentialebenen 
parallel zur z-Achse sind. 

Zum Schlul] geben wir Beispiele yon Fl~chen an, welche zeigen, dab man 
ohne die Bedingung (a) beim Lemma I nicht auskommt:  

1. F sei gem~l~ (2.1) durch x = (z a-- y)e gegeben. F i s t  konvex in der z-Rich- 
1 

tung, denn zu (x, y) geh6ren zwei Werte z = ( y  + Vx) -~ und z = ( y - - V x )  ~. 
Die Sehattengrenze bcsteht aus den Kurven  z = 0 und y = z 3. Der Null- 
punkt  O des Koordinatensystems ist ein parabolischer Punkt  und die 
z-Achse Asymptotenrichtung in O. Die Parallelabbildung A yon F auf sich 

! 
wird dureh ~ = y, 5 = (2 y - -  z3) '~ besehrieben, ist also nicht differenzierbar. 

2. x = y z + z  4. Hier ist K < 0  in O, grad(¢1~) 4= 0, aber ¢ tangential  
an die Sehattengrenze y ÷ 4 z3= 0. F i s t  konvex in der z-Riehtung; bei 
Parallelabbildung in dieser Richtung geht die Kurve  z == 0 fiber in ~ + 53= 0; 

! 

somit ist 5 (y, 0) = ( - - y ) 8  also ist die Abbildung nieht differenzierbar. 

§ 3. Hilfssiitze fiber symmetrische und monotone Funktionen 
Die Hauptkr i immungen einer Fl~che lassen sich als stetige Funktionen 

auf der Fliiche definieren durch 

Es ist also k l ~  k 2. Es wird sich darum handeln, Funktionen der Haupt -  
kri immungen zu untersuehen, speziell symmetrische Funktionen von zwei 
Vaxiablen, ffir welche dann die Hauptkr i immungen einer Fl~ehe einzusetzen 
sind. 

Demgem~B sei die Funktion V(kl, k2) ffir k l ~  k S definiert und besitze 
stetige partielle Ableitungen V1, V2. Dureh Spiegelung an der Geraden kl= k 2 
l ~ t  sieh V(/¢1,1¢=) zu einer symmetrischen Funlction W(bl, k=): 

W(k~, k~) = W ( k ,  ks) 
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in der ganzen kl, k2-Ebene erweitern. Offenbar ist W dann und nur  dann 
iiberall stetig differenzierbar, wenn V1 (k, k) = V~ (k, ]~) ist. 

Spezielle symmetrisehe Funktionen erh~lt man, wenn man yon einer 
Funktion U (H, K) ausgeht, die ffir H S ~  K definiert und stetig differenzierbar 
ist, und 

(3.1) W(kl,k~) = V(½(kl + ks), ~iks) 

setzt. Die Reichweite dieser Funktionenklasse wird durch folgendes Lemma 
beleuchtet : 

Lemma 2. Die symmetrische Funkt ion  W (kl, k.~) sei in der Umgebung der 
Geraden k l=  k s zweimal stetig di]/erenzierbar. Dann  ist U (H, K ) =  W (H 4- 

÷ 1 / ~  K ,  H - -  ~ , / ~  K )  stetig di//erenzierbar nach H und K.  
Beweis: Fiir H s > K ist U stetig differenzierbar. Sei also H02 = K 0. Wir 

zeigen, dai~ lim U H (H, K) fiir H-~Ho ,  K-+ K o, HS> K existiert. Daraus folgt 
dann erstens durch Anwendung des Mittelwertsatzes, dab U an der Stelle H0, 
K 0 nach H differenzierbar ist, und zweitens die Stetigkeit der Ableitung U, .  
Man findet:  

_ _ l  

(3.2) U H ( H , K ) = = W ~ 4 - W s ÷ H { W I ( k ~ , k s ) - - W 2 ( k ~ , k 2 ) } . ( H S - - K )  ~ 

Aus der Symmetrie yon W tblgt W2 (kl, k2) == W1 (ks, kl). Setzt man dies in (3.2) 
ein, wendet auf die Differenz W l (k~, k2) - -  W 1 (k2, kl) den Mittelwertsatz an 
und l~Bt kl, k s gegen Ho= k gehen, so erh/ilt man 

lira U ,  (H, K) = 2 W~ (]~, k) 4- 2 ]c [ W~ (k, k) - -  W12 (]~, ]~)]. 

Analog beweist man die Differenzierbarkeit nach K. 
Wir bemerken noeh, dab es symmetrisehe einmal differenzierbare Funk- 

tionen W gibt, die als Funktionen yon H und K nieht differenzierbar sind, 
z .B .  W =  l]cll ~ 4- Ilcsl ~ mit  1 < ~ < 2. 

Eine besondere Rolle werden solche Funktionen W spielen, die in beiden 
Variablen gleichsinnig monoton - -  etwa monoton wachsend - -  sind. Sei also 
W ( x ,  y) fiir alle x __> y definiert und eigentlich monoton wachsend in  x (bei 
festem y) und in y (bei festem x). Man kann zur ansehauliehen Darstellung 
solcher Funktionen die Fl~che z = W ( x , y )  betraehten:  sie steigt in der x- 
und y-Richtung monoton an. Die Niveaulinien W ( x , y ) =  c bilden in der 
x, y-Ebene monoton abfallende Kurven.  Wir werden sparer im Zusammenhang 
mit  derartigen Funktionen W folgenden Hilfssatz benStigen: 

Lemma 3. lij und [~ seien symmetrische zweireihlge Matrizen mi~ den Eigen- 
werten kl ~ k s bzw. -kl ~ ]%. Falls dann W (kl, l%)= W(kl,~S) gilt, so ist die 
quadratische Form Q = (its-- lij) x ~ xJ entweder inde/init  oder ~ O. 

Beweis. Man kann annehmen, dal~ k 1 g ~1 ist. Wegen der Monotonie yon W 
ist dann entweder kl< k~ u n d / % >  ~ oder k~= ~ und ks=  ~s- Ffir 27(x~)~= 1 
wird Ics ~ l~ x i x ~'_~ kl, wobei die Ex t rema  fiir die Eigenvektoren angenommen 
werden. W~hlt man fiir die x ~ einen zu k~ gehSrigen Eigenvektor,  so wird 

Q = (l~ - -  lij) x ~ x~ = 1~ - -  I~ z ~ x ~ :> ~ - -  kl > O. 
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Dabei ist entweder Q > 0, oder es steht an beiden Stellen das Gleiehheits- 
zeiehen; dann muB aber Z~ = l~j sein. Ebenso folgt: falls Q nicht ~-0 ist, 
so nimmt Q negative Werte an (fiir einen zu ~2 gehSrigen Eigenvektor). 

Zum Lemma 3 ist noch folgendes zu bemerken: 
1. Erweitert  man W zu einer symmetrischen Funktion, so bleibt die gteich- 

sinnige Monotonie erhalten; auf die Reihenfolge der Variablen kommt es 
dann nieht an (beim obigen Beweis ist aber wesentlich, dab man das grSBere ki 
mit  dem grSBeren ~i vergteieht). 

2. Sind die ki Haup~kriimmungen einer Fl~che, so ist der Funktionswert 
W(kl, k2) nicht eindeutig definiert, denn bei ~nderung der Orientierung hat  
man an Stelle der ks die Werte k* ~- - -  k~. Geht man aber von W zu W* (k 1, k2) 
= - - W ( - - k  1, --ks) fiber, so ist W* wieder monoton waehsend in beiden Va- 
riablen, und der Funktionswert W* (k*, k2) = - - W  (k 1,/c2) ~ndert nut  das Vor- 
zeichen. Die Voraussetzung im Lemma 3 wird davon nicht tangiert. 

Wir beschr~nken uns jetzt  auf stetig differenzierbare symmetrisehe Funk- 
tionen W und fordern die Monotonie in der Form 

(3.3) W~ > 0, Wk~> 0. 

Geht man von einer Funktion U aus und bildet W nach (3.1), so wird unter 
der Annahme (3.3) 

(3.4) Wkl" W~,= ~ U2n + H U H U~ + K U~ > 0. 

Setzt man umgekehrt (3.4) ffir U voraus, so kann man einerseits annehmen, 
dab auch (3.3) gilt, indem man allenfalls zu - -  U iibergeht; andererseits sind 
(3.3) und (3.4) invariant gegen den ]~bergang yon W zu W*. Somit hat  es 
einen invarianten Sinn, yon monoton wachsenden Funktionen W oder U der 
Hauptkri immungen einer Fl~che zu sprechen. 

Gelegentlieh wird nicht eine Funktion W(kl, k,) in der ganzen Ebene ge- 
geben sein, sondern nur eine Kurve. Wir nehmen an, die Funktion /(kl) sei 
stetig differenzierbar fiir alle kl, es se i / ' ( k  0 < 0, und die Kurve ks= / (k l )  sei 
symmetrisch bezfiglieh der Geraden k 1 = k~ (d. h. es i s t / -1  = / ) .  ]:)ann gilt: 

Lemma 4. Zu f(kl) gibt es eine symmetrische stetig di//erenzierbare Funktion 
W (kl, k~) mit (3,3), gleichbedeutend ist mit W (k~,ks) = O. Die 
Funldion W i~  ebensoo]t di//erenzierbar wie ]. 

Beweis: Wir definieren eine Kurvenschar C~ in der ]¢l, ks-Ebene dureh 
k~= ] ( k l - - t ) +  t. C~ entsteht aus der Ausgangskurve C O durch Translation 
in der Richtung der Geraden kl= k~. Da k2=/(kl)  monoton abnimmt, ha t  Ct 
mit jeder Geraden ks= kvb a (a = eonst) genau einen Sehnittpunkt. Die 
Kurven  Ct sind daher punktfremd zueinander und bedecken die ganze Ebene. 
Wir definieren: 

W (k 1,/¢~) = t ffir (k 1, k~) ~ Or. 

Wegen der Symmetrie der Kurven C ist W symmetrisch. Ordnet man dem 
Wertepaar ka, t das Paar  kl, k~ ---- ] (k~-- t) + t zu, so erhglt man eine einein- 
deutige, differenzierbare Abbildung mit der Funktionaldeterminante 

a(tc,,t:,) _ 1 - -  / '  ( k ~ - - t )  > o .  
a(Ih, t) 
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Die Umkehrabbi ldung  ordnet  dem P u n k t  kl, k 2 das Paa r  kl, t = W (kl, k~) zu. 
Daraus  folgt die Differenzierbarkeit  yon  W sowie die Eigensehaft  (3.3). 

§ 4. Variation der Kri immungdunktionen H v 

Wir  bet rachten eine Flgche F ,  gegeben durch  den Ortsvektor  ~ ats Funk t ion  
lokaler Parameter  u 1 . . . . .  u '~. Vorlgufig sei n beliebig ~ 2. Mit Hiffe einer 
Vektorfunkt ion m auf  F definiert  m a n  eine lineare Variation yon F dureh  

(4.1) F~: ~(t) = 7c + tin. 

I n  der Umgebung  eines Punktes  von  F sind die Flgehen F t fiir kleine t sieher 
regulgr. Wi r  berechnen Ablei tungen naeh t - -  bezeiehnet dureh  einen Str ieh - -  
fiir t = 0 (oder allgemeiner f i i r t  = to). Man f inder  ?t'= m, also 

(4.2) g~ = ~ m j  + ~m~.  

Aus rt 2 = 1 und  n jc~ = 0 folgt rt'rt = 0 und  rl'~ci + l tmi = 0, ~omit 

(4.3) n ' =  - -  g~J (win) Xj. 

~Vegen (1.6) ist lit = ~ijn und  daher  l~j = ~ j  n + ~iCn', also 

(4.4) l'i~ = wijn,  

Wir setzen nun 2 l~+ gi¢ = Lij, g-1 L~ = M ij, wo 2 eine reelle Variable ist. 
Nach  den Regeln fiir die Differentiat ion yon  Dete rminanten  ist 

(g-1 IL~jl)' = M ' J L ; j - - g - 2 9  ' ]Lr~l, g--lg,= g~J9~j, 

also wegen (4.2) und  (4.4): 

(4.5) (9-1 IL,j]), = 2 M'J(mt~n) + 2 {M tj - - g - 1  [Lrst g'J} (%jm,). 

Nun  ist 
M i j _  g-1 IL~ ] gi~ = M~. (g  __ L~.sg'~) = - -  )~ M ~" lit. 

Setzt  man  dies in (4.5) ein, benutz t  (1.7) und  verwendet  noch fiir die linke 
Seite yon  (4.5) den Ausdruek (1.9) und  ffir M ~ die Entwieklung (1.10), so folgt 

n n - - 1  t '  

D u t c h  Vergleich der Koeff iz ienten yon  ~ ergeben sich daraus  f'tir die Var ia t ion 
der  H~ folgende Formeln :  

n H ;  = v c~,/) {w,~ll q- 2 tv,rt~}, v = I . . . . .  n. 

Setzt  m a n  bier n = 2, v = 1, 2, so erhglt  m a n  fiir die Variat ion yon  H und  K 
die Forme ln :  

(H) 2 H ' =  g~{w~jn + 2 w~n~}, 

(K) K ' =  cu{w~n  + 2 w~l%} ~a), 

wobei gemi~l~ (1.11) c~¢= g -1 l~ ist. 

~*) Fiir to =/~ n ergibt dies bekannte Variatiomformeln. Vgl. [6], S. 257. 
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§ 5. Der Translationssatz 
In  diesem Paragraphen werden die bisherigen Betrachtungen auf ge- 

sehlossene Fl/iehen angewandt. Wir beweisen folgenden Satz: 
Satz I. F u n d  ~ seien orientlerte geschlossene Fl~chen, die analytisch sind 

und zwischen denen eine die Orientlerung erhaltende analytische reguldre Parallel- 
abbildung ~ = T p  besteht. (Definition im ~ 2.) Auflerdem sei in entsprechenden 
Punkten U ( H , K ) =  U (H,K), wobel die Funktion U stetig differer~zierbar ist 
und der Unffleichung (3.4) geni~gt. Dann ist T eine Translation. 

I)er Satz I i s t  bewiesen, sobald wir folgenden lokalen Satz bewiesen haben : 
Satz 1. Zwischen den analytischen Fliichensti~eken F und ~, die nicht au[ 

elnem Zyli~ter mit Erzeugenden parallel zu ¢ liegen solten, bestehe eine die 
Orientierun~ erhaltende analytische reguldre Parallelabbildung in der Richtung ¢, 
und in entsprechenden Punkten p und ~ sei U ( H , K ) =  U (H,R),  wo U der 
Bedingung (3.4) ffeni~. Dann hann der Abstand w = p ~ in einem inneren 
Punier ~ein relatives Extremum annehmen, es sei denn, w ist konstant. 

Beweis: Die Ortsvektoren yon p und ~ sind nach (2.11) r u n d  ~ = ~ ~- w ¢. 
Auf Grund der Voraussetzungen fiber T kSnnen wir auf F u n d  F gemeinsame 
Parameter einf(ihren, so daI~ w eine analytische Funktion dieser lokalen 
Parameter wird. 

Wir nehmen an, w sei nicht konstant, und es ~ b e  auf F einen Punkt  o, 
in dem wi = 0 ist. Dann zeigen wir: in o hat w ]cein relatives Extremum. o sei 
dutch u ~ = 0 gegeben. In  o ist 

~ i  = )Q, gi~ - -  g ~ ,  f f  = n ,  li:" - -  li~ = (¢ ~l) W u, u J"  

Dureh eine affine Parametertransformation kSnnen wir erreichen, dab (~)~ 
= (g~¢)o = ~i~ wird, so dab die Matrizen (li~)o und (Ttj)0 die Eigenwerte ki bzw. 
ki erhalten. Nach Lemma 3 (§ 3) ist daher die quadratische Form (~ij-- li~)o uiu~ 
= (¢ n)o(w~uJ)oUiUJ entweder inde/init oder ~ O. 

Im  ersten Fall ist der Satz 1 bewiesen. 
Im zweiten Fall, wo (tiJ)0 = (lo)o ist, die Fl~chen also in o bis zur zweiten 

Ordnung fibereinstimmen, betrachten wir die Funktion w in der Umgebung 
yon o. Wit definieren eine Fl~chensehar F~ dureh (2.14). Wegen (w~) o = 0 
sind alle Fl~ehen F t in einer Umgebung yon o regul~ir, und wir kSnnen die 
fl~ehentheoretisehen GrSl~en in Abh~ngigkeit yon t betraehten (die auf- 
tretenden GrSl~en h~ngen auflerdem noeh yon den Fl~chenparametern u ~ ab). 
Setzt man ~o(t) = U(H(t), K(t)), so ist 

1 1 

(5.1) ~p(1)-- w(O) = 0 = f W'(t) dt = f ( U . H ' +  U~K') dr, 
0 0 

wobei der Strieh Ableitung nach t bedeutet. Auf Grund der Variations- 
formeln (H) und (K) im § 4 kann man daffir sehreiben: 

1 

(5.2) f a ~t (t) {¢ n (t) [w u, u~ --/~/~i (t) w~] + 2 e n~ (t) w~} gt = 0, 
0 

wobei zur Abkiirzung 

a~ (t) = ~ U~ (t) g~ (*) + UK (t) C ~ (t) 
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gesetzt ist. 

(5.3) 
und damit 

(5.4) 

Nun gilt nach (2.12): 

en( t )  = ¢ n g~ g(t) -~  

1 

wobei die Formel (VY)~ = ~/g F~i benutzt  wurde. Setzt man (5.3) und (5.4) 
in (5.2) ein und ffihrt noeh ein 

1 
_ t  . .  

(5.5) A~J = ff~ f g (t) ~ a ,  (t) dt, 
0 

1 

B~= g~ f g ( t ) -~  {2 aik(t) [ F ~ i -  F~i(t)] - -  a~J(t) F~(t)} dt, 
o 

so erhi~lt man die Differentialgleichung 

(e n) Aliwu%~ + 2 A ~J (e hi) wj + (e n) B~'wk.= 0 

oder nach Multiplikation mi t e  n : 

(D) (e n)~A~Jwu~j+ AiJ(e n)2i wj+  (e n)~B~'wk = O. 

Wir behaupten nun: die quadratische Form A ~j x~ x~ ist positlv deJinit. Beweis: 
Fiihrt man in einem Punkt  ein Parametersystem (1.12) ein, so kommt der 
Tensor a ij auf Diagonalform, und zwar wird naeh (1.13) 

(5.6) a i i =  Uk~ > O. 

aii xi x~ ist also positiv definit, und daraus folgt nach (5.5) dutch Mittelbildung 
fiber t die Behauptung. 

Wegen der Analytizit~t der Funktionen w und e 11 gelten Entwicklungen 

w = w ( O ) ÷ w ( m ) + o ( r m ) ,  w(~)~0 ,  m ~ 2  14) 
(5.7) 

e n  . . . . . .  ](~)+o(r~), / ( 0 ~ 0  l ~ O ,  

wobei w("),/(~) homogene Formen in den u i vom Grade v sind und r ~ = 2:(ui) 2 
gesetzt ist. Fiihrt man (5.7) in (D) ein, dividiert durch r ~+'~-2 und l~Bt r 
gegen 0 streben, so erhii, lt man ffir die Anfangsglieder w(~), [(~) fotgende 
Differentialgleichung: 

(Do) ,-~A"~°,~ ~'~f(~)'"('~)~'~' _* (1( ~)')~w} "~) } = o .  

Um nun den Beweis des Satzes 1 zu beenden, bringen wir dureh eine affine 
Parametertransformation (AtJ)o auf die Gestalt (~ij und beweisen folgendes 

Lemma 5. Die reelle homogene Form ~d m) ~ O, m > 2, der Variablen u ~ 
geni~e der Di//erentialgleichung 

(D~)) /(z)'. A w(~)+ grad ](tf. grad w(~) = 0 

mit einer reeUen Form/(~) ~- O, l ~ O. Dann ist w(~) indeJinit. 

14) Der Fall m = 2 wurde sehon erledigt. 
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Beweis: Dureh Integration der Gleichung (D~) fiber eine Kreisseheibe 
r ~ R und Anwendung der Greenschen Formel iblgt 

r = R  r = l t  

Da die Nullstellen yon/(z) anf einer Kreislinie isoliert sind, muB wO~) das Vor- 
zeichen wechseln. 

L~brigens wird die Integration besonders einfaeh beim ~3bergang zu Polar- 
koordinaten r, q~: Is t / (~)= # F ( ~ ) ,  w(m)-~ rmW(q~), so geht (D~) fiber in die 
Gleiehung 

(F ~ W')'+ m(m + 2 l) F 2 W =  O, 

die man fiber sine Periode yon ~ zu integrieren hat. 

An den BeweLs des Satzes I sehlieBen wir noch folgende Bemerkungen: 
1. Die Funktion w genfigt der linearen Differentialgleichung (D). Fiir 

e u 4= 0 ist diese elliptiseh (und enthMt kein Glied mit  w). Dann li~Bt sich 
such ffir nieht-analytisehe Fl~ehen beweisen, dab die Funktion w, falls sis 
nicht konstant ist, in einem inneren Punkt  kein Ext remum haben kannlS). 
Ob diese Eigensehaft in den Punkten m i t e  n =: 0 ohne die Voraussetzung der 
Analytiziti~t erhalten bleibt, ist mir nieht bekannt. 

2. Beim Satz I wurde angenommen, dab die Funktion U in der ganzen 
kl, ka-Ebene der Bedingung (3.4) genfigt. Diese Voraussetzung wurde beim 
obenstehenden Beweis aber nieht yell ausgenutzt. Daher kann man dem 
Satz I die folgende allgemeinere Fassung geben: Die Funktion U sei etwa in 
einem konvexen (offenen) Gebiet G der kx, k~.Ebene de/iniert und er/iille dort die 
Ungleichung (3.4)xs). F und ~ seien geschlossenen FMchen, deren Kri~mmungs. 
bild in G enthalten ist. Dann gilt/i~r F und ~ der Translationssatz I. 

Erstens l~Bt sich ni~mlieh wegen der Konvexit~t von G das Lemma 3 
beweisen [etwa durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Differenz 
W (~l,~a) - -  W (kx,/ca) ]. Zweitens gilt (3.4) im Punkte  (kl)o, (k2) 0 der kl, k2-Ebene. 
Da der Punkt  o -- beim Fall 2 des obigen Beweises -- auf allen Fl~ehen- 
stfieken Ft dieselben Hauptkrfimmungen hat, ist also (5.6) in o ffir alle t 
erffillt mid daher A ~j x~ xj in einer Umgebung yon o positiv definit. 

Zum Beispiel liefert unser Beweis such folgenden Satz: 
Satz I 0. Die analytischen Eifldchen F u n d  ~ seien glelchartig orientiert 

(z. B. lflgehennormale naeh innen), und es bestehe eine die Orientierung er- 
haltxnd, Parallelabbildung ~ -- T p  yon F au] ~.  Falls dann in entaprechenden 
Pun]Sen U ( H , K ) =  U(J~,K) ist, wobei U ]i~r kx, k 2 > 0 definiert ist und der 
Ungleivlvuny {3.4) geniigt, so iat T sine Translation. 

Wir haben nur  zu zeigen, dab die Abbildung T analytiseh und regul~r ist. 
Dies folgt aber aus Lemma 1 (§ 2), da Eifl~ehen in jeder Richtung die Be- 
dingtmg (a), § 2, erfiillen, q ist hier der QuaArant k 1 > 0, kz > 0. Fiir U kann 
man z. B. ein symmetrisehes Polynom (oder sine Potenzreihe) in kl, kz mit  

11) Vgl. E. Home [13], S. 147. 
is) Allgemeiner: in einem in der k~-Richtung und in der k2-Richtung konvexen Gebiet. 
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positiven Koeffizienten nehmen, aber z. B. aueh die Funktion U-~ ~ 1/k 1 -  
- -  1/1¢2= - -  2 H/K.  Bei Flgchen mi t  der Eigensehaft (a) werden iibrigens nur 
die Spezialfglle l = 0 und l = 1 des Lemma 5 ben6tigt, in denen (D~) in A w (~) 
= 0 bzw. A ([(1)w(m)) = 0 iibergeht. 

§ 6. Der Symmetriesatz 

Aus dem Translationssatz I folgt: 
Satz II.  Die analytische geschlossene Fl~che F sei konvex in der Richtung ¢ 

im engeren Sinne (Definition im § 2). Fiir jede8 Punktepaar p, p', das yon 
einer Parallelen zu ¢ aus F geschnitten wird, babe die Funldion U (H,K)  in T 
und p' den gleichen Weft, wobei U der Bedingung (3.4) geni~gt. Dann besitzt F 
eine Symmetrieebene sen]crecht zu e. 

Bezeichnet man ngmlich mit  p '= A p die Parallelabbildung in der Richtung ¢ 
yon F auf sich (vgl. § 2) und mit  S die Spiegelung an einer zu ¢ senkrechten 
Ebene, so erffillt die Abbildung T = S A yon F auf die Flgche F = S (F) die 
Voraussetzungen des Satzes I : Erstens folgt ngmlieh aus Lemma 1 (§ 2), da6 
A analytisch und regulgr ist. Zweitens kehrt  A die Orientierung um;  orientiert 
man nun F derart,  dab auch S die Orientierung umkehrt ,  so erhglt, T die 
Orientierung. AuBerdem bleiben dann bei S die Hauptkrf immungen unge- 
gndert, und daraus resultiert die Invarianz yon U(H,K) .  Somit ist nach 
Satz I die Abbildung S A  = T eine Translation, also A --- S T eine Spiegelung 
an einer zu ¢ senkreehten Ebene. 

Da Eiflgchen in jeder Richtung konvex im engeren Sinne sind, daf t  F 
im Satz I I  insbesondere eine analytisehe Eiflgehe sein, wobei U dann nur fiir 
kl > 0, ]¢2 > 0 definiert zu sein braucht  bzw. nur  dort  die Bedin~mg (3.4) 
erfiillen mug (entsprechend zum Satz I0). 

§ 7. Gesehlossene Fliiehen mit einer Relation zwisehen den Hauptkriimmungen 
Die Funktion /(x) sei ffir x ~_ c definiert und zweimal stetig differenzierbar. 

Es sei/(c) = c u n d / ' ( x )  < 0 fiir alle x (daher a l so / (x )  < x fiir x > c). 
Wir betrachten Fli~chen, zwischen deren Hauptkr i immungen die monoton 

abnehmende Relation k 2 = / ( k l )  besteht. Dabei ist k I die grSBere Haupt -  
kriimmung, also kl_~ k2. Aus dem Satze I I  ergibt sich nun: 

Satz III .  D/e geschlossene analytische Flgche F sei konvex in der Richtung ¢ 
( im engeren Sinne),  und es bestehe eine Relation k2= /(kl) der oben beschriebenen 
Art. Dann besitzt F eine Symmetrieebene senkrecht zu ¢. 

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fglle: 
1. Fall: / '  (c) = ~ = - -  1. 
Dureh Spiegelung an der Geraden k l - - k  2 entsteht aus der Kurve  ks=/ ( k l )  
eine symmetrische Kurve.  Naeh Lemma 4 (§ 3) kann diese Kurve  dureh 
eine symmetrisehe Relation W(kl,  k2)-~ 0 gegeben werden, wobei die Funk- 
tion W in der ganzen Ebene definiert ist. Naeh Lemma 2 (§ 3) ist U(H, K)  

= W (H -b ~/H~----- K ,  H - -  ~ / ~ )  Stetig dffferenzierbar. Da U (H, K) in 
allen Punkten yon F den gleiehen Wer t  hat  (ngmlieh den Wer t  Null), folgt 
der Satz I I I  aus dem Symmetriesatz I I .  

Math. Ann. 131 14 
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2. Fa/l :  / '  (c) = u =~ --1.  
In  diesem Falle ist urLsere Methode nicht ausreichend; man kommt  jedoch 
zum Ziel, wenn man Ergebnisse yon H. HoPF zu Hilfe n immt:  Auf einem 
analytischen Fl~chenstfick mit  einer beliebigen Relation W (k 1, k~) = 0 zwischen 
den Hauptkrf immungen,  welches nicht Stfick einer Kugel  oder Ebene ist, 

dk~ . 
sei o ein Nabelpunkt.  Der Krfimmungsdifferentialquotient ~ m o werde 

mi~ u bezeichnet. Dann gelten folgende S~tze (vgl. [1], S. 236): 
(H1) Falls ~ < 0 (una :4: co) ist, so ist ~ = --1. 

(H~) .Falls ~ < 0 (also = - - 1 )  ist, so ist o sin isolierter NabelpunIct, und 
der Index yon o im Netz der Kri~mmungslinien ist < O. 

Wir betrachten nun zunachst Fl~chen vom Geschlecht g ~= 1. Da es auf  
einer solchen Fl~che einen Nabelpunkt  geben muB, folgt aus (H1): A u / e i n e r  
analytischen Fldche vom Geschlecht g =4:1 kann keine Relation mit ~ < O, ~ = - - 1  
bestehen. (Darfiber hinaus folgt aus (Hs) der Satz C in der Einleitung, der im 
Falle g = 0 den Satz I I I  entbehrlich macht.)  

Sei nun F eine Fl~che vom Geschleeht 1 mi t  einer Relation k s = / (k l ) .  
Auf Grund yon (Hs) kann es auf 2' keinen Nabelpunkt  geben. Von der Kurve  
k s = /(kl) kommt  daher nur ein Teil ]¢1 > c' > e in Betracht,  der yon der Ge- 
raden k l=  ks positiven Abstand hat. Eine Modifikation yon Lemma 4 (§ 3) 
liefert dann eine Funktion W(/cl, ks), die in einem konvexen Gebiet kl--k2 > 

> c " >  0 definiert ist. Setzt man U(H, K) = W ( H  + V ~ ,  H -  V ~ ) ,  
so l~l~t sich der Satz I I  in der erweiterten Fassung anwenden, die im AnschluB 
an den Sa~z I gewonnen wurde (Bemerkung 2, § 5). Damit  ist der Satz I I I  
bewiesen. Zusammenfassend lgl~t sich sagen, da~ man sich auf Grund der 
Ergebnisse yon H. HoPF auf symmetrische Relationen beschrgnken kann. 

Nun behaupten wit: 
Satz IV. Die geschlossene analytische Fldehe F eel konvex (ira engeren 

Sinne) in der Richtung ¢ und in allen zu ¢ benachbarten Richtungen. Dann kann, 
/alls F keine Kugel ist, zwischen den Hauptbriimmungen yon F keine monoton 
abnehmende Relation k s = ] (kl) der oben beschriebenen Art bestehen. 

Beweis: Falls auf  F eine Relation lcs = / ( k l )  besteht, so besitzt F zu jeder 
Konvexit~tsrichtung sine senkreehte Symmetrieebene. Mit zwei Symmetrie- 
ebenen E, E' ist auch die Ebene E" ,  die dureh Spiegelung yon E' an E ent- 
steht, Symmetrieebene yon F.  Daher hat  F in jeder Richtung sine Symmetrie- 
ebene, muI3 also sine Kugel sein. Wir werden diese ~berlegung sogleieh 
pr~zisieren und gleiehzeitig die Voraussetzung fiber Konvexit~tsrichtungen 
im Sa¢z IV absehw~ehen. 

Zun~chst bemerken wir, dab alle Symmetrieebenen einer beschr~nkten 
Punktmenge F des Raumes dureh einen festen Punkt  0 gehen; denn g~be es 
4 Ebenen, die nieht durch einen Punkt  gehen, so erhielte man bei fortgesetzter 
Spiegelung der Konfigurat ion der Ebenen schlieBlieh beliebig weir entfernte 
Symmetrieebenen, was der Besehr~nktheit yon Fwidersprieht .  Die Symmetrie- 
ebenen yon F (dutch O) erzeugen sine Gruppe yon Bewegungen, die F in sieh 
transformieren. Man kann sich auf  die Drehungen beschr~nken. Die Gruppe 
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aller Drehungen von F in sich ist abgeschlossen, da F abgeschlossen ist. Naeh 
S~tzen der Lieschen Theorie ha t  die Gruppe aller Drehungen nur die folgenden 
echten abgeschlossenen Untergruppen:  1. Die endlichen Drehgruppen, 2. die 
Drehungen um eine Aehse und 3. die Drehungen um eine Aehse a und um 
Achsen senkrecht zu a mit  dem ~Vinkel ~. Man kann nun offenbar den Satz IV  
folgendermaBen erweitern: 

Satz IV'.  Die geschlossene analytische Fl~iche F sei keine K.ugel, besitze abet 
drei linear unabhdngige Konvexitiitrichtungen, von denen nicht zwei senkrecht 
au] der dritten stehen, derart, daft die zugehSrigen Spiegelungen eine unendliche 
Gruppe erzeugen. (Dafiir ist z. B. hinreichend, dab die drei Winkel zwischen 
den Richtungen irrationale Vielfaehe yon ~ sind.) Dann kann zwischen den 
Hauptkriimmungen von F keine Relation k~= /(kl) der betrachteten Art bestehen. 

Die Gruppe aller Drehungen yon F in sich enthielte n~mlich andernfalls 
alle Drehungen, und F w~re eine Kugel. 

Der Satz IV enth~lt iibrigens den Satz A in der Einleitung bei Beschr~n- 
kung auf analytische Eifl~chen. 

Als Beispiel ffir die Reichweite unserer Ergebnisse betrachten wit lineare 
Relationen k~ = ~ lc 1 ~ c, we ~ und e Konstanten sind. Zun~chst sei u ~ 0. 
Nach dem Satz C in der Einleitung gibt es auBer der Kugel keine analytisehe 
Fl~che veto Geschlecht 0 mit  einer solehen linearen Relation. Wir kSnnen 
nun neu hinzufiigen: Unter  allen Fl~chen veto Gesehlecht 1 yon der in den 
Sfi,£zen IV und IV '  geschilderten Art gibt es keine Fl~che mit  einer derartigen 
linearen Relation. Das gleiehe gilt ffir Fl~chen veto Gesehlecht g _~ 2 (wobei 
nach (H1) zudem ~ = --1 sein miiBte, so dab hSchstens die Relation k 1 -~ k~-- 
- -  e : 0 in Frage k~me). 

Fiir u _~ 0 versagt  unsere Methode. In  diesen Ffillen lassen sich Fl~chen 
angeben: Eine ]ineare Relation mit  u --=- 0 besteht auf  gesehlossenen RShren- 
fl~ehen (veto Geschlecht 1). Die einzigen analytischen geschlossenen Fldchen 
veto Geschleeht g ~ 1 mit einer linearen Relation u ~ l  mit u > 0 sind gewisse 
Rotations/ldchen veto Gesehlecht O. Dies wird in einer spgteren Arbeit  gezeigt 
werden. 

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob sieh die bisherigen S~tze aueh fiir 
Flaehen beweisen lassen, die mehrmMs differenzierbar, abet  nieht analytiseh 
sind. Dies wird in zwei F~llen gelingen: Erstens werden im n~ehsten 1)ara- 
graphen ]ntegralforme]n hergeleitet, aus denen sich der Translationssatz I - -  
und damit  aueh die Sgtze I I - - I V  - -  im Falle der spezieUen Funktionen U --- H 
uJad U = K (K > 0) unter  sehwaehen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen er- 
geben werden. Zweitens betraehten wir Fl~chen mi t  einer Relation W(kl,  k~) 
- 0 und setzen voraus, dab diese Relation analytiseh sei. Dann werden die 
S~tze dieses Paragraphen dutch folgende Bemerkung erg~nzt17): 

Das Fldchenstiick F sei dreimal stetig di//erenzierbar, aber nicht analytisc)t. 
Dann kann au/ F keine symmetrische ~nalytisehe Relation W (k l ,k2)- -0  mit 
{3L3) bestehen. 

17) Vgl. aueh [7], S. 53. 
14" 
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Man kann n~mlich die Potenzreihe W (k 1, k~) durch H und K ausdrficken. 
Stell~ man dann F durch z = z (x, y) dar  und setzt ffir H und K die ent- 
sprechenden Ausdriicke ein, so erh~lt man eine analytische Differential- 
gleiehung U ( H , K )  = 0 fiir die Funktion z ( x , y ) ,  die wegen (3.3) elliptisch ist. 
Nach einem Satz yon S. B~R~sTv, r~ lgBt eine solche Differentialgleichung 
abet  nu t  analytische LSsungen zu (vgl. etwa E. HoPF [14]). 

I m  Falle analytischer Relationen stellt es also keine Einschr~nkung der 
AUgemeinheit dar, wenn wit bei den S~tzen I I I  und IV nur analytische Fl~chen 
zulassen. 

§ 8. Integrallormeln im Falle yon H und K 

Zun~chst wird ein Kalkfil entwickelt, der zur Herleitung yon Integral- 
formeLn dient. 

v sei eine Vektorfunktion auf  einer Fl~che F.  Bei Festhaltung des r~um- 
lichen Koordinatensystems bilden die Komponenten  yon v e i n  Tripel skalarer 
Funktionen auf der Fl~che. Ein  Tripel  linearer Di//erential/ormen ~ = a i (u)du i 
nennen wir  eine vektorielle Di//erential]orm; z .B.  ist das Differential dv 
= v t d u  t eine solche. Sind ~ = a idu  t u n d  fl -- b idu  t vektorielle Differential- 
formen, so definieren wit das vektorielle Produkt  yon c¢ und fl dutch 

(8.1) ~ ~< fl = (at × b~) du  t A duJ. 

Dabei ist at × bj das gewShnliche Vektorprodukt  der r~umlichen Vektoren ai 
und b~ und du  ~ A duJ das alternierende Produkt  (1.4) der Differentiale. Ab- 
weichend yon den iiblichen Regeln des Vektorproduktes gilt jetzt  

und ~ ~ ~ braucht  nicht gleich Null zu sein. Das skalare Produkt  yon v mit 
x fl wird auch als Determinante geschrieben : 

(~, ~, 8) = ~ (~ ~ 8). 

Sind in einer Determinante zwei Zeilen vektorielle Dffferentialformen, so 
~ndert sich der Wer t  der Determinante bei Vertauschung dieser Zeilen nicht. 

W~hlt man spezieU ~ = a~ ?:jdu t u n d  fl = d L  wobei % der Ortsvektor yon F 
ist, so erh~lt man  

(8.2) ~ < d I : = a ~ u d A ,  a ~ a = 2 1 a ~ l n d A .  

Man bestatigt  dies entweder direkt oder mit  Hiffe der Formeln (1.2), (1.5), 
(1.15) und (1.17). Setzt man  a = tin, d. h. a~ = - -  P~, so ergeben sieh aus (s.2) 
die Formeln 

d % ~ < d ~ : = 2 n d A ,  d ~ : ~ d n = - - 2 H n d A ,  
(8.3) dn  ~ dn = 2 K u dA .  

Wir betrac~ten nun zwei Fliiehen F u n d  ~,  zwisehen denen eine Parallel- 
abbildung (2.11 ) besteht.  
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Wit bitden die lineare Differentiafform (fi - -  U, ~ - -  ~, d ~) und behaupten, 
dab ffir ihre 5uflere Ableitung folgende Formel gilt: 

(8.4) d ( ~ - - u , ~ - - L d ? : ) = ~ ( ~ - - u ) ~ ( d A  ÷ d A ) ÷  2 ( B - - H ) ( m u ) d A .  

])er Beweis dieser bzw. einer allgemeineren Formel wird im§ 9 geffihrt werden 
(Formel (9.5) ffir n = 2). 

Integriert man nun (8.4) fiber F u n d  wendet den Satz yon STOKES an, 
so folgt 

(8.5) 2 f f  (H- -  H) (m n) d A + ½ f f  (~--11)~ (d~ + dA) = f (~--11, ~ -  3, d 3)- 

Dabei sind die beiden Integrale links fiber F u n d  das Integral rechts fiber den 
Rand yon F zu erstrecken. Speziell ist ffir geschlossene Fl~chen 

(8.5') 2 f f  (il-- H) (m n) dA + ½ f f  (U -- n) 2 (dA + dA) = O. 

IV[it Hiffe dieser Integralformeln l~13t sich nun der Translationssatz I (§ 5) 
im Falls der mittleren Krfimmung H unter den folgenden schw~cheren Vor- 
aussetzungen beweisen: 

Satz I H. F und F seien geschlossene orlentlerte zweimal stetig di/ferenzierbare 
FlSchen, zwischen denen eine reguldre ParaUelabbildung ~ = T p in der Richtung ¢ 
besteht. T sei zweimal stetig diHerenzierbar und erhalte die Orientierunq. Au~er- 
dem sei vorausgesetzt, daft die Fldchen keine Zylinderstiiclce mit Erzeugenden 
parallel zu e enthalten. Falls dann in entsprechenden Punkten p und ~ yon F 
und ~ die mittlere Kri~mmung H den gleichen Weft hat, 8o ist T eine Translation. 

Beweis: Da N = H ist, folgt aus (8.5'): 

f f (~--n)2(d~ + dA) = O, 

und da der Integrand nieht negativist ,  mull 

sein. Bei der ParaUelabbildung T sind also in entspreehenden Punkten die 
Normalen parallel. Somit ist 

(~-- ~) n = 0 = w~11 = w~ (e n). 

In der Umgebmlg eines Punktes mit  e 11 =b 0 ist daher wt -- 0. Dasselbe gilt 
aber auch ffir die Umgebung eines Punkahs der Schattengrenze, da die Punkte 
mit ¢ 11 -- 0 nach Voraussetzung nirgends dieht liegen. Da also die partiellen 
Ableitungen yon w nach lokalen Fl~chenparametern iiberall versehwinden, 
muB w konstant sein, q.e.d. 

Die Voraussetzung beim Satz IK, dab die Schattengrenzen der Fli~chen 
keine inneren Punkte enthalten, kann offenbar in folgender Weise abgeschw/Ccht 
werden: S o sei die Menge der inneren Pun~e der Schattenqrenze van F. Falls 
dann F - -  ~o zusammen~dnqend i~t, so gibt es sine Translation, wekhe F in F 
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Entspreehend zum Symmetriesatz I I  gilt nun fotgender Satz: 
Satz II H. Die ge.~chlossene zweimal stetig di//erenzierbare FlSche F sei 

]convex in der Richtung ¢ i m  weiteren Sinne [Bedingung (a0) , § 2 18)]. Fi~r 
jedes Punlaepaar p, p', das yon einer Parallelen zu ¢ aus F geschnitten wird, 
babe die mi$ttere Kri~mmung H in p und p' den gleichen WerE. Dann besitzt F 
etne Symmetrieebene senkrecht zu e. 

Beweis: Wie beim Beweis des Satzes I I  sei F = S(F) die an einer zu ¢ 
senkrechben Ebene gespiegelte Fl~che und T die induzierte Parallelabbildung 
von F auf ~. Weiter sei C die Menge derjenigen Punkte yon F, die entweder 
zur Schattengrenze yon F oder zum Urbild der Schattengrenze von F gehSren. 
Wegen (ao) besteht C aus endlich vielen rektifizierbaren Kurven und aus 
isolierten Punkten. Die Abbildung T ist regular in F - - C .  Daher gilt die 
Gleichung (8.5) fiir jeden Teil yon F - - C ,  der etwa yon stiiekweise gtatten 
Kurven berandet wird. Da T iiberall stetig ist, sind fi und ~ stetige Funktionen 
auf ganz F.  Somit ist der Integrand auf der rechten Seite yon (8.5) stetig. 
Da sich C durch in F -  C verlaufende Kurven endlicher L~nge gleichm~Big 
approximieren l~tBt, folgt aus (8.5) durch Grenzfibergang die Gleichung (8.5'), 
wo jetzt  fiber ganz F zu integrieren ist. Auf Grund der Voraussetzung fiber H 
schlieflt man nun weiter wie beim Satz Ix, dab w in jeder Gebietskomponente 
yon F - -  C konstant  ist; diese (endlich vielen) Konstanten haben aber wegen 
der Stetigkeit von w den gleiehen Wert. Da sieh also F und S(F) nur dureh 
eine Translation unterscheiden, ist F symmetriseh. 

Aul3er fiir die mittlere Kriimmung H l~Bt sich auch noch fiir die Gaul3sche 
Kriimmung K eine Integralformel finden. Dazu gehen wir yon zwei Fl~ehen F 
und F mit (2.11) aus, yon denen wir armehmen, dal3 sie sich gem~B (2.14) 
durch eine Schar regul~rer Fl~ehen Ft  verbinden lazsen, d .h .  wir setzen 
voraus, dab (2.13) gilt. Wir bilden die lineare Differentialform (m, rt', d n), 
wobei der Strieh Ableitung naeh t bedeutet und atle GrSl3en fiir ein bestimmtes t 
zu nehmen sind. Dureh zeitenweise Differentiation findet man: 

(8.6) d(m, n', dn) = (m, dn' ,  drt) - -  (n', din, dn), 

wobei wegen ddrl = 0 nur zwei Glieder auftreten. Nun ist nach (8.3) 

(m, dn' ,  dn) = ½ (m, dn, dn) '=  ( K m n  dA)',  

und d~ (m n) dA naeh (2.12) unabhi~ngig yon t i s t :  

(8.7) (m, dn fly, drt (t)) = K(t)' (m n) dA. 

Welter ist naeh der Variationsformel (4.3) und naeh (1.7): 

- - (n ' ,  dw, dn) = gig(win) lrs (mk, ~j, ~r) d u~ A du" 

x~) ~_hnliehe Ein~ehrfiaxkungen Bind aueh in [8] beim Satz I anzubringen. Man be- 
aehte, dal3 bei Fl~chen mit konstantem H, da diese analytiseh sind, die Bedingung (a0) 
ea-fiillt ist, wema man nut Konvexit~t in der betreffenden Richtung voraussetzt. 
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wobei  noeh (1.2) und  (1.5) benu tz t  wurde. Naeh  (1.16) und  (1.15) ist g~e~'r 
= eijgj~, also g~e~r  l r e k8 = e~J'e k~ lj~ = c ik, und  dami t  wird 

- -  (n (t)', din, dn (t)) = (¢ n (t))~c i~ (t) wi wk d A (t). 

Verwendet  m a n  recbts  noeh (2.12) bzw. (5.3), so ist  also 

(8.8) - -  (n (t)', din, dn  (t)) = (¢ n)~g~-g ( t ) -  ½ c ~ k (t) w~wlflA.  

Wir  setzen zur Abki i rzung 
1 

(8.9) g½.f- g(t) -½ c~k(t) dt = C ~k. 
0 

Ffihrt  m a n  nun  (8.7) und  (8.8) in (8.6) ein und  integrier t  fiber t von  0 bis l ,  
so folgt 

1 

(8.10) (K- - -  K)  (m u) dA + (en)~C~kw~wkdA = d f ( m , n ( t ) ' , d n ( t ) ) d t .  
0 

Hier  wurde noch In t eg ra t ion  nach t und  Dif ferent ia t ion  nach u i ver tausch t ,  
Nach  dem Satz  yon STOKES f inder  m a n  schlieBlich 

1 

(8.11) f f  ( E - - K ) ( m  u) d A  ÷ f f  (e n)~C ~ w~ w~ d A  : ~ f (m, n(t) ' ,  dn  (t)) dt, 
0 

wo wieder fiber F bzw. den R a n d  yon F zu integr ieren ist. Ffir geschlossene 
Fl~chen ha t  m a n  demnach  

(8.11') f f  ( K - -  K)  (m n) d A  + f f ( ¢  n) ~ C *k w, wk g A  = O. 

D a m i t  lassen sieh nun  folgende S~tze beweisen: 
Satz IK. F und ~ 8eien dreimal stetig diHerenzierbare gleichartig orientierte 

Ei/ldchen, die durch eine die Orientierung erhaltende Parallelabbildung ~ = T p  
au/einander bezogen sind. I n  entsprechenden Punkten  p und ~ sei K = K.  
Dann ist T eine Translation. 

Satz I I  K. F sei eine dreimal stetiff di/~erenzierbare Eifldche. Die Gaufsche 
Kri~mmung K yon F stimme in je zwei Punkten  p und p', die au] einer Par- 
allelen zu ¢ liegen, i~berein. Dann besitzt F eine Symmetrieebene senkrecht zu ¢. 

Beweis des Satzes IK: Naeh  L e m m a  1 (§ 2) ist  T regular  und  zweimal  
stet ig differenzierbar,  m i t  Ausnahme  der  Sehat tengrenze  sogar  d re imal  s te t ig  
differenzierbar.  D a  auBerdem auf  Grund  der  Orient ierung niemals  ~ - - - - -  n 
ist, sind die Fl~chen F t  in (2.14) regular  ffir alle t. Dahe r  k a n n  m a n  (8.11) 
auf  die beiden Gebiete  anwenden,  in die F yon  der Schat tengrenze  zerlegt 
wird. (Die Schat tengrenze  ist  eine g la t te  Kurve ,  und  der  I n t e g r a n d  des Rand-  
integrals ist  definiert .)  Es  gilt  daher  (8.11'). Wir  zeigen nun  noeh, dab  die 
quadrat isehe  F o r m  C~x~x~ posi t iv  def ini t  ist. D a n n  folgt aus (8.11') wegen 
I ~ = K :  

(e n)2C~.~w~w~ = O, 

also w~ = 0 fiir ¢ n ~= 0, somit  w = eonst.  
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Wegen (8.9) geniigt es nun, wenn man zeigt, dal3 c~(t) x~xk  ffir alle t (0 < 
< t g 1) positiv definit ist, und dies ist gleichbedeutend mi t  der Definitheit  

der Form l~j(t) y~y~. Da ~/g lt.~= (r,%~, rl, r~) naeh Einsetzen yon (2.14) eine 

lineare Funktion yon t wird, so ist 

(8.12) 

Da zu ltj und Zi¢ gleiehartig definite quadratische Formen gehSren, liest man  
aus (8.12) ab: wenn F und ~ Eifl~chen sind, so ist tvt eine Schar regulti.rer 
Eiflt~chen, q.e.d. 

Der Satz I I  x ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze I x. 

§ 9. Integralformeln und Kongruenzsiitze fiir n.dimensionale Fliichen 
Die gleiche Methode, die im § 8 zu Stitzen ftir H und K ,  also fiir die elemen- 

tarsymmetrischen Funktionen der Hauptkr i immungen gefiihrt hat,  ltiBt sich 
auch auf n-dimensionale Fl~chen im Rn+ 1 mit beliebigem n _~ 2 anwenden19). 

Analog zu (8.1) werde jetzt  das vektorielle Produkt  von n vektoriellen 
Differentialformen definiert; es ~ndert sich nicht bei Vertausehung zweier 
Faktoren.  Weiter lassen sieh (n ÷ 1)-reihige Determinanten bilden, bei denen 
n - -  1 oder n Zeilen vektorielle Differentialformen, die iibrigen Zeilen gewShn- 
liehe Vektoren sind. 

Den Formeln (8.3) entsprieht jetzt  

(9.1) d u x . . . ~ d n x d r x . . . x d r = ( - - 1 ) ~ n ! H , . n d A ,  O < - - v ~ n .  

n:v 

Wir beginnen mit  der Herleitung einer Integralformel. r und ~ = r -t- m 
m i t m  ---- w ¢ seien n-dimensionale Flt~ehen, die durch eine regultire Parallel- 
abbildung in der Richtung ¢ aufeinander bezogen sind. Zuntichst folgt dutch 
zeilenweise Differentiation unter  Beaehtung von d d  = 0: 

d ( f i - - u ,  m ,  d r  . . . . .  d r )  
(9.2) 

= ( ~ - - u ,  dm, d r  . . . . .  d r )  - -  (m, d ~ - - d n ,  d}: . . . . .  d r ) .  

Setzt man  ~ --- r -4- m in das Vektorprodukt  d~ x . . .  x d~ ein und multipliziert 
aus, so erhtilt man  Null, sobald zwei Faktoren d m =  d w  e auftretem Also ist 

d ~ ~< . . . ~< d ~: - -  d r ~< . . . ~< d r  = n ( d m ~< d r  ~ . . . ~< d r )  

oder wegen (9.1) fiir v = 0: 

d m ~ d r x . . . x  d r = ( n - - 1 ) ! ( i i d - 4 - - u g A ) .  

Da (fi - -  u) (ii d f t  - -  n ' d A )  = (1 ~ & n) ( d ~  + d A )  ist, wird das erste Glied 
auf der reehten SeRe yon (9.2): 

(9.3) ( f i - - n ,  din, d r  . . . . .  d ? : ) = ( n - - 1 ) ! ( 1 - - ~ u ) ( d . , ~ + g A ) .  

~*) F'dr n = 1, also fiir Kurven in der Ebene, vgl. [8], Abschnitt 5. 
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Beim zweiten Glied ist nach (9.1): 

(m, dn, d?t . . . . .  d~) = - -  n! Hl(m n) dA, 

(m, d ~ ,  d ~  . . . . .  d~ )  = - -  n!  ~ l ( m  g)  d ~ ,  

und da (to, dH, d~ . . . . .  d~) = (m, d~, d~ . . . . .  d~) und (m fi) dA = (to 11) dA ist, 
folgt 

(9.4) - - ( m , d ~ - - d n ,  d~ . . . . .  d ~ ) = n ! ( H ~ - - H 1 ) ( m n ) d A .  

Mit (9.3) und (9.4) geht (9.2) tiber in 

1 
(9.5) (n-U])T d ( if--  n, m, d~ . . . . .  d~) 

= n(HI--H1) (m n) dA ÷ ½ ( i f--  n)~(dA + dA). 

Ffir n = 2 ist dies die Formel (8.4), die noch zu beweisen war. Aus (9.5) folgt 
nun durch Integration: 

n (H 1 - H ~ ) ( w n ) d A + ~  (g--n)  ~ ( d A + d A )  

(9.6) ~' F 

--  (n ~- 1)! (1~ - -  II, W, dJ~ . . . .  , d3:), 
~F 

wo a F den Rand yon F bezeiehnet. 
Damit sind wir in der Lage, den Satz I~ (§ 8) auf n-dimensionale Fli~ehen 

zu verMlgemeinern: 
Satz ¥. F u n d  ~ seien n.dimensionale geschlossene orientierte zweimal stetig 

di]/erenzierbare Fldchen, zwischeu denen eine Parallelabbildung in der Richtung e 
besteht, die requtiir und zweimal 8tetig di//erenzierbar ist und die Orientierung 
erMilt. Auflerdem enthalte die Schattengrenze yon F in der Richtung ¢ keine 
inneren Punkte. Falls dann die Summe der Hauptkriimmungen in entsprechenden 
Punkten yon F und F den gleichen Wert hat, so unterscheiden sich F u n d  
nur durch eine Translation. 

Der Beweis verl~uft genau so, wie beim Satz I~: Da in (9.6) das Rand- 
integral reehts verschwindet und da ~ 1 = / / 1  ist, folgt ~ = n und damit 
(~,~-- ~i) n = w~(e n) = 0, also w = const. 

Eine analoge ~'berlegung, wie sie im § 8 beim Beweis des Satzes II~ an- 
gestetlt wurde, liefert jetzt  dessen Verallgemeinerung auf beliebige Dimen- 
sionen: 

Satz ¥'. Die n.dimenslonale zweimal stetig diHerenzierbare geschlossene 
Fldche F sei konvex in der Richtun9 ¢ (ira weiteren Sinne). Die Summe der 
Hauptkriimraungen babe in ~e zwei Pun~en, die au/ einer zu e paraUelen Geraden 
llegen, den gleichen Wert. Dann ist F symmetrisch beziqIlieh einer n.dimer~sio. 
nalen Ebene senkrecht zu ¢. 

Der Satz Ix l~13t sich ebenfalls auf n-dimensionale Fl~chen verallgemeinern. 
Man erhalte S ~ t z e  ffir d ie  K r f i m m u n g s f u n k t i o n e n  H~, 2 ~ ~ ~ ~ ,  w o b e i  wir 
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uns wieder auf  Eif l~chen beschr~nken,  d . h .  au f  geschlossene Fl~chen mi t  
def ini ter  zweiter  Fundamen tMform.  Der  Fal l  v - - -1  (Satz V) wird dabei  
noehmals  mitbewiesen werden. 

W i t  bereehnen zuniiehst  wieder In tegra l fo rmeln  fiir zwei Fl~ehen F und  ~ ,  
die sieh dureh  eine l ineare Sehar  regul~rer Fl~chen 

F t :  j c ( t ) = ~ c + t m ,  m ~ = w ¢ ,  0 < ~ t < _ l ,  

ve rb inden  lassen, wobei  F 0 = F u n d  F 1 = ~ ist. Nach  (9.1) ist  ffir j e d ~  
v (1 _< v < n):  

( - -1Fn!  H~(m n) d A  = (m, du  . . . . .  dn,  d~c . . . . .  d~), 
, . . . . .  y , 

wobei  aUe GrSf~en fiir ein gewisses t g e n o m m e n  seien. Differenzier t  m a n  diese 
Gleiehung nach t u n d  beaeh te t  erstens,  dal3 (m n) d A  unabh~ngig  yon  t ist, 
und  zweitens,  dab  d~: '= dm paral lel  zu e ist, so folgt 

(9.7) (--1)~n! H ' ( w  n) d A  = v(m, dn ' ,  dn  . . . . .  dn,  d~ . . . . .  d~). 

Die reehte  Seite yon  (9.7) l~Bt sieh umformen :  

(m, dn ' ,  dn . . . . .  dn, d~ . . . . .  dx) 
(9.8) ~--1 

= (n', din, dn . . . . .  dn,  dx . . . .  , dx) + d(m, n ' ,  d n , . . . ,  d n ,  d~: . . . . .  d~:). 

N u n  ist 

(n', dw,  dn . . . . .  dn,  d x , . . . ,  dx) 
v - - 1  

= ( - - 1 )  ~-~ g "  (m~ n)  l~ : . .  •/~y-' (wk, Xj, Xr~,. • ~ _ ~ ,  ~ ,  r~_~)" 

• d u  k A d u  8~ A . . . A d u  s~'-~ A d u  r,, A . . . A du~ '*~ ,  

und wegen (1.2) und  (1.5) ist dieser Ausdruek gleich 

(--1) " - ~ g "  e ~ , . . . ~ _ , ,  .... ,~_~ . . . .  ~_,  

also ist  naeh  (1.14) 

(9.9) (rt', dm, d n , . . . ,  dn,  dTc . . . .  , d~) = ( - -  1) ~-~ ( n - -  1)! c~,~ wi w~ (¢ n) ~ d A .  

Mit (9.8) und (9.9) geh t  (9.7) fiber in 

( - - l )~n !  t t , ( t ) '  (m n) d A  = v ( - -1 )  '~-~ ( n - l )  ! g½g (t) -½ c~,~ (t) w~w~(¢ n ) ~ d A  + 

(9.10) + v d (to, 11 (t)', dn (t) . . . . .  dn  (t), d ~c . . . . .  d ~}, 

wo j e t z t  noeh die Abhgngigkei t  yon  t angegeben ist. (Ffir ¢ n (t) waarde die 
Fo rme l  (5.3) benutz t ,  die ffir n-dimensionale  Fliiehen gilt.) Se tz t  m a n  

1 

~¢ -- g½ f ci~ (t) at, C(,) - ~ (t)- ½ 
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so folgt, wenn m a n  (9.10) naeh t integriert :  

n(H~ H ~ ) ( m n ) g A +  v(en)  ~ ~ - -  C(~ w i  wk  dA 

(9.11) 
_ v(-1)v d / ( t i~ ,n( t ) ' ,dn( t ) ,  dn(t),dj¢, d?:)dt. 

(n - 1)! . ~ " ' " . . . . .  
0 v~:l  

Diese Formeln  gelten ftir 1 ~ v g n. Ffir v = 1 ergibt sich nochmals  die 
Formel  (9.5), wenn man  die In tegra t ion  nach t ausfiihrt (ffir v = 1 sind beide 
Glieder auf  der rechten Seite von  (9.8) Ablei tungen naeh t). I m  Speziaffall 
v = n = 2 geht  (9.11) in die Formel  (8.10) fiber. Nun  wird behaup te t :  

Satz VI. Die n-dimensionalen Eilliichen F und ~ seien dreimal stetig di//e. 
renzierbar und gleichartig orientiert (etwa so, dal~ die zweiten Fundamenta l -  
formen posit iv definit  sind). Zwischen F u n d  F bestehe eine die Orientierung 
erhaltende Parallelabbildung ~ = Tp.  Falls dann eine der Kriimmungs/unk- 
tionen H~(1 ~ ~ ~_ n) in entsprechenden Punkten p und p von F und ~ den 
gleichen Weft hat, so ist T eine Translation. 

Beweis: Bildet m a n  X( t )=  ~c + tin, so wird die Determinante  ()cu%j(t), 

~l(t) . . . . .  Jcn(t)) linear in t; daher  gilt die Formel  (8.12) auch filr be, liebig- 
dimensionale Fl~ehen. Daraus  folgt erstens, dab g (t) ffir alle t yon  Null ver- 
schieden ist, und  zweitens, dab lij (t) x i xS positiv definit  ist, d. h. F~ ist eine 
Schar regul~rer Eifl~chen. Naeh  (1.13) ist dann  auch c~( t )x i xk  positiv de- 
finit  ffir alle t und  somit  Ci~ k) xixk positiv definit. Integr ier t  man  nun  (9.11) 
fiber F u n d  wendet  den Satz yon  STOKES an, so erh~lt man  : 

( ~ , - - H , )  (m n) dA + (e n)2 ik C@) wi wk d A 

(9.12) <1),// 
= ( n -  i)! . (w, n(O',  dn(t)  . . . .  , dnff),  d;r . . . . .  d~) dr. 

a F  0 vZ1  

Da H~= H~ ist und  da  das Randintegral  (analog wie beim Beweis des Satzes IK, 
§ 8) versehwindet,  ist also wi--- 0 und  w = const, q.e.d. 

Die Voraussetzung beim Satz VI,  dab F u n d  ~ Eifl~chen sind, wurde 
benStigt, um die Defini theit  der Fo rmen  e~  xi xk sieherzustellen. Ffir ~ = 1 
ist c~1 k) = gik, also ist die Defini thei tsbedingung sogar fiir beliebige Fl~ehen er- 
fiillt: dementspreehend beziehen sich die S~tze V und  V'  auf  beliebige ge- 
schlossene F1/~ehen (allerdings unter  zus~tzliehen Voraussetzungen fiber die 
Regular i t~t  der Abbildung bzw. die Konvexi t~ t  der Fl~ehe in einer Riehtung).  
Ffir ~ = n ist die Definitheit  von  c t~ x~ xk = 2: g-1 l~ k xi X~ gleichbedeutend mi t  
der Defini theit  der zweiten Fundamenta f fo rm;  C~kXiXk ist also nur  auf  Ei- 
fli~chen definit.  

Dagegen gibt  es fiir 2 ~ ~ ~ n -  1 (falls n ~ 3) aueh nicht -konvexe ge- 
sehlossene Fl~chen, auf  denen c,~ x ix~ fiberall definit  ist ;  z . B .  la~sen sich 
Fl~ehen vom topologischen Typus  S,  × S . _ ,  mi t  dieser Eigensehaft  konstru-  
ieren: man  geht  yon  einer gesehlossenen K u r v e  aus und  tr~gt  in jedem P u n k t  
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in der n-dimensionalen Ebene senkrecht zur Tangente eine Sphgre Sn_ 1 von 
konstantem Radius r ab. Auf der entstehenden Flgche sind n - -  1 Haupt -  
kri immungen konstant  gleich I/r, w~hrend die n. te Hauptkr i immung,  wie 
man ausrechnen kann, ~ - -  k/1 - -  r k ist, w o k  die Kri immung der Kurve  be- 

OHv 
deutet.  Bei geniigend kleinem r wird ~ > 0 fiir 2 <_ v ~ n -  1, und dies 

ist naeh (1.13) gleichbedeutend mit  der gewiinschten Definitheit. 

2 g v ~ n - -  1 gilt der Satz VI  also such ffir gewisse nicht-konvexe 
Fl~ehen, wobei allerdings die Definitheitsbedingung nicht nur fiir F u n d  F,  
sondern fiir alle Flgchen F t benStigt wird. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz VI  ist: 

Satz VI'.  Die dreimal stetig diHerenzierbare Eifl~che F babe die Eigenscha/t, 
daft eine Kriimmungs]unktion H~ (1 ~ ~ g n) in ~e zwei Punlcten, die au/ einer 
zu ¢ parall, len Geraden liegen, den gleichen Wert hat. Dann gibt es eine 
Spiegelung an einer n-dimen, ionalen Ebene senlcrecht zu ¢, welche F in sich 
iiber/iihrt. 

Aus diesem Satze ergibt sich ein neuer Beweis des Satzes von W. S0ss [9], 
dab die Sphgren die einzigen Eiflgchen mit  konstantem H~ sind. Bei einer 
solchen Fl~che sind nitmlich die Voraussetzungen des Satzes VI '  in jeder 
Richtung ¢ erfiillt. Daher ist F in jeder Richtung symmetrisch, mu8 also 
eine Sphgre sein. 

Multipliziert man die Integralformeln (9.12) mit  positiven Konstanten a~ 
und summiert,  so erh~lt man eine Integralformel, aus welcher der Trans- 
lations- und der Symmetriesatz (etwa fiir Eifli~chen) im Falle der Funktion 
U = 27a, H, folgt. Insbesondere gilt: 

Satz VII. Die einzigen (dreimal stetig di/ferenzierbaren) n-dimensionalen 
Ei/ltichen mit konztantem 

n 

U = ~.." a~H~, a~ > 0, 

sind die n-dimenaionalen Sphi~ren. 

Allgemeiner kann man Funktionen W (/c 1 . . . . .  kn) betrachten, die in allen n 
Variablen symmetrisch und fleichsinni 9 monoton sind, genauer gesagt, bei 
denen etwa W** > 0 fiir positive ki ist (W sei n-real differenzierbar). Be- 
sehr£nkt man  sieh auf  analytisehe Fl£chen, so tassen sich die Methoden des 
§ 5 anwenden*°); man erh~lt z. B. folgenden Satz: 

Satz VIII.  D/e Sphiz're iat die einzige anatytlsche n-dimensionale Ei/liiche, 
au] der eine Funktion W (k x . . . . .  k ,)  der obigen Art konatant ist. 

"Wit untersuehen zum Schlul~ noch, ob man  die hier verwendete Methode 
der IntegraLformeln aui~er auf  die elementarsymmetrisehen Funktionen der 
Hauptkr t immungen such auf allgemeinere Funktionen anwenden kann. Dabei 
besehrgnken wir uns auf  den Fall n = 2. 

~*) In der Formel (5.2) hat man a~J duroh 1/n 2~ v Unp c~) zu ersetzen. 
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Die Voraussetzung U = U beim Translationssatz I hat  gem~B § 5 die 
lineare Differentialgleichung (D) fiir die Funktion w zur Folge. Das zugehSrige 
in]initesimale Problem liefert den Differentialausdruck 

L(w) = (¢ n) aiiWu,,j + (-- (¢ 1l) a ti Fiki + 2 aik(¢ rti)} wk = U (H,K)', 

der unter dem Integral (5.2) auftritt ,  wobei 

ati = {_ UH gil + UK Ci~ 

ist. ~Vir fiihren ein skalares Produkt  zweier Funktionen v und w auf F ein 
durch 

(9.13) (v, w) = f vw(¢u)  dA = f v w d x d y .  
F F 

])ann sind die elementarsymmetrischen Funktionen der Hauptkrfimmungen 
in folgender ~reise gegeniiber anderen Funktionen ausgezeiehnet: 

Der Di]/erentialawsdruck L(w) ist dann und nur dann selbstad~ungiert [ii~ 
alle Fliichen F beziiglich des Skalarproduktes (9.13), wenn UH und U~ lconstant, 
also U = a H + b K ist. 

Die Tatsache, dal3 L (w) fiir U = H bzw. K selbstadjungiert ist, folgt aus 
der Formel (9.10), genauer gesagt: aus der Formel, die entsteht, wenn man 
bei der Herleitung yon (9.10) den Vektor m durch t~ -~ v e ersetzt, wo v eine 
zweite Funktion ist. Dal~ U .---a H + b K die einzige Krfimmungsfunktion 
ist, fiir welche dies bei allen Fl~chen F eintritt, kann dureh eine Rechnung 
eingesehen werden, die wir hier nicht durchffihren. 

Im § 5 wurden die Fglle, in denen die Differentialgleichung (D) nieht 
selbstaxtjungiert ist, durch Obergang zur selbstadjungierten Gleichung (Do) 
behandelt. 

§ 10. Verhalten der Kriimmungsintegrale bei Steinerscher Symmetrisierung 
Die Integrale in § 8 und § 9 kTnnen geometrisch gedeutet werden. Dazu 

fiihren wir das v-re Kri~mmungsintegral einer n-dimensionalen Fl~che ein durch 

C ~ = f H ,  dA,  O ~ v ~ n .  
F 

Co= A ist der Fl~cheninhalt yon F und C,  der Inhalt  des sphi~rischen Bildes. 
Bei einer Variation (4.1) yon F m i t  beliebigem Variationsvektor w wird C, 

eine Funktion yon t. Zungchst berechnen wit C~: Naeh (9.1) ist 

(10.1) (--1)~n! H~dA ---- (n, dn . . . . .  drt, dy: . . . . .  d?:), 

also unter Beachtung yon n 'n  ---- 0: 

(--1)~n! (H, dA)'  = v(n, dn' ,  dn . . . . .  dn, d~, . . . .  d ; )  + 

(10.2) , -1  
+ ( n - -  v) (n, din, d n , . . . ,  drt, d~ . . . . .  d~). 
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Zur  Abkfirzung fiihren wir Dif ferent ia l formen ~ und  ~ v o m  Grade  n -  1 
ein durch  

(--1)~n! ~ = v(11, n ' ,  d11 . . . .  , dn,  d r  . . . . .  d~) 

(--1)~n! ~ = ( n - -  v) (11, m, d11 . . . . .  du,  d r  . . . . .  d~). 
v 

Wegen n ' r t  = 0 wird 

(--1)~n! d ~ , =  v(n, dn ' ,  dn . . . . .  d11, d r  . . . . .  d r ) ;  

auge rdem 

(--1)"n! dv2~ = (n - -  v) (1l, dm, d11 . . . . .  dll, dr  . . . . .  dir) 

- - ( n - -  v) (m, d11 . . . . .  d11, d r  . . . . .  d~). 
u + l  

Also k a n n  m a n  fiir (10.2) schreiben:  

(10.3) (--1)~n! (H, dA) '= (n-- v) (m, dn . . . . .  d11, d r , . . , d r )  + (--1)"n ! d (~v~+ ~v~), 
~ -1  

oder  nach  (9.1): 

(10.3') (H, dA)'  = - - ( n - -  v) H~+i(m n) dA + d(cf~ + y~). 

Fiir  eine geschlossene Flgche folgt daraus :  

(10.4) C" = - - ( n - -  v) f H~+l(m n) dA. 
F 

Ffir v = 0, d. h. fiir die Varia t ion tier Oberfli~ehe, ist diese Formel  bekann t ;  
fiir v = n ist C~ gleieh dem Randin tegra l  yon  ~.0, das nur  yon 11 abhi~ngt. 

Von je tz t  an sei 0 ~ v .~ n - - 1 .  Aul~erdem besehri~nken wir uns auf  
ParaUelvariationen, d. h. au f  Var ia t ionen  in kons tan te r  Rich tung  e : 

t o = W e .  

Differenziert  m a n  (10.3) nach  t u n d  beachte t ,  dab  je tz t  d r ' =  d m  parallel  
zu to ist, so folgt 

(--1)"n! (H, dA)"  = (n- -  v) (v + 1) (to, dn ' ,  dn . . . . .  dn,  d r  . . . .  d r )  + 
(10.5) 

+ (--1)~n[ d(~v" + ~fl',). 

I n  (10.5) kann  m a n  die reehte  Seite naeh  (9.8) umfo rmen  und  (9.9) (fiir v + 1) 
einsetzen;  dann  erh~lt  m a n  

(10.6) n(H, dA)"  = (n- -  v) (v + 1) ~k c(,+l) (ms u) (m~ n) dA + d o~, 

wobei  die to, gewiase F o r m e n  v o m  Grade  n -  1 sind. Aus (10.6) ergibt  sieh 
n u n :  
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Bei Parallelvariation einer geschlossenen Fldche ist 

(10.7) C:' (n - -  ~) (v + 1) f i~ (¢ n)2dA n C~ ~1) w i  w k  " 

Eine Fl~iche m i t ¢  1l ------- 0 nennen wir einen Zylinder. Wie man  leicht sieht, 
ist ¢ u - ~  0 gleichbedeutend damit ,  dab F yon  einer ( n - - 1 ) - p a r a m e t r i g e n  
Schar  zu ¢ paralleler Geraden gebitdet wird. Bei Paral lelvariat ion in dieser 
R ich tung  wird F also in sich transformiert .  Schliel3t man  diese MSglichkeit 
aus, so folgt  aus (10.7): 

Satz IX. F sei eine n-dimensionale (dreimal stetig di/]erenzierbare) ge- 
schlossene Fli~che, weIche keine Zylindersti£cke enthi~lt und bei der die quadrati- 

.i~ x /iir ein gewisses r (0 ~ v ~ n - -  1) ~berall positiv de]init ache Form ,(v+l) ixk 
ist. Dann ist bei jeder linearen Parallelvariation von F 

C7> 0, 

und das Gleichheitszeichen steht nur, wenn die Variation eine Translation ist. 
Die folgenden Spezialfiille des Satzes I X  seien besonders hervorgehoben:  
1. Fiir u = 0 wird C~l)i~ = gik, also folgt : Bei Parallelvariation eincr beliebigen 

F~che ist A " ~  O. Dariiber hinaus ist in (10.6) die Fo rm w0= 0, wie man  bei 
direkter  Herlei tung aus (10.1) fiir v = 0 sieht. Daher  gilt sogar d A " ~  O. 
(Dabei geniigt es, wenn die Fl~chen einmal stetig differenzierbar sind.) 

2. Bei ]eder nic~trivialen Parallelvariation einer Ei/15che ist C'~'> 0 /iir 
v = 0, . . . ,  n - -  1. 

Es gibt  aber auch nicht-konvexe Fliichen, bei denen die ersten n - - 1  
Kri immungsintegrale  C~ (v = 0 . . . .  , n - -  2) bei jeder (hinreichend kleinen) 
Paral lelvariat ion konvexe Funkt ionen  des Variat ionsparameters  sind, z. B. die 
i m §  9 konstruier ten n-dimensionalen RShrenfl~chen. 

Der  im § 9 gegebene Beweis des Translat ionssatzes V bzw. VI  l~Bt sich 
nun folgendermal~en beschreiben: Bei der linearen Paral lelvariat ion,  welche 
F i n F  fiberffihrt, ist in (10.4) nach  Voraussetzung H~+ 1 = / / , + t  (0 ~ v _< n - -  1) 
und  (to u) dA = (m ~) dA,  also 

(lO.S) c : ( 0 )  = c;,(1). 

Die konvexe Funk t ion  C~ (t) ist daher  linear, also ist die Variat ion eine Trans- 
lation. 

Is t  speziell F eine in der Rich tung  ¢ konvexe Fl~che und ~ das Spiegelbild 
yon  F an einer zu ¢ senkrechten Ebene E,  so ergibt  der bet rachte te  Variations- 
prozeB fiir 0 ~ t --< { die Icontinuierliche Steinersche Symmetri~ieru,~] an E~I): 
Ffir t = { ist Ft die symmetr is ier te  Fl~che, w~hrend die Flgchen Ff  und  
FI_ t spiegelbildlich (aber gleichartig orientiert) sind. Wegen C v (t) = C, ( 1 -  t) 
ist 

(10.9) C: (1) = - -  C', (0), 

~1) Vgl. W. B~SCnKE [6], S. 250. - -  P6LYA und SzE(~6 [10], S. 200. An beiden Stellen 
wird der Fall v = 0 des untenstehenden Satzes X bewiesen, 
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~180 
1 

C:(1) - -  O's(o) = - -  2 O's(O) = f C " ( t )  d t .  
0 

Auf Grund des Satzes IX folgt daraus: 

Satz X. Die geschlossene Fldche F sei konvex in der Richtung e ( im engeren 
Sinns)  und er/iille die Voraussetzungen des Satzes I X .  Dann nimmt C~ bei 
kontinuierIicher Steinerscher Symmetrisierung monoton ab : 

V'~ < 0, 

aufler wenn F bereits symmetrisch ist. 

Darin ist enthalten: Bei Symmetrisierunq einer Ei/ldche nehmen alle 
C~(v= 0 . . . . .  n -  1) monoton oh. 

Beim Satz X wurde angenommen, dal3 die Flachen dreimM stetig diffe- 
renzierbar und konvex im engeren Sinne sind, insbesondere also in der Rich- 
tung e die Eigenschaft (a), § 2, haben. Bezieht man die gespiegelte Fl~ehe 
und damit die ganze Fl~tchenschar F~ auf die Parameter yon F, so folgt also 
aus Lemma 1 (§ 2) bzw. dessen n-dimensionaler Verallgemeinerung, dab bei 
kontinuierlieher Symmetrisierung die variierten Flachen zweimal stetig 
differenzierbar sind. (Ffir die Oberflaehe genfigt einmalige Differenzierbarkeit, 
also zweimalige Dffferenzierbarkeit der Ausgangsflache.) 

Der Symmetriesatz V' bzw. VI' ergibt sich nun so: nach der Voraussetzung 
fiber H~+ 1 gilt (10.8); zusammen mit (10.9) folgt C'(0) = 0, also ist F sym- 
metriseh. 

§ 11. Randwerts{itze fiir berandete Fl~ichen 

Die bisherigen Satze beziehen sieh auf geschlossene Flachen. Man kann 
mit den gleiehen Methoden Satze fiber berandete Flachen gewinnen, wenn 
man diesen geeignete Randbedingungen auferlegt. Wir fiihren dies ffir die 
Resultate des § 9 durch. 

Wit betraehten also zwei im Endlichen liegende, yon endlich vielen ge- 
sehlossenen Mannigfaltigkeiten berandete Flachen F und ~, die dutch eine 
Parallelabbildung aufeinander bezogen sind und im fibrigen die Voraus- 
setzungen des Satzes V erffiUen. Insbesondere hat also H 1 in Punkt und Bild- 
punkt den gleichen Wert. Dann gelten die Satze 

Satz Va. Falls am Rande ~ ?: ist, 8o ist i~berall ~-~ ~, die Fl~chen sind 
also identisch. 

Satz Vb. Falls am Rande ff ~ n izt, so unterscheiden sich die Fltichen nur 
dutch eine Translation. 

In beiden Fallen versehwindet namlich auf Grund der Randbedingungen 
das Randintegral in (9.6), so dab der Beweis wie beim Satz V geffihrt werden 
kann. 

Fiir die KriimmungsgrSi]en H, (2 g v ~ n) erh~lt man analoge Satze, wenn 
man etwa Flaehen mit definlter zweiter Fundamentafform betrachtet, welehe 
im fibrigen den im Satz VI gesteUten Forderungen genfigen sollen. Ins- 
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besondere soll in entsprechenden Punkten yon F und ]7 also H~=/7~ sein. 
Dann folgt: 

$atz Via. Falls die Fl~chen am Rande iibereinstimmen, so sind sie iiberall 
identisch. 

Satz ¥Ib.  Falls die Fldchen am Rande das gleiche splgirisohe Bild haben, 
so sind sie ]congruent. 

Zum Beweis hat  man die Integratformel (9.12) zu betrachten: Im ersten 
Falle ist am Rande m = 0; im Falle b ist dort ~---n,  also gilt am Rande  
(~i-- ~t) u = mi n = 0 und daher nach (4.3) und (5.3) n (t)' -- 0 fiir alle Fl~iehen F , ;  
in beiden Fiillen verschwindet demnaeh das R~ndintegral in (9.12), und daher  
mui] w konstant (ira Falle a sogar gleieh Null) sein. 

~Vir beschr~nken uns jetzt auf  den Fall n = 2 und auf Fl~chen, die sieh 
in der Form 

(11.1) z ----/(x,y) 

darstellen lassen. Die soeben formuliert~n S~tze ergeben dann Aussagen fiber 
die Einzigkeit der L6sungen gewisser elliptiseber Differentialgleichungen: 
Zum Beispiel sagt der Satz Va aus, dal3 die bekannte I)ifferentialgleiehung 
,,H = gegebene Funktion von x, y"  h6c, hstens eine LSsung / (x, y) besi~zt, welche 
vorgeschriebene Randwerte annimmt. Da die genannte Differentialgleiehung 
fiir jede LSsung elliptisch ist, folgt dies aueh aus bekannten Einzigkeitssiitzen 
(vgl. E. HOPF [13]). 

Der Satz VIa  besagt, dab die entspreehende Differentialgleichung , ,K= ge- 
gebene positive Funktion yon x, y" zu vorgeschriebenen Randwerten h6chstens 
zwei LSsungen besitzt (niimlich hSchstens eine mit gegebenem Vorzeichen der 
zweiten Fundamentalform, d. h. mi t / z~  > 0 bzw./zz  < 0). Diese Aussage ist 
ein Spezialfall eines Satzes yon RI~LLIC~ [11] fiber Monge-Amp~resche Dfffe- 
rentialgleichungen. 

Die beiden genannten S/~tze (ffir H und K) wurden hier mit Hilfe der 
Integralformeln (8.5) bzw. (8.11) bewiesen. Dabei ergeben sich auger fiir das 
erste Randwertproblem auch noch Aussagen fiber eine andersartige Rand- 
wertaufgabe (Fall b). Betraehtet man speziell Fliiehen, bei denen die Rand- 
kurven Sehattengrenzen sind, wo also am Rande ~ = n horizontal ist, so liiflt 
sich diese Randbedingung bei Besehriinkung auf Fliiehen (11.1) folgender- 
maBen ausdriicken: 

Die ersten Ableitungen p---/x, q - - /~  der Funktion / ( x , y )  genfigen bei 
Ann~iherung an die Randkurven C des Gebietes in der x, y-Ebene den Be- 
dingungen 

p q _+ ]~, (11.2) p2 + q,_~ ~ ,  ~/~, + q, ~ ~' ~p-i--~+ 

wobei (~, ~) die Kurvennormale yon C ist. 

§ 12. Ein Unitiitssatz fUr elliptisehe partielle Differentialgleiehungen 
Zum SehluB kommen wit noehmals auf die Betraehtungen des § 5 zurfick 

und zeigen, daft die dort verwendete Methode bei Besehr'ankung auf  Fl~chen 
(11.1) einen atlgemeinen Satz tiber Differentialgleiehungen liefert. 

Math. Ann. ] 31 15 
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Wir  betraohten eine Funk t ion  q~(x,y, p, q, r, 8, t), die ffir alle Werte  x , y  
aus einem beschr/~nkten (zusammenhgngenden) Gebiet  G und  fiir beliebige 
p, q, r, s, t stetig definiert  ist und stetige erste Ablei tungen nach  p, q, r, s, t 
besitzt. Den Bereieh der 7 Variablen x, y, p, q, r, s, t nermen wir R.  Setzt  
m a n  ffir p, q und  r, s, t die ersten bzw. zweiten Ablei tungen einer in G zweimal 
stetig differenzierbaren Funk t ion  u (x, y) ein, so ist 

~ ( x , y , p , q , r , s , t ) = O  

eine I)ifferentialgleichung ffir u. Diese heiBt elliptisch ]i~r eine LSsung u, wenn 

(12.1) ~br~bt--(~- ~bs)2 > 0 

ist, und  zwar fiir alle yon  u (x, y) induzierten Wer tekombina t ionen  x, y, p, q, 
r, s, t, d. h. ffir aUe Punk te  der yon  u (x, y) erzeugten 2-dimensionalen F1/~che 
in R . .  

Diejenigen Punk te  yon  R, die der Ungleiehung (12.1) genfigen, bilden 
eine offene Menge in R,  welehe in zwei Teile mi~ q~ > 0 bzw. q~ < 0 zerFatlt. 
Wir  werden nun  gewisse Annahmen  fiber die F o r m  dieser Gebiete maehen  
und  den folgenden Einzigkeitssatz beweisen: 

Satz XI. Die Funkt ion  q~ sei so beschaHen, daft bei be.liebigem /estem x o, Yo, 
Po, qo die beiden durch 

q~,~t - - (4~bs)2  > 0 '  ~b > 0  bzw. ~b~<0 

de/inierten Gebiete des r, s, t .Raumes stets konvex sind (wobei auch die leere 
Menge als konvex angesehen wird). Dann  hat die Di/]erentialgleichung ~ = 0 
zu geqebenen Randwerten hSchstens zwei LSsungen, /iir welche sie elliptisch ist, 
und zwar hSchstens je eine Lb'sung mit q5 r > 0 bzw. ~ r  < O. 

I)er  Beweis kann  folgendermaBen geffihrt werden:  
1. D a  es zwei Klassen yon  elliptisehen LSsmlgen gibt,  n~mlich solche mit, 

qb, > 0 bzw. ~b r < 0, so genfigt es, wenn m a n  zeiglb, dab jede Klasse h6chstens 
eine LSsung (mit gegebenen Randwer ten)  enthii~It. Falls eines der beiden ira 
Saf~z X I  genannten  konvexen  Gebiete fiir alle x, y, p, q leer ist, so kann  
fiber(lies nu t  eine L f s u n g  auftreten22). 

2. Die Funkt ionen  u und  ~ seien LSsungen aus derselben Klasse, die auf  
d e ~  Rande  fibereinstimmen. D a  w = u - -  u am Rande  verschwindet,  b raucht  
m a n  n u t  den Fall  zu betraehten,  wo die Funk t ion  w ihr Maximum oder Mi- 
n imum im Innern  yon  G annimmt.  Wi t  beweisen: /alts w im Punkte  o ein 
Ex t r em um  hat, so ist w konstant in einer Umgebung von o. Daraus  folgt dann,  
dab w -~ c = 0, also ~ ~ u ist. 

a) I n  o ist Po = Poo qo = qo und  

q~(xo, Yo, Po, qo, to, So, to) = ~(xo,  Yo, Po, qo, to, so, to). 

it) E. HoPF beweist einen Satz yon dieser Art: das eine Gebiet ist der ganze r, s, t- 
t~mm, dsm tmdere 1st leer. Vgt. [13], S. 150, Voraussetzung c) (ftir die Differenz zweier 
IAtmmgen). 
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Naeh dem Mittelwertsatz folgt daraus, dab die zweiten Ableitungen yon w 
im Punkte  o einer Gleiehung 

(12.2) ~*  (wxx)o H- ~bs (w~)o -b ~5" (wy~) 0 = 0 

geniigen, wo die Ableitungen yon ~5 an einer Stelle r*, s*, t* zwisehen to, So, t o 
und ro, So, t0 zu nehmen sind. Da  in den Endpunkten  dieser Streeke (12.1) 
gilt, ist dies wegen der vorausgesetzten Konvexi t~t  aueh an der Zwisehenstelle 
der Tall, und daher folgt aus (12.2), dab das zweite Differential yon w in o 
entweder indefinit oder ~- 0 ist. Da w in o ein Ex t r emum hat, versehwinden 
also in o aueh die zweiten Abteitungen yon w. 

b) Nun zeigt man  in iiblieher Weise, dab w einer linearen elliptisehen 
Dffferentialgleichung genfigt (die Konvexiti~tsbedingung wird dazu nieht mehr 
ben6tigt): Man bitdet die Funktionensehar u ~ =  u -l- v w fiir 0 ~ • ~_ 1 und 
setzt diese in ¢ ein. Dann finder man  dureh eine zu (5.1) analoge Betraehtung 
ffir w die Differentialgleiehung 

(12.3) A wxx ÷ 2 B wx~ ÷ C w ~  ~ D w~ H- E w~ ~ 0, 

wo A, B, C, D, E stetige Funktionen yon x, y sind, die aus ¢ r ,  ~ ~s, ~ ,  ~ ,  
~5q dureh Mittelbildung fiber T entstehen. Da die ersten und zwe~ten Ab- 
leitungen yon u~ in o unabh~ngig yon T sind, gilt (12.1) im Plmkte  o ffir alle T, 
und daher ist in o auch A C - -  B ~ > 0, d. h. die Gleiehung (12.3) ist in einer 
Umgebung yon o elliptiseh. Dann mul~ aber w in dieser Umgebung yon o 
konstant  sein, denn nach dem Maximumprinzip k6nnte sonst w in o kein 
Ex t remum haben (vgl. [13], S. 147). 

Als Speziaffall des Satzes X I  erh~lt man  den im § 11 zitiert~n Satz yon 
R~.LLICH [11 ], wenn man  

~- E ( r t  - -  s 2) -i- A r - t -  2 B s -i- C t q- D 

w~hlt, wo A, B, C, D, E Funktionen yon x, y, p, q sind. Bei einer solehen 
Funktion ~ sind n~mlich die Konvexit~tsbedingungen des Satzes X I stets 
erffillt: Kfirzt man  die Ableitungen yon ~5 nach r, s, t ffir den Moment mit  
a, 2b, c ab ,  so ist 

(12.4) a = E t -F A ,  b = - -  E s + B ,  c = E r-~- A .  

Die Funktionen A, B, C, D, E sind ffir feste x ,  y ,  p ,  q konstant.  Von den 
beiden Gebieten 

(12.5) a c - - b a > O ,  a > 0  bzw. a < 0  

ist daher ffir E = 0 das eine leer, das andere entweder leer (falls A C -  B ~ ~ 0) 
oder der ganze Raum;  ffir E ~= 0 stellt (12.5) das Innere eines elliptisehen 
Kegets dar, zerfallt also in zwei konvexe Gebiete. Man sieht dies ein, wenn 
man im r, s, t -Raum dureh die lineare Transformation (12.4) neue Koordi- 
naten a, b, c einfiihrt. 
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Z u s a t z  b e i  d e r  K o r r e k t u r :  Inzwisehen  le rn te  ich die A r b e i t  yon  A. D. 
ALEXANDROV: Ein ige  S~tze f iber  par t i e l l e  Dif ferent ia lg le ichungen (russ.), 
Ves tn ik  Len ingradsk .  Univ .  1954, Nr .  8, kennen,  in der  ~hnliche ]~berlegungen 
wie im obens tehenden  § 12 en tha l t en  sind. 
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