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Eindeutige Losungen der Differentialgleichungen
w'=P(z,w).
Yon
Hans WirricH in Karlsruhe.

In den Differentialgleichungen
M w’ = P(z,w)=a,@) w* + @) w1+ +an(z),n =2 2,

seien die Koeffizienten a;(z) Polynome. Di¢ Forderung, daf (1) mindestens
eine in |z| < o elndeutlge analytische, nichtrationale Lisung w(z) besitzen
soll, bedingt die Gradbeschrinkung » < 3, so da8 fiir » nur die Werte 2 und 3
in Frage kommen. Bekanntlich sind alle Lésungen von w'' = 6 w? + 4, w +
+ A, und W'’ = 2u? + A; w? 4+ A, w+ A, fir konstante A; in |z| < co ein-
deutxg Diese Drfferentxalg]exchungen haben iiberdies die Eagenschaft daB es
zu beliebigem endlichen z = p stets eine Losung w(z) gibt, die z = p zur
Polstelle hat. Fordert man entsprechend fiir nichtkonstante Koeffizienten
a;(z) die Eigenschaften

E;: Es gibt mindestens eine in |z| < co eindeutige analytische, nicht-
rationale Losung w(z) von (1),

E,: Zu beliebigem endlichen z = p gibt es eine in |z— p| < r eindeutig

analytische Losung, die z = p zur Polstelle hat: w(2) = m+ -+, falls

n=2, w(z)=;f7+---,fansn=3,A=i 1,

go verbleiben von (1) nur die Gleichungen der Form

(2) W' = a(2) + b(z) w+ 6 w?

3) w' = a(z) + b(2) w4+ c(z) w?+ 2ud,

wobei die Koeffizienten in (2) und (3) noch gewissen Bedingungen geniigen
miissen.

Fiir jede Losung w (2) geht, wie zu erwarten ist, die Ungleichung des zweiten
Hauptsatzes?) in eine Gleichheit {iber

4) X mirc)+ N (r%}—) + 2N w)— N(r,w) =2 T(r )+ 8(r), ¢= 3.
i=1
(4) gilt fiir alle r, und das Restglied ist von der Form §{r) == 0 {log r), da jede

Losung von endlicher Ordnung ist. Die hier betrachtéten Differentialglei-
chungen gestatten nimlich, die vom Beweis des zweiten Hauptsatzes bekannte

q
Beziehung m (r, juw') = 2 m(r, ¢;) — K, log r (da w (z) von endlicher Ordnung)
durch m(r, 1/w') < Z’ m(r, ¢;) + Kylogr zu erginzen und damit auf die

1) Fiir Bezeichnungen und Ergebnisse vgl. man R. Nevanrinwa: Eindeutige analyti-
sche Funktionen. Berlin 1936.
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Giiltigkeit von m (r, 1jw') = Z m(r, ¢;) + O (log ) zu schlieBen, was nach dem

ersten Hauptsatz (4) entspmcht Weiter lassen sich noch Aussagen iiber das
relative Anwachsen der im zweiten Hauptsatz vorkommenden Gré8en machen.
Zur Herleitung dieser Eigenschaften der Losungen wird nur die gegebene
Differentialgleichung herangezogen, also ein Aufbau auf Ergebnisse einer ein-
gehenden Integrationstheorie bewuBt vermieden. FEin solches Vorgehen
scheint insbesondere dann gerechtfertigt zu sein, wenn eine Differential-
gleichung als Definition einer bestimmten, evtl. neuen Gattung transzen-
denter Funktionen angesehen und ein erster Einblick in die funktionentheoreti-
schen Eigenschaften der Losungen angestrebt wird.

1. Zuerst werden unter der Annahme, dafl B, und Z, erfiillt sind, notwen-
dige Bedingungen fiir die Gestalt von (1) abgeleitet. Eine gegebene Diffe-
rentialgleichung (1) besitze gemiB E, eine in |2| < oo eindeutige nichtrationale
Losung w(z). Da in (1) nur das Glied a,(z) w" die maximale Dimension n = 2
hat, kann w (z) nicht ganz transzendent sein. w(z) muBl also Pole besitzen,
und zwar in unendlicher Anzahl. Hitte ndmlich w (2) nur endlich viele Pole,
80 wire mit einem passenden Polynom p(z) die Funktion ¢ (z) = p(z) w(2)
ganz transzendent. g (2) miiBte dann Losung einer algebraischen Differential-
gleichung Q(z, ¢, ¢, ¢"’) = 0 sein, in der nur ein Glied, nimlich e, p® g, mit
gréBter Dimension n = 2 vorkommt, was unméglich ist. Danach gibt es eine
Lésung w (2}, die fiir 2 = p mit ay(p) == 0 einen Pol hat. Mit dem fiir [z — p| < r
( "l)l - - folgt wegen A_; + Oaus (1) A+ 2= 1n,
z—
eine Beziehung, die nur fiir ﬁ =1, n=3 und 4 = 2, n = 2 moglich ist. Nach
E, s0ll (1) auch im Punkte z = p mit a,(p) = 0 eine Lisung haben mit einem
Pol der Ordnung 2 bzw. 1, was aber fiir ay(z) == const. unmoéglich ist. Wegen
der in E, getroffenen Normierung gilt a,(z) = 6 bzw. a,(z) = 2. Das sind aber
die Gleichungen (2) und (3 ( )

Mit w(z) =

giiltigen Ansatz w (2) =

@) w =—a(z)+6u2,a(z)aa+bh+6h2—h".

I S
(z— p)’+

erhilt man durch Koeffizientenvergleich ¢, = ¢y =¢, =0 und 12¢, =

Geht man mit dem Ansatz u = + ¢y + -+ in (2') ein, so

a”{p)
3

+12¢,. Da mit w{z) auch % (z) unendlich viele Pole hat und firr jede Pol-
stelle o’’(p) = 0 gilt, muBl «''(2) =0, also a(z) = g 2+ f, erfillt sein. (2')
hat also die Form

(Py) w" = (o 2+ fo) + 6 .
Die entsprechende Transformation fithrt bei der Wahl & (2) = — cg,) (3) tiber in

(3) w’ = a(®) + B2 u+ 2w
a@@)=a-+bh+ch®—n", BRI=b+2ch+ 6A.

Mit u (z) = ?g—p—}- ¢y + €y (z—p)+ + -+ ergeben sich die Gleichungen 4% =1,
G =0, ﬁﬂ(P) +66,=0, 20y =a(p)-+ 4 (p)+60cy 6y ='(p)+ f(P) -1
+ B'(p) 5+ 64ci+ 8¢
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Aus der letzten Gleichung folgt Wegen Bp)ey=—864ct:

o' (p) + 5- ﬁ" (p) =

Fiir jede Polstelle einer Lésung von (8) muB also «'(p) +—4—;2)~ B (p)=0

mit 42(p) == 1 erfiillt sein. Es wird behauptet, daB a«'(2) = ' (2) = 0 gelten
mull. Ist im Gegensatz zur Behauptung &' (2) =0, §7(2) = 0, so liBt sich aus
den unendlich vielen Polstellen von % (z) z = p so wihlen, daB o«'(p) <0

und S (p) = O erfiillt ist. Fiir dieses z = p gilt dann « (p) + égi B {p)=0
Nach E, gibt es eine fiir |z— p| < r giiltige Losung «, (z) mit der Entwick-

AI v A +r
hing () = F22 4o 4, (p)=—A(p). Wegen o (p)+ 4 p7(p)

= o (p)— (p) B (p)=0 mul o (p) = f'(p)= 0 sein, was der Wahl des

Punktes z = p widerspricht. Es ist also «(z) = &y, §(2) = f, 2+ Py, und man
erhiilt fiir (3') die Form

(Py) W’ =g+ (B 2+ o) u+ 2us,

Durch die Substitutionen u=py, z=x-+ A2, y,» und 1 passende Kon-
stanten, gehen (P,), (P,) iiber in die Normalformen

(Py) y' =z+6y falls in (Py) &+ 0,
(P2) ¥ =c+2y+ 2y falls in (P,) B, =0,
(B1) y' =a+ 6y falls in (P)) oy =0,
(E,) Yy —=a+by+ 24 falls in (Py) B, = 0.

(Py) und (P,)sind die beiden ersten Parnvevischen Differentialgleichungen2).
(E,), (£,) sind durch elliptische Funktionen oder Ausartungen derselben inte-
grierbar. Geht man von (P,) und (P,) zu (2) und (3) zuriick, so erhilt man

B) a(z) = ag 2+ Py + 6 2 — 1", b(z) = 12 h(2),
(3) a(@)=oay+ przh+ Boh+2h —Rh", b(z)=Pyz-+ B+ 6R2
c(z)=86h.

Man bekommt danach alle Differentiaigleichungen (2) und (3), die den ange-
gebenen notwendigen Bedingungen geniigen, indem man in (2) und (3) fiir A(z)
ein beliebiges Polynom einsetzt.

2. Zum Nachweis, daB umgekehrt jede Differentialgleichung (2) bzw. (3)
mit den in (2) bzw. (3) angegebenen Koeffizienten die Eigenschaften K, und &,
hat, darf man sich auf die Gin. (P,),. .., (¥,) beschrinken. Weiter geniigt es,
die Betrachtungen fiir (P,) durchzufiihren, da sich die restlichen Differential-
gleichungen entsprechend behandeln lassen.

Zum Nachweis von E, wird eine beliebige endliche Stelle 2 = p ausgewiihlt

und dazu eine Zahl A(p)=1 oder — 1. Mit y(z)= -
= xfp + h(x— p), t = x — p, erhilt man formal
h"(t)mc+(t+p)( +k)+6 h+———}z3—{-2k3

%) Vgl. E. L. Ince: Ordinary Differential Equations. Dover Publications, — (. Va-
LIroN: Equations Fonctionelles Applications, Paris 1945.
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und durch Koeffizientenvergleich
(5) {6c1+pA=O, d4eg+c+A=0, 6¢g=06¢c;+pe+64c],
(n('n-—l)---6)c,,—c,,_:,,+pc,,_2~l—6Aa,,l 1+2B,, g =Plc1,Cas ..., Cny)

fir n2 4. In (5) ist Ap= 7670,, _js ,,—Zc A4,_; und P ein Polynom

i=
inec,Cgy..., Cyp. Aus den beiden ersten Glelchungen berechnen sich bei
gegebenem p und A(p) ¢; und ¢, eindeutig. Mit diesem ¢, ist wegen
G(pA24+6dc)=c A(p A+ 6c)=0 die dritte Gleichung fiir beliebiges
¢, erfiillt, Nach Wahl von ¢; berechnen sich dann alle weiteren Koeffizienten
eindeutig, so dafl zu gegebenem p und 4 (p) stets eine formale Losung von
(P,) gefunden werden kann.

Es sei nun C = Max (¢,|, Vlc,] 3]/—0: |, K) mit K = Max (|p|, 6), also C > 1.
Mit diesem C gilt dann fir alle n jc,) < O Firj=1,2,..., n—1>=3 sei
]c | < €7 richtig. Dann folgt aus dieser Annahme auch dle Giiltigkeit von
c,,{ < ", Nach (5) gilt niamlich

(n(n—1) —6) Icn| < K(lon-af + len-al + |An-a] + |6 Apg| + <+« + Jon-ysdy)

und wegen |4, < (j — 1) 07 weiter

(n(n—1)—6) [ca| < K(CP34+CP 24 C" 21+ 2+ -+ n—4)+ (n—2) O 1)
<K@Cr-14 01 (1424 -+ n—44n—2))

<KO=1(1424 - fn—1)=K" =D on1 oder

o < oot g Kot g om
Die Abschiitzung gilt also, wie behauptet, fiir alle n. Fir |z —p| <r= -2%;

ist danach |c,(z— p)"| <H, und y(z) = Alp) + c{x—p)+ - - - stellt in

|x— p| < r eine Lisung von (P,) der gewunschten Art dar. Nach der hier

dvrchgefithrten Abschitzung hingt die Zahl r = _2% von der Stelle p ab, was

auch firr (P)) gilt. Im Falle (#,) und (Z,) besteht diese Abhingigkeit nicht,
da p nicht in die Abschdtzung eingeht.

(P,) hat fir a4+ O keine rationalen Losungen und fiir ay = 0, B, 0 ist
nur % (z) = const. moglich. Ist schlieflich oy = 8, =0, d. h. «'"= 6 42, dann
sind u (2) = ——~1—)—. , p beliebig, die einzigen rationalen Lésungen. Die An-

P ()

nahme, dafl (P,) rationale Lisungen y(z) = —Q W hat, liefert die Bedingung

n=m- 1, und aus der Entwicklung y(z)= z - fiir x = oo folgt y(x) = =
mit ¢} =1 und ¢ =-—¢,. Das trifft nur fir c=—1 bzw.c=1 zu, und dann

hat (Py) y = —l~ bzw, y = ——i als einzige rationale Losung. (P,) mit «y < 0,

f1 =0 hat dann und nur dann rationale Lésungen, nimlich u(z) = ’*‘é—p',
4= m_ﬁ_und p._—-»g_, wenn a; = 2. Fir ay=0, f; == 0 ist nur u (z) =
moglich. Ist f; = ay = f, =0, so hat u''= 2 u® als einzige rationale Losungen

u(z) = , A* = 1 und p beliebig. Sind «,, f, nicht beide gleich Null,
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dann gilt fiir jede rationale Lisung in z = o die Entwicklung u(2) = ¢ -+
4 mit oy + Bgc -+ 268 =0 und Sy + 6c* = 0. Hat Q(u) = oy + f
z

+ 2u® =0 die einfachen Wurzeln ¢,, ¢,, ¢;, dann sind diese Konstanten die
einzigen rationalen Lésungen von «'' = @ (4). Im Falle einer Doppelwurzel ¢
mul} jedes rationale u (z) == ¢, da % (z) den Wert ¢ nur in 2z = oo (zweimal) an-
nimmt, von der Form u (2) = ¢ + ;é . ,fj‘..q, sein mit 42=1, c(p—¢q)=
Einsetzen zeigt, dafl diese rationalen Funktionen auch tatsichlich Lo-
sungen sind.

Nach N. H. Asrr und P. Parnveve3) ist jedes Integral von (P,), ... (£,)
eine in | 2| < oo eindeutige analytische Funktion; damit ist auch jede Losung
von (P,), (P,) in |z| < oo eindeutig analytisch. Da nach den letzten Bemer-
kungen iiber die méglichen rationalen Losungen von (P,), (P,) diese in keinem
Falle die Gesamtheit aller Integrale umfassen, gibt es stets Losungen mit der
Eigenschaft E,. Die durch E, ausgezeichneten Lisungen, deren-Existenz zu-
néchst nur fir eine passende Umgebung von z = p gesichert war, sind mit dem
Charakter einer eindeutigen analytischen Funktion in |z| < co fortsetzbar.
Diese wichtige Eigenschaft spielte bei der Herleitung der notwendigen Be-
dingungen in 1. keine Rolle.

Die Bedingungen E, und E, sondern also aus w'’= P (z, w) die durch (2),
(3), (2) und (3) bestimmten Differentialgleichungen aus, und umgekehrt haben
diese Differentialgleichungen bzw. ihre Liosungen die in B, und E, geforderten
Eigenschaften.

3. Zur Herleitung der Wertverteilungseigenschaften wird wesentlich von
der Tatsache Gebrauch gemacht, dafl jede Losung von (2) und (3) von end-
licher Wachstumsordnung ist, also der Bedingung lim log Tirvw)

rsoo logr _
Da w(z) und u () von gleicher Ordnung sind, darf man sich auf (P,) und (P,)
beschrinken. Der Beweis der Behauptung lim %ﬁf’ﬂ

P X2

fach, wenn man die von Asrrors und Smmizu?) stammende geometrische
Interpretation der Charakteristik 7T (r, %) heranzieht. Bedeutet 7t A(r, u) den
in sphirischer Metrik gemessenen Inhalt des von w — u (z) als Bild des Krei-
ses |z| <r erzeugten Riemaxnschen Flichenstiickes F,, also n A(r,u)

——~3 / f a 'I:jt‘“l’)’ df,, df, = Flichenelement in der 2- Ebene go ist die sphi-
Zl <

nsche Normalform der Charakteristik der Ausdruck f Al dt, und es gilt

< oo geniigt.

< oo wird sehr ein-

‘J A(t’”) dt = T (r,u) + 0 (1). Jede Lésung von (Pl) geniigt auch der Be-

ziehung =20 u+ 20y zu+ 4ud —2q, F(z) mit F(z) = [ u(z)dz Nach

dem angegebenen Polstellenverhalten von u(z) ist F(2) in |2| < oo ein-
7

deutig analytisch. Wegen a _H P £lfirj=0,1,...,4 erhilt manaus

dem Ausdruck fiir u? mA(r,u) < 27|yl 2+ 47 + %ﬁf— |ag| 7* +

%) RELuion, F.: Elliptische Funktionen und die ganzen Losungen von y'= f(y).

Math. Z. 47, 1563—160 (1940) und a. a. 0., Anm, 2
%) Vgl &. a. O., Anm. 1.

25*
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2'ety] - / f (IIF(Z) df,. Zur Abschiitzung des letzten Summanden betrachte

+ ulz)a
2t 2
man auf |z | | = g die Bogen A, und 4,, die so festgelegt werden: Auf 4, gilt
17| = |u| éiF- , auf A, |F'|=|u| >~—i . Dann ist f (1+iﬂ$*)’ do <

0" j (l+§u| 7 dop =< 2 m o. Weiter erhélt man f (1+iul”)’ do < f}F| do =

= L(g) Dieses Integral existiert, da die mogllcherwelse auf |z [ o gele-

genen Polstellen den Bogen A, angehtren. Nun gﬂt aL f aag |Flde =

1

f Yur ¥ o dg = f uv’f‘?ffﬂwp Wegen (uttg-+0 00)? = (u?+9%) (1 +])
u?

erhilt man Ls Flag< )t Fldg—2@  also L)< 2o ‘9"’
P . e

4

2n .
v s . Fee'?)
alle p= o, > 0. Mithin gilt auf allen Kreisen [z|=p=pg, [ — ¥ L |
0=t g zl=e Qo (A + Jufe e)2)

__1#
< K;o und ff e df, < Ky1* 4 K. Da.nach ist A(r,u)x K418

+ K und T (r u) < A% + B, giltig fir alle Losungen von (P,). Jede
Losung von (P,) geniigt der Beziehung
w?=2qyu+ forut+ ut+ Pizut— B Fz), Flz)= [utdz.

Wegen des Polstellenverhaltens von u(z) ist F (z) in |z| < co eindeutig ana-
lytisch. Eine analoge Rechnung fithrt zu T'(r,u) < 4, 7 + B;, giiltig fiir alle
Losungen von (P,). Fiir ay = 0in (P,), B, = 0in (P,) folgt T(r,u)y< 4+ -+ B.
Hier fallt die nach dieser Methode gefundene obere Schranke 2 fiir die Ord-
nung mit der Ordnung der doppeltperiodischen Losungen von (Py), (Py) zu-
sammen. Die durch die Substitution u=py,z=x+12 zusammenhangenden
Losungen u (z) und y (2) gind von glelcher Ordnung o < co. Es sei ¢ die Ord-

nung von y(x). Aus 6 u? = 3:—‘—— —u — (g 2+ f,) folgt, da u (2) von endlicher
Ordnung ist, m{r, u) O(log r) und entsprechend fiir (P,). Bezeichnet K,
den Kreig ‘x-{— 7= l , 80 ist n {r, u) gleich der Zahl der Polstellen von y(x)
auf K, und diese Anzahl hegt zwischen den Grenzen = (g, y) und n(py, ¥)

mit g, = —g%— — * Oy = W + t . Damit erhilt man wegen m(r, ¥)=0{log )
fiir bel. ¢ > 0 die Beziehung }P_gbl\’g(‘_;@_ <o-+¢ fir alle r>7r(e) und
log N (75, u) Jog N (r. ) _
0—g< —=— = oiltig £ Zahlenfol Iso Tim —2-2 — g,
= logn giiltig fir eine Zahlenfolge 7, —+ oo, a,sor“*x?o fogr
log T(r, u)

was wegen m{r,u)=0 (log r} fiir nichtrationales u (z) mit fim Togr
o0

gleichbedeutend ist. Nach P. Bourtmroux5) gilt fiir die Losungen von (P;)

) 5 Bovcr?onx, P.: Bur quelques propriétés des fonotions entidres, Acta math. 28,
174—187 (1904).
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log N, y)
bzw. (Py) fliw “logr =
gebnissen wird hier kein Gebra.uch gemacht.

4. Fiir jede Lésung von (2) gilt nach 3. m (r, w) = 0 (log 7). Ist k eine be-
liebige endliche komplexe Zahl, so folgt aus
w'=a(2)+ kb(z)+ 6k b(2) (w—Fk) +
+6— k) =D@)+b(@) (w—Fk)+ 6w —k) firD()=x=0
w_}_ = Dl(z) ( w’ —b(z)—6 (w+ lc)\) . Nach Ubergang zur Schmiegungs-
funktion erhilt man da,raus nach dem Satz iiber die Schmiegungsfunktion der
logarithmischen Ableitung und wegen m (r, w) = 0 (log r)

1
m (r, ;}--:-E-) == 0 (log r).
Fiir nichtrationales w(z) gilt daher nach dem ersten Hauptsatz lim —

o0
und weiter lim n((rl’:—,))
r—
lichen der Inhalt eines Satzes, den Pamwrev# fiir die Losungen von w'’ = z -
+ 6 w? aussprach. Aus (2) folgt durch n-malige Differentiation nach z

w2 = g™ (2) - B (2) w -+ @ (2, w, w', . .., W),
2 ist ein Polynom in z, w, w'. .., w™, und jeder Summand enthiilt mindestens
eine der GréBen w', ..., w™ als Faktor, so dafl in ?ll-)—, Q,..., w") jeder

bzw. 3, also g = %bzw. o = 3. Von diesen Er-

N(rk)
N{r k)

= 1 fiir beliebige Zahlen & und ¥". Das ist im wesent-

=1

Summand von der Form A4,(z) %f,—‘—)-w% (WP . .. (wm)Pr st 4;(z) ein Poly-
nom, p, nichtnegative ganze Zahlen und 1 < u < n. Da fiir endliche Ordnung
von w{z) mit m (r, w) = 0 {log r) auch m {r, wP) = 0(log r) gilt, folgt m (r, ;”L, Q)
= O{log r). Nach (2) ist, falls D(2) == 0, ™ () 5= 0, wenn = die kleinste Zahl

n
mit d’b = () ist. Aus
dz
e & el (1)
w, - w,Q(z,w,...,w )

folgt dann m (r, T};‘T) = 0 (log ) und nach dem ersten Hauptsatz N (?*, :17) —
— N{r,w') =0 (log r). Beachtet man noch 2 N(r,w) =2 T (r,w)+ 0 (logr)},
so ist “%‘ m(r,c;) -+ N(r, 1/w') — N(r,w') + 2 N{r, w) = 2 N(r, w) + 0 (log ) =
=27 (;", w) + 0 (log r) fur alle r richtig, also (4) im Falle D(z2) == 0 fiir jede
Losung von (2) giltig. Aus N, (r, w)= »1«— N(r,w), N(r, jw') = N{r, w') +
No{r, w) 1

+0(logr)=iN(r,w)+0(logr) folgt & (o0) = }_1_11_1_ Tra) — 2 und @, =
. N(r,1 3
:,hfgwfg’:ﬁ/Tu)}) 5 also eine genaue Defektrelation @, -+ & (o) = 2.

Fiir den bisher ausgeschlossenen Fall D (z) = 0 ist wegen (2) A (z) = const.
und o, = 0 in (P;) notwendig, so daBl eine Differentialgleichung w'' = a -+
+ b w -+ 6 w* mit konstantem a und b vorliegt. Zur Diskussion ihrer Losungen
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kann man die Pe-Funktion heranziehen. Man kann aber auch, und das soll der
Vollstindigkeit halber hier geschehen, die wesentlichsten Eigenschaften der
Losungen unmittelbar der Differentialgleichung entnehmen. Dazu darf man
wegen h(z)==const.von w'’' =a+ 6w? bzw. w2=oa+2aw+ 4 uwi=4(w—¢,)
(w— ey} (w—e3) = 4 WP — g, w— g, = P (w) ausgehen. Hat P (w) = 0 nur ein-
fache Wurzeln, so folgt fiir beliebige endliche k aus

(%) — 40+ 2Bt gt m(n ) = 0og )

8
und daraus in Verbindung mit 2m(r, ljw')< 3/ m(r, w~l-~e—> + 0 (1)
i s

m(r, 1jw’)=0(logr). Die einfachere Form dieser Differentialgleichung gegeniiber
(Pl) mit o =0 gesta,ttet eine genauere Analyse der Gesamtverzweigtheit
@, im Endlichen. w’(z) verschwindet nur an den e;-Stellen von w (z), und an

allen diesen Stellen wird wegen w'’ 14 Pi *+0 der Wert e; doppelt

T2 dw
angenommen. Zufolge m(r,e;) = 0(logr) gitt N, (r, ej)w —2— Nir,e;)= 5 T(r,w)+

O(logr) oder d(e;) = -%, also @, = e, -+ Hley) + Heg). Falls &= ¢ Doppel-
wurzel von P(w)=0 ist, also 4 = g3 — 27 g; = 0, schlieBt man nach dem

Eindeutigkeitssatz, dafl fiir jede nichtkonstante Losung von w'? =4 {w—¢)?
(w—+ 2¢) der Wert ¢ Proarpscher Ausnahmewert ist: d(c) = 1. Wegen

m{r,—2¢)=0(ogr) und N,(r,—2¢) =%N(r,——2c) gibt der Wert — 2 ¢
zur Verzweigtheit @, den Beitrag # (— 2¢) = % . Esist @, =¥ (—2¢), da aus
12 1\ 1 "o .
(TDT) = (K?) Twreg ™ (r, 1w’y = m(r, ¢) + 0 (log r) folgt und damit
nach dem ersten Hauptsatz N (r, 1/w’) = %N (r,w) + m(r,w')—m(r, 1jw') =

= % N(r,w) -+ 0(log.r) = % T(r,w) + 0(log r). Wegen () = 1/2 gilt eine ge-
naue Defektrelation d(c) + & (— 2¢) + ¥ (o) = 2. Ohne Beniitzung der Ls-

sung w{z) =c—3csin~2(J—3¢-2+ C) von w'?=4(w-—c)® (w+ 2¢) Bt
sich weiter noch zeigen, dall w(z) von der Ordnung 1 ist. Da ¢ Picarpscher

Auspshmewert ist, erhidlt man in g(z) = eine ganze transzendente

Wiz
Losung der Differentialgleichung ¢'2= 12¢ g( )+ 4 g. Ist v{r) der zu g(z) ge-
hérige Zentralindex, dann folgt wegen ¢ < 0 aus der Differentialgleichung
y(r) = )/12 [el {1+ h (r)) und daraus log M (r) = Kr(1 + A (), 0 < K < 0,
und h(r) -0 fiir r—»oo, Mit g(2) ist aber auch w(z) von der Ordnung 1. Im
Falle einer dreifachen Wurzel liegt die Differentialgleichung w2 = 4 %?* mit
dem allgemeinen Integral w (z) = 1/(z — p)? vor.

5. Zuniichst wird in (P,) B, + 0 vorausgesetzt. Nach 3. ist fiir jede Losung
w (z) von (3) m(r, w) = 0 (log r). Ist k wieder eine beliebige endliche komplexe
Zahl, so folgt aus w"” = D (2) -+ b(2) (w— k) + ¢ (2) (w? — k?) -+ 2 (w®-— k?) mit

D@)=a()+b@) k+c(2) k242K m(r, Eéi) = 0(log r), falls D(z)=£ 0.
Diese Bedingung ist fiir h(z) == const. wegen (3) sicher erfiillt. Jede Losung
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ist also frei von defekten Werten, und fiir beliebige Werte k und &' gilt
nir, k)

im wr. B

£330

= 1. n-malige Differentiation von (3) nach z fithrt zu

wrTD =a™(z) + bW () w -+ ™ (2) u? + @z, w, W, ..., W),

und bei % (2) == const. 1iBt sich nach (3) n so wihlen, da8 ™ (2) = ¢® (z) = 0
aber a™ (z) = 0 gilt. Dann folgt wie in 4. m(r, }/w') = 0 (log r), also wegen

(r, 1w'y= N(r,w')+ 0(ogr) =2 N(r,w) + O(log r) = 2 T (r, w) + O (log r)
d5 =2 und (4). Ist A(2) ..const 80 1st fitr oy 50 noch D(2)== 0 fir alle k.

Dann erhdlt man aus fi - = 51 + b+2cw+ 6w? (r, 3’7},—1&)
= 0 (log r) und zusammen mit m (r, l/w y=m (r, )+ m(r, 1w — k) ~4-0(1)
wieder m(r, 1/w')==0 (logr). lim %T?f =1, ®,= 2 und (4) sind also ausnahms-

los fiir B, 0 und a4+ 0 giltig. Im Falle «y==0 verschwindet, D(z) identisch
nur fiir A=k Dann kann man nicht mehr in der angegebenen Art auf
m(r, 1/w~h) = 0 (log r) schlieBen. Da auch in diesemn Falle die Beziehung

mir, ?;w = 0 (log r) richtig bleibt, erhilt man zusammen mit m(r, 1/w - k)

=mr, Yw')+ Clogr mr, Yuw)=m(r, 1jw— k) + 0 {logr), also (4). Die
Funktion % (z) = w{z) — h geniigt den Gleichungen u" = (f;z -+ fo)u + 2 u®

und 2 = (B2 + Bo) u® + ut — B, F (2), F'(z) = u? Aus (w«) = (Brz+ Bo) —
— B f,,i:; + u?® entnimmt man wegen B, 40 m(r, F/F') = 0 (log ) und daraus
weiter m({r, 1/F)= m{r, 1/F')+ Odogr) = 2m(r, }ju} + O (logr). Da aus
m(r, F)= 0 (log r) und N(r, F) = N{r, u) nach dem ersten Hauptsatz T(r,F)=
=T{r,u)+ 0 (log r) folgt, bekommt man 248(0,%)=4d(0,F)<1, also

0=<6(0,u) S & - Der fiir ay=0, f,4 0, b =k mogliche Defekt o (%, w) kann

mithin hoehstens gleich 1/2 sein. Dabei bleibt hier unentschieden, ob iiber-
haupt 8(h, w) > 0 zutreffen kann. In dem noch ausstehenden Falle f, =0
darf man sich auf w'= o, + fow+ 2 w® = Q(w) baw. WP =a + 2o, w+
Bo - w? + w* = P(w) beschrinken. Je nach Wah! der Anfangsbedingungen in
w'' = Q(w) erhiilt man Losungen von verschiedenem Wertverteilungsverhalten.
Ist fiir beliebiges endliches k = ¢ nicht gleichzeitig P(c) =0, P'(c) = 0, so
folgt aus w'2= P(c) -+ P'(c) (w—c)+ -+ (w—c)* wie in 4. m{r,ljw—c) =
= 0 (log r) und m(r, 1jw’') = 0 (log r). Slnd dann c die vier verschiedenen

Waurzeln von P (w) =0, so gilt zufolge N, (r,c)) = T(r, w)+0(logr) &(c;)=

=1/2,=1,..., 4. Hat P(w) = 0 genau eine Doppelwurzel, also w'?= (w— ¢)?
(w—¢3) (w—c¢,), 80 muB nach dem Eindeutigkeitssatz fiir nichtkonstantes w(z)
der Wert ¢ Proarpscher Ausnahmewert sein. ¢, ¢, sind Normalwerte mit

Ny(ryc;) = —; T(r,w)+ 0(ogr), also F(cy)=P(c,) = 1/2. (4) ist wegen
m(r, Hw') = m(r, 1w —c) + 0 (log ») erfiillt, Die Ordnung der Losungen
ergibt gich wie in 4. auf dem Wege iiber den Zentralindex zu 1. Ist noch ¢g=1c¢,
= ¢', 80 sind, falls w(2) eine transzendente Losung ist, beide Werte ¢ und ¢’

Picarpsche Ausnahmewerte. Aus der Differentialgleichung folgt m (r, 1/w’) =
=mir,c)+m(r,¢’) + 0{ogr). wi(z) ist, wie das Anwachsen des Zentral-
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index von g(z) = "J{;)L-_E zeigt, von der Ordnung 1. Damit sind alle trans-

zendenten Lésungen der Differentialgleichung erfaf8t. Hitte nimlich 2=
{w—c)® (w—c’) bzaw. w'?= w? eine transzendente Losung, so miiBte, da ¢ bzw. 0

Proarpscher Ausnahmewert wire, g(z) = bzw. g (2) = 1/w(z) ganze

wiR)—¢C
transzendente Losung der Differentialgleiéll)ung 2= 14 (c—c')v bzw.
v'% = 1 sein, was unmoglich ist.
Zusammenfassung.
Jede Losung der Differentialgleichungen (2) und (3), deren Koeffizienten
den Bedingungen (2) und (3) geniigen, ist in |z| < oo eindeutig analytisch,
von endlicher Wachstumsordnung und erfiillt die Beziehung (4). Fir nicht-

konstante Koeffizienten a(2), b(z}, ¢ (z) gilt, wenn man von dem unerledigten
Fall o = 0, f; = 0 absieht:

(6) lim %glkk,))— =1 fiir beliebige komplexe Zahlen k und &'.
r—+oo 4
Der Gesamtindex der algebraischen Verzweigtheit @ = lim 7,%%7 igt stets
7> 00 4

gleich 2.
Geht man fiir konstante Koeffizienten zu w2 = Py{w) bzw. w'?= Py(w)
iiber, so gelten die folgenden Verzweigungseigenschaften

3
Py—tw—e)w—e) (w—t) O=Py+B(e)= N Ble)+ (o) =3 5+

+ =2 (6) fiir bel. k und &'.
— 4 (w—c) (w+2¢) G =0, +0(w)=B(—20) +P() =2
6(c)=1.
=4y Keine transzendenten Losungen.
4
Pi=(w—c)...(w—c) G =D= Y De)=4-5, (6)fiirbel. &, &'.
1
Pi—(w—cPw—c)(w—c) &=B=0(c)+de)=2" 3, 6(c)=1.
Py=(w—c)(w—c')? D=P,=0, §{c)=4d(c)=1.
Py=(w—c)P(w—r¢') . v
Keine transzendenten Losungen.
Py=ut

6. Sind in der RiccaTischen Differentialgleichung w' = a (2) + b (2) w + w?
die Koeffizienten a(z), b(z) Polynome, so ist jede Losung w(z)in |2| < o
eindeutig analytisch und von endlicher Ordnung. Das ersieht man aus
der zugeordneten Gleichung %"’ —b(z) ¥ + alz) v =0 mit w=—u'fu.
Die Ordnungsbeschriinkung kann man aber auch mit der in 3. beniitzten
Methode beweisen. Dazu bildet man w'%= a2(z) + - -+ + w* und beachtet

i
—(—1—4—1}%‘—,?_3_ 1. Man erhilt T(r,w)< A7? + B mit p= 2+ 2 Max (a, ),
wenn «, § die Grade von a(z), b(z) sind. Wie bei (2), (3) gestattet auch die
Riccatische Differentialgleichung den Beweis der Beziehung m(r, 1jw’)

4
< 3 m(r,c;)+ Clogr, so daB (4) gilt. Auch die wichtige Klasse der linearen
7.
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Differentialgleichungen w™ 4+ a,, (2} w®™—D 4« -+ a, @} w + ay(z) w=10,
ay(z) == 0, mit rationalen Koeffizienten ermoglicht, da jede in |z| < oo ein-
deutige Losung von endlicher Ordpung ist, den Beweis der Bezichungen
mr, 1jw') = m(r, 1jw) 4 0 (logr) und m(r, w') = m(r,w) + 0 (logr)%. In
diesen Fillen gestattet allein die Form der Differentialgleichung in Verbin-
dung mit einer groben Aussage iiber das Anwachsen der Lésungen den Schlufl
auf die Giiltigkeit von (4). Danach ist es nicht iberraschend, daf kein
Beispiel einer transzendenten Funktion bekannt ist, wo m(r, w) ~ m(r, w')

g
und m (r, 1/w') ~ 3 m(r, 1/w — c;) nicht streng gilt. Geniigen doch viele der

i=
bekannten Funktionen (bekannt in dem Sinne, dalBl sie eine Berechnung
der in Frage kommenden Wertverteilungsgréflen zulassen) gerade gewdhn-
lichen Differentialgleichungen der erwihnten Bauart.

Die Lisungen von w'=a -+ b w + w?® (2}, {3) und von linearen Differential-
gleichungen mit rationalen Koeffizienten sind, wenn man in erster Linie an
das Auftreten defekter Werte denkt, nicht besonders interessant, da fiir die
ersten nur in wenigen Ausnahmefillen defekte Werte vorkommen und bei
letzteren neben w = oo mit §(co) = 1 héchstens noch w = 0 einen positiven
Defekt haben kann. Unter den Losungen von w'=a + b w + w? gibt es keine,
die einen positiven Index der algebraischen Verzweigtheit besitzt, eine Eigen-
schaft, die auch noch in groBem Umfange fiir (2) {von & (o0} = 1/2 abgesehen)
und (3) gelten diirfte. Es ist zu erwarten, daB diese Funktionen fiir den Zu-
sammenhang zwischen Wachstumsordnung und Flachenbau von Interesse sind.

%) Wrrrica, H.: Uber das Anwachsen der Losungen linearer Differentialgleichungen.
Math. Ann. 124, 277288 (1952).

( Eingegangen am 4. Juli 1952.)



