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E i n d e u t i g e  L S s u n g e n  d e r  D i f t e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  
w" = p(z,  w). 

Y o n  

HANS WITTICH in Karlsruhe. 

In den Differentialgleichungen 

(1) w" = P ( z , w )  = ao(z ) w a + a l ( z  ) w n - 1  + • • • + an(z),  n > 2 ,  

seien die Koeffizienten aj(z)  Polynome. Dig Forderung, dab (1) mindestens 
eine in t z[ < c~ eindeutige analytisehe, niehtrationale Lb'sung w ( z )  besitzen 
soll, bedingt die Gradbesehrfi~nkung n < 3, so dab f i i rn  nut  die .Werte 2 und 3 
in Frage kommen. Bekanntlich sind alle L6sungen yon w "  =- 6 w ~ + .41 w + 

zu beliebigem endlichen z = p stets eine L6sung w ( z )  gibt, die z = p zur 
Polstetle hat. Fordert  man entspreehend ffir niehtkonstante Koeffizienten 
ai ( z  ) die Eigenschaften 

El:  Es gibt mindestens eine in Izl < c o  eindeutige analytisehe, nieht- 
rationale LSsung w (z) yon (1), 

E~: Zu beliebigem endliehen z = p gibt es eine in ] z - - p l  < r  eindeutig 

1 falls ana]ytische LSsung, die z = p zur Polstelle hat : w (z) = (z-- i v  + " " " 

A n = 2 ,  w(z) . . . . . . .  + . - . , f a l l s n = 3 ,  A = +  1, 
z - - p  

so verbleiben von (1) nur die Gleichungen der Form 

(2) w" = a(z)  + b(z) w + 6 w 2 

(3) w "  = a (z) + b (z) w -4- c (z) w e -+- 2 w "s, 

wobei die Koeffizienten in (2) und (3) noeh gewissen Bedingungen genfigen 
mfissen. 

Pfir jede LSsung w (z) geht, wie zu erwarten ist, die Ungleichung des zweiten 
Hauptsatzes 1) in eine Gleiehheit fiber 

(4) ~: re(r, cj) + 2V r, ~ + 2 N(r, w) - -  N(r, w') = 2 T(r, w) + S(r), q > 3. 
1=1  

(4) gilt fiir alle r, und das Restglied ist von der Form S (r) = 0 (log r), da jede 
Lfsung yon endlieher Ordnung ist. Die hier betraehteten Differentialglei- 
ehungen gestatten n~mhch, die yore Beweis des zweiten Hauptsatzes bekannte 

q 
Bez iehung  m (r, 1/w') ~ ~ m (r, cj) ~ K 1 log r (da w (z) yon endlieher Ordnung) 

1 

dureh m (r, 1/w') ~ ~ m (r, cj) + K s log r zu ergi~nzen und damlt auf  die 
1 

~) Ftir Bezeichnungen und Ergebnisse vgl. man R. N~-ANLII~gA: Eindeutige ~nMyti- 
sche Funktionen. Berlin 1936. 
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q 
Gii]tigkeit yon  m (r, 1/w') = ~ m (r, cj) Jr 0 (log r) zu sehliei3en, was nach dem 

i = 1  
ersten t t aup t sa t z  (4) entspricht .  Weiter l a d e n  sich noeh Aussagen fiber das  
relat ive Anwachsen der  im zweiten Haup t sa t z  vo rkommenden  GrStlen machen.  
Zur  Herlei tung dieser Eigensehaften der  Liisungen wird nur  die gegebene 
Differentialgleichung herangezogen, also ein Aufbau  an f  Ergebnisse einer ein- 
gehenden Integrat ionstheor ie  be~-aBt vermieden. Ein solches Vorgehen 
scheint  insbesondere dann  gereehtfert igt  zu sein, wenn eine Differential- 
gleichung als Definit ion einer best immten,  evtl. neuen Ga t tung  transzen- 
denter  Funkt ionen  angesehen und  ein erster Einbliek in die funkt ionentheoret i -  
sehen Eigensehaften der LSsungen angestrebt  wird. 

1. Zuerst werden unter  der Annahme,  daft E 1 und  E~ erffitlt sind, notwen- 
dige Bedingungen ffir die Gestalt  von (1) abgeleitet.  Eine gegebene Diffe- 
rentialgleichung (1) besitze gem~ll E 1 eine in l zl < ~ eindeutige niehtrat ionale 
LSsnng w(z). Da in (1) nur  das Glied ao(z ) w n die maximale Dimension n > 2 
hat ,  kann  w (z) nicht  ganz t ranszendent  sein. w (z) mull also Pole besitzen, 
und  zwar in unendlicher Anzahl.  Hi£tte n~mlich w (z) nur  endlieh viele Pole, 
so wi~re mit  einem passenden Po lynom p (z) die Funk t ion  g ( z ) =  T (z)w (z) 
ganz t ranszendent .  9 (z) mtiBte dann  L6sung einer algebraisehen Differential- 
gleiehung Q (z, 9, 9', 9") = 0 sein, in d e r n u r  ein Glied, n~mlieh a 0 pa gn, mit  
grfBter  Dimension n > 2 vo rkommt ,  was unmSglich ist. Danaeh  gibt  es eine 
LSsung w (z), die fiir z = p mit  % (p) # 0 einen Pol hat .  Mit dem fiir I z - -  p[ < r 

gfiltigen Ansatz w (z) A_ ~ ~- • • . folgt wegen A_ ~ # 0 aus (1) ~t + 2 = ~ n, 
(z - p)~ 

eine Beziehung, die nur  ffir ~ = 1, n = 3 n n d / t  = 2, n = 2 mSglieh ist. Naeh 
E 2 soll (1) aueh im Punk te  z = p mit  %(p) = 0 eine LSsung haben  mit  einem 
Pol der  Ordnung 2 bzw. 1, was aber ffir %(z) .~ const, unmSglieh ist. Wegen 
der  in E 2 getroffenen Normierung gilt % (z) ~ 6 bzw. a o (z) ---- 2. Das  sind aber 
die Gleiehnngen (2) und  (3). 

w (z) = u (z) - -  ~ 1~  = u (z) + h (z) geht  (2) fiber in Mit 

(2') u "  = ~  (z) + 6 u ~, :t (z) = a + b h + 6 h ~ - -  h".  

Geht  man  mit  dem ~msatz u = (z---~ p)~--~ -f- _ + % + • .  • in (2') ein, so 

erhiflt man  dureh Koeffizientenvergleieh c_ 1 = c o = c I = 0 und  12 c a 2 

+ 12 c 4. D a  mi t  w (z) aueh u (z) unendlich viele Pole ha t  und  ffir jede Pol- 
stelle ~"(p) = 0 gilt, muB ~"(z) ~ 0, also ¢¢(z) = % z A- flo erffillt sein. (2') 
ha t  also die F o r m  

( / ' i )  u "  = ( ~  z + ~0) + 6 u~. 

c(z) (3) fiber in Die entspreehende Transformat ion  ftihrt bei der Wahl  h (z) = ~ 6 

u" = ~ (z) + ~ (z) u + 2 ua 
(3') 

~ ( z ) = a + b h + c h ~ - - h  '', f l ( z ) = b W  2 c h + 6 h  ~. 

A 
Mit  u(z)  . . . .  ~ c o + e l ( z - - p )  + . . .  ergeben sieh die GIeiehungen A ~ = 1, 

z ~ p  

+ ~"(p)  + 6 A c~ + 6 c 8. 



Eindeutige LOsungen der Differentialgleichungen w"=  P (z, w). 357 

2t Aus der letzten Gleichung folgt wegen fl (p) c 1 = - -  6 A c~. 
A 

~' (P) + -~  r "  (p) = o.  

jede polstelle einer LSsung yon (3') mu6 also ~¢'(1~)+ A~______)-- f l , , (p )=  0 Ffir 

mit A 2 ( p ) =  1 effiillt sein. Es wird behauptet,  dab a' (z) ----- r "  (z) ~ 0 gelten 
mul l  Ist  im Gegensatz zur Behauptung ~' (z) ~ O, fl"(z) ¢e O, so las t  sieh aus 
den unendlich vielen Polstellen yon u(z)  z = p so wahlen, dab ~ ' ( p ) #  0 

r "  (P) # 0 erfiillt ist. Fiir dieses z = p gilt dann ~' (p) + --A~ r "  (P) = u n d  0. 

Naeh Ez gibt es eine fiir t z - -  P l < r giiltige LSsung u~ (z) mit der Entwiek- 

lung u~(z) = A~(p) + . .  ", A~ (p) = - -  A (p). Wegen a '(p) + A~p______~)- ~,,(t~) 
Z - - p  

= ~' (p) - -  ~---~± fl" (p) = 0 muB ~' (p) = ~" (p) = 0 sein, was der Wahl des 

Punktes z = p widerspricht. Es ist also a (z) = ~o, fl (z) = fl~ z + rio, und man 
erhalt fiir (3') die Form 

(P2) u "  = ~o + ( ~  z + rio) u + 2 u~. 

Durch die Substitutionen u = p y, z = u + ~t x, p,  ~ und it passende Kon- 
stanten, gehen (-Pl), (P~) fiber in die Normalformen 

(P1) y"  = x +  6 y  ~ 

(P2) Y " =  c + x y +  2 y 3 

(El) y"  = a + 6 y2 

(E2) y"  = a + b y + 2 ya 

falls in (Pl) ~o * O, 

falls in (P~) ~ , . 0 ,  
falls in (Pl) ~0 = 0, 

falls in (p~) ~ = o .  

(P1) und (P~)sind die beiden ersten PAINLEV~schen Differentialgleiehungen2). 
{El), (E~) sind dureh elliptisehe Funktionen oder Ausartungen derselben inte- 
grierbar. Geht man yon (P1) und (P~) zu (2) und (3) zuriick, so erhalt man 

(2") a (z) = ~0 z + r0 + 6 h ~ - -  h", b (z) = 12 h (z), 

(3) a (z) = ao + fll z h -t- ~o h + 2 ha - -  h '', b (z) = fll z + ~o + 6h~, 
c (z) = 6 h .  

Man bekommt danach alle I)ifferentialgleiehungen (2) und (3), die den ange- 
gebenen notwendigen Bedingungen geniigen, indem man in (2) und (3) fiir h(z) 
ein beliebiges Polynom einsetzt. 

2. Zum Nachweis, daft umgekehrt jede Differentiatgleiehung (2) bzw. (3) 
mit den in (2) bzw. (3) angegebenen Koeffizienten die Eigensehaften E 1 und Es 
hat, daf t  man sich auf die Gin. (P1) . . . .  , (E~) besehranken. Welter geniigt es, 
die Betrachtungen for (P2) durehzufiihren, da sieh die restlichen Differential- 
gIeichungen entsprechend behandeln lassen. 

Zum Nachweis yon E 2 wird eine beliebige endliehe Stelle x = l~ ansgewahlt 

und dazu eine Zahl A ( p ) = l  oder - -1 .  Mit y ( x ) =  A + c l ( x _ p ) + . . .  
X - - p  

A 
- -  + h ( x - -  P), t = x - -  p, erhiilt man formal 

x - - p  

h" (t) = c + (t + p)  + h + 6 ~ -  h + h ~ + 2 h 8 

- -  ,) Vgl. E:L. I~cE: Ordinary Differential Equations. Dover Publications, ~ G. VA- 
LmON: Equations Fonotionelles Applications. Paris 1945. 

Mathematische Annalen. 125. 2~ 
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und  dureh Koeffizientenvergleich 

1 6 c ~ + p A = O ,  4 % + c + A = O ,  6 % = 6 c 3 + p c 1 + 6 A c  ~, 

(5) [ (n (n  - 1) - 6) cn = cn-a -t- pcn-~ -}- 6 A an-1 + 2 B ,_  2 = P(c~, c 2 . . . . .  cn-~) 
n - - I  n- -2  

ffir n ~ 4 .  I n  (5) ist A~=., ,_ ,~cicn_j ,  Bn = ~ c i A n -  i u n d  P ein Po lynom 
~=1 1=1 

in cl,  c 2 . . . . .  cn-2.  Aus den beiden ersten Gleichungen berechnen sich bei 
gegebenem p und A (p) c 1 und  c 2 eindeutig. Mit diesem c 1 ist wegen 
cl(p A 2 T 6 A cl) --- c 1 A (p A + 6 cl) = 0 die dri t te  Gleichung ftir beliebiges 
c 3 erffillt. Nach  Wahl yon  c a berechnen sich dann  alle weiteren Koeffizienten 
eindeutig, so dab zu gegebenem p und  A (p) stets eine formale L6sung yon  
(P2) gefunden werden kann.  

Es sei nun  C = Max (Ic11, V ~ ,  ~ K) mit  g = Max ( p ,  6), also C > 1. 
Mit diesem C gilt dann  ffir alle n Icnl < Ca. Fiir i = 1, 2 . . . . .  n - -  1 ~ 3 sei 

< Ci richtig. Dann  folgt aus dieser Annahme  such  die Giiltigkeit yon  
Ic~ < C n. Nach  (5)gi l t  n~mlich 
( n ( n - - l ) - - 6 )  cn ~ g ( l cn -3  + cn-2I + IA.-,[ + Ic, A, -3I  + ' "  + lc,-aA2]) 
und wegen A i < (?'-- 1) Ci welter 

(n (n - -  1) - -  6) [cn[ < K ( C a - a +  C a - u +  Cn-2(1 + 2 + " -  + n - -  4) + ( n - -  2) C n- l )  

< K ( 2  C n - I ~  - C n - 1  (1 -t- 2 + • • • -t- n - - 4 ~ -  n - - 2 ) )  

< K C a - 1  (1 -t- 2 + • • • + n - -  1) : K n(n- -  1) Gn_l  oder 
2 

[(~n t ~  K ~ ( n - -  1) C n - 1  ~- g C n - 1  ~ C n. 
2 n ( n - -  1 ) - -  6 - -  - -  

1 
Die Absch~tzung gilt also, wie behauptet ,  fiir alle n. Fiir Ix - -  Pl < r - 

2C 
1 A (p) 

ist danaeh I c~(x - -p )n  I < - ~ - ,  und  y ( x )  . . . .  x - p  ~- c l ( x - - P )  "~ " ' "  stellt in 

I x - - p ]  < r eine LSsung yon  (Pu) der gewiinschten Art  dar.  Nach  der hier 
1 

durehgefiihrten Absch~tzung h~ngt  die Zahl r = ~ yon  der Stelle p ab, was 

such  fiir (/)1)gilt. I m  Falle (El) und  (E2) besteht  diese Abh~ngigkeit  nicht,  
da p nicht  in die Absch~tzung eingeht. 

(/51) ha t  fiir a~ ~ 0 keine rat ionalen LSsungen und  ffir % --- 0, flo ~= 0 ist 
nur  u (z) ------ eonst, m6glich. I s t  schlieBlich ~ ---- fl0 --- 0, d . h .  u ' - ~  6 u 2, dann  

1 
sind u (z) ~- (z--p) '  ' p beliebig, die einzigen rat ionalen IAisungen. Die An- 

Pro(x) hat ,  liefert die Bedingung nahme,  dal3 (P~) rat ionale LSsungen y (x) = - ~ n ~ -  

cl cl n = m +  1, trod aus der  En twiek lung  y(x)  = -~- + . . .  ffir x -- oo folgt y(x)  -- -~- 

= 1 u n d c  = - - c  1. Das  tr ifft  nur  f l i r c  = - -  1 bzw. c = 1 zu, und  dann  mit  c~ 

1 bzw. y =: 1 als einzige rat ionale L6sung. (P2) mit  ~0 ~= 0, ha t  (Pz) Y = -~ - -  

A 
fll 4 0 ha t  dann  und  nur  dann  rationale L6sungen,  n~mlich u ( z ) =  z----~' 

A ~- - -  p l  und  p = - -  ~ - ,  wenn ~o -- ill" lfiir ~o = 0, fit ~ 0 ist nur  u (z) ---- 0 

m6glieh. I s t  fit --- % = flo - 0, so ha t  u "  = 2 u s als einzige rat ionale L6sungen 
A 

u (z) = - - ,  A S = 1 mad p beliebig. Sind so,  flo nieht  beide gleieh Null, 
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dann gilt ffir jede rationale LSsung in z = co die Entwieklung u (z) = c + 

+ - ~ + . . - m i t 0 ~ + S o c + 2 c  a = 0 u n d S o + 6 c  a = 0 .  H a t Q ( u ) - % + 8 0 u  

+ 2 u a = 0 die einfachen Wurzeln cl, ca, ca, dann sind diese Konstanten die 
einzigen rationalen L6sungen yon u"  = Q (u). Im Falle einer Doppelwurzel c 
muB jedes rationale u (z) ~ c, da u (z) den Wert c nur in z = co (zweimal) an- 

A A nimmt, yon der Form u (z) = c q sein mit A 2 = 1, c ( p - -  q) = A. 
z - - p  z - -q  

Einsetzen zeigt, dab diese rationalen Funktionen auch tatsi~ehlich LS- 
sungen sind. 

Nach N. H. ABeL und P. P~NL~V~ a) ist jedes Integral yon (P1) . . . .  (E~) 
eine in I xl < co eindeutige analytische Funktion;  damit  ist auch jede LSsung 
yon (1Pl), (P2) in Izl < co eindeutig analytisch. Da naeh den letzten Bemer- 
kungen fiber die mSglichen rationalen LSsungen yon (/51), (/52) diese in keinem 
FaIle die Gesamtheit aller Integrale umfassen, gibt es stets L6sungen mit der 
Eigenschaft El .  Die durch E 2 ausgezeichneten IAsungen, deren-Existenz zu- 
n~ehst nut  fiir eine passende Umgebung yon z --- p gesichert war, sind mit dem 
Charakter einer eindeutigen analytischen Funktion in t zl < 0o fortsetzbar. 
Diese wichtige Eigenschaft spielte bei der Herleitung der notwendigen Be- 
dingungen in 1. keine Rolle. 

Die Bedingungen E 1 und E~ sondern also aus w" = P (z, w) die durch (2), 
(3), (2) und (3) bestimmten Differentialgleichungen aus, und umgekehrt haben 
diese Differentialgleiehungen bzw. ihre LSsungen die in E 1 und E 2 geforderten 
Eigenschaften. 

3. Zur Herleitung der Wertverteflungseigensehaften wird wesentlich yon 
der Tatsaehe Gebrauch gemacht, dal~ jede LSsung yon (2) und (3) yon end- 

licher Wachstumsordnung ist, also der Bedingung li-'m log T(r, w) < co geniigt. 
r-~oo log r 

Da w (z) und u (z) yon gleicher 0rdnung sind, darf  man sich auf (P1) und (/~2) 

beschr~nken. Der Beweis der Behauptung lim log T(r,u) < co wird sehr ein- 
r - , o o  l o g r  

fach, wenn man die yon AHLFORS und SHm~Zu 4) stammende geometrisehe 
Interpretation der Charakteristik T (r, u) heranzieht. Bedeutet  ~ A(r, u) den 
in sphgriseher Metrik gemessenen Inhalt  des yon u = u (z) als Bild des Krei- 
ses z ~ r erzeugten R I ~ N s e h e n  Fl~ehenstfiekes Fr ,  also u A (r, u) 

= f f  lu't* so ist die sph~- ~_<~r ( 1 ~  d]~, d/z = Fl~chenelement in der z-Ebene, 1 r 

rische Normafform der Charakteristik der Ausdruek f A(t,u)t dr, und es gil~ 
¢ 0 

A(t,u) dt ---- T(r ,  u) + 0 (1). Jede IASsung yon (/51) geniigt auch der Be- 
t 

ziehung u '2 = 2 8o u + 2 ~o z u + 4 u 3 ~ 2 ~o F (z) mit  F (z) = f u (z) dz. Nach 
dem angegebenen Polstellenverhalten yon u(z) ist F ( z ) i n  I z l<  co ein- 

Iul~ ~ 1 f ~  ~ = 0, 1 , 4  erh~lt man aus deutig analytiseh. Wegen (1 + lu[*) ~ . . . .  

A u) 2 1801 + = + + dem Ausdruek ffir 

*) lq~LI~C~, F.: Elliptische Funktionen und die ganzen L~ungen yon y'~--~ [(y). 
Math. Z. 47, 153--100 (1940) mad a. a. O., Anna. 2. 

~) Vgl. a. a. 0., Anm. 1. 
25* 
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• f f IF( r 2]O¢o] j j ~  ~_ ~,)~ dlz. Zur Abschgtzung des letzten Summanden betrachte 
Zl,&r 

man auf [z[ = Q die BSgen A1 und A2, die so festgelegt werden: Auf A 1 gilt 

Dann ist f 
a !  (1 + lut*)' d~ < 

j"  ]ut d e  g 2 a q. Weiter erhiflt man f < f [FI d~ = q " (1 + ]ul')* - -  (1 + ]u]')' - - a ,  
*l  s ,~ 

= L (~). Dieses Integral existiert, da die miiglicherweise auf  [z[ =Q gele- 

dL f a genen Polstellen den BSgen A~ angehSren. Nun gilt ~-~-= aq0 tFI dq~ = 
zJ~ 

a 2 + v 2 d~ = Vu,+_~,_ d~. Wegen (uu~+v%)~<:(u=+v s) (% + % )  
A, At 

dL 1 f L(e) g L(eo) erhlilt man - -  K f IF'I d ~ ~ IFI d ~ also L (~) e fiir 
= - - g - '  - - 7 - .  & 

2a 

f ]F(o e%l alle Q ~ ~0 > 0. Mithin gilt auf allen Kreisen I z] = q :> ~0 (1 + ]u(¢ ei~)i' )' d~ 
0 

~__ K, e und f f (1 +tFllu]')' dla < Ks ra + Ka" Danach ist A (r, u) g_ K,  r a 
Izl <=~ 

+ K s und T (r, u) ~ A r a + B, giiltig fiir aUe LSsungen yon (/51). Jede 
LOsung yon (P~) geniigt der Beziehung 

u'" = 2 ~o u + flo u2 + u" + fl~ z u~ - -  fl~ F (z),  F (z) = f u s dz .  

Wegen des Polstellenverhaltens yon u (z) ist F (z) in l zt < oo eindeutig ana- 
lytisch. Eine analoge gechnung fiihrt zu T (r, u) ~ A~ r 3 + B~, giiltig ffir alle 
LSsungen yon (/ss). Fiir ~0 = 0 in (/5), & = 0 in (/~s) folgt T (r, u) ~ A r ~ + B. 
Hier fifllt die nach dieser Methode gefundene obere Schranke 2 ffir die Ord- 
hung mit  der Ordnung der doppeltperiodischen IAisungen yon {/~), (Ps) zu- 
sammen. Die dutch iiie Substitution u =/~ y, z = ~ + ;t x zusammenhiingenden 
L(isungen u (z) und y (z) sind yon gleicher 0rdnung a < oo. Es sei a die 0rd- 

hung yon y (x). Aus 6 u ~ = -~- -u- u - (~o z + fl0) folgt, da u (z) yon endlicher 

Ordnung ist, re(r, u ) =  0(logr) und entsprechend ffir {P~). Bezeichnet K~ 

den Kreis ~ m2~- , so ist n (r, u) gleieh der gahl der Polstellen yon y (x) 

auf  K~ und diese Anzahl liegt zwisehen den Grenzen n (0~, Y) und n(~M, .y) 

mit q= = - ~ -  -~ , ~/---- - ~  + ~ .  Dam~t erhalt man wegen re(r, y)--- 0(log r) 

togN(r,u) ~ a + e  f'fir alle r>r(e) und fiir bel. e > 0 die Beziehung ] ~  _ 

a - -  e _~ log Nmgr](r/_, u) , giiltig fiir eine Zahlenfolge r1 -~ c% also~_+~fim log logrN (r. u) = a ,  

was wegen m (r, u) = 0 (log r) fiir nichtrationMes u (z) mit l im log T(r, u) 

gleichbedeutend ist. Nach P. BouTaovx ~) gilt fiir die l~'sungen yon {P~) 

~) BouTaoux, P.: Sur quelques propri4t~ des fonotions enti~ms. Acta math. $8, 
174---187 (1904). 
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logN(r,y) 5 bzw. 3, also a = 5 bzw. (P2) lim lo~r = ~ ~ b z w .  a = 3. Von diesen Er-  

gebnissen wird hier kein Gebrauch gemaeht .  
4. Ffir  jede L~sung yon  (2) gilt naeh 3. m (r, w) = 0 (log r). I s t / c  eine be- 

liebige endliche komplexe Zahl, so folgt aus  

w "  = a (z) + I¢ b (z) + 6 k ~ + b (z) ( w - -  k) + 
+ 6 (w ~ - - / ~ )  = D (z) + b (z) (w - -  k) + 6 (w 2 - -  b ~) fiir D (z) $ 0 

1 1 w" I = -D~-(w-~--b(z).__ - -  6 (w + k ) , .  Nach •bergang zur Sehmiegungs- k w - -  

funkt ion erhi~lt man  daraus nach dem Satz fiber die Sehmiegungsfunkt ion tier 
logari thmischen Ablei tung und  wegen m (r, w) = 0 (log r) 

m ( r , - w ) / ~ )  = 0 (log r) • 

. N ( r ,  ~) 
Ffir niehtrat ionales w(z) gilt daher  naeh dem ersten Hauptsatzr_~.~lim ~V~r. ~(r, k'-) ~- 1 

n(r, k) 
und weiter lim n(r, k') -- 1 ffir beliebige Zahlen /¢ und  k'. Das ist im wesent- 

lichen der Inha l t  eines Satzes, den PAINLEV~ fiir die LSsungen yon w " =  z + 
+ 6 w 2 aussprach. Aus (2) folgt  durch n.malige Different iat ion naeh z 

w(n + 2) = a(n) (z) + b (n) (z) w + Q (z, w, w', . . . .  w(")) . 

Q ist ein Po lynom in z, w, w ' . . . ,  w (n), und  jeder  Summand  enthiflt  mindestens 

eine der Gr6Ben w ' , . . ,  w (~) als Faktor ,  so dab in _!_ Q(z . .  w(m) jeder  
) W t , * 

w(U) (w')m. (w(n)) ~'n ist, Ai(z  ) ein Poly- Summand  von tier Fo rm Ai ( z  ) - ~ - w ~ ,  . .  

nom, p,  n ichtnegat ive  ganze Zahlen und  1 ~ p ~ n. Da ffir endliche Orduung 

w (z) mit  m (r, w) ---- 0 (log r) auch m (r, w(t)) = 0 (log r) gilt, folgt m .  (r, ~v, Q) v o n  

= 0 (tog r). Nach  (2) ist, falls D (z) ~ O, a (n) (z) ~ O, wenn n die kleinste Zahl 
dn b 

mit  - -  - -  0 ist. Aus dz n 
W ( ~  

+ 2) 
a(n)(z) _~_ 1 Q ( z , w ,  , w  (n)) 

y J  ~ - ~  - - -  W 7 * . , 

folgt  d a n ,  m(r ,  1 ) =  O (togr)  und  naeh dem ersten Haup t sa t z  N ( r ,  1 ) - -  

- -  N (r, w') = 0 (log r). Beaeh te t  man  noeh 2 N (r, w) = 2 T (r, w) + 0 (log r), 
q 

so ist  ~ m (r, cj) + N(r,  1/w') - -  N(r,  w') + 2 N(r ,  w) = 2 N(r ,  w) + 0 (log r) = 
1 

= 2 T (r, w) + 0 (log r) fiir alle r riehtig, also (4) im Falle D (z) ~ 0 ffir | ede  

1 N(r, w), N(r, l/w') = N(r, w') + LSsung yon (2) giiltig. Aus Nx(r, w ) = ~ -  

+ 0 (log r) = w) + 0 (log r) folgt v~ (0o) = li_m_m ~ = -~ N(r,  Nl(r, w) 1 und  (/)e ~ 

= lira N(r,T(r,1/W')w) -- 23 , also eine genaue Defektre la t ion ~e  + v~ (oo) = 2. 
F--~ OO 

Fiir den bisher ausgesehlossenen Fall  D (z) ~- 0 ist wegen (2) h (z) ~ eonst. 
und % = 0 in (P1) notwendig,  so dab eine Differentialgleiehung w " =  a + 
+ b w + 6 w ~ mit  kons tan tem a und  b vorliegt. Zur Diskussion ihrer IAismagen 
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k a n n  m a n  die P e . F u n k t i o n  heranziehen.  Man kann  aber  auch,  und  das soil der  
VoUstdindigkeit ha lber  hier  geschehen, die wesentl ichsten Eigenschaf ten  der  
Liisungen unmi t t e lba r  der  Dffferentialgleichung en tnehmen.  Dazu  d a f t  m a n  
wegen h(z) ~ const,  yon  w " =  a + 6 w 2 bzw. u, '2= ~ + 2 a  w + 4 w a =  4 (w- -e~ )  
( w - -  e~) (w - -  ea) = 4 w a - -  g~ w - -  ga = P (w) ausgehen.  H a t  P (w) = 0 nur  ein- 
fache Wurzeln,  so folgt  fiir beliebige endliche k aus  

P(k) P'(k) ( 1 )  
[ w" ]a 4 ( w + 2 k ) + - ( w - / ¢ ) 2  + m r, = O ( l o g r )  
\ ~ -  k / = w - k- -w-- :  ~ 

3 -W und daraus  in Verbindung mi t  2 m ( r ,  1/w') ~ ~ m  r, + 0 (1) 

re(r, 1]w') = 0(log r). Die eiIffachere F o r m  dieser Differentialgleichung gegeniiber 
(/51) mi t  ~o ~= 0 ges ta t t e t  eine genauere Analyse  der Gesamtverzweig the i t  
Ce im Endl ichen.  w' (z) verschwindet  nur  an  den efSte l len  yon  w(z), und an  

allen diesen Stellen wird wegen w " -  1 d P w= ~= 0 der Wer t  e i doppel t  
2 dw ej 

1 1 
angenommen.  Zufolge re(r, ei) = 0 (log r) grit N 1 (r, ei) ----- -2- N (r, ei) = -2 T(r,w) + 

1 
0 (log r) oder  v ~ (ei) = -~,  also ~b~ = v~(el) +/~(e~) + v~(ea). Fal ls  k = e Doppel-  

wurzel yon  P (w) = 0 ist, also A = g~ - -  27 g~ --- 0, schlieBt m a n  nach dem 
Eindeut igkei tssa tz ,  dab  fiir jede n ich tkons tan te  LSsung yon  w '2 = 4 ( w - - c )  ~ 
( w + 2 c )  tier Wer t  c PICARDscher Ausnahmewer t  ist:  ~ ( c ) = l .  Wegen 

l N (r, - -  2 c) g ibt  der  Wer t  - -  2 c m (r, - -  2 c) = 0 (log r) und  5~ (r, - -  2 c) = 

zur  Verzweigthei t  ~e  den Bei t rag/~ ( -  2 c) = 2 "  Es  ist Ce = v~ ( - -  2 c), da  aus  

( l ;  ( , ;  , - J  = ~--~g 4(w+2c)  re(r, l /w')  = m(r , c )  + 0 ( l o g r )  folgt  und  dami t  

3 N ( r , w )  + m ( r , w ' ) - - m ( r ,  1/w') = nach  dem ers ten H a u p t s a t z  N (r, 1/w') = ~  

= 2-1 N it, w) + 0 Clog.r) = ~-1 T(r, w) + 0 (log r). Wegen zg(co) = 1/2 gilt  eine ge- 

naue  Defekt re la t ion  0 ( c ) +  z $ ( - - 2 c ) +  va(co)= 2. Ohne Beni i tzung der  LS- 
sung w (z) = c - -  3 c sin- 2 (]/__~ 3 c -  z + C) yon w 'z = 4 { w - -  c) ~ (w + 2 c) Ii~13t 
sich wei ter  noch  zeigen, dab  w (z) yon  der  Ordnung  1 ist. D a  c l ~ c ~ D s c h e r  

1 
Ausnahmewer t  ist, erh~lt  m a n  in g ( z ) -  w(z ) - -e  eine ganze t ranszendente  

I_2isung der  Different ialgleichung g,2 = 12 c g~ + 4 g. I s t  ~ (r) der  zu g (z) ge- 
h6rige Zen.tralindex, d a n n  folgt  wegen c ~ 0 aus  der  Different ialgleichung 
v(r)  ----- ~/1-2-tcl r (1  + h (r)) und  da raus  log M(r )  = K r ( 1  + h (r)), 0 < g < ~ ,  
und  h (r)-~ 0 ftir r -*  co. /Kit g (z) ist  aber  auch w (z) yon  der Ordnung  1. I m  
Falle einer dreifachen Wurzel  liegt die Differentialgleichung w '~ = 4 w a mi t  
dem al lgemeinen In tegra l  w (z) = 1/(z - p)2 vor.  

5. Zuniichst  wird in (/5~) fit * 0 vorausgesetz t .  Nach  3. ist fiir jede LSsung 
w (z) yon  (3) m (r, w) --- 0 (log r). I s t  k wieder eine beliebige endliche komplexe  
Zahl,  so folgt  aus w "  = D (z) + b (z) (w - -  k) + c (z) (w 2 - -  k a) + 2 (w*--  k a) mi t  

D (z) --  a (z) + b (z) k + c (z) I~ + 2 k s m ,- = 0 (log r), falls D (z) ~ 0. 

D i e ~  l ~ l k n g m ~  i s t  fttr h(z) ~ eo~l~, wegen (3) sieher effiiUt. J ede  I ~ t m g  
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ist  also frei von  defekten  Werten,  und  ftir beliebige Wer te  k und  k '  gi l t  
n (r, k) 

lira n(r,/f) -- 1. n-malige Different ia t ion yon (3) naeh  z f i ihr t  zu 

w~n + 2) = a(n) (z) -i- b (n) (z) w + c(") (z) w 2 + Q (z, w, w',  . . . , w(n)) , 

und bei h (z) ~ const,  li~Bt sich nach (3) n so wi~hlen, daft b (n) (z) ~ c (n) (z) ~ 0, 
abe t  a(n) (z )~  0 gilt. D a n n  folgt  wie in 4. re(r, 1 / w ' ) =  0(log r), also wegen 
N (r, 1/w') = N (r, w') + 0 (log r) = 2 N (r, w) + 0 (log r) = 2 T (r, w) + 0 (log r) 
~b e = 2 und  (4). I s t  h (z) ~ const. ,  so ist ftir ~0 # 0 noch D (z) ~ 0 fiir alle k. 

w'" w - h  ( w - h )  
D a n n  erh~lt  m a n  aus  ~ , - = f l l - - ~ - o + ( b + 2 c w + 6 w  ~) m r , ~  = 

[r w-h~+ m(r, 1/w- h)+ 0(1) = 0 (log r) und  zusammen  mi t  m (r, 1/w') ~ m \ , w' ] 

n(r, k) 
wieder re(r, 1/w') = 0 (log r). lira n(r--, k'--) = 1, ~b e = 2 und (4) sind also ausnahms-  

los fiir i l l #  0 und  ~ 0 #  0 giiltig. I m  Falle ~ =  0 verschwindet .D(z)  identiseh 
nur  fiir h = k. Dann  kann  m a n  nicht  mehr  in der angegebenen Ar t  a u f  
m ( r , 1 / w - - h )  = 0( log r) schlieBen. Da  auch in diesem Falle die Beziehung 

m [ r  w - - h ~  = 0 (log r) r icht ig bleibt,  erh~lt  m a n  zusammen  mi t  re(r, l / w -  h) \ '  w ' /  
re(r, 1/w') + C l o g r  m(r ,  1/w') = re(r, l / w - -  h) + 0 ( logr) ,  also (4). Die 

Funk t ion  u(z)  = w(z)  - -  h gentigt  den Gleichungen u " =  (fl, z + rio) u + 2 u a 

und 

_ R F(z) , ~,, ~ -~ u 2 entnimmt man wegen ~1 + 0 m (r, F/F') = 0 (log r) und daraus 

welter  m(r ,  1 / F ) = m ( r , I / F ' ) + O ( l o g r ) = 2 m ( r ,  1 / u ) + O ( l o g r ) .  D a  aus  
m (r, F )  = 0 (log r) und  N(r,  F )  = N(r,  u) nach dem ers ten H a u p t s a t z  T(r,  F)  = 
= T ( r , u ) + 0 ( l o g r )  folgt,  b e k o m m t  m a n  2~t(0, u ) = O ( 0 ,  F ) ~ l ,  also 

1 
0 ~ ~(0, u) <: ~ - .  Der  fiir ~o = 0, fll=~ 0, h = k mSgliche Defek t  (~(h, w) k a n n  

mi th in  h6chstens  gleich 1/2 sein. Dabei  bleibt  hier  unentschieden,  ob iiber- 
h a u p t  ~ (h, w) > 0 zutreffen kann .  In  d e m  noch auss tehenden  Fatle ~l = 0 
d a r f  m a n s i c h  au f  w " = ~ + f l 0 w + 2 u  S = Q ( w )  bzw. w ' ~ = ~ ¢ + 2 a 0 w +  
rio" US + w4 = P (w) beschranken.  J e  nach  Wahl  der  Anfangsbedingungen in 
w " =  Q(w) erh~lt  m a n  LSsungen yon  verschiedenem Wertver te i lungsverha l ten .  
I s t  fiir beliebiges endliches k = c n i c h t  gleichzeitig P (c) = O, P'(c) = 0, so 
folgt  aus w'~= P(c) + P'(c) ( w - - c )  + . . . + ( w - - c )  4 wie in 4. re(r, 1/w - c) = 
= 0 (log r) und  re(r, 1 / w ' ) =  0 (log r). Sind dann  cj die vier  verschiedenen 

Wurzeln  yon P (w) = 0, so gilt  zufolge iV 1 (r, cj) = ~ T(r,  w) + 0 (log r) ~ (ci) = 

= 1/2, ~ = 1 . . . . .  4 . .Ha t  P(w) = 0 genau eine Doppelwurzel ,  also w '~ = ( w - -  c) ~ 
(w--ca) (w--ca) , so mu~  naeh  dem Eindeut igkei tssa tz  fiir n i eh tkons tan tes  w(z) 
der Wer t  c l~c~a~Dscher Ausnahmewer t  sein. ca, c a sind Normalwer te  mi t  

1 
N~ (r, c~) = ~- T (r, w) + 0 (log r), also v ~ (c~) = v ~ (c~) = 1/2. (4) ist wegen 

m (r, 1/w') = m (r, l / w - -  c) + 0 (tog r) efftillt. Die 0 r d n u n g  der  LSsungen 
ergibt  sich wie in 4. au f  dem Wege tiber den Zent ra l index  zu 1. I s t  noeh ca= c a 
= c', so sind, falls w (z) eine t ranszendente  L5sung ist, beide Wer te  c und  ¢' 
l ~ c ~ D s c h e  Ausnahmewer te .  Aus der  Different ialgleichung folgt  m (r, 1/w') = 
= m (r, c) + m (r, c') + 0 (log r). w (z) ist, wie das  Anwaehsen  des Zentra l -  
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1 zeigt, yon der Ordnung 1. Damit sind alle trans- index yon g (z) = w ( z ) -  

zendenten Lfisungen der Differentialgleiehung erfaBt. H~tte namlieh w'~= 
(w--c) s (w--c ' )  bzw. w'~= w 4 eine transzendente L5sung, so miiBte, da c bzw. 0 

1 
PmARDseher Ausnahmewert ware, g (z) = w(z) ---~ bzw. g (z) = 1/w (z) ganze 

transzendente L~sung der Differentialgleiehung v '~= 1 + ( c - - c ' ) v  bzw. 
v 's = 1 sein, was unmSglieh ist. 

Zusammenfassung.  

Jede L5sung der Differentialgleiehungen (2) und (3), deren Koeffizienten 
den Bedingungen (2) und (3) geniigen, ist in I zl < c¢ eindeutig analytiseh, 
yon endlieher Wachstumsordnung und efffillt die Beziehung (4). Fiir nieht- 
konstante Koeffizienten a (z), b (z), c (z) gilt, wenn man yon dem unerledigten 
Fall % = 0, fl~ =~ 0 absieht: 

n(r, k) 
(6) lira n(r---, k'-~ = 1 fiir beliebige komplexe Zahlen k und k'. 

Der Gesamtindex der algebraisehen Verzweigtheit ~ = lim N~(~) ist stets 
~ T(r, w) 

gleich 2. 
Geht man fiir konstante Koeffizienten zu w'Z= Pa(w)  bzw. w '~ = Pa(w)  

iiber, so gelten die folgenden Verzweigungseigenschaften 

/ '3 = 4 (w - e~) ( w -  e,) (w - e3) 

= 4 (w - c ) '  (w + 2 c) 

_-4w a 

P~ = ( w -  ~ ) . . .  ( w -  c~) 

P4 = (w - c)~ (w - ~ )  (w - %) 

P4 = (w - c)~ (w - c') 2 

P4  = (w - c)3 (w - c') 
P a ~  w4 J 

3 1 
= ~ + a ( ~ )  = ~ 7  0 (e j )  + ~ ( ~ )  = 3 .  y + 

1 
1 4- ~ = 2 (6) ftir bel. k und k'. 

1 
= ¢~ + ~ (oo) = ~ ( -  2 c) + ~ (00) = 2 .  ~ 

(~(c) = 1. 
Keine transzendenten LSsungen, 

4 1 
~b = ~b e = ~ v~ (cj) = 4 .  ~ ,  (6) fiir bel. k, k'. 

1 
1 ~ ( c )  = 1 .  

= ~ = 0 (cat + ~ (c4) = 2 • ~ ,  

¢ = ~ 5 ~ = 0 ,  (~(c)=(~(c ' )= 1. 

Keine transzendenten LSsungen. 

6. Sind in der RIccATIschen Differentialgleichung w' = a (z) + b (z) w -b w ~ 
die Koeffizienten a (z), b (z) Polynome, so ist jede LSsung w ( z ) i n  I zf < oo 
eindeutig analytisch und yon endlieher Ordnung. Das ersieht man aus 
der zugeordneten Gleichung u " -  b (z) u '  -i- a (z) u = 0 mit w = -  u ' /u .  
Die Ordnungsbeschr'~mkung kann man aber auch mit der in 3. beniitzten 
Methode beweisen. Dazu bildet man w'~= a ~ ( z ) 4 - ' " - } "  w a und beaehtet 

( l+lw]q" -~1" Man erhalt  T ( r , w ) < A r P 4 - B  *nit p = 2 % 2 M a x ( ~ , f l ) ,  

wean ~, fi die Gra~le yon a (z), b (z) sind. Wie bei (2), (3) gestattet  auch die 
RIccXTIsche Differentialgleiehung den Beweis der Beziehung re(r,  1/w') 

q 

< ~ m (r, cj) + C log r, so dab (4) gilt. Auch die wichtige Kla~se der linearen 
1"  
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Differentialgleichungen w 'm) + am-1 (z) w (m- 1) + . . .  + at (z) w' + a o (z) w = O, 
ao(z ) ~ O, mit rationalen Koeffizienten erm6glieht, da jede in Izl < co ein- 
deutige LSsung yon endlieher Ordnung ist, den Beweis der Beziehungen 
re (r ,  1/w')  = m (r, 1/w) + 0 (log r) und m (r, w') = re(r ,  w)  + 0 (log r)8). In  
diesen Fgllen gestattet  allein die Form der Differentialgleichung in Verbin- 
dung mit einer groben Aussage fiber clns Anwaehsen der IAsungen den Schlul3 
auf die Gfiltigkeit yon (4). Danach ist es nicht fiberrnschend, d~B kein 
Beispiel einer transzendenten Funktion bekannt ist, we m (r, w) ,,, m (r, w ' )  

q 
und m (r, 1/w') ~ ~ m (r, 1/w - -  ci) nicht streng gilt. Geniigen doch viele der 

i = 1  
bekannten Funktionen (bekannt in dem Sinne, dab sie eine Beroehnung 
der in Frage kommenden WertverteilungsgrfBen zula~sen) gerade gew6hn. 
lichen Differentialgleichungen der erwghnten Bauart.  

Die LSsungen yon w ' =  a + b w + w', (2), (3) und yon linearen Differential- 
gleichungen mit rationalen Koeffizienten sind, werm man in erster Linie an 
das Auftreten defekter Werte denkt, nicht besonders interessant, da fiir die 
ersten nur in wenigen Ausnahmefgllen defekte Werte vorkom~en und bei 
letzteren neben w = oo mit ~ (oo) = 1 hSchstens noeh w = 0 einen posithven 
Defekt haben kann. Unter  den Lfsungen yon w ' =  a + b w + w 2 gibt es keine, 
die einen positiven Index der algebraischen Verzweigtheit besitzt, eine Eigen- 
schaft, die aueh noch in groBem Umfange fiir (2) (yon 0 (oo) = 1/2 abgesehen) 
und (3) gelten dfirfte. Es ist zu erwarten, dab diese Funktionen far  den Zu- 
sammenhang zwisehen Wachstumsordnung und Flgehenbau yon Interesse sind. 

e) Wia-rlcH, H.: Ober das Anwachsen der LSsungen linearer Differentialgleichungon. 
Math. Ann. 124, 277--288 (1952). 

(Einffegangen am 4. Jul i  1952.) 


