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Einleitung

Wihrend das Studium linearer Verbande Gegenstand zahlreicher Unter-
suchungen gewesen ist, hat der (umfassendere) Begriff des halbgeordneten
linearen Raumes bisher weniger Beachtung erfahren!). Wir erwiéhnen hier
vor allem die Arbeiten von Bownsain [2—6] sowie von KrEIn und seinen
Schiilern [15—17]2). Sie befassen sich vorzugsweise mit positiven linearen
Transformationen in halbgeordneten linearen Réaumen, die zumeist die topo-
logische Struktur eines Banachschen oder allgemeiner normierten Raumes
tragen. Dabei stehen wiederum die Spektraleigenschaften gewisser Klassen
positiver Transformationen im Vordergrund. In halbgeordneten Réumen mit
einer allgemeineren, nédmlich lokalkonvexen topologischen Struktur sind
positive Transformationen erstmals vom Verfasser [20] untersucht worden.

Bei vielen zur Erzeugung linearer Réume benutzten Prozessen, die in
der Theorie linearer Raume bedeutsam sind, besitzt der neugebildete Raum
eine in natiirlicher Weise durch die Ordnungsstrukturen — wenn vorhanden —
der gegebenen Riume erzeugte Halbordnung (vgl. den folgenden Abschnitt).
So sind das topologische Produkt, die direkte Summe halbgeordneter linesrer
Réume wieder halbgeordnet; ebenso ein linearer Teilraum und ein Quotienten-
raum, vor allem aber der zu einem halbgeordneten topologischen Vektorraum
duale Raum, d. h. der Raum stetiger Linearformen. Daher ist es nicht ver-
wunderlich, dafl die meisten in den Anwendungen auftretenden topologischen
Vektorrdume in natiirlicher Weise halbgeordnet sind; denn sie sind fast durch-
weg mit Hilfe der reellen oder komplexen Zahlen gebildet. Fiir die Rolle,
die die Halbordnung in solchen Raumen spielt, ist nun sehr wesentlich, in
welchem Verhéltnis sie zur Topologie steht; anders ausgedriickt: welche topo-
logischen Eigenschaften der Kegel der fiir diese Halbordnung positiven Ele-
mente besitzt.

¥) Ich danke an dieser Stelle besonders der Deutschen Forschungsgemeinschaft,
durch deren Unterstiitzung mir die Anfertigung dieser Arbeit erleichtert wurde.

1} Fir die in der Einleitung verwendeten Begriffe vergleiche den folgenden Abschnitt.

%) Nach Vollendung des Manuskriptes erhielt der Verfasser Kenntnis der Arbeit von
I Namioxa [19]. An den wenigen Stellen, wo die Ergebnisse beider Arbeiten in enger
Parallele stehen — dies betrifft vorzugsweise Teile des 4. Abschnittes der vorliegenden
Arbeit — ist der Zugang zu ihnen doch $o0 verschieden, daB ein Vergleich der genauen
Untersuchung bedarf und einige weitere Ergebnisse bringen diirfte. Wir verschieben dies
auf die beabsichtigte Fortsetzung dieser Arbeit.
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Die vorliegende Arbeit stellt einen Versuch dar, den Zusammenhang
zwischen Halbordnung und Topologie in linearen Riumen systematisch zu
studieren. Da hierbei die Theorie der Dualitdt wesentlich benutzt wird,
beschrinken wir uns von vornherein auf lokalkonvexe Topologien, und um
viele Komplikationen (die grundsétzlich ohne Belang sind) zu vermeiden,
auf die reellen Zahlen als Skalarkoérper. Im Laufe der Untersuchung stellte
sich heraus, dafl es im wesentlichen zwei Begriffe sind, die eine entscheidende
Rolle spielen: Der Begriff des normalen und der des BZ-Kegels®). Diese Be-
griffe sind unabhéngig voneinander von KrEIN [15] bzw. BowxsarL [4] fiir
Kegel in normierten Réumen aufgestellt worden. Sie werden im folgenden
in einer fiir alle lokalkonvexen Riume giiltigen Weise definiert und sind iiber
die Dualitit sehr eng miteinander verknilipft: In reflexiven Riumen ist der
zu einem normalen Kegel konjugierte stets BZ-Kegel und umgekehrt. Die
wichtigsten Eigenschaften und das gegenseitige Verhaltnis von normalen und
BZ.Kegeln werden in den beiden ersten Abschnitten betrachtet. In den
iibrigen drei Abschnitten werden dann die gewonnenen Ergebnisse auf ver-
schiedenartige Fragestellungen angewandt. Thnen ist gemeinsam, daB sie sich
auf die innere Struktur halbgeordneter lokalkonvexer Riume beziehen, also
sozusagen geometrischer Natur sind, wihrend von der Betrachtung linearer
Transformationen (mit Ausnahme der Linearformen) abgesehen wird. Diese
sollen einer spiteren Untersuchung vorbehalten bleiben. Wir geben im fol-
genden (unter der entsprechenden Ziffer) einen kurzen Uberblick iiber die
Ergebnisse der einzelnen Abschnitte.

1. Wir geben dieDefinition eines normalen Kegels in einem lokalkonvexen
Raum E und in (1.1) ibr analytisches Aquivalent. Die Eigenschaft der Nor-
malitdt Gbertriagt sich unmittelbar auf Teilrdume und topologische Produkte
{1.2). Das Hauptergebnis dieses Abschnittes ist das Zerlegungstheorem (1.3):
Jede auf E stetige Linearform ist Differenz zweier auf K positiver?4), ebenfalls
stetiger Linearformen, wenn K ein normaler Kegel ist. (1.5) gibt mit Hilfe
der ,,&-Kegel“ eine duale Kennzeichnung normaler Kegel, aus der zusammen
mit (1.3) sich eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ergibt, da8
jede stetige Linearform Differenz zweier positiver (stetiger) Linearformen ist
(1.6). Um — besonders im 4. Abschnitt — eine inhaltsreiche Theorie zu er-
halten, erweist es sich als notwendig, den (allgemeinsten) Begriff des halb-
geordneten linearen Raumes etwas einzuengen. Wir definieren regulire
Ordnungsstrukturen auf linearen Réumen mit Hilfe des Aquivalenzsatzes (1.7),
wobei sich der Begriff des normalen Kegels wieder als grundlegend erweist.
(1.8) zeigt, dafl die Forderung der Regularitédt eine verniinftige Beschrinkung
darstellt. Der Abschnitt schlieBt mit zwei wichtigen Sitzen der MaBtheorie,
die als Anwendung von (1.3) bewiesen werden.

2. Der zweite Abschnitt schlieBt mit der Definition des BZ-Kegels, des
wichtigsten Spezialfalles der G-Kegel, unmittelbar an (1.5) an. (2.1) gibt ein

3) Definitionen im 1. bzw. 2. Abschnitt.
%) Wenn Verweehslungen ausgeschlossen sind, verwenden wir die Worter ,,positiv
und ,,nichtnegativ‘‘ in gleicher Bedeutung.
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Kriterium fiir die BZ-Eigenschaft, (2.2) einen Einblick in den dualen Charakter
der normalen und BZ-Kegel. (2.3) gibt eine duale Charakterisierung der BZ-
Kegel mit Hilfe der starken Topologie im dualen Raum, die sich (2.4) fiir
tonnelierte Riume umkehren lifit. Eine Konsequenz der BZ-Eigenschaft im
Dual tonnelierter Raume ist (2.5); die Frage nach der BZ-Eigenschaft im
Fall B = K — K muBte leider — mit Ausnahme von Banachriumen (2.8} —
offenbleiben. (2.7) ist eine Folge der vorangehenden Ergebnisse fir reflexive
Réume und 148t den dualen Charakter der beiden Typen von Kegeln voll in
Erscheinung treten. (2.8) zeigt den EinfluB der BZ-Eigenschaft auf die
Stetigkeit positiver Linearformen und bildet, wie die nachfolgenden Beispiele
zeigen, eine Krginzung eines bekannten Kriteriums hierfiir (BouvrBaKI [7],
p. 75). Die Beispiele zeigen aulerdem das Zusammentreffen von Normalitit
und BZ-Eigenschaft fiir die positiven Kegel der geldufigsten klassischen
B-Réume.

3. Eine Verallgemeinerung der in Rieszschen Ridumen geldufigen relativen
Beschrénktheit von Linearformen (BourBaxi [9], p. 34) ist die hier gegebene
Definition ordnungsbeschrankter Linearformen in beliebigen halbgeordneten
linearen Réumen. Ist der positive Kegel K im Rieszschen lokalkonvexen
Raum K normal, so ist jede stetige Linearform relativ beschrinkt (3.2). Die
Umkehrung dieser Aussage ist fiir BZ-Kegel nur unter wesentlich engeren
Voraussetzungen richtig (3.3). (3.4) gibt ein Kriterium fiir das Zusammen-
fallen beider Klassen von Linearformen, das im reflexiven Fall eine besonders
einfache Form annimmt.

4. Durch (3.2) und (3.3} wird die Vermutung nahegelegt, daf die Klassen
ordnungsbeschrinkter und stetiger Linearformen auf einem halbgeordneten
linearen Raum K nur fiir eine geniigend feine Topologie tibereinstimmen
werden. Der vorliegende Abschnitt beantwortet die Frage nach der Existenz
dieser Topologie positiv. Dies geschieht zunichst fiir den Fall, daBl E eine
Ordnungseinheit besitzt (4.1). Die Ordnungstopologie ist dann normiert
und die feinste, fiir welche der positive Kegel K normal ist. Ist B {Z] ein
B-Raum mit Ordnungseinheit und K normal, so ist € die Ordnungstopologie
{(4.2). Im allgemeinen Fall (4.4) ist die Ordnungstopologie €, induktiver
Limes normierter und (4.5} tonnelierter Riume und %, feiner als jede lokal-
konvexe Topologie, firr die K normal ist. Die Topologie §, diirfte ein neu-
artiges allgemeines Beispiel fiir den Begriff des induktiven Limes bilden. Um
sicherzugehen, daBl €, eine Hausdorffsche Topologie ist, muB die Ordnungs-
struktur als regulir (vgl. Definition 3, Abschnitt 1) vorausgesetzt werden.
(4.6) und (4.7) sind das erwartete Ergebnis: &, ist die feinste lokalkonvexe
Topologie, fiir die der duale Raum aus allen ordnungsbeschrinkten Linear-
formen besteht. Ob der positive Kegel eines regulir halbgeordneten Raumes
tir die Ordnungstopologie stets normal ist, ist eine offene Frage. Wohl aber
existiert auf jedem solchen Raum eine feinste lokalkonvexe Topologie £,
fiir die K normal ist (4.8), und die Regularitit der Ordnungsstruktur ist hierfiir
auch notwendig. (4.9) gibt eine hinreichende Bedingung fiir die Uberein-
stimmung von €y und €, Die Ubereinstimmung von €, mit einer
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vorgegebenen lokalkonvexen Topologie € 146t sich in vielen Fallen mit Hilfe
von (4.10) feststellen; so in den nachfolgenden Beispielen, bei denen auch
% y mit €, zusammenfillt.

5. Wir zeigen zunéchst (5.1), (5.2), dafl die beiden bekannten Darstellungs-
siitze fiir beliebige lokalkonvexe und fiir separable Banachsche Riume als
Réume stetiger Funktionen sich auch auf die Ordnungsstruktur erstrecken,
sofern die Réume halbgeordnet sind mit normalem Kegel. — Der Rest des
Abschnitts beschiftigt sich mit dem Basisproblem und gibt in (5.3) und (5.4}
it Hilfe der Normalitit und BZ.Eigenschaft hinreichende Bedingungen
dafiir an, daB ein abzdhlbares System in einem tonnelierten (separablen)
Raum eine Basis bzw. eine absolute Basis ist. Nebenbei ergibt sich (5.5),
daB nicht jeder totale Kegel eines separablen B-Raumes die BZ-Eigenschaft
besitzt. (5.8) bezieht sich auf reflexive B-Riaume und weist die Aquivalenz
zwischen der Normalitit (oder BZ-Eigenschaft) der von einem maximalen
Biorthogonalsystem [z, y,,] aufgespannten Kegel K [x,] bzw. K {y,,] und der
Eigenschaft nach, daB {z,} bzw. {y,} absolute Basen in £ bzw. £’ sind.

Ubersicht tiber die verwendeten Hilfsmittel

Wir geben in diesem Abschnitt eine kurze Ubersicht iiber die verwendeten
Hilfsmittel. Nach einigen Hinweisen, die fiir die gesamte Arbeit von Belang
sind, unterteilen wir die Angaben nach den Abschnitten, auf die sie besonderen
Bezug haben. Die einzelnen Abschnitte der Arbeit sind insofern nicht un-
abhingig voneinander, als in spéteren héiufig auf frither bewiesene Behaup-
tungen und Sitze zuriickgegriffen wird.

Wir setzen den Begriff des lokalkonvexen Vektorraumes (BourBaki [7],
Korur [14]) und seine einfachsten Eigenschaften als bekannt voraus. Jedoch
wird ein lokalkonvexer linearer Raum stets als separiert (d. h. seine Topologie
als Hausdorffsch) angenommen. Die Topologie € von E wird, wenn Ver-
wechslungen nicht ausgeschlossen sind, durch den Zusatz ¥ [$] gekennzeichnet.
Die abgeschlossene Hiille einer Menge M C B bezeichnen wir, nétigenfalls
unter Angabe der gemeinten Topologie, mit M. Wir betrachten ausschlieBlich
lineare Réume iiber dem Koérper R der reellen Zahlen.

Ein linearer Raum F heiflt halbgeordnet, wenn auf einer (nichtleeren)
Menge {{(=,y)} CE x E eine Relation x < y erklart ist, die den Bedingungen
geniigt:

19 s ist stets x < x (Reflexivitat).

20, Aus z < y, ¥y < z folgt x < z (Transitivitat).

3% z< y, y = x bedingt x = y (eigentliche Halbordnung).
4%, Auszx s yfolgt x4+ z<y-+zfirallezc k.

5% Ausx=0folgg Az =0 fiir = 0.

4% und 5° verkniipfen die Ordnungsstruktur mit den linearen Relationen
in . Ist B[%] lokalkonvex, so fordern wir keine generelle Vertriglichkeits-
bedingung zwischen Ordnungsstruktur und Topologie. (Die Forderung, daB
die Menge K der ,,positiven’* Elemente € -abgeschlossen sei, vgl. BourBax1 [9],
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p- 26, ist haufig durch AbschlieBung von K leicht zu verwirklichen; aber die
Abgeschlossenheit von K ist fiir viele unserer Betrachtungen nicht wesentlich.)
Ein halbgeordneter linearer Raum heifit fast-archimedisch, wenn seine Ord-
nungsstruktur der Bedingung geniigt:

6° dus —fy<zxséyfiralef>0flgte=10

Wir nennen die Elemente x = 0 in ¥ positiv. Ihre durch die Ordnungs-
struktur wohlbestimmte Gesamtheit K ist ein konvexer Kegel in E mit dem
Scheitel 0, der stets zu K gehdrt. Aullerdem ist K echt, d. h. K enthilt
{wegen 39, 4% und 5°) keine Gerade durch 0. Umgekehrt definiert ein konvexer
echiter Kegel K mit dem Scheitel 0 durch ¢ < y fir y — z € K stets eine
Ordnungsstruktur, die den Axiomen 19 bis 5° geniigt. Wir verstehen im fol-
genden unter einem Kegel (schlechthin) stets einen konvexen Kegel, der
seinen Scheitel 0 enthédlt. Wenn im selben Zusammenhang von einer Halb-
ordnung und einem Kegel K die Rede ist, so ist K stets die Menge der beziiglich
dieser Halbordnung positiven Elemente.

Sind E,, K, zwei lineare halbgeordnete Réume mit den Ordnungskegeln K,
K,, 50 heiBt jede lineare Abbildung 4 von £, in E, mit 4 (K;) C K, Ordnungs-
homomorphismus. Ist die Abbildung eineindeutig von E, auf K, und 4(X,)
= K,, so sprechen wir von einem (linearen) Ordnungsisomorphismus. .

Ist E ein halbgeordneter linearer topologischer Raum mit positivem Kegel K,
so ist ein linearer Teilraum L C E durch den Kegel L N K, ein Quotientenraum

E/H durch K halbgeordnet, K das Bild von K beim kanonischen Homo-
morphismus E > E/H. Seien B, halbgeordnete lineare Riume, K, der Ord-
nungskegel in #_. Das Produkt ]] E, ist durch K __]] K, die direkte Summe

® E, durch K = ® K, halbgeordnet

1. Ein Dualsystem (F, @) ist ein Paar von linearen Raumen, auf deren
Produkt F x G eine Bilinearform {x,y) mit folgender Eigenschaft erklart ist:
Aus (x,, ) = 0 fiir alle y € G folgt z,= 0; aus {z,y,) = 0 fiir alle z ¢ F folgt
Yo=10. Mit o(F, () wird die Topologie der einfachen (punktweisen} Kon-
vergenz auf F bezeichnet; hierbei werden die y € @ als lineare Abbildungen
von F in R vermoge «— (x,y) aufgefaBBt. Entsprechend definiert man
o(G, F). o(F, ) heiBt (die) schwache Topologie auf F (beziiglich {F, G)).
Das wichtigste Beispiel eines Dualsystems ist (#, E'), wo E[Z] ein lokal-
konvexer Raum, £’ der Raum aller &-stetigen Linearformen auf E ist. (x,z’)
ist der Wert von 2’ ¢ B’ im Punkte x ¢ B. Fiir M C F heifit

M= {ycG:(x,y) =1 firalle x ¢ M}

die zu M polare Menge. M ist die ¢(F,d)-abgeschlossene konvexe Hiille
von M\ {0}. (Bipolarensatz.) Eine F iberdeckende Klasse © von Teilmengen
heiBt gesdttigt, wenn sie mit § jede Teilmenge von §, alle positiven Viel-
fachen ¢ § und mit endlich vielen Mengen die absolutkonvexe schwach-
abgeschlossene Hiille ihrer Vereinigung enthalt; dabei heiBt M absolut-
konvex, wenn es konvex und symmetrisch ist. Eine lokalkonvexe Topologie €
heiflt zuldssig auf F fiir das Dualsystem (F, G5, wenn F[Z)= @G ist. Jede
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zulissige Topologie ist eine &-Topologie (d. h. Topologie der gleichméB8igen
Konvergenz auf den Mengen von &), wobei & eine gesittigte Klasse relativ
schwach kompakter Teilmengen von G ist. Die feinste &-Topologie S(F, (),
© die Klasse aller schwachbeschrinkten (s. u.) Teilmengen von @, ist im all-
gemeinen nicht mehr zulissig. B (F, @) bezeichnet man als starke Topologie,
die feinste zuldssige Topologie, T (F, G), als Mackeysche Topologie auf F.

2. Eine Menge BCE[%] heiit -beschrankt, wenn B g U fiir jede
Nullumgebung U und geeignetes p = g(U) > 0. Ein System {B,} heiit
Fundamentalsystem beschrinkter Mengen, wenn B C B, fiir jede beschrinkte
Menge bei geeignetem Index «. Ist (F, ) ein Dualsystem, so sind die be-
schrinkten Mengen fiir alle zuldssigen Topologien dieselben (Macgry). E[%]
heiflt tonneliert, wenn € die starke Topologie (¥, E') ist. Im dualen
Raum £’ eines tonnelierten Raumes ist jede o (&', E)-beschrinkte Menge auch
S (E', E)-beschrankt (denn jede schwachbeschrinkte Menge ist $-gleich-
stetig). F heiBt halbreflexiv, wenn sein Bidual K" aus lauter ¢ (&', E)-
stetigen Linearformen besteht, also (algebraisch) isomorph zu E ist, reflexiv,
wenn E' in der starken Topologie f(E”, ') isomorph zu E[%] ist. Jeder
reflexive Raum ist tonneliert. SchlieBlich nennt man K [%¥] bornologisch,
wenn jede absolutkonvexe Menge M mit BCp M fiir jedes beschrinkte B
(bei passendem g > 0) eine Nullumgebung ist. Jeder folgenvollstandige bor-
nologische Raum ist tonneliert.

3. Alle fiir den dritten Abschnitt wesentlichen Begriffe sind dort erklirt.
Fiir weitere Information sieche Boursaxki [9], chap. IT.

4. Ist B ein linearer halbgeordneter Raum mit positivem Kegel X, so
heifit @ € K eine Ordnungseinheit, wenn es zu jedem b € ¥ ein 4 > 0 gibt
mit b < Aa (d. h. wenn a alle Elemente von E umfaBt im Sinne der Defi-
nition 5, Abschnitt 4). Fir einen Raum mit Ordnungseinheit gilt stets
E = K — K; indessen besitzt ein halbgeordneter Raum im allgemeinen keine
Ordnungseinheit. Es sei B [€,] eine Klasse lokalkonvexer Raume, E> U E,.

Als Hiilllentopologie auf £ bezeichnet man die feinste lokalkonvexe Topo-
logie €, fiir die simtliche Einbettungen I, von B, in E stetig sind (falls &
separiert ist). Ist iiberdies die Indexmenge {a} gerichtet®), E, C B, fir o« < f,
sind ferner die Einbettungen I% von E,[Z,] in E;[%,] stetig, so heiBit ¥ be-
ziiglich der Hiillentopologie ¥ induktiver Limes der E, [S,]: E[%]
= lir‘n} E.[%,]. Der induktive Limes einer Menge bornologischer Riume ist

bornologisch, einer Menge tonnelierter Riume tonneliert. Jeder induktive
Limes }{ﬁ E [%,] ist isomorph einem Quotientenraum der lokalkonvexen

direkten Summe @ E_{% ] nach einem geeignet gewihiten linearen Teilraum.
@€

Wir bemerken noch, da lf_n, E, [@Q:l_ir_r} B, [%.] ist, wenn {a'} eine zum

gerichteten System {o} konfinale Teilmenge bedeutet. Weiteres iiber induktive

Limites siehe bei KoTrE [14].

%) Eine halbgeordnete Menge A4 == {a} heiBt gerichtet, wenn zu «,8 stets y € 4
existiert mit a < p, 8 < .
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1. Konjugierte Kegel in dualen Riumen

Es sei (F, G ein Dualsystem. Fiir x ¢ F, 2’ ¢ @ bezeichnen wir mit {,x")

den Wert der kanonischen Bilinearform auf F x G. Ist K ein Kegel in F, so ist
K={recG:{z,2'y 20 fir x ¢ K}

wieder ein Kegel, den wir den zu K konjugierten Kegel in & nennen.

Offenbar ist K'= — K9, K?® die {beziiglich der Dualitit zwischen F und @)
zu K polare Menge. Hieraus folgt, dafl K'o(G, F)-abgeschlossen ist. Aus dem
Bipolarensatz (BoUrBAKI [8], p. 52, prop. 3) ergibt sich K% = K’ = K, wenn
(und nur wenn) K abgeschlossen ist fiir ¢(F, (). Ist dies der Fall, so ist K
auch abgeschlossen fiir jede zuldssige Topologie auf F. Ist K abgeschlossen
in F, so ist die durch K auf F erzeugte Halbordnung archimedisch. Denn

amse < Eyfiralle £ >0folgtz<liméy=0.
£->0
Wir fithren eine Eigenschaft konvexer Kegel ein, die fiir Banachriume

bekannt und zuerst wohl von KrEin [15] formuliert worden ist.

Definition 1. Ein Kegel K8 in einem lokalkonvexen Raum E[Z] heifle
normal fiir §, wenn es eine aus absolutkonvexen Mengen bestehende &-Null-
umgebungsbasis U = {U} mit der Eigenschaft gibt: Fir jedes U ¢ U und jede
Menge M C K mit leerem M U ist (M + K) U ebenfalls leer.

(1.1} Ein Kegel K in E[Z] ist dann und nur dann normal, wenn es ein &
erzeugendes System {p,} von Halbnormen gibt, die auf K monoton sind:

(%) P (2 + ) = P, (%) fir x, y ¢ K.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist offensichtlich. Ist um-
gekehrt ein & erzeugendes System {p,} von Halbnormen gegeben, das (*)
geniigt, so bilden die V = {zx ¢ E:p, ()< 1} eine Nullumgebungssubbasis
fur €. Man sieht nun leicht, daB fiir die Distanzfunktionen der Durchschnitte

N1 V,, je endlich vieler V_ ebenfalls (*) gilt. Die positiven Vielfachen dieser
i=1

Durchschnitte bilden aber eine &-Nullumgebungsbasis, und damit ist die
Behauptung bewiesen.

Wir stellen noch einige Folgerungen von (1.1) zusammen.

Corollar. Ein Kegel K in E[S] ist dann und nur dann E-normal, wenn es
eine -Nullumgebungshasis U gibt, so daf aus x ¢ U und 0 < y < = (fiir die
durch K erzeugte Halbordnung } y € U folgt fiir jedes U ¢ U.

Corollar. 8ei {z,} C K eine beliebige $-beschrinkie Menge. Dann ist, wenn K
normal ist fir €, die Menge M = U {z:0 < z < 2.} beschrdnkt.

Beweis. Sei {p,} ein -erzeugendes System von Halbnormen, das (*) geniigt.
Wiire M nicht beschrinkt, so gibe es eine Teilmenge {z,} C M mit p,(2,) - o
fiir wenigstens ein «. Sei etwa z, < z,,. Dann wire nach (*) p,(2,)) = p,(2,) > o,
entgegen der Beschranktheit von {z}.

Corollar. Gibt es zu einer Folge {x,} C K, die nicht -Nullfolge ist, eine
Nullfolge {z,} mit x, < z,, so ist K nicht normal fiir &.

*} Wir erinnern daran, da88 wir unter einem ,,Kegel“ stets einen konvexen Kegel
mit dem Scheitel 0 verstehen.
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Beweis. Wire K normal, go gibe es ein & erzeugendes System von Halb-
normen {p.}, das (*) geniigt. Da {x,} keine Nullfolge ist, gibt es eine Teil-
folge (x,} und ein o mit p,(x,) > g > 0. Hieraus wiirde nach (*) folgen
P l20) = Pol®y) > & im Widerspruch zur Voraussetzung,.

(1.2) Jeder normale Kegel ist echt, Ist H ein linearer Teslraum von E[E],
K ein E-normaler Kegel in E, so ist K ~ H ein S-normaler Kegel in H. Damit
ein Kegel K normal sei im topologischen Produkt E = [J E (% ], ist not-

wendig und hinreichend, dafi K = pr K € -normal sei fir jedes o, und das
-3
gleiche gilt fiir die lokalkonvexe direkte Summe K = & E [%,].

Beweis. Es sei x ¢ KN (—K), d.h. ¢ K, —z¢K. Aus (1.1) folgt
0=p,(x—x) = p,(x) = 0, daher p (z) = O fiir jedes x. Hieraus folgt x =0,
d. h. K ist echt. Die Normalitit von K N H in H folgt unmittelbar daraus,
daf8 die Einschrinkungen eines € erzeugenden Systems von Halbnormen auf H
die von & auf H induzierte Topologie erzeugen. Zum Beweis der dritten
Behauptung bemerken wir, daBl die Halbnormen p§:

pg(x) = pﬁ(xu) ’

wo x = (x,) und {p;} ein ¥, erzeugendes System von Halbnormen auf ¥ ist,
die Produkttopologie auf E erzeugen. Sind daher die K = pr K normal in

E,[%,], so folgt fir x,y € K:

Ph( + y)=pa(@,+ ¥,) = psla,) = pi(2),

d. h. K ist normal. Die Umkehrung folgt analog oder auch daraus, daB £,
einem linearen Teilraum von E algebraisch, topologisch und ordnungsiso-
morph ist.

Die Notwendigkeit der letzten Behauptung ist klar. Sei umgekehrt K,
normal in ¥ ,[€ ], dann gibt es nach (1.1), 1. Corollar, eine ¥ ,-Nullumgebungs-
basis {U,}, so daB} aus 0 < gy, < 2, € U, folgt y,€ U,. Nun wird eine Null-
umgebungsbasis in ® F_[Z ] durch die absolutkonvexen Hullen U =10,

gegeben, U, beliebiges Element einer & -Nullumgebungsbasis. Ist jetszt
O0sysaclU, soist =281, 2,€U, und T ]<1, und y=2y,
Wegen K =@ K, folgt aus v —y ¢ K 0< y,< &2, also y,€&,U, und
y el U, wzbw.

Die Ordnungshomomorphismen eines halbgeordneten linearen Raumes E
in R sind nichts anderes als die auf dem Ordnungskegel K positiven Linear-
formen, Ist F ein linearer topologischer, insbesondere lokalkonvexer Raum,
s0 ist von besonderem Interesse, wie sich die Gesamtheit aller auf ¥ stetigen
Linearformen zur Gesamtheit aller positiven Linearformen verhilt. Wir
kommen auf diese Frage in den Abschnitten 3 und 4 zuriick (vgl. auch (2.8))
und untersuchen jetzt, unter welchen Umstinden jede stetige Linearform
auf K Differenz zweier ebenfalls stetiger positiver Linearformen ist. Man
tiberlegt sich leicht, daB in einem Dualsystem (¥, @) die Echtheit von K C F
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stets die Totalitit von K zur Folge hat, d. h. K'— K' ¢(@, F)-dicht ist in G;
umgekehrt folgt aus K’— K'— @ die Echtheit von K.

Die Bedeutung der norma]en Kegel beruht nun wesentlich auf dem fol-
genden, fiir B-Riume von KREIN-GROSBERG [16] bewiesenen Zerlegungs-
theorem:

(1.3) Sei E ein lokalkonvexer Raum, K ein normaler Kegel in E. Dann ist
=K'—K', d.h. jede auf E stetige Linearform ist Differenz zweier auf K
nichtnegativer, ebenfalls stetiger Linearformen.

Beweis. Sei U ein beliebiges Element einer Nullumgebungsbasis in E,
welche die in der Definition des normalen Kegels geforderte Eigenschaft
besitzt. Wir bezeichnen mit p die vermoége U = {x ¢ E: p(x) < 1} zu U ge-
hérige Halbnorm, mit B = U® die zu U polare Menge in E" Ferner sei H
der Nullraum von U: H = p'(0), L'== Un B der von B aufgespannte Teil-

n=1
raum von &',

Es sei E’ E/H, K das kanonische Bild von K beim Homomorphismus
E->E/H.  ist durch |2] = p(a) fir (irgendein) x ¢ & normiert. Man sieht
leicht, daB die auf & in der Normtopologie stetigen Linearformen eineindeutig
den auf U beschrénkten Linearformen entsprechen. Denn letztere geniigen
einer Beziehung |@ ()| < C p(x), woraus ¢ = 0 auf H folgt, also ist ¢ - ¢
mit @(£) = ¢(x) und |@p(£)| = C ||£] fiir beliebiges = ¢ #. Umgekehrt de-
finiert jedes o ¢ E eindeutig ein stetiges y (x) = @ (&) fir x € £. Sei weiter ¢
eine nichtnegative Linearform auf &, d. h. ¢(x)= 0 fir e ¢ K. Ist ¢ auf U
beschrinkt, so gilt fiir das Bild ¢ offenbar ¢ (£) = 0 fiir £ ¢ K, denn K besteht
aus allen Restklassen mod H, die ein z ¢ K enthalten. Andererseits entspricht
jedem 9 ¢ K’ ein p ¢ K'.

Wir haben bisher gezeigt, daB} L'~ 17]’, und die Isomorphie sich auf die
algebraische und Ordnungsstruktur beider Riume bezieht. Wir zeigen noch,
daB K normal ist in £. Wegen der Normalitét von K folgt aus (1.1) nach
Definition der Norm in &:

2+ 9] =2+ 9 = pl)=]4]
fir alle £, § ¢ K, wenn z € &, y € § zwei Elemente aus K sind. Nach Krein-
GRrosBERG [16] gilt B'= K'— K’. Sei daher ¢ ¢ L’ und ¢ das ¢ in B ent-
sprechende Element; wir haben ¢ = ¢,— @, und ¢, ¢,€ K’. Entsprechen
umgekehrt ¢, g, diesen Elementen, so gilt also ¢ = ¢,— @,. Da U beliebig
war und jedes ¢ ¢ E’ auf einem U beschrankt ist, ist die Behauptung bewiesen.

Corollar. Ist (F, G) ein Dualsystem, K ein beziiglich irgendeiner zulissigen
Topologie auf F normaler Kegel, so gilt G = K'— K'.

Es ist naheliegend, nach der Umkehrung zu fragen. Es sei (¥, @) ein

Dualsystem, F = K — K. Fiir welche Topologien auf @ ist K’ normal? Wir

werden sehen, daf dies jedenfalls fiir die schwache Topologie ¢ (G, F) stets zu-
trifft,
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Sei © == {8} eine gesittigte Klasse beschrankter Teilmengen von F. Wir
bilden die gesdttigte Hiille &; der Klasse aller Mengen KN 8, § ¢&. Man
iiberlegt sich leicht, daBl &, C&, also die &,-Topologie grober ist als die ©-
Topologie auf G.

Definition 2. Sei (F,G) ein Dualsystem. Der Kegel K CF heiffe ein
&-Kegel, wenn &, = S ist.

Wir sagen, {S,} sei ein Fundamentalsystem von &-Mengen, kurz &-
Fundamentalsystem, wenn jedes § ¢ & in einem S, enthalten ist. Wir erhalten

(1.4) Damit K ein &-Kegel in F sei, ist notwendig und hinreichend: Es gibt
ein ©-Fundomentalsystem {8}, tir das die absolutkonvexen abgeschlossenen
Hiillen T'(S_ " K) wieder ein ©-Fundamentalsystem bilden.

Beweis. Es sei K &-Kegel. Gegeben sei ein &,-Fundamentalsystem {S{"},
dessen Elemente wir uns in der Gestalt SU=T(K ~'S,) gegeben denken
konnen. Hierbei konnen wir die Mengen S, ¢ &, da & geséittigt ist, als absolut-
konvex und abgeschlossen annehmen. (Denn die absolutkonvexzen abge-
schlossenen Hiillen der K N TS, bilden dann offenbar wieder ein &,;-Funda-
mentalsystem.)

Wir haben zu zeigen, daBl {8,} ein &-Fundamentalsystem ist. Sei S ¢ &.
Da & gesittigt ist, ist auch 2.8 ¢S und wegen &,=& 2 SCT (KN S,) fir
ein geeignetes «. Nun ist

DK A8)CS,—8,=8,+8,C28,,

daher2 §C28,=28,=2 8,und §C8,, w.z.b.w. Ist umgekehrt {T'(K ~ 5,)}

&-Fundamentalsystem, so ist seine gesiittigte Hiille €, = &, also K &-Kegel.
Wir nennen einen ©-Kegel strikt, wenn bereits die I'(K ~ 8,) ein &-

Fundamentalsystem bilden (bei geeigneter Wakhl von {§}).

(L.b) Sei (F, @) ein Dualsystem. Damit der Kegel K CF normal ses fiir die
©-Topologie, ist kinreichend und fiir jede zulissige ©-Topologie auch notwendig,
daff K' ©-Kegel set in G.

Beweis. Xs sei K' ein &-Kegel in G, {8} ein &-Fundamentalsystem in G,
das (1.4) geniigt. Dann bilden die polaren Mengen I'(S,~ K)° eine Null-
umgebungsbasis fiir die &-Topologie in F, und die Halbnormen

Po(®) = sup Kaz,a')|

c ,
x & “(\K

erzeugen die @-Topologie auf F. Nun gilt fir 2,y € K

Po(r+y)= sup (x+y, o)z sup (x,2)=p,(2),
x'ESam K’ ' Sar\ K’

daher ist nach (1.1) K normal fiir die &-Topologie.

Sei umgekehrt K normal fiir eine zulissige &-Topologie. Die polaren
Mengen §,= U} einer Nullumgebungsbasis bilden ein &-Fundamentalsystem.
Wie im Beweis von (1.3) erhalten wir fiir jedes ¢ ¢ S, eine Zerlegung ¢ = ¢,—
— Qg WO @5, p,€ K’ und auf U, beschriankt sind, also ¢y, @€ 7S, mit einer
(scheinbar) von ¢ abhiingenden natiirlichen Zahl ». Nun ist nach dem Beweis
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von (1.3) L'= CJOnSa ein B-Raum mit der Norm | @] = sup |¢(x)|. Setzen wir
v

n=1 x€

o
My={@ecL: ¢, |gll <n|oll}, soist M, abgeschlossen und L'=yv M,,
n

daher nach dem Satz von BAIRE L/== M, fiir ein n. Nennen wir dieses # = n,,
so gilt also S, C(n, 8, " K')—(n, S, "K) I'2n, 8, K'). Da {2n,8,}eben-
falls &-Fundamentalsystem ist, folgt nach (1.4), dafl K’ (sogar strikter) &-Kegel
ist in G.

Corollar. Sei F = K — K. Dann tst K’ normal fiir ¢ (@, F).

Corollar. Sei E[Z] lokalkonvex, K ein E-normaler Kegel. Dann ist K
normal fiir die schwache Topologie o (B, E').

Denn aus (1.3) folgt E'= K'— K’. Da (&, E') ein Dualsystem ist, folgt
aus dem vorangehenden Corollar die Behauptung.

Aus (1.3) und dem ersten Corollar von (1.5) erhalten wir nun eine not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB der zu einem Kegel K C E[Z]
in B’ konjugierte Kegel K’ den dualen Raum E’ erzeugt:

(1.6) Hs sei K ein Kegel tm lokalkonvexen Rawm E{X]. Damit E[X]
== K'— K" gelte, ist notwendig und hinreichend, daff K normal sei fiir die schwache
Topologie o (E,E').

Ist (¥, @) ein Dualsystem, K ein Kegel in F, so ist K’ total in @, wenn
(und nur wenn) die schwach abgeschlossene Hiille K von K ein echter Kegel
ist. Ist insbesondere G = F*, dem zu F algebraisch dualen Raum, so ist also
fir die Totalitdat des algebraisch konjugierten Kegels K* in F* notwendig
und hinreichend, daB K echt sei fiir die feinste lokalkonvexe Topologie auf F.
Wir geben einige hierzu &quivalente Eigenschaften eines Kegels K in einem
linearen Raum F.

(1.7) Sei K ein Kegel in einem linearen Raum F. Folgende Eigenschaften
sind dgquivalent:

1% Es gibt eine lokalkonvexe Topologie auf F, fiir welche die abgeschlossene
Hiille K von K ein echter Kegel ist.

20 K ist echt fiir die feinste lokalkonvexe Topologie £ auf F.

30 K* ist total (d. h. K*— K* ist ¢ (F*, F)-dicht) in F*,

4% Es gibt eine lokalkonvexe Topologie auf F, fiir die K normal ist.

Beweis:

10> 29: Die $¥.abgeschlossene Hiille von K ist Teilmenge der $-abge-
schlossenen Hiille K fiir jede andere lokalkonvexe Topologie € auf F.

20— 3%: Folgt aus der obigen Bemerkung, da F [EV] = F'* ist.

30—+ 4% Da H*= K*— K* ¢(F*, F)-dicht ist in F*, ist (¥, H*) ein Dual-
system, also nach (1.5), erstes Corollar K normal fiir ¢ (F, H*).

4% > 1% Wenn K normal ist fiir eine lokalkonvexe Topologie &, ist nach
(1.1) auch die $-abgeschlossene Hiille K normal fiir €, daher nach (1.2) echt.

Wenn in einem halbgeordneten linearen Raum der positive Kegel eine
(folglich alle vier) der in (1.7) aufgezihlten Eigenschaften besitzt, werden wir
den Raum als regulir halbgeordnet bezeichnen. Als wichtige Eigenschaft
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reguliir halbgeordneter Rdume wird sich in (4.4) die Separiertheit der Ordnungs-
topologie ergeben.

Definition 8. Eine Ordnungsstruktur auf dem linearen Rawm F heift
regulir (oder F reguliir halbgeordnet ), wenn der positive Kegel K eine (folglich
alle) der in (1.7) genannten Higenschaften besitzt.

Es ist leicht, Ordnungsstrukturen anzugeben, die nicht regulir sind. Sei ¥
ein linearer Raum, f eine Linearform auf F'. Die durch den Kegel K = {0} U {z ¢
€ E: f(z) > 0} erzeugte Ordnungsstruktur erfiillt die Axiome 1° bis 5° (vgl. den
0. Abschnitt), ist aber aicht reguliir. Denn ist & eine beliebige lokalkonvexe
Topologie auf F, so enthalt K den linearen Raum {z: f(x) = 0}, ist also nicht
echt.

Wir stellen einige Eigenschaften regulir halbgeordneter Réume zusammen.

(1.8) Jeder regulir halbgeordnete lineare Raum ist fastarchimedisch. Ist F
reguldr halbgeordnet, so ist jeder lineare Teilraum H CF (fiir die induzierte
Ordnungsstruktur ) regulir halbgeordnet. Ferner sind das Produkt [[ F, und die

direkte Summe ® F , beliebig vieler regulir halbgeordneter Riume wieder reguldr

halbgeordnet.

Beweis. Ist F regulir halbgeordnet, so ist nach (1.7) K echt fiir die feinste
lokalkonvexe Topologie €% auf F. Gilt nun —&fy < ax < &y fir alle £ >0
(und ein y ¢ K), so ist wegen +x=lim(fy+2) —x¢K und ¢ K. Da K

>0

echt ist, folgt 2 = 0.

Sind F bzw. F regular halbgeordnet, so existieren nach (1.7) lokalkonvexe
Topologien € bzw. €, fiir welche die positiven Kegel K bzw. K normal sind.
Da nach (1.2) HNK in H[E], [T K, bzw. ® K in []F,[%,] bzw. ® F (%]

o [ o [
normal sind, sind nach (1.7) auch H und I71 F, bzw. @ F, regulir halbgeordnet.

a o

Wir bemerken noch, dafl ein Quotientenraum eines regulir halbgeordneten
Raumes (fiir die durch das kanonische Bild des positiven Kegels erzeugte
Ordnungsstruktur) keineswegs regulér halbgeordnet zu sein braucht.

In einem Dualsystem (F, ) sind beide Réume fiir die durch K bzw. K’
erzeugten Ordnungsstrukturen reguldr halbgeordnet, wenn (und nur wenn)
dies fiir einen der Réume gilt und der zugehorige Kegel total ist.

Wir betrachten zwei Anwendungen von (1.3), die die Tragweite des Satzes
und den Charakter normaler Kegel illustrieren.

1. Es sei T ein lokalkompakter Raum, & der lineare Raum aller stetigen
und reellen Funktionen mit kompaktem Triger auf 7. Ein Radonsches Maf
auf T heiBt jede stetige Linearform u(f) auf E[%], wenn B mit der feinsten
lokalkonvexen Topologie § versehen wird, fiir welche die Einbettungen
E ;> K stetig sind ; hierbei ist B, der Banachraum aller stetigen Funktionen
auf T, deren Triger in der (festen) kompakten Menge C liegt, mit der Topologie
gleichmiBiger Konvergenz auf C. E[Z] ist also induktiver Limes der E¢
(beziiglich des durch Inklusion gerichteten Systems aller kompakten Teil-
mengen C(CT); folglich ist eine E-Nullumgebungsbasis in £ durch die
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absolutkonvexen Hillen U = I"' U, gegeben, U, beliebiges Element einer
Nullumgebungsbasis in Z.

Die Teilmenge K = {f ¢ B : f{t) = 0, ¢ ¢ T} bildet einen echten Kegel in £,
Wir zeigen, daB K normal ist; hierzu ist nach (1.1), erstes Corollar hinreichend:
Aus feUund O0<Zg<jfolgtgeclU. Esseialso0=sg=<fcU=IUgdh.

f=2"&f, mit Z|£| < 1undf,€ Uy, Wenn wir {,= 0 und &,z 0 annehmen,
pa=1

so wird die Voraussetzung hiervon nicht beriihrt?). Wir denken uns weiter die C,
wachsend: Cy C--- CC, Wir definieren nun §,=inf {£, f., 9} Gu
=inf {&py fr-1s 9 — Fuds - - s Fi= inf {glfla g—Gn—"""— !72} Wir erhalten

n
0<g,<¢&f,(1<v<n) und ¢ =2 §, auf C,. Da der Triger von g in O,
»o== ]
liegt, gilt die letzte Beziehung iiberall auf 7. Daher liegt ¢ in U = I" Uy,
w.z.b.w. Aus (1.3) folgt nun (Boursaxi [9], p. 54 th. 2):

Jedes Radonsche Maf auf einem lokalkompakten Rawm ist Differenz zweier
positiver Mafe.

Nach Definition des induktiven Limes ist eine Linearform auf E[%] dann
und nur dann stetig, wenn ihre Einschrinkungen auf alle K stetig sind. Aus
dem Corollar zu (2.8) folgt, wenn wir — um das Beispiel nicht wiederholen
zu miissen — vorausgreifen, daf jede auf E positive Linearform stetig ist.
Daher (BourBax1 {9], p. 54 th. 1):

Jede positive Linearform auf E[Z] ist ein (positives) Radonsches Maf.

2. Wir betrachten den Raum 2 beliebig oft differenzierbarer Funktionen
mit kompaktem: Triger auf R* (in der Schwartzschen Topologie, wgl.
L. Scawartz [22]). &' ist der Raum der Distributionen. K={f¢ 9 :f = 0}
ist ein echter, abgeschlossener Kegel in 2. Die positiven stetigen Linearformen
auf & sind die positiven MaBle auf R*. Aber nicht jede Distribution ist ein
MaB, also auch nicht Differenz zweier positiver Linearformen. Daher folgt
aus (1.3}: Der positive Kegel K in D ist nicht normal.

Man kann dies auch direkt einsehen. Seien C,bzw.C, . ,, die abgeschlossenen
Kugeln um den Punkt 0 ¢ R* mit den Radien r bzw. r 4+ 2¢. Ferner sei
.= 0 eine Folge aus P, mit sup ¢,= 4,— 0, aber keine Nullfolge fiir die
Topologie von 9. f,(!) bezeichne die Funktion, die — 4, auf O, sonst
aber 0 ist,

V)ﬂ(g/‘) zRf Qs(x - E) fn(&) dé= Qs* )‘n

die Regularisierte von f, (L. ScuwARTZ, 1. ¢. p. 22). Offenbar ist v, ¢ & und
y,—~ 0 fiir die Topologie von 2, ferner ¢,< vy, tberall. Aus 0< ¢, < y,—> 0
ergibt sich nach dem dritten Corollar von (1.1), daB der positive Kegel K
in 2 nicht normal ist.

") Denn sind die Uy Kugeln in Ey, so kimnen wir &,f, = |&,| &,f,(¢,= - 1) setzen und
&fy= gy— h, schreiben; g,= sup(e,f,, 0), h,= sup(— &,f,,0). Dann ist HgvH = “fv”»

n
i < (16 wnd 0 < ¢ < 2|8 gy € I U
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2. Besehrinkte Zerlegbarkeit halbgeordneter Riume

Wir fithren im folgenden eine Eigenschaft konvexer Kegel ein, die ein
Spezialfall der in der Definition der ©-Kegel gegebenen ist und in halb-
geordneten normierten Riumen mit einem von Bonsarn [4], p. 146 stammen-
den Begriff zusammenfallt.

Definition &. Sei E[X] ein lokalkonvexer Raum, K ein Kegel in E.
K heifle ein BZ-Kegel (baw. strikter BZ-Kegel) in E, wenn K ein S-Kegel
(bzw. strikter &-Kegel ) fiir die Klasse & aller beschrinkten Teilmengen von E ¢st®).

Aus (1.4) folgt unmittelbar

(2.1) Damit K ein BZ-Kegel (bzw. strikter BZ-Kegel) in E[T] set, ist not-
wendig und hinreichend: Hs gibt ein Fundamentalsystem {B.} beschrinkter
Mengen; so daf die absolutkonvexen abgeschlossenen Hiillen I'(B, N K) (bzw.
die absolutkonvexen Hillen I'(B, N K)) ebenfalls ein Fundamentalsystem be-
schrinkter Mengen bilden.

Corollar. Ist K strikter BZ-Kegel in E, so gilt B = K — K9).

(2.2) Ist K ein BZ-Kegel in E, so ist K' normal fiir die starke Topologie
B(E', E). Istumgekehrt K E-normal und E [T ]tonneliert, soist K' BZ-Kegelin E'.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar, wenn man (1.5) auf das
Dualsystem (&, E') anwendet; die zweite ebenfalls, weil & die starke Topologie
B(E, E'), diese also fiir das Dualsystem (&, E") zulissig ist.

Ist (F, @) ein Dualsystem, K ein Kegel in F, so bezeichnen wir mit &
die Topologie (auf G) der gleichmiBigen Konvergenz auf allen beschrinkten
Teilmengen von K. G[% ;] ist dann und nur dann separiert, wenn K total ist.
Damit erhalten wir folgende duale Charakterisierung der BZ-Kegel:

(2.3) Sei E{E] lokalkonvex. Auf B’ qilt  y= [(F', E) genau dann, wenn K
ein BZ-Kegel ist in E.

Beweis. Die Topologie 5 ist zugleich die Topologie der gleichmaBigen
Konvergenz auf den absolutkonvexen abgeschlossenen Hilllen C,=1"(K 1 B,),
{B,} ein Fundamentalsystem beschrinkter Mengen in E. Da aber
die C, wieder ein solches System bilden, falls K ein BZ-Kegel ist, gilt T,
= B{&', E). Umgekehrt ist in diesem Falle C  ein Fundamentalsystem be-
schrinkter Mengen.

(2.4) Sei E[Z]tonneliert. Auf E gilt € = Iy, genaw wenn K' BZ-Kegel ist.
Nach den vorangehenden Uberlegungen koénnen wir den Beweis dem Leser
iiberlassen.

Wir haben in (1.3) ein Kriterium erhalten, wann fiir einen halbgeordneten
lokalkonvexen Raum FE die Relation E'== K'— K’ gilt. Umgekehrt kénnte
von einem abgeschlossenen BZ.Kegel erwartet werden, dafl stets £ = K — K
gilt. Jedoch ist dies nicht fiir beliebige Rédume richtig.

(2.6) Sei E der Dual eines tonnelierten Rawmes; K ein schwach abgeschlossener
BZ-Kegel in E. K st strikter BZ-Kegel in E, daher E = K — K.

8) Wir sagen auch, B besitze beztiglich X die beschrinkte Zerlegungseigenschaft

(bzw. strikte BZ-Eigenschaft).
?) Dies gilt allgemeiner fiir jeden strikten &-Kegel.
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Beweis. Sei {B,} ein geeignetes Fundamentalsystem abgeschlossener be-
schrinkter Mengen in , {U} eine Nullumgebungsbasis. Nach Voraussetzung
ist C,= I'(B, N K) wieder ein Fundamentalsystem beschrinkter Mengen. Sei
2o € B beliebig. Es gibt ein C,, 52, und in jeder Ug(z,) ein Element x;— y;
mit 24, y5€ B,, N K. Fir das gerichtete System 2= w5— y; gilt 25— 2,. Aus
der Beschrinktheit und der schwachen Kompaktheit von B, folgt,dall {x} einen
Berithrpunkt =, besitzt. Da K abgeschlossen ist, ist x,¢ K. Fir ein zu {8}
konfinales Teilsystem {5’} gilt daher g — x,, folglich y; — y,= 23— 2, Daher
ist zg= #— Y %€ B, NK, y,€ B, K. Folglich ist C (B, K) —
— (B, K), also K strikter BZ-Kegel und nach (2.1) Corollar £ = K — K.

Corollar. Jeder abgeschlossene BZ-Kegel in einem halbreflexiven Raum E
18t strikter BZ-Kegel.

Denn der Dual eines halbreflexiven Raumes ist tonneliert fitr die starke
Topologie.

(2.6) Ist E = K — K ein Banachraum, so ist K BZ-Kegel in E.

Beweis. Das System {8,} der Kugeln um 0 ¢ £ mit dem Radinsn = 1,2, ...
ist ein Fundamentalsystem beschrinkter Mengen in E. Mit C,= T(8, " K)

ist C,= n C; und wegen B = K — K ist U O, = E, also besitzt C; 0 als inneren
n==1

Punkt. Daher ist {C,} wieder Fundamentalsystem beschrinkter Mengen in E,

also K BZ-Kegel.

Wir bemerken noch, da$ diese SchlufBweise nicht auf allgemeinere Riume
ubertragbar ist. Denn sie stiitzt sich wesentlich darauf, daBl E ein Bairescher
Raum mit abzdhlbarem Fundamentalsystem beschrinkter Mengen ist.
Hieraus folgt sofort, daB in F eine beschrinkte (konvexe) N ullumgebung
existiert, also £ nach einem Satz von KoLMOGOROFF normierbar ist.

Wir erhalten aus den bisherigen Resultaten das Aquivalenztheorem

(2.7) Sei E ein reflexiver Rowm, K ein abgeschlossener Kegel in E. Folgende
Eigenschaften sind dquivalent:

19 K 18t BZ-Kegel in E.

2° K ist strikter BZ-Kegel in E.
3% K’ ist normal fir f(E', K).
4° Tp=p(F, E).

Beweis. 19 und 2° sind dquivalent nach (2.5), Corollar. 1° und 3° folgen
auseinander nach (2.2}, 1® und 49 sind gleichwertig nach (2.3).

Corollar. In reflexiven Riumen entsprechen normale wuwnd BZ-Kegel
einander dual.

Corollar. In reflexiven B-Riumen sind 19 bis 4° dgquivaleni zu £ = K — K.

Ist E[Z] ein beliebiger lokalkonvexer Raum, K ein echter Kegel in Z,
so ist jede auf K positive Linearform stetig, sobald X einen inneren Punkt
besitzt (BourBaxz [7], p. 75). Wir bemerken, da jeder innmere Punkt von K
eine Ordnungseinheit fir die durch K erzeugte Halbordnung ist. Wir geben
folgendes, in manchen Fillen weiterreichende Kriterium fir die Stetigkeit
positiver Linearformen:

Math. Ann. 135 9
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(2.8) Es sei E ein folgenvollstindiger bormologischer Raum, K ein abge-
schlossener strilter BZ-Kegel in E. Jede auf K positive Linearform ist stetig.

Beweis. Wiire f = 0 auf K und § nicht stetig, so gibe es wegen der strikten
BZ.Eigenschaft von K eine beschrinkte Teilmenge von K, auf der f nicht
beschrinkt wire. Es gidbe also auch eine beschrinkte Folge {x,} C K, fiir die

f(z,) > n gilte. Wir setzen z,= 3’ 1/+* z,. {2,} ist Cauchyfolge in E, daher
ya=1
konvergent und wegen der Abgeschlossenheit von K ist x = limz, ¢ K. Nun

hitte man 0 < z,< « fiir alle n, daher f(z,) < f(x), andererseits aber f(z,)
n n
= 3 1) f(z,) > 3 1/», was offensichtlich einen Widerspruch darstellt.
y== ] p=1

Corollar. Sei E:%Eu[ga] induktiver Limes von B-Riumen, K ein

Kegel in E, so daf K, = K nE, abgeschlossener strikter BZ-Kegel in jedem
E,[%,]1st. Dann ist jede auf K positive Linearform stetig auf E.

Dies ergibt sich sofort daraus, daB die Einschrénkung jeder positiven
Linearform auf £ nach (2.8) fir € stetig ist.

Wir betrachten einige Beispiele.

1. Die aus gewissen Klassen von Abbildungen des R* (bzw. der Menge N
natiirlicher Zahlen) in die Menge der reellen Zahlen gebildeten klassischen
Banachraume

a) L? (bzw. [?) aller zur p-ten Potenz, 1 < p < oo, absolut summierbaren
Funktionen (Folgen),

b) L (bzw. I!) aller zur ersten Potenz absolut summierbaren Funktionen
(Folgen),

¢) O (bzw.c)aller beschrinkten, stetigen Funktionen (konvergenten Folgen),

d) Cy (bzw. ¢y) aller auf einer festen Menge verschwindenden, stetigen
beschrinkten Funktionen (gegen 0 konvergenten Folgen),

e} M (bzw. m) aller meBbaren beschrinkten Funktionen (beschrénkten
Folgen)
besitzen simtlich einen positiven Kegel K (nimlich die Abbildungen mit
nichtnegativen Werten), der eine natirliche Halbordnung erzeugt. Wir be-
merken: In jedem der Riume a) bis ej ist K ein abgeschlossener, normaler,
sirikter BZ-Kegel. Die Normalitit von K folgt sofort aus der Monotonie
der Norm auf K. Die starke BZ-Eigenschaft verifiziert man unmittelbar.
Nur in den Réumen c¢) und e) besitzt K innere Punkte. Aus (2.8) folgt:

Jede auf etnem der Riume a) bis e) positive Linearform ist stetig.

Hieraus folgt insbesondere, daf fiir den algebraisch dualen Rawm E* wnicht
E*= K*— K* gilt. Aus (1.3) ergibt sich E'= K'— K’ fiir jeden der obigen
Riume; nach (2.8) ist also K’ jedesmal BZ-Kegel in E’. Daher hat man
nach {2.4):

Auf jedem der Riume a} bis e) ist die Normiopologie gleich der Topologie
gleichmiifiger Konvergenz auf den beschrankten Teilmengen von K'.

Bildet man in E' die ¢(&", E')-abgeschlossene Hiille X"’ von K, so folgt
aus (2.2) und (1.3) wieder "= K"”— K’’. In dhnlicher Weise erschliefit man
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fiir den n-fach dualen Raum E®™ = K® — K@, falls E einer der Riume b)
bis e) ist. Bekanntlich sind firr diese Riume die E®™ alle voneinander ver-
schieden.

2. Wir haben im Beispiel 2, Abschnitt 1 gesehen, daf3 im Schwartzschen
Raum & der positive Kegel K nicht normal ist. Mit der Methode der Regu-
larisierten zeigt man ohne Miihe, daB} K ein abgeschlossener strikter BZ-Kegel
ist in &. Also nach (2.8):

Jede auf K C D positive Linearform ist ein Maf.

Da K C 2 BZ-Kegel ist, folgt aus (2.2) oder wegen der Reflexivitit von &
aus (2.7):

Der Kegel K' der positiven Masse ist normal in &',

3. Normale und BZ-Kegel in Rieszschen Riiumen

Es sei E ein halbgeordneter linearer Raum. E heiflt Rieszscher Raum
(BoURBAKI [9], p. 17), wenn zu je zwei Elementen x, y ¢ K eine obere, sup(z, ),
und eine untere, inf(x, y), Grenze existiert. Man iiberzeugt sich leicht, daB es
geniigt, £ = K — K und die Existenz der oberen (oder unteren) Grenze in K
vorauszusetzen. Fiir beliebiges x € ¥ setzt man x* = sup(z, 0), - = sup (—,0)
und |z| = «*+ z-. Man findet auch leicht » = «*— x~.

Ein Rieszscher Raum heiBt beschrinkt (ordnungs-)vollstindig, wenn zu
jeder majorisierten Menge, d. h. jeder Menge H mit x < a fiir ein o und alle
x € H, die obere Grenze sup H existiert.

Die Klasse der Rieszschen Rdume (oder Vektorverbidnde) ist wesentlich
enger als die der halbgeordneten Réume. So ist ein linearer Teilraum eines
Rieszschen Raumes, selbst wenn er noch nichttrivial halbgeordnet ist, im
allgemeinen kein Rieszscher Raum mehr. Wir studieren in diesem Abschnitt
den Zusammenhang der bisher aufgestellten Begriffe und Resultate mit
Rieszschen Rdumen. Dazu fithren wir zunichst eine Definition ein, die auch
im néchsten Abschnitt eine Rolle spielen wird.

Definition 4. Eine Linearform f auf einem halbgeordneten linearen Roum B
mit positivem Kegel K heifie ordnungsbeschrinkt, wenn | auf jeder Menge
der Qestalt

My={ycl: —~az<y<uzzcK}
beschrinkt ist.

Nach BourBAKI [9], p. 34 heilt eine Linearform f auf einem Rieszschen
Raum F relativ beschrinkt, wenn f auf jeder Menge der Gestalt
beschrinkt ist. No={ycB:0=lyl= 2}

(3.1) Ist E ein Rieszscher Raum, so ist jede ordnungsbeschrankte Linearform
auf E relativ beschrinkt und umgekehrt.

Beweis. Ist ly| = yt+ y <z, s0ist —z<y'—y <z, dh —z<y<a,
daher N,CM,, also jede ordnungsbeschrinkte Menge relativ beschrinkt.
Andererseits folgtaus —z < y < s wegenz € K y*< z,y~< =, also |y| = y* +
+y <2z d h M, CN,, Daher ist jede relativ beschrankte Menge auch
ordnungsbeschrinkt, w.z.b.w.

[
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(3.2) Sei E[X] Rieszscher Raum mit positivem Kegel K und K normal in
E[E). Jede stetige Linearform auf E ist relativ beschrinkt.

Beweis. Nach (3.1) geniigt es zu zeigen, daBl jede stetige Linearform
ordnungsbeschrinkt ist. Wire dies nicht der Fall, so gibe es ein stetiges f
mit |f (y,)] = + o bei — z < y,< z. Dann miillte aber etwa {f (y;)| — o gelten
und wegen der Stetigkeit von f konnte {y; } nicht topologisch beschrinkt sein.
Dies widerspricht aber wegen y,5 < = ¢ K nach dem zweiten Corollar von (1.1)
der vorausgesetzten Normalitit von K.

Umgekehrt gilt

(3.3) Sei E[Z] ein Rieszscher und folgenvollstindiger bornologischer Raum,
K ein abgeschlossener strikter BZ-Kegel in B. Dann ist jede auf E relativ be-
schrankte Linearform stetig.

Aus (2.8) folgt die Stetigkeit jeder positiven Linearform auf K. Nach
Boursaxki [9], p. 35, th, 1 ist aber jede relativ beschrankte Linearform Differenz
zweier positiver Linearformen.

Wie (3.2) und (3.3) vermuten lassen, ist die Klasse der relativ beschrinkten
{oder nach (3.1) ordnungsbeschrinkten) Linearformen auf einem Rieszschen
topologischen Raum im allgemeinen wesentlich umfassender als die der stetigen.
Dies rithrt daher, daB die Ordnungsbeschrinktheit mit der Stetigkeit nur fiir
eine geniigend feine Topologie zusammenfallt. Diese ,,Ordnungstopologie®,
die wir im néchsten Abschnitt betrachten, ist iibrigens feiner als jede lokal-
konvexe Topologie, fiir die der Ordnungskegel K normal ist [vgl. (4.4) bis
(4.6)]. Fir Banachriume erhalten wir

(3.4) Sei E{Z] ein Rieszscher und Banachscher Raum, K ein abgeschlossener
strikter BZ-Kegelin E. Dann sind die Klassen der stetigen und relativ beschrinkten
Linearformen identisch ; insbesondere ist B’ beschrinkt ordnungsvollstindig.

Beweis. Aus (3.3) folgt, daBl jede relativ beschrinkte Linearform auf E
stetig ist. Wenn wir zeigen, dal K normal ist, so folgt aus (3.2) auch die
Umkehrung; die letzte Behauptung ergibt sich dann aus Boursaxi [9],
p. 35, th. 1.

Da jede relativ beschriankte Linearform stetig ist, gilt £’— K’'— K’. Nach
(2.6) ist K’ BZ-Kegel in E’. Also ist K"’ C E” nach (2.2) normal, woraus sich
die Normalitdt von K mit Hilfe von (1.2) sofort ergibt.

Corollar. Ist B ein Rieszscher und reflexiver Banachscher Roum mit ab-
geschlossenem Kegel K, so gilt die Aussage von (3.4).

Denn es ist B =K — K, also K nach (2.6) BZ-Kegel und nach (2.5),
Corollar strikter BZ-Kegel.

Beispiele sind: Zu (3.2) der Raum 2’ der Distributionen, der Raum ¢ (T)-
stetiger Funktionen mit kompaktem Tréiger (Abschnitt 1); zu (3.3) der Raum
A (T); zu (3.4) die Réume a) bis e} der Beispiele in Abschnitt 2.

4. Erzeugung lokalkonvexer Topolegien durch Ordnungsstrakturen

Wir haben bisher den Zusammenhang zwischen Ordnungsstrukturen, oder
den durch sie eineindeutig bestimmten positiven Kegeln, und gegebenen lokal-
konvexen Topologien auf einem linearen Raum ¥ untersucht. Man kann
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umgekehrt fragen, ob eine gegebene Ordnungsstruktur stets in natirlicher
Weise eine lokalkonvexe Topologie erzeugt. Diese Frage 1afit sich positiv
beantworten. Die Antwort kann man leicht finden, wenn der halbgeordnete
lineare Raum E eine Ordnungseinheit besitzt. Das Beispiel des Raumes R
der reellen Zahlen, oder allgemeiner des R®, in natiirlicher Ordnung gehort zu
diesem Fall; hier wird die Topologie offenbar durch die Mengen

{zeB:—las < La}

erzeugt, die eine Nullumgebungsbasis bilden, wenn 1 alle positiven Zahlen
{oder auch nur eine Nullfolge) durchlduft. ¢ kann dabei sine beliebige Ord-
nungseinheit, d.h. ein Vektor mit durchweg positiven Koordinaten, sein.
Die zugehérige uniforme Struktur ist durch die Forderung der Translations-
invarianz eindeutig bestimmt. Wir beschaftigen uns daher zunéchst mit dem
Fall, da8 ¥ eine Ordnungseinheit besitzt.

(4.1) Sei X ein fastarchimedisch halbgeordneter linearer Raum mit Ordnungs-
einheit a. Die durch

plz)=inf{l: —lag o< da}

definierte Normtopologie ist die feinste auf K erklirbare lokalkonvexe Topologie,
fiir die der positive Kegel K normal ist.

Beweis. Zundchst ist p(x) = 0 und aus p(x) = 0 folgt =0, da £ fast-
archimedisch ist. Man bestitigt unmittelbar p(« z) = |a| p(x), ebenso
p(x + y) < p(x) + p(y); daher ist p eine Norm auf E. Weiter ist fiir x = 0,
y=0

ple+y)=inf{l:z+y=Aa}zinf{l:x < da}=p(x),

also nach (1.1) K normal. Es sei & eine Topologie auf E, fiir welche K normal
ist. Dann folgt aus p(x,) - 0 aber z,->0 fir €, denn es gilt z, =1 (A, 0 +
+,) —% (Aa,—,) =2, — 2 und 2, 2> sind ¢ K. Da p(z,) >0 4,~0
bedeutet, folgt p(xi) - 0 (i = 1, 2). Wire nun {w,} nicht Nullfolge fir &, so
gilte das gleiche von 2! fiir wenigstens ein ¢. Ist nun ¢ eine beliebige & -stetige
Halbnorm mit g(z + ») = ¢(x) fiir », y ¢ K, so wiirde aus g(z}) > ¢ folgen
q{A,a) > g fir 4,— 0. Aber es ist offenbar 1,a — 0 fir £ Damit ist die Be-
hauptung bewiesen.

Ist o' eine weitere Ordnungseinheit von E, so sind die von a bzw. a’ er-
zeugten Topologien €, bzw. &, identisch. Denn es gibt dann zwei Zahlen
A>0, >0, s0 daB o’< Ao und a < 1'¢’ gilt. Daraus folgt unmittelbar
fitr die zugehorigen Normen p bzw. p':

@ =sAlp)<ilip(a),
d. h. die beiden Normen auf ¥ sind dquivalent. Wir bemerken noch: Jede
Ordnungseinheit von F ist innerer Punkt von K fiir die Topologie ,.

Fiir die Ubereinstimmung der Ordnungstopologie €, mit einer gegebenen §
ist jedenfalls notwendig, daB F fiir § normierbar ist. Fir Banachriume gilt

(4.2) Se: E[Z] ein halbgeordneter B-Raum mit Ordnungseinheif. Damit €

gleich der Ordnungstopologie sei, ist die Normalitit des positiven Kegels notwendig
und hinreichend.
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Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung folgt sofort aus (4.1). Ist um-
gekehrt K normal fiir €, so ist & grober als die Ordnungstopologie €, nach
(4.1). Die identische Abbildung I von E[Z,] in E[Z] ist offenbar stetig. Ihre
Erweiterung T auf die vollstindige Hiille E [@a] ist nach einem Satz von
BanacH ein Homomorphismus. Daher besitzt der Nullraum N (I) ein topo-
logisches Komplement F, Eg, =N (I)® F und es ist F = E; da aber E
dicht ist in E, folgt £ = E und € =%, w.z.b.w.

Um den allgemeinen Fall, in dem keine Ordnungseinheit existiert, behandeln
zu konnen, stellen wir zundchst einen Hilfsbegriff auf. Wir bezeichnen mit K
wieder den positiven Kegel eines halbgeordneten linearen Raumes E.

Definition b. Sei a ¢ E, b € K. Wir sagen, b umfaft a, wenn ein A > 0
existiert mit @ < Ab. H C K erschipft eine Menge M C E, wenn jedes Element
aus M von wenigstens einem Element aus H wmfaft wird. H heifit minimal
wohlgeordnet, wenn kein Element aus H ein spiteres umfapt.

"Hiernach ist a eine Ordnungseinheit, wenn a alle Elemente von £ umfaBt.
Zwei Ordnungseinheiten umfassen sich stets gegenseitig. Dariiber hinaus gilt:

(4.3) Besitzt der halbgeordnete lineare Raum E keine Ordnungseinheit, so ist
der Ordnungstypus jeder minimal wohlgeordneten, E erschopfenden Menge H
eine Limeszahl.

Beweis, H sei minimal wohlgeordnet und erschopfe E. Sei b letztes Ele-
ment von H. Streicht man aus H noch alle Elemente a =+ b, die von b umfaft
werden, so erschopft die entstehende Menge H, offenbar wieder E. Wir be-
haupten, dafl Hy= {b}, also & Ordnungseinheit in F ist. Andernfalls gibe es
ein a € H,, das von b nicht umfaBt wird. Nun wird aber a + b ¢ K von einem
¢ € Hy umfaBt, das verschieden von b ist und daher in H, vor b steht, was der
minimalen Wohlordnung von H widerspricht.

Es ist klar, da jede Menge H C K ihrerseits eine minimal wohlgeordnete
Teilmenge H’ enthdlt. Wir erhalten nun fiir beliebige regulir halbgeordnete
Réume in Verallgemeinerung von {4.1) den Satz:

(4.4) Ses E ein linearer regulir halbgeordneter Raum. Jede den positiven
Kegel K in E erschépfende Menge H C K erzeugt auf B eine (von der Wahl von H
unabhdngige) Topologie X, beziiglich deren E induktiver Limes normierter
Riume, also bornologisch ist. Diese Ordnungstopologie &, ist feiner als jede
lokalkonvexe Topologie, fiir welche K normal ist1?).

Vor dem Beweis notieren wir noch das

Corollar. Besitzt E eine Ordnungseinheit, so fillt T, mit der in (4.1) de-
finserten Normtopologie zusammen.

Beweis. Wir denken uns die Menge H indiziert, etwa H = {a,}ocs. Die
Indexmenge A ist durch die Relation »0p umfaBt a, gerichtet, wir schreiben
a < f. Denn sind a«, § gegeben, so gibt es nach Definition von H ein a,¢ H,
das a,+ a,z€ K, speziell also a, und a; umfalt: o < p, < 9.

1% Die Sitze (4.4) bis (4.68) bleiben fiir beliebige halbgeordnete Raume giiltig, wenn
man auf die Separiertheit der Ordnungstopologie €, verzichtet.
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Wir nennen M, die Menge {x € E: —a,< z<a,}, L, den von M, auf-

gespannten linearen Teilraum von E. M ist absolutkonvex, es gilt L, = UnM, o
#=1
Ferner versehen wir L, mit der Normtopologie &, aus {4.1)1'). Man hat dann
fiir die L,: Es gilt L, L; genau wenn « < 8, denn es ist dann wegen a,<
< Aag(d > 0) M,CAMg; daher ist auch &, feiner als die von L; auf L, in-
duzierte Topologie. Mit anderen Worten: Die Einbettungen 1% von L, in Lg

{fiir & < B) sind sédmtlich stetig. Ferner gilt, da H K erschopft, K — K = U L.
acA
Bezeichnen wir mit €, die feinste lokalkonvexe Topologie, fiir welche die

Einbettungen I, von L, in E simtlich stetig sind, so ist ¥ in dieser Hiillen-
topologie nach dem eben Gezeigten induktiver Limes der L [T,]: F[Z,]
=lim L,[%,]. Wir haben noch zu zeigen, daB €, feiner ist als jede (lokal-
konvexe) Topologie, fiir die K normal ist. Ist € eine solche Topologie, so ist
nach (1.2) K, = K N L, auch fir die von € auf L, induzierte Topologie normal,
also nach (4.1) grober als €,. Daber sind die Einbettungen I stetig fir €,
folglich €, feiner als €.

Um die Separiertheit von €, zu beweisen, geniigt es nach der voran-
gehenden Bemerkung, eine separierte lokalkonvexe Topologie auf & anzu-
geben, fiir die K normal ist. Aber da F regulir halbgeordnet ist, existiert
nach (1.7) eine solche Topologie, z. B. ¢(&, K*— K*).

Wir haben noch zu zeigen, daB €, von der speziellen Wahl der Menge H
unabhingig ist. Dazu geniigt es zu wissen, dall zwei K erschopfende Mengen H
beziiglich der (auf der Vereinigung beider Indexmengen erklirten) Relation
« < B stets konfinal sind. Denn der induktive Limes der L, ist unempfindlich
gegen den Ubergang zu konfinalen Teilsystemen L,..

Beweis des Corollars. Besitzt F eine Ordnungseinheit a, so enthélt auch H
eine Ordnungseinheit a,. Es ist dann ¥ = L , und die Topologie ¥, ist
offenbar gleich £,. Da dies fiir jedes H gilt und die Topologie auf Z nicht von
der Wahl der Ordnungseinheit abhingt, ist die Behauptung bewiesen.

(4.5) Jeder halbgeordnete lineare Roum E ist fir die Ordnungstopologie T
tonneliert.

Da £ = lim L,[%,] ist, geniigt es zu beweisen, daB I, fur , tonneliert
ist. Wir haben zu zeigen, da B® eine ¥ -Nullumgebung in L, ist, B eine
beliebige schwachbeschrinkte Menge in L, Wir haben also |{x, )| < M,
fir alle 2’ ¢ B. Da L, folgenvollstindig ist, ist B auch stark beschrinkt, d. h.
es gilt sup [« < C. Nun ist (K ist normal in L,) nach (1.3) L= K, — K,

z’cB

also nach (2.6) K, BZ.Kegel in L. Daher gibt es fiir alle 2’ ¢ B eine Zerlegung
= x| — x} mit z;, 23 € K, und |xi|, |24} < C;. Ist a,€ K, eine Ordnungs-
einheit in L, so gilt fiir die Elemente der ¥ ,-Nullumgebung M, und 2’ ¢ B

K=, @] = (=, 21) — (& 2| < (@ @) + (@ 22) = 20y @] = o7

Hieraus folgt u M, C B, d. h. B? ist § -Nullumgebung, w.z.b.w.
Fiir den zu F[%,] dualen Raum gilt

1} Da B re regulir halbgeordnet ist, ist nach (1.8} die Ordnungsstruktur fastarchimedisch.
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(4.6) Jede Ty -stetige Linearform ist ordnungsbeschrinkt und wmgekehrt.

Dies folgt unmittelbar daraus, dafl eine Linearform auf £ dann und nur
dann &,-stetig ist, wenn ihre Einschrinkung auf L, & -stetig ist; die auf
allen L, & -stetigen Linearformen sind aber genau die ordnungsbeschrénkten.

Damit ergibt sich folgende duale Charakterisierung der Ordnungs-
topologie:

(4.7) Die Ordnungstopologie £, auf einem reguldr halbgeordneten linearen
Raum E ist die feinste lokalkonvexe Topologie, fir die der duale Roum E' aus
allen ordnungsbeschriinkten Linearformen besteht.

Beweis. Nach (4.6) ist der zu F[%,] duale Raum £’ der Raum aller ord-
nungsbeschrinkten Linearformen. Da E[%,] nach (4.4) separiert und nach
{4.5) tonneliert ist, stimmt &, mit der Mackeyschen Topologie v(E, E') tiberein.

Wir nennen eine Halbnorm p auf einem halbgeordneten linearen Raum %
monoton, wenn sie auf dem positiven Kegel K in F monoton ist.

(4.8) Damit aut dem halbgeordneten linearen Raum E eine feinste {separierte )
lokalkonvexe Topologie €y existiert, fiir die K normal ist, ist notwendig und
hinreichend, daff B regulir halbgeordnet ist. €y wird dann von der Gesamtheit
aller auf E monotonen Halbnormen erzeugt.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist nach (1.7) unmittelbar klar.
Ist umgekehrt E regulir halbgeordnet, so ist nach (1.1) und (1.7) die Menge
aller monotonen Halbnormen nicht leer (denn es existiert eine separierte
Topologie € auf E, fir die K normal ist), und die von diesen Halbnormen
erzeugte Topologie ¥, ist separiert, da sie feiner als € ist, und offenbar die
feinste lokalkonvexe Topologie, fiir die K normal ist.

Nach (4.4) ist auf einem regulir halbgeordneten linearen Raum & grober
als die Ordnungstopologie €. Fiir die {bereinstimmung beider Topologien ist
offenbar notwendig und hinreichend, daB der positive Kegel K normal ist
fir €,. BEs ist eine offene Frage, ob dies in jedem reguliar halbgeordneten
Raum zutrifft. Wir geben ein hinreichendes Kriterium mit Hilfe der Eigenschaft

(Z) AusO = y< 2+ 2y @y, 2,€ K folgt y =y + y, mit yy, 1€ K, yy= 2y,
Y= Zp -

(4.9) Besitzt der regulir halbgeordnete lineare Raum E die Eigenschaft (Z),
30 18t der positive Kegel K normal fiir die OrdnungstopologieZ,, folglich £y =%,

Beweis?). Wegen EF[€,] = lim L%, ] wird eine ,;-Nullumgebungsbasis
durch diejenigen absolutkonvexen und absorbanten Mengen U gegeben,
deren Durchsehnitt V= U N (K — K) mit dem linearen Teilraum K — K die
Form V= I_g,M, hat, wobei {g,} alle Abbildungen der Indexmenge A in die
Menge der positiven reellen Zahlen zu durchlaufen hat. Wenn wir zeigen,
daB fir jedes solche U gilt: Aus 0= y< z ¢ U folgt y ¢ U, dann sind die
zu den U gehorigen Halbnormen monoton auf K, daher K € ;-normal nach (1.1).
Seinun 0 < y<2<U, dann st 2 ¢V, also z =2 &, 2, mit X[£) <1 und
2,€0,M,, d. h. 2,< g a, Tolglich ist auch 0< y< X (&, 0,0,€ I 0, M,

12} Man vergleiche hierzu den ersten Teil des Beweises von (4.4).
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Nach (Z) ist nun y = X' |£,| y, mit 0 < y,< p,a,, daher y ¢ I, 0, M,=V CU,
w.z.b.w.

Wir geben schlieflich eine Bedingung dafiir, dafi auf einem (notwendig
reguldr halbgeordneten) lokalkonvexen Raum E{€] € mit der Topologie & 5
ibereinstimmt.

(4.10) Es sei E[Z] ein halbgeordneter tonnelierter Raum mit E-normalem
Kegel K. Istjede auf K positive Linearform %-stetig, so ist & = T y.

Beweis. Da K T-normal ist, ist nach (1.7) Z regular halbgeordnet und nach
{(4.8)Ey feiner als €. Daher ist jede $-stetige Linearform € y-stetig. Nach (1.3)
ist jede € y-stetige Linearform Differenz zweier auf K positiver Linearformen,
daher nach Voraussetzung $-stetig; E[Z] und E[Z 5] haben denselben duslen
Raum. Da E fiir § tonneliert ist, ist € feiner als Ty, d. h. es ist T =F .

Aus (4.10) ergeben sich speziellere Kriterien mit Hilfe von (2.8). Auch
wenn K einen inneren Punkt fiir € besitzt, ist jede auf K positive Linearform
% -stetig.

Corollar. Ist B[Z]ein die Voraussetzungen von (4.10) erfiillender Rieszscher
Raum, 50 18t § = Fy=F,,.

Denn ¥ besitzt in diesem Fall (BourBaxi [9], p. 19, lemme de décompo-
sition) die Eigenschaft (Z), daher ist nach (4.9) K normal fiir €, und folglich
Ty=F,.

Wir betrachten wieder einige Beispiele.

1. Auf den Rdumen der Klassen a) bis e) im Beispiel 1, 2. Abschnitt fallen
die Normtopologie , die Topologie & y und die Ordnungstopologie T, zusammen.
Das folgt aus dem Corollar zu (4.10), da es sich in allen Fallen um Rieszsche
Réume handelt, auf denen nach der zweiten in dem Beispiel kursiv gedruckten
Aussage (die eine Folge von (2.8) ist) jede positive Linearform £-stetig ist.

Wir bemerken noch, da F[,] im allgemeinen nicht strikter induktiver
Limes der L,[Z,] ist. Dazu sei im Raum L'[0, 1] a, die Funktion a,{f) = 1
fir 0 <t <1, ag(t) = 1 eine in [0, 1] wesentlich nicht beschrinkte, summier-
bare Funktion. Es gilt dann L, C L, und L, [%,] ist der Raum aller auf [0, 1]
beschrinkten meBbaren Funktionen mit der Topologie gleichmiBiger Kon-
vergenz. Offenbar ist die von L;[E,] auf L, induzierte Topologie grober:
f»— 0 (fiir €;) einer Folge {f,} C L, bedeutet nur |f,(t)] < c,a,(t) mit ¢,— 0.

2. Die Schwartzsche Topologie auf 2 ist von der Ordnungstopologie ver-
schieden. Beispiel eines nicht metrisierbaren Raumes, auf dem € mit der
Ordnungstopologie tibereinstimmt, ist der im Beispiel 1 des 1. Abschnittes
betrachtete Raum der auf einem lokalkompakten Raum stetigen Funktionen
mit kompaktem Triger.

5. Anwendungen auf die Darstellbarkeit halbgeordneter lokalkonvexer Riume
als Funktionenriume und auf das Basisproblem in B-Riumen

Wir beschiftigen uns in diesem Abschnitt zundchst mit der Darstellung
(reeller) lokalkonvexer halbgeordneter Riéume als Riume reeller Funktionen,
wobei den fiir die Halbordnung positiven Elementen natiirlich Funktionen
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mit nichtnegativen Werten entsprechen sollen. Wir weisen ausdriicklich
darauf hin, daf im folgenden lediglich von einer Halbordnung in E die Rede
ist (fiir die Darstellung von Vektorverbinden vgl. Troma [23]). Es zeigt
sich in den beiden folgenden Theoremen, daB auch hier der Begriff des nor-
malen Kegels eine fundamentale Rolle spielt. — Als weitere Anwendung der
bisherigen Untersuchungen beweisen wir einige Sétze iiber den Zusammen-
hang von normalen und BZ-Kegeln mit dem klassischen Basisproblem in
separablen Réumen, die Banachrdume oder wenigstens tonneliert sind.

Wir bezeichnen mit €(T) den Raum stetiger (reeller) Funktionen auf
einem geeignet gewidhlten lokalkompakten Raum T mit der Topologie der
kompakten Konvergenz. % (0,1) sei dieser Raum fir T= [0,1].

(5.1) Es sei E{Z] ein halbgeordneter lokalkonvexer Raum. Damit E[Z]
algebraisch, topologisch und ordnungsisomorph sei einem linearen Teilraum von
€ (T), st notwendig und hinreichend, daff der positive Kegel K in E normal sei.

Beweis. Wir erinnern zundchst an den Beweis des entsprechenden be-
kannten Satzes, der auf Ordnungsstrukturen keinen Bezug nimmt. Man be-
trachtet fiir ein System {p,} von & erzeugenden Halbnormen die Quotienten-
réume E = E/N, nach den Nullriumen N,= p!(0). Die E, sind normiert
durch ||Z,]] = p,(#) fir > Z,¢ B,. Sodann ist E[Z] topologisch und al-
gebraisch isomorph einem Teilraum Ec Il E,. Setzt man nun T=U §,, S,

o

die Einheitskugel im B-Raum £, so 1t sich jedes z ¢ E als reelle (fiir eine
geeignete lokalkompakte Topologie) stetige Funktion auf T auffassen. Die
Topologie der kompakten Konvergenz auf T ist alsdann durch die Halbnormen

Q(x)z Sl.lp Himn ’
1nisn

wo {0y, . .., o, alle endlichen Teilmengen der Indexmenge {«} durchléuft,
gegeben. Sie stimmt mit der auf E von der Produkttopologie induzierten
Topologie iiberein. x -»(,) ist eine eineindeutige lineare Beziehung.

Sei nun der positive Kegel K in ¥ normal. Es gibt dann nach (1.1jein €
erzeugendes System von Halbnormen {p,} mit p (z + y) = p, (2} fir z,y ¢ K.
Wenden wir auf diese p, das obige Verfahren an, so ist das Bild X_ von K
beim kanonischen Homomorphismus E - E_ offenbar ein normaler Kegel
in B, Daher ist nach (2.2) K BZ-Kegel in E,, und nach (2.4) ist die Topologic
von E, durch die Norm

Zall = sup [(Fr2)|
2€85 v Ky

gegeben. Wir konnen fiir T also auch U (S, K}) wihlen; T ist in nahe-

o
liegender Definition ein lokalkompakter Raum, und bei der Abbildung z —(z,)
entsprechen den z ¢ K genau die auf T nichtnegativen Funktionen f = (z,) ¢ E.
Damit ist die Hinlénglichkeit der Bedingung bewiesen.
Die Notwendigkeit der Bedingung folgt sofort daraus, daB die Menge der
positiven Funktionen in €(T) offensichtlich einen normalen Kegel K bildet.
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Fir separable normierte Réume erhalten wir entsprechend einem klassi-
schen Resultat von BawacH [1], p. 185 das schirfere Ergebnis:

(6.2) Sei E ein holbgeordneter normierter separabler Raum. Damit E alge-
braisch, topologisch und ordnungsisomorph sei einem Teilraum von € (0,1) ist
notwendig und hinreichend, daf der positive Kegel K in E normal sei.

Wihrend die Notwendigkeit der Bedingung evident ist, geniigt es zum
Beweis der Hinlénglichkeit, im Banachschen Gedankengang (1. c. p. 185/186)
die Einheitskugel 8’ in B’ durch §' N K’ zu ersetzen. Hierdurch erreicht man
wieder, dafl Elemente z € K in Funktionen f = 0 iibergehen, wihrend die
Topologie gleichméBiger Konvergenz auf 8’ n K’ wegen der BZ-Eigenschaft
von K’, die eine Folge der Normalitit von K ist, mit der Normtopologie auf E
ibereinstimmt.

Es sei E[%] ein tonnelierter Raum, der separabel ist. Eine Menge {,}
heifit Basis von E (vgl. Baxacu [1], Dieuvponyt [12]), wenn sich jedes 2 ¢ £
in eindeutiger Weise als o

z=2 ¢z,

ya=1

im Sinne der €-Konvergenz darstellen 1a8t. {x,} ist notwendigerweise ein
maximales topologisches freies System; es gilt ¢, = (x,y,) und [, y.] ist ein
(maximales) Biorthogonalsystem, d. h. es gilt (x,, > = 4,, (,, das Kron-
eckersymbol). Wir bezeichnen mit K[x,] den von {z,} aufgespannten ab-
geschlossenen Kegel, d. h. die abgeschlossene Hiille aller endlichen Linear-
kombinationen der z, mit positiven Koeffizienten, mit K’ (wie immer) den
zu K konjugierten Kegel in £’

(6.3) E[Z] sei tonneliert, {x,} ein maximales topologisch freies System in K.
Wenn K [2,] fiir € und K’ fiir o (B', B) normal sind, so ist {z,} eine Basis von K.

Beweis. Es sei [, y,,] das zu {x,} gehorige Biorthogonalsystem. Da {z,}
maximal ist, sind die endlichen Summen 2 o, x, dicht in E[€]. Sei ¢y ¢ K'.
Far o = 2o, 2, gilt

%y = Z'ot A2,y = Za,f,=Z f,{x 4y =<z, Z B,y -
Wegen f,= 0 folgt Z Bayi(xy < y' (o) fiir alle I und = ¢ K. Hieraus folgt
0< Z Biyis ¢ im Smne der durch K’ in B’ induzierten Halbordnung. Da K’
nach Voraussetzung normal ist, sind nach dem 2. Corollar von (1.1) die Partial-
summena)_%'lﬁzyﬁ beschrankt in E’. Nach (1.3) ist aber B = K'— K', daher

sind fiir je—des 2’ ¢ B’ die Partialsummen

2 {227 i

beschrénkt in E’, also nach DIEUDONNﬁ {12}, p. 9 prop.5 z = 2 {z, ¥}y x,,
w.z.b.w.

Wir nennen mit KarriN [13] eine Basis {x,} von E absolut, wenn
2 {x,yp) x,, konvergent ist fir jede Teilmenge {m} der natiirlichen Zahlen.

"
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Es gilt

(b.4) Sei B[Z] tonneliert, {x,} ein maximales topologisch freies System in .
Ist K{x,} ein normaler BZ-Kegel, so ist {x,} eine absolute Basis in E.

Beweis. Nach (2.2) ist K’ normal!®), nach (5.3) also {z,} eine Basis in ¥.
Wir haben zu zeigen, dal dies eine absolute Basis ist. Nun existieren wegen
der BZ-Eigenschaft von K fiir jedes z ¢ K zwei beschrinkte Folgen

™ n
A= 2 e, ) = X0,

v = P =
mit #{"— 2" - x. Hierbei konnen wir annehmen, daB stets inf(e®™, o) = 0
ist. Setzen wir ¢,= (w, %) ([x,,y,] das zu {x,} gehorige Biorthogonalsystem)
und ¢,= A,— p, mit inf(d,, u,) =0, so gilt offenbar fir n—> oo o™ 1,
0™ u,. Es mégen nun {z{™}, {z{"} der beschrinkten Menge B angehéren;
dann gehoren wegen der Normalitit von K auch alle z ¢ K mit 0 < z < 2
fiir alle » und 7 =1, 2 einer beschrinkten Menge B, an, die wir als abge-
schlossen voraussetzen diirfen. Ist nun &k < r, fest, so gilt also

& E

Z QSn) Z, , Z O'E;n) z, € Bl ‘
Daher gilt auch vl vt

k i
Yi :lev Ty R = 21/“('1: x, € Bl
y = Y=

fiir jedes k. Ist {m} eine beliebige Teilmenge der natiirlichen Zahlen, so sind
also auch die Partialsummen von 3 4,,z,, 3 t,, @,, in B;. Daher ist fiir jedes
zc kB (m) (m)

Zw (lm _”'lum) Ly =Z <LU, ?/;u> Ly,

(m) (m)
eine Reihe mit beschrinkten Partialsummen, die fiir alle x einer in E[Z]
dichten Menge konvergiert. Folglich sind diese Partialsummen als Abbildungen
von K in sich gleichstetig, also fiir alle « ¢ E konvergent und die Basis {x,} ist
absolut, w.z.b.w.

KArLin [13] hat gezeigt, daB es separable B-Riume gibt, in denen keine
absolute Basis existiert; er zeigt dies fir den Raum % (0,1). Aus (5.4) folgt,
daB in einem solchen Raum kein K [z,] zugleich normal und BZ-Kegel sein
kann. Nun ist aber jeder Kegel K[x,], wo {z,} ein maximales topologisch
freies System ist, notwendig total in E. Betrachten wir den von der Schauder-
schen Basis in % (ScHAUDER [21}) erzeugten Kegel K, so liefert dieser ein
Beispiel fiir

(6.5) Im Raum € (0,1) gibt es einen normalen totalen Kegel K, der kein
BZ.Kegel ist.

Damit ist eine von Bownsarn [4], p. 146 aufgeworfene Frage negativ
beantwortet4).

Wir beschlieBen die Anwendungen auf Basen in tonnelierten Réumen mit
dem folgenden Aquivalenztheorem fiir reflexive Banachraume:

13) Fiir B(E’, B). Mit dieser’ Voraussetzung bleibt der Beweis von (5.3) in Kraft.
) Ein weiteres, einfacheres Beispiel wurde mir von Herrn BowsarL brieflich mit-
geteilt.
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(B.6) Es sei E ein reflexiver B-Raum; {x,} etn mawximales topologisch freies
System, [z,,y,] das zugehorige Biorthogonalsystem; K = K[z,]. Folgende
Eigenschaften sind dguivalent :

19 K bzw. K’ sind normal in E baw. E'.

20 K bzw. K’ sind BZ-Kegel in E bzw. E'.

3% {x,} bzw. {y},} sind absolute Basen in K bzw. E’.

Ferner ist K[x,) = K{y},], wenn eine der Bedingungen erfillt ist.

Beweis. 10— 2°: Folgt aus (2.7). 2° - 3°: Sind K und K’ beide BZ-Kegel,
so sind nach (2.7) beide normal (und sogar strikte BZ-Kegel). Aus (5.4) folgt
dann, daB {x,} und wegen der Reflexivitit von E auch {y,} absolute Basen
sind. 3% 19: Ist {a,} absolute Basis in E, so ist offenbar H =K — K;
hieraus folgt nach (2.6), daB K BZ-Kegel ist. Das gleiche gilt fiir K'= K [y,,];
aus (2.7) ergibt sich dann, dafl K bzw. K’ normal sind in E bzw. &’. Die letzte
Behauptung folgt so: Es sei ’¢ K'. Da {y,} Basis in E’ ist, hat man

=2 By, mit §,={x, &) 2 0. Daher ist 2" ¢ K[y].
1

#=
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