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Einleitung 

W/~hrend das Studium linearer Verb/~nde Gegenstand zahlreicher Unter- 
suchungen gewesen ist, hat der (umfassendere) Begriff des halbgeordneten 
linearen Raumes bisher weniger Beachtung erfahrenl). Wir erw/~hnen hier 
vor allem die Arbeiten von BO~SALL [2--6] sowie Yon KREI~ und seinen 
Schiilern [15--1712). Sie befassen sich vorzugsweise mit positiven linearen 
Transformationen in halbgeordneten linearen R~umen, die zumeist die topo- 
logisehe Struktur eines Banachsehen oder allgemeiner normierten Raumes 
tragen. Dabei stehen wiederum die Spektraleigenschaften gewisser Klassen 
positiver Transformationen im Vordergrund. In halbgeordneten R/~umen mit 
einer allgemeineren, n/imlieh lokalkonvexen topologischen Struktur  sind 
positive Transformationen erstmals veto Verfasser [20] untersueht worden. 

Bei vielen zur Erzeugung linearer R~ume benutzten Prozessen, die in 
der Theorie linearer R/~ume bedeutsam sind, besitzt der neugebildete Raum 
eine in natfirlieher Weise durch die Ordnungsstrukturen - -  wenn vorhanden - -  
der gegebenen R/~ume erzeugte Halbordnung (vgl. den folgenden Absehnitt). 
So sind das topologisehe Produkt,  die direkte Summe halbgeordneter linearer 
R/~ume wieder halbgeordnet; ebenso ein linearer Teilraum und ein Quotienten- 
raum, vor allem aber der zu einem halbgeordneten topologischen Vektorraum 
duale Raum, d. h. der Raum stetiger Linearformen. Daher ist es nicht ver- 
wunderlieh, dab die meisten in den Anwendungen auftretenden topologisehen 
Vektorr/~ume in natiirlicher Weise halbgeordnet sind; denn sie sind fast dureh- 
weg mit Hitfe der reellen oder komplexen Zahlen gebildet. Fiir die Rolle, 
die die Hatbordnung in solchen R/~umen spielt, ist nun sehr wesentlieh, in 
welehem Verh/~ltnis sie zur Topologie steht;  anders ausgedrfiekt: welehe topo- 
t ogisehen Eigenschaften der Kegel der ffir diese t talbordnung positiven Ele- 
mente besitzt. 

*) Ieh danke an dieser Stelle besonders der Deutschen Forschungsgemeinschttft, 
durch deren Unterstiitzung mir die Anfertigung dieser Arbeit erleichtert wurde. 

1) Fiir die in der Einleitung verwendeten Begriffe vergleiche den folgenden Abschnitt. 
~) Nach Vollendung des Manuskriptes erhielt der Veffasser Kenntnis der Arbeit yon 

I. NAmOKA [19]. An den wenigen Stellen, we die Ergebnisse beider Arbeiten in enger 
Parallele stehen - -  dies betrifft vorzugsweise Teile des 4. Abschnittes der vorliegenden 
Arbeit - -  ist der Zugang zu ihnen doch so verschieden, dab ein Vergleich der genauen 
Untersuehung bedarf und einige weitere Ergebnisse bringen diirfte. Wit verschieben dies 
.auf die beabsichtigte Fortsotzung dieser Arbeit. 

8* 
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Die vorliegende Arbeit stellt einen Versueh dar, den Zusammenhang 
zwischen Halbordnung und Topologie in linearen R/~umen systematiseh zu 
studieren. Da hierbei die Theorie der Dualit/~t wesentlich benutzt wird, 
besehranken wir uns yon vornherein auf lokalkonvexe Topologien, und um 
viele Komplikationen (die grunds/~tzlieh ohne Belang sind) zu vermeiden, 
auf die reelten Zahlen als Skalark6rper. Im Laufe der Untersuchung stellte 
sieh heraus, dab es im wesentliehen zwei Begriffe sind, die eine entscheidende 
Rotle spielen: Der Begriff des normaIen und der des BZ.Kegels a). Diese Be- 
griffe sind unabh/ingig ~oneinander yon KREI~¢ [15] bzw. BO~SALL [4] ffir 
Kegel in normierten R/iumen aufgestellt worden. Sie werden im folgenden 
in einer ffir alle lokalkonvexen R/~ume gfiltigen Weise definiert und sind fiber 
die Dualit/it sehr eng miteinander verkniipft: In reflexiven R/~umen ist der 
zu einem normalen Kegel konjugierte stets BZ-Kegel und umgekehrt. Die 
wiehtigsten Eigenschaften und das gegenseitige Verh~ltnis yon normalen und 
BZ-Kegeln werden in den beiden ersten Abschnitten betraehtet. In den 
fibrigen drei Absehnitten werden dann die gewonnenen Ergebnisse auf ver- 
schiedenartige Fragestellungen angewandt. Ihnen ist gemeinsam, dab sie sieh 
auf die inhere Struktur halbgeordneter lokalkonvexer R/~ume beziehen, also 
sozusagen geometrischer Natur sind, wiihrend yon der Betrachtung linearer 
Transformationen (mit Ausnahme der Linearformen) abgesehen wird. Diese 
sollen einer spateren Untersuehung vorbehalten bleiben. Wit geben im fol- 
genden (unter der entspreehenden Ziffer) einen kurzen Oberbliek fiber die 
Ergebnisse der einzelnen Absehnitte. 

1. Wir geben dieDefinition eines normalen Kegels in einem lokalkonvexen 
Raum E und in (1.1) ihr analytisehes ~quivalent. Die Eigenschaft der Nor- 
malit/~t fibertr/~gt sieh unmittelbar auf Teilraume und topologische Produkte 
(1.2). Das Hauptergebnis dieses Absehnittes ist das Zerlegungstheorem (1.3): 
Jede auf E stetige Linearform ist Differenz zweier auf K positivera), ebenfalls 
stetiger Linearformen, wenn K ein normaler Kegel ist. (1.5) gibt mit Hflfe 
der ,,~-Kegel" eine duale Kennzeichnung normaler Kegel, aus der zusammen 
mit (1.3) sich eine notwendige und hh3reichende Bedingung dafiir ergibt, daI3 
jede stetige Linearform Differenz zweier tmsitiver (stetiger) Linearformen ist 
(1.6). Um - -  besonders im 4. Abschnitt - -  eine inhattsreiehe Theorie zu er- 
halten, erweist es sich als notwendig, den (allgemeinsten) Begriff des halb- 
geordneten linearen Raumes etwas einzuengen. ~Vir definieren regut/~re 
Ordnungsstrukturen auf linearen R/~umen mit Hilfe des ~quivalenzsatzes (1.7), 
wobei sieh der Begriff des normalen Kegels wieder als grundlegend erweist. 
(1.8) zeigt, dab die Forderung der Regularit~t eine vernfinftige Beschr~nkung 
darstellt. Der Abschnitt sehliel~t mit zwei wichtigen S~tzen der MaBtheorie, 
die als Anwendung von (1.3) bewiesen werden. 

2. Der zweite Absehnitt schlieBt mit der Definition des BZ-Kegels, des 
wiehtigsten Spezialfalles der ~-Kegel, unmittelbar an (1.5) an. (2.1) gibt ein 

s) Definitionen im 1. bzw. 2. Abschnitt. 
4) Wenn Verweehslungen ausgeschlossen slnd, verwenden wir die Wfirter ,,positiv" 

und ,,nichtnegativ" in gleicher Bedeutung. 
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Kriterium fiir die BZ-Eigensehaft, (2.2) einen Einbliek in den dualen Charakter 
der normalen und BZ-Kegel. {2.3) gibt eine duale Charakterisierung der BZ- 
Kegel mit ttilfe der starken Topologie im dualen Raum, die sieh (2.4) fiir 
tonnelierte R/~ume umkehren 1/~I3t. Eine Konsequenz der BZ-Eigenschaft im 
Dual tonnelierter R/iume ist {2.5); die Frage naeh der BZ-Eigenschaft im 
Fall E = K -- K mui3te leider - -  mit Ausnahme yon Banachr/iumen (2.6) 
offenbleiben. (2.7) ist eine Folge der vorangehenden Ergebnisse fiir reflexive 
R/~ume und 1/~I3t den dualen Charakter der beiden Typen yon Kegeln roll in 
Erscheinung treten. (2.8) zeigt den EinfluB der BZ-Eigenschaft auf die 
Stetigkeit positiver Linearformen und bildet, wie die nachfolgenden Beispiele 
zeigen, eine Erg/inzung eines bekannten Kriteriums hierfiir (BoU~BAXI [7], 
p. 75). Die Beispiele zeigen auBerdem das Zusammentreff~n yon Normalit/~t 
und BZ.Eigenschaft fiir die positiven Keget der gel~ufigsten klassischen 
B-R/~ume. 

3. Eine Verallgemeinerung der in Rieszschen R/~umen gel/~ufigen retativen 
Besehr/~nktheit yon Linearformen (BocRBAKZ [9], p. 34) ist die hier gegebene 
Definition ordnungsbeschr/~nkter Linearformen in beliebigen halbgeordneten 
linearen R~umen. Ist der positive Kegel K im Rieszschen lokalkonvexen 
Raum E normal, so ist jede stetige Linearform relativ beschr/~nkt (3.2). Die 
Umkehrung dieser Aussage ist fiir BZ-Kegel nur unter wesentlieh engeren 
Voraussetzungen riehtig (3.3). (3.4) gibt ein Kriterium fiir das Zusammen- 
fallen beider Klassen von Lineartbrmen, das im reflexiven Fall eine besonders 
einfache Form annimmt. 

4. Durch (3.2) und (3.3) wird die Vermutung nahegelegt, da~ die Klassen 
ordnungsbeschr/~nkter und stetiger Linearformen auf einem halbgeordneten 
linearen Raum E nur ffir eine gentigend feine Topologie fibereinstimmen 
werden. Der vorliegende Absehnitt beantwortet die Frage naeh der Existenz 
dieser Topologie positiv. Dies gesehieht zun/ichst ffir den Fall, dab E eine 
Ordnungseinheit besitzt (4.1). Die Ordnungstopologie ist dann normiert 
und die feinste, ffir welehe der positive Kegel K normal ist. Ist E [~] ein 
B-Raum mit Or'dnungseinheit und K normal, so ist ~ die Ordnungstopologie 
(4.2). Im allgemeinen Fall (4.4) ist die Ordnungstopologie To induktiver 
Limes normierter und (4.5) tonnelierter Riiume und ~o i~iner ats jede tokal- 
konvexe Topologie, fiir die K normal ]st. Die Topologie ~o diirfte ein neu- 
artiges allgemeines Beispiel fiir den Begriff des induktiven Limes bilden. Um 
sicherzugehen, dal3 ~o eine Hausdorffsche Topologie ist, mul3 die Ordnungs- 
struktur als regul/ir (vgl. Definition 3, Absehnitt 1) vorausgesetzt werden. 
(4.6) und (4.7) sind das erwartete Ergebnis: ~o ist die feinste lokalkonvexe 
Topologie, fiir die der duale Raum aus allen ordnungsbeschr~nkten Linear- 
tbrmen besteht. Ob der positive Kegel eines regul/~r halbgeordneten Raumes 
fiir die Ordnungstopologie stets normal ist, ist eine offene Frage. ~Tohl aber 
existiert auf ]edem solehen Raum eine feinste lokalkonvexe Topologie T~-, 
ffir die K normal ist (4.8), und die Regularit/it der Ordnungsstruktur ist hierffir 
aueh notwendig. (4.9) gibt eine hinreiehende Bedingung fiir die l~berein. 
stimmung yon ~.v und ~o. Die ~bereinstimmung yon T~ mit einer 



118 HELMUT SCHAEFFA~: 

vorgegebenen lokalkonvexen Topologie ~ l~Bt sich in vielen F~llen mit Hilfe 
yon (4.10) feststellen; so in den nachfolgenden Beispielen, bei denen aueh 
TN mit ~:o zusammenf~llt. 

5. Wir zeigen zun~ehst (5.1), (5.2), dab die beiden bekannten Darstellungs- 
s/~tze fiir beliebige lokalkonvexe und fiir separable Banachsehe R~ume als 
l~ume stetiger Funktionen sieh aueh auf die Ordnungsstruktur erstrecken, 
sofern die R/iume halbgeordnet sind mit normalem Kegel. - -  Der Rest des 
Absehnitts besch~ftigt sieh mit dem Basisproblem und gibt in (5.3) und (5.4) 
mit Hilfe der Normalit~t und BZ-Eigenschaft hinreiehende Bedingungen 
dafiir an, dal3 ein abz~hlbares System in einem tonnelierten (separablen) 
Raum eine Basis bzw. eine absolute Basis ist. Nebenbei ergibt sich {5.5), 
dab nicht jeder totale Kegel eines separablen B-Raumes die BZ-Eigensehaft 
besitzt. (5.6) bezieht sich auf reflexive B-R~ume und weist die ~quivalenz 
zwisehen der Normalit~t (oder BZ-Eigenschaft) der von einem maximalen 
Biorthogonalsystem [x., y~] aufgespannten Kegel K [xn] bzw. K [y~] und der 
Eigenschaft nach, dal3 (xn) bzw. {y~) absolute Basen in E bzw. E' sind. 

•bersieht fiber die verwendeten Hilfsmittel 
Wir geben in diesem Absehnitt eine kurze ~bersieht fiber die verwendeten 

Hilfsmittel. Nach einigen l:[inweisen, die ffir die gesamte Arbeit von Belang 
sind, unterteilen wir die Angaben naeh den Abschnitten, auf die sie besonderen 
Bezug haben. Die einzelnen Absehnitte der Arbeit sind insofern nicht un- 
abh/~ngig voneinander, als in sp~teren hhufig auf friiher bewiesene Behaup- 
tungen und S~tze zurfiekgegriffen wird. 

Wir setzen den Begriff des lokalkonvexen Vektorraumes (BouRBAKI [7], 
K6THE [14]) und seine einfaehsten Eigenschaften als bekannt voraus. Jedoeh 
wird ein lokalkonvexer linearer Raum stets als separiert (d. h. seine Topologie 
als Hausdorffseh) angenommen. Die Topologie ~ yon E wird, wenn Ver- 
weehslungen nicht ausgescblossen sind, dureh den Zusatz E [~] gekennzeichnet. 
Die abgesehlossene I-Ifille einer Menge M C E bezeichnen wir, nStigenfalls 
unter Angabe der gemeinten Topologie, mit M. Wir betrachten ausschlieBlich 
lineare R~ume fiber dem K6rper It der reellen Zahlen. 

Ein linearer Raum E heiBt h a l b g e o r d n e t ,  wenn auf einer (niehtleeren) 
Menge { ( x , y ) } C E  × E eine Relation x g y erkl~rt ist, die denBedingungen 
geniigt: 

1 °. E s  i s t  s tets  x ~ x (Reftexivit~t). 
2 °. A u s  x ~_ y ,  y ~ z lolgt  x ~ z (TransitivitKt). 
3 °. x ~ y ,  y ~ x bedingt  x = y (eigentliche Halbordnung). 
4 °. A u s  x ~_ y / o l g t  x + z ~ y + z / i i r  aUe z E E .  

5 0 . A u s x ~ O f o l y t 2 x : > O / i ~ r 2 : > O .  

4 °. und 5 °. verknfipfen die Ordnungsstruktur mit den linearen Relationen 
in ~. Ist  E [E] lokalkonvex, so fordern wit keine generelle Vertragliehkeits- 
bedingung zwisehen Ordnungsstruktur und Topologie. {Die Forderung, dal~ 
die Menge K der ,,positivon" Elemente ~-abgesehlossen sei, vgl. Bo(raB~I [9], 
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p. 26, ist h~ufig durch AbsehlieBung yon K leieht zu verwirkliehen; aber die 
Abgeschlossenheit von K ist ffir viele unserer Betraehtungen nieht wesentlich.) 
Ein halbgeordneter linearer Raum heil~t fa~t-archimedisch, wenn seine Ord- 
nungsstruktur der Bedingung genfigt: 

60 Aus  --  ~ y ~ x ~ ~ y ]i~r alle ~ > O ]olgt x ~ O. 
~¥ir nennen die Elemente x ~ 0 in E positiv. Ihre durch die Ordnungs- 

struktur wohlbestimmte Gesamtheit K ist ein konvexer Kegel in E m i t  dem 
Scheitel 0, der stets zu K gehSrt. Aul]erdem ist K eeht, d .h .  K enth~lt 
(wegen 3 °, 40 und 5 °) keine Gerade dureh 0. Umgekehrt definiert ein konvexer 
echter Kegel K mit dem Scheitel 0 durch x _~ y fiir y -  x E K stets eine 
Ordnungsstruktur, die den Axiomen 1 ° bis 50 genfigt. Wir verstehen im fol- 
genden unter einem K e g e l  (sehlechthin) stets einen konvexen Kegel, der 
seinen Seheitel 0 enth~lt. Wenn im selben Zusammenhang yon einer Halb- 
ordnung und einem Kegel K die Rede ist, so ist K stets die Menge der beziigllch 
dieser Halbordnung positiven Elemente. 

Sind El, E 2 zwei lineare halbgeordnete R~ume mit den Ordnungskegeln K1, 
K 2, so heiBt jede lineare Abbildung A yon B 1 in E~ mit  A (K1) C Ks Ordnungs- 
homomorphismus. Ist  die Abbildung eineindeutig yon E 1 auf E 2 und A (K1) 
= Ks, so sprechen wir yon einem (linearen) Ordnungsisomorphismus. 

Ist  E ein halbgeordneter linearer topologiseher Raum mit positivem Kegel K, 
so ist ein linearer Teilraum L C E durch den Kegel L r~ K, ein Quotientenraum 

E/H dureh K halbgeordnet, i~ das Bild yon K beim kanonisehen Homo- 
morphismus E--> E/H. Seien E~ halbgeordnete lineare R~ume, Ka der Ord- 
nungskegel in E~. Das P r o d u k t / / E ~  ist dutch K ----/1 K~, die direkte Summe 

E~ durch K = $ K~ halbgeordnet. 

1. Ein Dualsystem (F,  G} ist ein Paar von linearen R~umen, auf deren 
Produkt F × G eine Bilinearform (x, y} mit fotgender Eigenschaft erkt~rt ist: 
Aus (xo, y} = 0 ffir a l l ey  E G folgt x o = 0; aus {x, Yo~ -~ 0 fiir alle x E F folgt 
Yo= 0. Mit a{F, G) wird die Topologie der einfaehen (punktweisen) Kon- 
vergenz auf F bezeichnet; hierbei werden die y E G als lineare Abbildungen 
yon F in R vermSge x ~ { x , y }  aufgefaBt. Entspreehend definiert man 
~(G,F). a(F, G} heiBt (die) sehwaehe Topologie auf  i~ (bezfiglich {F, G}). 
Das wiehtigste Beispiel eines Dualsystems ist (E, E'}, wo E[~:] ein lokal- 
konvexer l ~ u m ,  E'  der Raum aller ~:-stetigen Linearformen auf E ist. {x, x '}  
ist der Wert von x' E E'  im Punkte x E E. Fiir M C F  heil]t 

M ° = { y E G : { x , y } ~ l  fiiralle x E M }  

die zu M p o l a r e  Menge. M oo ist die a(~',G)-abgesehlossene konvexe Htitle 
yon M ~J {0}. (Bipolarensatz.) Eine F iiberdeekende Klasse ~ yon Teilmengen 
heiBt g e s a t t i g t ,  wenn sie mit S jede Teilmenge von S, alle positiven Viel- 
fachen e S und mit  endlieh vielen Mengen die absolutkonvexe schwaeh- 
abgesehlossene Hiille ihrer Vereinigung enth~lt; dabei heil]t M a b s o l u t -  
k o n v e x ,  wenn es konvex und symmetriseh ist. Eine lokalkonvexe Topologie 
heiBt zu l~s s ig  a u f F  fiir dam Dualsystem (F,  G}, wenn F[T] '-~ Gis t .  Jede 
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zul~ssige Topologie ist eine ~5-Topologie (d. h. Topologie der gleichm~Bigen 
Konvergenz auf den Mengen yon ~), wobei ~ eine ges~ttigte Klasse relativ 
schwach kompakter Teilmengen yon G ist. Die feinste ~-Topologie fl (F, G), 

die Klasse aller schwachbeschr~nkten (s. u.) Teilmengen yon G, ist im all- 
gcmeinen nicht mehr zul~ssig, fl (F, G) bezeichnet man als starke Topologie, 
die feinste zul~ssige Topologie, ~(F, G), als Mackeysche Topologie auf F. 

2. Eine Menge B(E[T] heiBt ~ - b e s c h r ~ n k t ,  wenn B ( ~  U ffir jede 
Nullumgebung U und geeignetes ff = ~ ( U ) >  0. Ein System {B~} heiBt 
Fundamentatsystem beschr~nkter Mengen, wenn B ( B~ ffir jede beschr~nkte 
Menge bei geeignetem Index a. Ist  (F, G) ein Duatsystem, so sind die be- 
schr~nkten Mengen ffir alle zul/~ssigen Topologien dieselben (MncK~Y). E [~:] 
heiBt t o n n e l i e r t ,  wenn ~: die starke Topologie fl(E, E') ist. Im dualen 
Raum E' eincs tonnelierten Raumes ist jede a (E', E)-beschr~nkte Menge auch 
fl(E', E)-beschr~nkt (denn jede schwachbeschr~nkte Menge ist ~:-glcieh- 
stetig). E heil~t h a l b r e f l e x i v ,  wcnn sein Bidual E" aus lauter a(E',  E)- 
stetigen Linearformen besteht, also (algebraisch) isomorph zu E ist, r e fl e x i v, 
wenn E"  in der starken Topologie fl(E", E') isomorph zu E[~]  ist. Jeder 
reflexive Raum ist tonneliert. SchlieBlich nennt man E[~]  b o r n o l o g i s c h ,  
wenn jede absolutkonvexe Menge M mit B ( ~  M ffir jedes beschr~nkte B 
(bei passcndem ~ > 0) eine Nullumgebung ist. Jeder folgenvollst~ndige bor- 
nologische Raum ist tonneliert. 

3. Alle ffir den dritten Absehnitt wesentlichen Begrifib sind dort erkl/~rt. 
Ffir weitere Information siehe BOURBAKI [9], chap. II. 

4. Ist  E ein linearer halbgeordneter Raum mit positivem Kegel K, so 
heiBt a ~ K eine O r d n u n g s e i n h e i t ,  wenn es zu jedem b C E ein 2 > 0 gibt 
mit  b g 2 a (d. h. wenn a alle Elemente yon E umfaBt im Sinne der Defi- 
nition 5, Abschnitt 4). Ffir einen Raum mit Ordnungseinheit gilt stets 
E = K - -  K ; indessen besitzt ein halbgeordneter Raum im allgemeinen keinc 
Ordnungseinheit. Es sei E~ [ ~ ]  eine Klasse lokalkonvexer R/~ume, E ) IJ E~. 

Als H f i l l e n t o p o l o g i e  auf E bezeichnet man die feinste lokalkonvexe Topo- 
logie T, ffir die s~mtliche Einbettungen I~ von E~ in E stetig sind {falls 
separiert ist). Ist  fiberdies die Indexmcnge {~} gerichtetS), E~ ( E ~  ffir ~ ~ fl, 
sind ferner die Einbettungen I~ yon E~ [T~] in E~ [T~] stetig, so heil]t E be- 
zfiglich der Hfillentopologie T i n d u k t i v e r  L i m e s  d e r E ~ [ ~ ] : E [ ~ ]  
----lim E~ [~a]. Der induktive Limes einer Menge bornologiseher R/~ume ist 

bornologiseh, einer Menge tonnelierter R/~ume tonneliert. Jeder induktive 
Limes lira E~[~a] ist isomorph einem Quotientenraum der lokalkonvexen 

direkten Summe $ E~ ITs] naeh einem geeignet gew/~hlten linearen Teitraum 

Wir bemerken noch, dab ~ E~[~]=limE~,[~,.] ist, wenn {~'} eine zum 

geriehteten System {a} konfinale Teilmenge bedeutet. Weiteres fiber induktivc 
Limites siehe bei K6TH~ [14]. 

~) Eine halbgeordnete Menge A--{¢¢} heiBt gerichtet, wenn zu ~,~ stets 7 ~A 
existiert mit • ~( r, fl <: r. 
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1. Konjugierte Kegel in dualen Riiumen 
Es sei <F, G) ein Dualsystem. Ffir x ~ F, x' E (7 bezeichnen wh" mit (x, x ' )  

den Wert der kanonischen Bilinearform auf F × G. Ist  K ein Kegel in F,  so ist 

K ' =  {x' ~ G: ( x , x ' )  >= 0 fiir x ~K} 

wieder ein Kegel, den wir den zu K konjugierten Kegel in G nennen. 
Offenbar ist K ' =  --  K °, K ° die (beziiglich der DualitAt zwischen F u n d  G) 

zu K polare Menge. Hieraus folgt, dab K'a(G,  F)-abgesehlossen ist. Aus dem 
Bipolarensatz (BOURBAKI [8], p. 52, prop. 3) ergibt sich K ° ° =  K " =  K, wenn 
(und nur wenn) K abgeschlossen ist fiir a(F,  G). Ist  dies der Fall, so ist K 
such abgeschlossen fiir ]ede zulAssige Topotogie auf F. Is t  K abgesehlossen 
in F,  so ist die dureh K auf F er~eugte Halbordnung archimedisch. Denn 
aus x ~ ~ y fiir alle ~ > 0 folgt x ~ lim ~ y = 0. 

Wir fiihren eine Eigenschaft konvexer Kegel ein, die ffir Banachriiume 
bekannt und zuerst wohl von KREIN [ 15] formuliert worden ist. 

D e f i n i t i o n  1. Ein Kegel K 6) in einem lokalkonvexen Raum E [ ~ ]  heifle 
n o r m a l / i ~ r  ~, wenn es eine aus absolutkonvexen Mengen bestehende ~-Null- 
umgebungsbasis ~A = {U} mit der Eigenscha/t gibt: Fi~r ]edes U ~ 11 und ]ede 
Menge M ( K mit leerem M ~ U ist (M + K) ~ U eben/alls leer. 

(1.1) Ein Kegel K in E [ ~ ]  ist dann und nur dann normal, wenn es ein 
erzeugendes System {p~} von Halbnormen gibt, die au] K monoton sind : 

(*) p~(x + y) >= p~(x) ffir x, y ~ K. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist ofl~nsichtlich. Ist  um- 
gekehrt ein ~ erzeugendes System (p~} yon Halbnormen gegeben, das (*) 
genfigt, so bilden die Va= {x C E : p~(x) g 1} eine Nullumgebungssubbasis 
fiir ~. Man sieht nun leicht, dab ffir die Distanzfunktionen der Durchschnitte 

fl V~ je endlich vieler V~ ebenfatls (*) gilt. Die positiven Vielfachen dieser 
i=1 
Durehschnitte bilden aber eine ~E-~qullumgebungsbasis, und damit  ist die 
Behauptung beudesen. 

Wir stellen noch einige Folgerungen yon (1.1) zusammen. 
C o r o l l a r .  Ein  Keget K in E [ ~ ]  ist dann und nur dann ~-normal, wenn es 

eine ~-Nullumgebungsbasis ~I gibt, so daft aus x ~ U und 0 g y < x (]iir die 
durch K erzeugte Halbordnung) y ~ U ]olgt /~r ~edes U ~ ~.I. 

C o r o l l a r .  Sei {z~} ( K eine betiebige ~-beschrdnkte Menge. Dann ist, wenn K 
normal ist /fir ~ ,  die Menge M -~ O {z : 0 ~ z ~ z,} beschrdnkt. 

t 

Beweis. Sei {p~} ein ~:-erzeugendes System von Halbnormen, das (*) geniigt. 
Ware M nicht beschrAnkt, so gAbe es eine Teilmenge {zn} ( M  mit  p~(z~) ~ 
fiir wenigstens ein ~. Sei etwa z ~  z~. Dann ware naeh (*) p~(z~,) ~_ p~(z,) ~ ~ ,  
entgegen der BeschrAnktheit von {z,}. 

C o r o l l a r .  Gibt es zu einer Folge {Xn} ( K ,  die nicht T-Null]olge ist, eine 
Null]olge {zn} mit xn < zn, so ist K nicht normal ]iir ~.  

e) Wir erinnern daran, dab wir unter einem ,,Kegel" stets einen konvexen Kegel 
mit dem Seheitel 0 verstehen. 
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Beweis. Ware K normal, so g~be es ein T erzeugendes System yon Halb- 
normen {p~}, das (*) genfigt. Da {x~} keine Nullfolge ist, gibt es eine Teil- 
folge (x~,} und ein ~¢ mit p~,(x,,,) > e0 > 0. Hieraus wiirde naeh (*) folgen 
p~(z,~.) ~ p~(x~,) > e0 im Widersprueh zur Voraussetzung. 

(1.2) Jeder norma/e Keget ist echt. Ist H ein linearer Teilraum yon E[ff;], 
K ein ff;.normaler Kegel in E, so ist K ~ H ein ~.-normaler Kegel in H. Damit 
ein Kegel K normal sel im topologischen Produkt E = / / E ~ [ ~ a ] ,  ist not- 

wendig und hinreichend, daft K~=- pr K ~.normal  sei /iir ~edes ~, und das 
ot 

gleiche gilt/iir die lokalkonvexe direkte Summe E = ~ E~ [~] .  

Beweis. Es sei x E K f ~ ( - - K ) ,  d.h. x E K ,  - - x E K .  Aus (1.1) folgt 
0 = p~(x ~ x) ~ p~(x) > O, daher p~(x) = 0 fiir jades ~. Hieraus folgt x = 0, 
d. h. K ist eeht. Die Normalit/~t von K ~ H in H folgt unmittelbar daraus, 
dab die Einschr/inkungen eines ~ erzeugenden Systems von Halbnormen auf H 
die ~von T auf H induzierte Topologie erzeugen. Zum Beweis der dritten 
Behauptung bemerken wit, dail die ttalbnormen p~: 

wo x = (x~) und {p~} ein T~ erzeugendes System yon Halbnormen auf E~ ist, 
die Produkttopologie auf E erzeugen. Sind daher die K~= pr K normal in 

E~ [~] ,  so folgt fiir x, y E K: 

p~(x + y)= p~(x~+ y~) > p~(x~) = p~(x),  

d. h. K ist normal. Die Umkehrung folgt analog oder auch daraus, dab E~ 
einem linearen Teilraum von E algebraisch, topologisch und ordnungsiso- 
morph ist. 

Die Notwendigkeit der letzten Behauptung ist klar. Sei umgekehrt K~ 
normal in E a [T~], dann gibt es nach (1.1), 1. Corollar, eine T~-~qullumgebungs- 
basis {U~}, so dab aus 0 < y=g x~E U~ folgt y,E U~. Nun wird eine ]ffull- 
umgebungsbasis in $ E~ [~:~] durch die 

gegeben, Ua beliebiges Element einer 
0 < y < x E U ,  so ist x = Z ~ x ~ ,  x~E 
Wegen K = ~ K ~  folgt aus x - - y E K  

y E F~ U~, w.z.b.w. 

absolutkonvexen Itfillen U = I~ U~ 

~-Nutlumgebungsbasis. Ist jetzt 
U~ und 2: l~t < 1, und y =2:y~.  
0 < y~< ~x~, also y~E ~U~ und 

Die Ordnungshomomorphismen eines halbgeordneten linearen Raumes E 
in It sind niehts anderes als die auf dem Ordnungskegel K positiven Linear- 
formen. Ist E ein linearer topologiseher, insbesondere lokalkonvexer Raum, 
so ist yon besonderem Interesse, wie sieh die Gesamtheit aller auf E stetigen 
Linearformen zur Gesamtheit aller positiven Linearformen verh/~tt. Wit 
kommen auf diese Frage in den Absehnitten 3 und 4 zuriiek (vgl. aueh (2.8)) 
und untersuehen jetzt, unter welehen Umst/~nden jade stetige Linearform 
auf E Differenz zweier ebenfalls stetiger positiver Linearformen ist. Man 
fiberlegt sieh leieht, dall in einem Dualsystem <F, G> die Eehtheit yon • C F 
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stets die Totaht/~t yon K'  zur Folge hat, d. h. K'--  K' a(G, F).dieht ist in G; 
umgekehrt iblgt aus K ' - -  K ' =  G die Echtheit  yon g'. 

Die Bedeutung der normalen Kegel beruht nun wesentlieh auf dem fol- 
genden, fiir B-R/~ume von KREIN-GROSBERG [16] bewiesenen Z e r l e g u n g s -  
t h e o r e m :  

(1.3) Sei E ein lokatkonvexer Raum, K ein normaler Kegel in E. Dann i8t 
E'= K ' - -K ' ,  d.h. ]ede auf E stetige Linear/otto ist Di/]erenz zweier au/ K 
nichtnegativer, eben/alls stetiger Linear/ormen. 

Beweis. Sei U ein beliebiges Element einer Nullumgebungsbasis in E, 
welche die in der Definition des normalen Kegels geforderte Eigensehaft 
besitzt. Wir bezeichnen mit p die vermSge U = {x E E : p(x) < 1} zu U ge- 
hSrige Halbnorm, mit B = U ° die zu U polare Menge in E'. Ferner sei H 

der Nullraum von U : H = ~1 (0), L'---- U n B der yon B aufgespannte Teil- 
n = l  

r a n m  Y o n  E ' .  

Es sei E----E/H, K das kanonische Bild yon K beim Homomorphismus 

E-~ E/H. E ist durch I]~t[ = p(x) fiir (irgendein) x E & normiert. Man sieht 

leicht, dab die auf E in der Normtopologie stetigen Linearformen eineindeutig 
den auf U besehr/~nkten Linearformen entsprechen. Denn letztere geniigen 
einer Beziehung I~v(x)l < Cp(x) ,  woraus ~0 = 0 auf H folgt, also ist q -+  ~0 
mit ~(&) ----- ~(x) und I~(~)t < C II~It fiir beliebiges x E ~. Umgekehrt  de- 

finiert jedes (v E E'  eindeutig ein stetiges ~k' (x) = ~ (~) fiir x E ~. Sei weiter 
eine nichtnegative Linearform auf E, d .h .  ~(x) > 0 ffir x E K. Is t  q auf  U 
besehr~nkt, so gilt fiir das Bild ~ offenbar ~ (&) > 0 ffir ~ E/~, denn/~ besteht 
aus allen Restklassen mod H, die ein x E K enthalten. Andererseits entspricht 
jedem ~ E ./~' ein v 2 E K'.  

Wir haben bisher gezeigt, dal] L ' ~  E',  und die Isomorphie sich auf die 
algebraische und Ordnungsstruktur beider R/iume bezieht. Wir zeigen noeh, 

dab /~ normal ist in E. Wegen der Normalitat  von K folgt aus (1.1) naeh 

Definition der Norm in E :  

II~ + 9 It = p ( x  + y) > p ( ~ )  = iI~It 

ffir alle &, y E K, wenn x E &, y E y zwei Elemente aus K sind. Nach KREI~- 

GROSBERG [16] gilt E ' : / ~ ' - - / ~ ' .  Sei daher ~ E L' und ~ das ~ in E '  ent- 
spreehende Element; wir haben ~ -~ ~1-- ~ und ~1, ~ E J~'. Entsprechen 
umgekehrt ~1, ~2 diesen Elementen, so gilt also ~ ~- ~1-- ~.. Da U beliebig 
war und jedes ~ E E' aufeinem U beschri~nkt ist, ist die Behauptung bewiesen. 

C o r o l l a r .  Ist (F, G~ ein Dualsystem, K ein beziiglich irgendeiner zuld~ssigen 
Topologie au/ F normater Kegel, so gilt G ---- K'--  K'. 

Es ist naheliegend, naeh der Umkehrung zu fragen. Es sei (F,  G) ein 
Duatsystem, F = K - -  K. Fiir welehe Topologien auf  G i s t  K '  normal ? Wir 
werden sehen, dal~ dies jedenfalls fiir die schwache Topologie a(G, F) stets zu- 
trifft. 
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Sei 6 = (S} eine ges/~ttigte Klasse beschrgnkter Teilmengen von F. Wir 
bilden die gesgttigte Hiille 61 der Klasse aller Mengen K f~ S, S E 6.  Man 
fiberlegt sich leicht, dab 61 (_6, also die 61-Topologie grSber ist als die 6- 
Topologie auf G. 

D e f i n i t i o n  2. Sei (F,G) ein Dualsy~Cem. Der Kegel K C F  heifle ein 
6-Kegel, wenn 61 = 6 ist. 

Wit sagen, {S~} sei ein Fundamentalsystem yon 6-Mengen, kur~ 6- 
Fundamentatsystem, wenn jedes S E 6 in einem S~ enthalten ist. Wir erhalten 

(1.4) Damit K ein 6-Kegel in F sei, ist notwendig und hinreichend: Es gibt 
ein 6-Fundamentalsystem {S~}, ]i~r das die absolutkonvexen abgeschlossenen 
Hi£Uen F( Sa (~ K) wieder ein 6-Fundamentalsystem bilden. 

Beweis. Es sei K 6-Kegel. Gegeben sei ein 61-Fundamentalsystem {8~)}, 
dessen Etemente wir uns in der Gestalt S O ) = / ' ( K ~  SJ  gegeben denken 
k6nnen. Hierbei k6nnen wir die Mengen S~ E 6 ,  da 6 ges~ttigt ist, als absolut- 
konvex und abgesehlossen annehmen. (Denn die absolutkonvexen abge- 
scMossenen Hfillen der K ~ ~ bilden dann offenbar wieder ein 61-Funda- 
mentalsystem.) 

Wir haben zu zeigen, dab {S~} ein 6-Fundamentalsystem ist. Sei S E 6. 
Da 6 gesgttigt ist, ist aueh 2 S E 6 und wegen 61 = 6 2 S C F(K f~ S~) f/ir 
ein geeignetes ~. Nun ist 

daher 2 S C ~ = 2 ~q~= 2 S~ und S C S~, w.z.b.w. Ist umgekehrt {I'(K ,~ S~)} 
6-Fundamentalsystem, so ist seine gesi~ttigte Hiille 61= 6 ,  also K 6-Kegel. 

Wir nennen einen 6-Kegel s t r i k t ,  wenn bereits die I ' ( K ~ S ~ )  ein 6- 
Fundamentalsystem bitden (bei geeigneter Wahl yon {S~}), 

(1.5) Sei (F, G) ein Dualsystem. Damit der Kegel K C F normal sei liar die 
6-Topologie, ist hinreichend und /iir ~ede zulgssige 6-Topologie auch notwendig, 
daft K' 6-Kegel sei in G. 

Beweis. Es sei K' ein 6-Kegel in G, {S~} ein 6-Fundamentalsystem in G, 
alas (1.4) geniigt. Dann bilden die polaren Mengen I ' ( S ~ K )  o eine Nutl- 
umgebungsbasis fiir die 6-Topologie in F, und die Halbnormen 

p a x ) =  sup I@,x')[ 

erzeugen die 6-Topologie auf F. ~Nun gilt ffir x, y E K 

p ~ ( x + y ) =  sup ( x + y , x ' } ~  sup ( x , x ' } = p ~ ( x ) ,  
x" E S~ c~ K" x" E S cc c~ K' 

daher ist naeh (1.1) K normal ffir die 6-Topologie. 
Sei umgekehrt K normal ffir eine zulgssige 6-Topologie. Die polaren 

Mengen S~= U ° einer ]~tullumgebungsbasis bflden ein 6.Fundamentalsystem. 
Wie im Beweis yon (1.3) erhalten wir ffir jedes ~ E S~ eine Zerlegung ~ = ~t-- 
- -  ~%, we ~i, ~2 E K' und auf U~ besehr~inkt sind, also ~i, ~ E n S~ mit einer 
(scheinbar) yon q0 abhgngenden natfirliehen Zahl n. Nun ist nach dem Beweis 
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co 

yon (1.3) L'= U nS~ ein B-Raum mit der Norm tI~ll ~- sup I~(x)l. Setzen wir 
~ = 1 x E U ~  

M~ = { ~ 6 L' : II ~zl], ]l ~2[I ~-- n II ~ tl}, so ist M.  abgeschlossen und L ' =  u Mn, 

daher nach dem Satz von BAIRE L'= M ,  fiir ein n. Nennen wir dieses n = n~, 
so gilt also S~ ( (n= S~ r'~ K ' ) - -  (n~ S~ ~ K') < F{2n~S= ~ K'  L Da {2 n= S~} eben- 
falls ~-Fundamentalsystem ist, folgt nach (1 A), dal3 K'  (sogar strikter) ~-Kegel 
ist in G. 

Coro l la r .  Sei F = K -- K. Dann ist K" normal liar a(G, F). 
Corol la r .  Sei E[~:] lokalkonvex, K ein {£-normaler Kegel. Dann ist K 

~ormal /iir die schwache Topologle a (E, E'). 
Denn aus (1.3) folgt E ' =  K ' - - K ' .  Da <E, E ' )  ein Dualsystem ist, folgt 

~us dem vorangehenden Corollar die Behauptung. 
Aus {1.3) und dem ersten CoroUar yon (1.5) erhalten wir nun eine not- 

wendige und hinreiehende Bedingung daffir, dab der zu einem Keget K ( E  [~:] 
in E' konjugierte Kegel K '  den dualen Raum E' erzeugt: 

(1.6) E8 sei K ein Kegel im lokalkonvexen Raum E[~] .  Damit E[~£]' 
- K'--  K' geIte, ist notwendig und hinreichend, daft K normal sel/i~r die schwache 
Topologiea (E, E'). 

Ist <F, G> ein Dualsystem, K ein Kegel in F, so ist K'  total in G, wean 
(und nur wenn) die schwach abgeschlossene Hfille J~ von K ein echter Kegel 
ist. Ist  insbesondere G = F*, dem zu F algebraisch dualen Raum, so ist also 
ffir die Total i t i t  des algebraisch konjugierten Kegels K* in F* notwendig 
und hinreiehend, dal~ K echt sei fiir die feinste lokalkonvexe Topotogie auf F.  
Wir geben einige hierzu ~quivalente Eigenschaften eines Kegels K in einem 
linearen Raum F. 

(1.7) Sei K ein Kegel in einem llnearen Raum F. Folgende Eigenscha]ten 
,~ind dquivalent: 

1 ° Es gibt eine lokalkonvexe Topologie au /F ,  /i~r welche die abgeschlossene 
Hi~lle I~ yon K ein echter Kegel ist. 
20 /~ ist echt /iiv d~e /einste lokalkonvexe Topologie ~ s  au/ F. 
30 K* ist total (d. h. K*-- K* ist a (F*, F)-dicht) i ,  F*. 
40 Es gibt eine lokalkonvexe Topologie a~/ F, ]i~r die K normal ist. 

Beweis : 
1°-~ 2°: Die ~Zf-abgesehlossene Hiille von K ist Teilmenge der ~:-abge- 

schlossenen Hfille/~ ffir jede andere lokalkonvexe Topologie ~: auf F. 
20 -~ 30 : Folgt aus der obigen Bemerkung, da F [~VI]' = F* ist. 
30 -> 4°: Da H* = K*- -  K* a(F*, F)-dicht ist in F*, ist <F, H*> ein Dual. 

system, also naeh (1.5), erstes Corollar K normal fiir ~(F, H*). 
4°-~ 1°: Wenn K normal ist ffir eine lok~lkonvexe Topologie T, ist naeh 

(L1) auch die ~:-abgeschlossene Hiille K normal ffir ~:, daher nach (1.2) echt. 
Wenn in einem halbgeordneten linearen Raum der positive Kegel eine 

(folglieh aUe vier) der in (1.7) aufgezghlten Eigensehaften besitzt, werden wir 
den Raum als regul/gr halbgeordnet bezeichnen. Als wiehtige Eigenschaft 
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regular halbgeordneter R~ume wird sieh in (4.4) die Separiertheit der Ordnungs- 
topologie ergeben. 

D e f i n i t i o n  3. Eine Ordnungsstruktur au/ dem linearen Raum F heiflt 
r e g u l a r  (oder F reguldr halbgeordnet), wenn der positive Kegel K eine (/olglich 
alle ) der in (1.7) genannten Eigenschaften besitzt. 

Es ist leicht, Ordnungsstrukturen anzugeben, die nicht regular sind. Sei F 
ein linearer Raum, / eine Linearform aufF.  Die dutch den Kegel K = {0} ~ {x 
E E : / (x)  > 0} erzeugte Ordnungsstruktur erffillt die Axiome 10 bis 5 0 (vgl. den 
0. Abschnitt), ist abet nicht regular. Denn ist ~ eine beliebige lokalkonvexe 
Topologie auf F, so enth~lt K" den linearen Raum {x : /(x) : 0}, ist also nicht 
echt. 

Wir stellen einige Eigensehaften regular halbgeordneter R~ume zusammen. 

(1.8) Jeder reguldr halbgeordnete lineare Raum ist /astarchimedisch. Ist F 
reguldr halbgeordnet, so ist ~eder lineare Teilraum H CF (liar die induzierte 
Ordnungsstruktur) reguliir halbgeordnet. Ferner sind das Produkt ~ F s und die 

(x 

direkte Summe ~) F~ beliebig vieler regulgr halbgeordneter R~iume wieder regulgr 
o~ 

halbgeordnet. 
Beweis. Ist  F regular halbgeordnet, so ist nach (1.7) K echt ffir die feinste 

lokalkonvexe Topologie ~ I  auf F. Gilt nun -- ~ y g x g ~ y fiir alle ~ > 0 
(und ein y E K ) ,  so ist wegen ~ : x = l i m ( ~ y + x )  --xEK" und x E K .  D a K  

~--~0 

eeht ist, folgt x ----- 0. 
Sind F bzw. F s regular halbgeordnet, so existieren nach (1.7) lokalkonvexe 

Topologien ~: bzw. ~:s, flit welehe die positiven Kegel K bzw. K s normal sind. 
Da nach (1.2) H ~ K in H [ ~ : ] , / / K  s bzw. ~ K s i n / ~ F  s [~:~] bzw. ~ F s [~:s] 

normal sind, sind nach (1.7) aueh H u n d / / F ~  bzw. ~ F~ regular halbgeordnet. 
S (~ 

Wit bemerken noch, dab ein Quotientenraum eines regular halbgeordneten 
Raumes (ffir die dutch das kanonische Bfld des positiven Kegels erzeugte 
Ordnungsstruktur) keineswegs regular halbgeordnet zu sein braucht. 

In einem Dualsystem (F,  G} sind beide R~ume fiir die dutch K bzw. K' 
erzeugten Ordnungsstrukturen regular halbgeordnet, wenn (und nut  wenn) 
dies ffir einen der Ri~ume gilt und der zugeh6rige Kegel total ist. 

Wir betrachten zwei Anwendungen yon (1.3), die die Tragweite des Satzes 
und den Charakter normaler Kegel iUustrieren. 

1. Es sei T ein lokalkompakter Raum, E der lineare Raum aller stetigen 
und reellen Funktionen mit kompaktem Tr~ger auf T. Ein Radonsehes MaB 
auf T heiBt jede stetige Linearform # (/) auf E [~], wenn E m i t  der feinsten 
lokalkonvexen Topologie ~ versehen wird, fiir welche die Einbettungen 
Ev-~ E stetig sind;, hierbei ist Ev der Banaehraum aller stetigen Funktionen 
auf T, deren Tr~ger in der (festen) kompakten Menge C liegt, mit der Topologie 
gleiehm~Biger Konvergenz auf G. E[~:] ist also induktiver Limes der Ec 
(beziiglieh des dureh Inklusion geriehteten Systems aUer kompakten Teil- 
mengen C C T); folglieh ist eine E-Nullumgebungsbasis in E dutch die 
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absolutkonvexen Hiillen U = / '  U c gegeben, U v beliebiges Element einer 
Nullumgebungsbasis in E v. 

Die Teilmenge K ---- {/~ E : /( t)  > O, t ~ T} bildet einen echten Kegel in E. 
Wir zeigen, dab K normal ist; hierzu is /nach (1.1), erstes Corollar hinreichend: 
A u s / ~ U u n d 0 g g _ < _ ] f o l g t g ~ U .  E s s e i a l s o 0 g g ~ / E U = / ~ U c ,  d .h .  

./---- ~ ~/~ mit  X t~l -~ 1 und/~ E Uc~. Wenn wir /~> 0 und ~ 0 annehmen, 

so wird die Voraussetzung hiervon nicht beriihrtV). Wir denken uns welter die C, 
wachsend: Cz C " "  C Cn. Wir definieren nun ~ n = i n f { ~ n / , , g } ,  in-1 
= in/{~,- i /n-- l ,  g - -  in} . . . . .  gl = in/{~l/1, g - -  gn . . . . .  g2}. Wir erhalten 

n 

0__<~,~$~/~(1 <_ v ~ n )  und g = 2 ' ~  auf Cn. Da der Tr~ger yon g in C~ 
~ 1  

iiegt, gilt die letzte Beziehung fiberall auf T. Daher liegt g in U = F Uc, 
w.z.b.w. Aus (1.3) folgt mm (BouRBAI(I [9], p. 54 th. 2): 

Jedes Radonsche Marl au/ einem lokallcompalcten Raum is/Di/[erenz zweier 
positiver Marie. 

l~Iach Definition des induktiven Limes ist eine Linearform auf E [~;] dann 
und nur dann stetig, wenn ihre Einschr~nkungen auf alle E e stetig sindo Aus 
dem Corollar zu (2.8) folgt, wenn wir - -  um das Beispiel nicht wiederhoten 
zu mfissen - -  vorausgreifen, daft jede auf E positive Linearform stetig ist. 
Daher (BOURBAKI [9], p. 54 th. 1): 

Jede positive Linear/otto auf E [~:] is/ ein (positives) Radonsehes Marl. 
2. Wir betraehten den Raum ~ beliebig oft differenzierbarer Funktionen 

mit kompaktem Tr~ger auf R ~ (in der Sehwartzschen Topologie, vgl. 
L. SCHWARTZ [22]). ~ '  is/ der Raum der Distributionen. K ---- ( /E ~ : / _~ 0} 
is/ein echter, abgesehlossener Kegel in ~ .  Die positiven stetigen Linearformen 
auf ~ sind die positiven MaBe auf R n. Aber nicht jede Distribution ist ein 
MaB, also auch nicht Differenz zweier positiver Linearformen. Daher folgt 
aus (1.3) : Der positive Kegel K in ~ is/nicht normal. 

Man kann dies auch direkt einsehen. Seien Cr bzw. Cr + ~ die abgeschlossenen 
Kugetn um den P.unkt 0 ~ R n mit den Radien r bzw. r + 2 ~. Ferner sei 
~ 0 eine Folge aus ~ mit sup ~n= 2n -> 0, aber keine NuUfolge /fir die 
Topologie yon ~ .  /~(t) bezeiehne die Funktion, die : 2 n  auf Cr+~, sonst 
aber 0 ist, 

R" 

die Regula~sierte yon ]~ (L. SCHWARTZ, 1, e. p. 22). Offenbar i s / y ~  ~ ~ und 
~pn--> 0 / f i r  die Topologie yon ~ ,  ferner ~ . ~  y~. iiberall. Aus 0 ~_ ~n_<_ ~%-+ 0 
ergibt sich nach dem dritten Corollar yon (1,1), dab der positive Kege] K 
in ~ nicht normal is/. 

v) Denn sind die Uo Kugeln in Eo, so k~nnen wit ~J~ -~ I~] eJ,(e, = :]: 1) setzen und 
~/~-- g~-  h~ ~ehr~ib~n; g~= sup(~.t. 0), h~= s u p ( -  ~ J .  0). D ~  i~t Ilg.lL ~ III~LL, 

ILh~ll < IIf~I[ und o _~ g < ~ L~I g,, ~ r ~. 
1 
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2. Besehriinkte Zerlegbarkeit halbgeordneter R~ume 

Wir fiihren im folgenden eine Eigenschaft konvexer Keget ein, die ein 
Speziatfall der in der Definition der ~-Kegel gegebenen ist und in halb- 
geordneten normierten R~umen mit einem yon BONSALL [4], 10. 146 stammen- 
den Begriff zusammenf~.llt. 

D e f i n i t i o n  2'. Sei E[~]  ein lokalkonvexer Raum, K ein Kegel in E. 
K heifle ein BZ-Keget (bzw. s t r i k t e r  B Z - K e g e l )  in E, wenn K ein ~-Kegel 
(bzw. 8trikter ~-Keget) liar die Klasse ~ aller beschrdnkten Teilmengen yon E ists). 

Aus (1.4) folgt unmittelbar 
(2.1) Damit K ein BZ.Kegel (bzw. strikter BZ-Kegel) in E[~]  sei, ist not- 

wendig und hinreichend: Es gibt ein Fundamentalsy,stem (B~} beschrgnkter 
Mengen; so daft die absolutkonvexen abgeschlossenen Hiillen J F ( B ~  K) (bzw. 
die absolutkonvexen Hi~llen F ( B ~ K ) )  eben/alls ein Fundamentalsystem be. 
schrgnlcter Mengen bilden. 

Corol lar .  Ist K strikter BZ-Kegel in E, so gilt E ~ K --  Kg). 

(2.2) Ist K ein BZ-Kegel in E, so ist K'  normal ]iir die starke Topologie 
( E', E ). Ist umgekehrt K f£.normal und E [~] tonneliert, so ist K'  B Z-Kegel in E'. 

Beweis. Die erste Behauptung iblgt unmittelbar, wenn man (1.5) auf das 
Dualsystem (E, E')  anwendet; die zweite ebenfalls, well ~: die starke Topologie 
fl (E, E'), diese also ffir das Dualsystem (E, E')  zul~ssig ist. 

Ist (F, G~ ein Dualsystem, K ein Kegel in F, so bezeichnen wir mit ~K 
die Topologie {auf G) der gleichm~l~igen Konvergenz auf allen beschri~nkten 
Teilmengen von K. G [TK] ist dann und nur dann separiert, wenn K total ist. 
Damit erhalten wir folgende dua le  C h a r a k t e r i s i e r u n g  der BZ-Kegel: 

(2.3) Sei E[~]  lolcal]convex. Au/  E' gilt ~ K :  ~ (E', E) genau dann, wenn K 
ein BZ-Kegel ist in E. 

Beweis. Die Topologie T~ ist zugteich die Topotogie der gleiehm£Bigen 
Konvergenz auf den absolutkonvexen abgeschlossenen Hfillen C~ = T~(K ~, B~), 
{B~} ein Fundamentalsystem besehr~nkter Mengen in E. Da aber 
die C~ wieder ein solehes System bitden, falls K ein BZ-Kegel ist, gilt ~K 
-~ fl {E', E). Umgekehrt ist in diesem Falle C~ ein Fundamentatsystem be- 
sehr~inkter Mengen. 

(2.4) Sei E [~] tonneliert. A u /  E gilt ~ = ~K', genau wenn K'  BZ-Kegel ist. 
~Taeh den vorangehenden ]~berlegungen k5nnen wir den Beweis dem Leser 
iiberlassen. 

Wir haben in (1.3) ein Kriterium erhalten, wann fiir einen halbgeordneten 
lokalkonvexen Raum E die Relation E'-~ K ' - - K '  gilt. Umgekehrt kSnnte 
yon einem abgeschlossenen BZ.Kegel erwartet werden, daI3 stets E = K -- K 
gilt. Jedoeh ist dies nieht fiir beliebige R~ume richtig. 

(2.5) Sei E der Dual eines tonnelierten Raumes ; K ein schwach abgeschlossener 
BZ.Kegel in E. K ist 8trikter BZ.Kegel in E, daher E = K --  K. 

8) Wir sagen auch, E besitze beztiglich K die beschr~nkte Zerlegungseigenschaft 
(bzw. strikte BZ-Eigenschaft). 

9) Dies gilt allgemeiner fiir jeden strikten ~-Kegel. 
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Beweis. Sei {B~} ein geeignetes Fundamentalsystem abgesehlossener be- 
schr~nkter Mengen in E, (U~} eine Nullumgebungsbasis. Naeh Voraussetzung 
ist C~= F(B~ ~ K) wieder ein Fundamentalsystem beschr~nkter Mengen. Sei 
zo~ E beliebig. Es gibt ein C~, ~z 0 und in jeder U~(zo) ein Element x~--  y~ 
mit x~, y~ E B~0 ~ K. Ffir das gerichtete System z ~  x~-- y~ grit z~-~ z o. Aus 
der Beschr~nktheit und der schwachen Kompakthei t  yon B~o folgt, dab (x~} einen 
Berfihrpunkt x o besitzt. Da K abgeschtossen ist, ist XoE K. Fiir ein zu {fl} 
konfhmles Teilsystem (/~'} gilt daher x~,-~ x 0, folglich y~, -> Yo= Xo-- Zo- Daher 
ist % = x  o - y o ,  x o ~ B ~ ° ~ K ,  y0~B~o~K.  Folglich ist C ~ C ( B ~ K )  --  
- - ( B ~ K ) ,  also K strikter BZ-Kegel und naeh (2.i) Corollar E =  K - - - K .  

C o r o l l a r .  Jeder abgeschtossene BZ-Kegel in einem halbreflexiven Raum E 
ist strikter BZ-Kegel. 

Denn der Dual eines halbreflexiven Raumes ist tonneliert fiir die starke 
Topologie. 

(2.6) Ist E : K --  K ein Banachraum, so ist K BZ-Kegel in E. 
Beweis. Das System (S~} der Kugeln um 0 ~ E mit  dem Radius n -~ 1, 2 . . . .  

ist ein Fundamentalsystem beschr~nkter Mengen in E. Mit Cn~ 
oo 

ist Cn = n C 1 und wegen E = K --  K ist tJ Cn =: E, also besitzt C 1 0 als iuneren 

Punkt. Daher ist (C~} wieder Fundamentalsystem besehr~nkter Mengen in E, 
also K BZ-Kegel. 

Wir bemerken noeh, dab diese Sehlul3weise nicht auf allgemeinere R~ume 
iibertragbar ist. Denn sie stiitzt sieh wesentlieh darauf, dail E ein Baireseher 
Raum mit abzhhlbarem Fundamentalsystem beschri~nkter Mengen .ist. 
Hieraus folgt sofort, da~ in E eine besehr~nkte (konvexe) Nullumgebung 
existiert, also E naeh einem Satz y o n  KOLMOGOROFF normierbar ist. 

Wir erhalten aus den bisherigen Resultaten das ~quivalenztheorem 
(2.7) Sei E ein re/lexiver Raum, K ein abgeschlossener Kegel in E. Folgende 

Eigenscha/ten sind gquivalent : 

1 ° K ist BZ-Kegel in E. 
20 K ist strikter BZ-Kegel in E. 
3 ° K' ist normal/i~r fl (E', E). 
4° ~K= fl(E', E). 
Beweis. I o und 20 sind ~quivalent nach (2.5), Corotlar. 10 und 30 folgen 

auseinander nach (2.2), 1 ° und 4 o sind gleichwertig naeh (2.3). 
C o r o t l a r .  I n  re/lexiven Rdumen entsprechen normale und BZ-Kegel 

einander dual. 
C o r o t l a r .  I n  re/lexiven B.Rdumen sind I o bib 4 o &luivalent zu E ~ K - -  K. 

Ist  E[~:] ein beliebiger lokalkonvexer Raum, K ein echter Kegel in E, 
so ist ]ede auf  K positive Linearform stetig, sobald K einen inneren Punkt  
besitzt (Bou~BAKI [7], p. 75). ~ i r  bemerken, da~ jeder innere Punkt  yon K 
eine Ordnungseinheit fiir die dutch K erzeugte Halbordnung ist. ~,Vir geben 
folgendes, in manehen F~llen weiterreiehende Kriterium fiir die Stetigkeit 
positiver Linearformen: 

Math.  Ann.  135 9 
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(2.8) Es sei ~ sin /olfenvolls~ndiger bornologischer Raum, K ein abge. 
schlossener strikter BZ-Kegel in 15. Jede au 1 K positive Linearlorm ist stetig. 

Beweis. W~re / > 0 auf K und I nicht stetig, so g/~be es wegen der strikten 
BZ-Eigensehaft yon K eine besehr/~nkte Teilmenge yon K, auf  der ~ nieht 
besehr/~nkt w~re. Es g/~be also aueh eine besehr/~nkte Fotge {x,} ( K ,  fiir die 

n 

/(x,~) > n g/fire. Wir setzen z~-----~ 1/v ~ %. {z~} ist Cauchyfolge in E, daher 
~ I  

konvergent und wegen der Abgeschlossenheit von K ist x = lira z, ~ K. Nun 
h~tte man 0 < z . <  x ffir alle n, daher l (z~)g/(x) ,  andererseits aber /(z,) 

n 

=- ~ 1/v~/(%) > ~ l/v, was offensichtlieh einen Widersprueh darstellt. 
• = I  , , = I  

Coro l la r .  Sei E = l i m E ~ [ ~ ]  induktiver Limes yon B-R~iumen, K ein 
Kegel in E, so daft Ka= K ~ E= abgeschlossener strikter BZ-Kegel in ]edem 
E~ [!Ea] ist. Dann ist ~ede au/ K positive Linear/otto stetig au] E. 

Dies ergibt sieh sofort daraus, dab die Einschr/~nkung jeder positiven 
Linearform auf E~ nach (2.8) fiir ~ stetig ist. 

Wir betraehten einige Beispiele. 
1. Die aus gewissen Klassen yon Abbildungen des R n (bzw. der Menge/V 

natiirlicher Zahlen) in die Menge der reellen Zahlen gebildeten klassisehen 
Banaehr/iume 

a) L v (bzw. lv) aller zur p-ten Potenz, 1 < p < c¢, absolut summierbaren 
Funktionen (Folgen), 

b) L 1 (bzw. ll) aller zur ersten Potenz absolut summierbaren Funktionen 
(Folgen), 

e) C (bzw. c ) aller beschr~nkten, stetigen Funktionen ( konvergenten Folgen ), 
d) C o (bzw. co) aller auf einer festen Menge verschwindenden, stetigen 

beschr~nkten Funktionen (gegen 0 konvergenten Folgen), 
e) M (bzw. m) aller meBbaren besehr/~nkten Funktionen (besehr/~nkten 

Folgen) 
besitzen s/~mtlich einen positiven Kegel K (n/~mheh die Abbildungen mit  
niehtnegativen Werten), der eine natfirliehe Halbordnung erzeugt. Wit  be- 
merken: In jedem der R~iume a) bis e) ist K ein abgeschlossener, normaler, 
strikter BZ-Kegel. Die Normalit/~t von K folgt sofort aus der Monotonie 
der Norm auf K. Die starke BZ-Eigensehaft verifiziert man unmittelbar. 
Nur in den R/~umen e) und e) besitzt K innere Punkte. Aus (2.8) folgt: 

Jede au I einem der Riiume a) bis e) positive Linear/otto ist stetig. 
Hieraus folgt insbesondere, da~ /iir den algebraiseh dualen Raum E* nicht 

E * =  K*- -K*  gilt. Aus (1.3) ergibt sieh E'= K ' - - K '  fiir jeden der obigen 
R~ume; naeh (2.6) ist also K' jedesmal BZ-Kegel in E'.  Daher hat  man 
nach (2.4) : 

Au/ ~edem der Rdume a) bis e) ist die ~ormtopologie gleich der TopoIogie 
gleivhmSfliger Konveryenz au] den beschrdnkten Teilmengen von K'. 

Bildet man in E" die a(E", E').abgeschlossene Hiille K "  yon K, so folgt 
aus (2.2) und (1.3) wieder E " =  K"--  K". In/~hnlieher Weise ersehlieBt man 
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ffir den n-fach dualen Raum E(n)-- - K(n)--K(n), falls E einer der R~ume b) 
bis e) ist. Bekanntlieh sind ffir diese R~ume die E(n) alle voneinander ver- 
schieden. 

2. Wir haben im Beispiel 2, Abschnit t  1 gesehen, d a f  irn Sehwartzsehen 
Raum ~ der positive Kegel K nicht normal ist. Mit der Methode der Regu- 
larisierten zeigt man ohne Mfihe, daft K ein abgeschlossener strikter BZ-Kegel 
ist in ~ .  Also nach (2.8) : 

Jede au/ K C ~ positive Linear/orm ist ein Marl. 
Da K ( ~  BZ-Kegel ist, folgt aus (2.2) oder wegen der Reflexivit/it von 

aus (2.7) : 
Der Kegel K' der positiven Masse ist normal in ~' .  

3. Normale und BZ-Kegel in Rieszschen R~iumen 
Es sei E ein halbgeordneter linearer Raum. E he i f t  Rieszscher Raum 

(BoVRBAKI [9], p. 17), wenn zu je zwei Elementen x, y E E eine obere, sup (x, y), 
und eine untere, inf(x, y), Grenze existiert. Man iiberzeugt sieh leicht, dab es 
genfigt, E = K - -  K und die Existenz der oberen (oder unteren) Grenze in K 
vorauszusetzen. Fiir beliebiges x E E setzt man x+=- sup(x, 0), x -  =- sup(--x,0)  
und Ix[ = x+~ - x-. Man finder aueh leicht x ---- x + -  x-. 

Ein Rieszscher R a u m  he i f t  beschr£nkt (ordnungs-)vollst~indig, wenn zu 
]eder majorisierten Menge, d. h. jeder Menge H mit  x ~ a ffir ein a und alle 
x ~ H, die obere Grenze sup H existiert. 

Die Klasse der Rieszschen R£ume (oder Vektorverb~nde) ist wesentlieh 
enger als die der halbgeordneten R/~ume. So ist ein linearer Teilraum eines 
l~ieszschen Raumes, selbst wenn er noch nichttrivial halbgeordnet ist, im 
allgemeinen kein Rieszscher Raum mehr. Wir studieren in diesem Absehnit t  
den Zusammenhang der bisher aufgestellten Begriffe und Resultate mit  
Rieszschen R~umen. Dazu ffihren wir zun~chst eine Definition ein, die auch 
im n~chsten Abschnit t  eine Rolle spielen wird. 

D e fi ni t  i o n 4. Eine Linear/orm / au/einem halbgeordneten linearen Raum E 
mit positlvem Kegel K heifle ordnungsbeschrdnk t ,  wenn / au/ jeder Menge 
der Gestalt 

M~=- {y E E : - - x ~  y~_ x, x ~ K} 
beschrdn~ ist. 

Naeh B O U R B ~  [9], p. 34 he i f t  eine IAnearform / auf  einem Rieszschen 
Raum E relativ beschr~nkt, wenn / auf  jeder Menge der Gestalt  

N~-~ (y E E : 0 _ ~  lYl g x} 
beschr~nkt ist. 

(3.1) Ist E ein Rieszscher Raum, so ist jede ordnungsbeschrdnkte Linear/orm 
au/ E relativ beschrdnkt und umqekehrt. 

Beweis. I s t  lY[ ~-- Y++ Y-~-- x, so ist - -  x ~_ y+-- y - ~  x, d. h. - -  x _~ y ~ x, 
daher /V®(M~, also jede ordnungsbeschr~nkte Menge relativ besehr~nkt. 
Andererseits folgt aus - -  x _~ y ~ x wegen x ~ K y+ _~ x, y -  ~ x, also ]Yl --  Y+ + 
+ y-  ~ 2 x, d .h .  M® (N~®. Daher ist ]ede relativ besehrankte Menge aueh 
ordnungsbeschr~nkt, w.z.b.w. 

9* 
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(3.2) Sei E[T] Rieszscher Raum mit positivem Kegel K und K normal in 
E[!E]. Jede stetige Linear/orm auf E ist relativ beschrdnkt. 

Beweis. Nach {3.1) geniigt es zu zeigen, dal3 jede stetige Linearform 
ordnungsbesehr~nkt ist. W/~re dies nieht der Fall, so g/~be es ein stetiges f 
mit If (Y~)I -* + co bei --  x ~ y~< x. Dann mfiBte aber etwa ]/(Y+)I -+ ~ gelten 
und wegen der Stetigkeit yon ] kSnnte {y+} nicht topologisch beschr/~nkt sein. 
Dies widersprieht aber wegen y+ g x ( K  nach dem zweiten Corollar yon (1.t) 
der vorausgesetzten Normalit/it von K. 

Umgekehrt gilt 
(3.3) Sei E [~] ein Rieszscher und /olgenvollstdndiger bornologischer Raum, 

K ein abgeschlossener strikter BZ-Kegel in E. ])ann ist jede a u / E  relativ be- 
schrdinkte Linear~otto stetig. 

Aus (2.8) folgt die Stetigkeit jeder positiven Linearform auf E. Nach 
BOURBAK! [9], p. 35, th. 1 ist aber jede relativ beschr~nkte Linearform Differenz 
zweier positiver Linearformen. 

Wie {3.2) und (3.3) vermuten lassen, ist die Klasse der retativ beschr/~nkten 
(oder nach (3.1) ordnungsbesehr/inkten) Linearformen auf einem Rieszschen 
topologischen Raum im allgemeinen wesentlich umfassender als die der stetigen. 
Dies riihl~ daher, dab die OrdnungsbesehrKnktheit mit der Stetigkeit nur ffir 
eine geniigend feine Topologie zusammenf/~llt. Diese ,,Ordnungstopologie", 
die wir im n/~chsten Absehnitt betrachten, ist fibrigens feiner als jede lokal- 
konvexe Topologie, fiir die der Ordnungskegel K normal ist [vgl. (4.4) bis 
(4.6) ]. Fiir Banachr/~ume erhalten wir 

(3.4) Sei E [~] ein Rieszscher und Banachscher Raum, K ein abgeschlossener 
strikter BZ.Kegel in E. 1)ann sind die Klassen der stetigen und relativ beschrdnkten 
Linearformen identisch ; insbesondere ist E" beschrdinkt ordnungsvollstdndig. 

Beweis. Aus (3.3) folgt, dab jede retativ besehr/~nkte Linearform auf E 
stetig ist. Wenn wir zeigen, dab K normal ist, so folgt aus (3.2) aueh die 
Umkehrung; die letzte Behauptung ergibt sieh dann aus BOUR~AKZ [9], 
p. 35, th. 1. 

Da jede relativ besehr/tnkte Linearform stetig ist, gilt E ' =  K ' - -  K'. 5Tach 
{2.6) ist K '  BZ-Kegel in E'. Also ist K"  C E"  naeh (2.2) normal, woraus sich 
die Normalit/it yon K mit Hilfe von {1.2) sofort ergibt. 

Coro l la r .  Ist E ein Rieszscher und re/lexiver Banachscher Raum mit ab- 
geschlossenem Kegel K, so gilt die Aussage yon (3.4). 

Denn es ist E = K -  K, also K nach (2.6) BZ-Kegel und naeh (2.5), 
CoroUar strikter BZ-Kegel. 

Beispiele sind: Zu (3.2) der Raum ~ '  der Distributionen, der Raum 3F(T)- 
stetiger Funktionen mit  kompaktem Tr/iger (Abschnitt 1); zu (3.3) der Raum 
3~f(T); zu (3.4) die R/~ume a) bis e) der Beispiele in Absehnitt 2. 

4. Erzeugung lokalkonvexer Topologien dureh Ordnungsstrukturen 
Wit haben bisher den Zusammenhang zwischen Ordnungsstrukturen, oder 

den dutch sie eineindeutig bestimmten positiven Kegeln, und gegebenen lokal- 
konvexen Topologien auf  einem linearen Raum E untersueht. Man kan t  
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umgekehrt  fragen, ob eine gegebene Ordnungsstruktur stets in natiirlicher 
Weise eine lokalkonvexe Topologie erzeugt. Diese Frage l~Bt sich positiv 
beantworten. Die Antwort  kann man leicht finden, wenn der halbgeordnete 
lineare Raum E eine Ordnungseinheit besitzt. Das Beispiel des Raumes R 
der reelten Zahlen, oder allgemeiner des R n, in natiirlicher Ordnung gehSrt zu 
diesem Fall; hier wird die Topologie offenbar durch die Mengen 

{x C R n : - - ) , a  ~ x ~ ~a} 

erzeugt, die eine Nutlumgebungsbasis bilden, wenn X aUe positiven Zahlen 
(oder auch nut  eine Nullfolge) durchli~uft, a kann dabei eine beliebige Ord- 
nungseinheit, d .h .  ein Vektor mit  durchweg positiven Koordinaten,  sein. 
Die zugehSrige uniforme Struktur  ist dutch die Forderung der Translations- 
invarianz eindeutig bestimmt. Wit besch~ftigen uns daher zun/~chst mit  dem 
Fall, dab E eine Ordnungseinheit besitzt. 

(4.1) Sei E ein /astarchimedisch halbgeordneter linearer Raum mit Ordnungs- 
einheit a. Die durch 

p(x) = inf{)~ : - -  ~ a g x ~ ~ a) 

de/inierte Normtopologie ist die/einste au/ E erkldrbare lokalkonvexe Topc~gie, 
/iir die der positive Kegel K normal ist. 

Beweis. Zun~chst ist p(x) ~ 0 und aus p(x) = 0 folgt x = 0, da E fast- 
archimedisch ist. Man best~tigt unmittelbar p ( ~ x ) = l ~ ] p ( x ) ,  ebenso 
p(x + y) ~ p(x) + p(y);  daher ist p eine Norm auf  E. Weiter ist fiir x ~ 0, 
y ~ 0  

p(x  + y ) = i n f { ~ :  x ÷ y g  2a)  ~ i n f { 2 :  x g  ~ a } = p ( x ) ,  

also nach (1.1) K normal. Es sei ~ eine Topologie auf E, fiir welche K normal 
ist. Dann folgt aus p(x~) -~ 0 aber x~-~ 0 ffir ~,  denn es gilt x n = ~ (~ ,a  ÷ 

1 2 und 1 x 2 sind EK. Da p ( x ~ ) ~ O  ~n-->O ÷ xn) -- ~ (~nan-- Xn) : Xn-- Xn Xn' n 
bedeutet, folgt p(Xin) --> 0 (i = 1, 2). W~re nun (xn} nicht Nullfolge ffir ~ ,  so 
g~lte das gleiche yon x~ ffir wenigstens ein i. I s t  nun q eine beliebige ~-stetige 
Halbnorm mit  q(x ÷ y) ~ q(x) ffir x, y ~ K, so wfirde aus q(xln) > ~ folgen 
q(~na) > e ffir ~ - ~  0. Aber es ist offenbar ~n a --> 0 ffir ~. Damit  ist die Be- 
hauptung bewiesen. 

I s t  a '  eine weitere Ordnungseinheit yon E, so sind die yon a bzw. a '  er- 
zeugten Topologien ~ bzw. ~a '  identisch. Denn es gibt dann zwei Zahlen 

> 0, ~ ' >  0, so dai] a ' ~  ~ a und a ~ ~ ' a '  gilt. Daraus folgt unmit tetbar  
fiir die zugeh6rigen Normen p bzw. p '  : 

p" (x) ~ ~' p(x)  ~ ~ ~' p' (x) , 

d.h.  die beiden Normen auf E sind aquivalent. Wit  bemerken noeh: Jede 
Ordnungseinheit yon E ist innerer Punk t  yon K fiir die Topologie ~:~. 

Fiir die (?bereinstimmung der Ordnungstopologie Ta mi t  diner gegebenen 
ist jedenfalls notwendig, dab E ffir ~: normierbar ist. Fiir Banachr~i.ume gilt 

(4.2) Sei E [ ~ ]  ein halbgeordneter B-Raum mit Ordnungseinheit. Damit 
gleieh der Ordnunffstopologie 8ei, ist die Normalitdt des positiven Kegels notwendig 
und hinreichend. 
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Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung folgt sofort aus (4.1). Is t  um- 
gekehrt K normal fiir T, so fist T grSber als die Ordnungstopologie T~ nach 
(4.1). Die identfische Abbildung I yon E [Ta] in E [T] fist offenbar stetig. Ihre 

Erweiterung I auf die vollst~ndige Hiille E[~a]  fist naeh einem Satz yon 

BANAC~ ein Homomorphfismus. Daher besitzt der Nullraum N(I )  ein topo- 

logisches Komplement F, E [ ~ ]  = N ( ~  $ F u n d  es fist F = E;  da aber E 

dicht fist in E, folgt E -~ E und T -~ T~, w.z.b.w. 
Um den allgemeinen Fall, in dem keine Ordnungseinheit existiert, behandeln 

zu kSnnen, stellen wir zun~ehst einen Hilfsbegriff auf. Wir bezeichnen mit K 
wieder den positiven Kegel eines halbgeordneten linearen Raumes E. 

D e f i n i t i o n  5. Sei a E E, b E K. Wit  sagen, b umlaut a, wenn ein 2 > 0 
exiatlert mit a ~ 2 b. H C K ersch6p/t eine Menge M C E, wenn ~edes Element 
au8 M yon wenigstens einem Element aus H um/aflt wird. H heiflt minimal 
uvhlgeordnet, wenn kein Element aus H ein spdteres um/aflt. 

"Hiernaeh fist a eine Ordnungseinheit, wenn a alle Elemente yon E umfal3t. 
Zwei Ordnungseinheiten umfassen sieh stets gegenseitig. Dariiber hinaus gilt: 

(4.3) Besitzt der halbgeordnete lineare Raum E keine Ordnungseinheit, 8o ist 
der Ordnungstypus ]eder minimal wohlgeordneten, E ersch6p/enden Menge H 
eine Limeszahl. 

Beweis. H sei minimal wohlgeordnet und erschSpfe E. Sei b letztes Ele- 
ment von H. Streieht man aus H noch alle Elemente a =~ b, die yon b umfa~t 
werden, so erschSpft die entstehende Menge H 0 offenbar wieder E. Wir be- 
haupten, dab H o =  {b}, also b Ordnungseinheit in E ist. Andernfalls g~be es 
ein a E/to, das yon b nieht umfaBt wird. Nun wird aber a ÷ b E K von einem 
c E Ho umfaBt, das versehieden yon b fist und daher in H o vor b steht, was der 
minimalen Wohlordnung yon H widerspricht. 

Es fist klar, dab jede Menge H C K ihrerseits eine minimal wohlgeordnete 
Teilmenge H '  enth~lt. Wir erhalten nun ffir beliebige regular halbgeordnete 
l ~ u m e  in Verallgemeinerung yon (4.1) den Satz: 

(4.4) Sei E ein linearer reguldr halbgeordneter Raum. Jede den positiven 
Kegel K in E ersch6p/ende Menge H ( K erzeugt au/ E eine (yon der Wahl yon H 
unabh~ngige) Topologie To, bezi~glich deren E indu~iver Limes normierter 
Rdume, also bornologisch let. Diese Ordnungstopologie To ist /einer als ]ede 
lokalkonvexe Topologie, /iir welche K normal ist l °). 

Vor dem Bewefis notieren wir noeh das 
C o r o l l a r .  Besitzt E eine Ordnungseinheit, so /~llt T omi t  der in {4.1) de- 

/inierten Normtopologie zusammen. 

Beweis. Wit  denken ups die Menge H indiziert, etwa H = {aj~ea. Die 
Indexmenge A fist dureh die Relation ,,a~ umfai~t a~" geriehtet, wir sehreiben 

<: ft. Denn sind ~, ~ gegeben, so gibt es naeh Definition yon H ein av E H, 
das a~-~ a~E K, speziell also a~ und a~ umfal3t: a -~ F, fl "( ~- 

lo) Die S~tze (4.4} bis (4.6) bleiben ftir beliebige halbgeordnete Raume giiltig, wenn 
man auf die Separiertheit der Ordnungstopologie T 0 verzichtet. 
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Wir nennen M~ die Menge {x E E : - - a s ~  ~ ~ a~}, L~ den yon M~ auf- 
oo 

gespannten linearen Teilraum yon E. M~ ist absolutkonvex, es gilt L~ = U nMs. 

Ferner versehen wir L~ mit der Normtopologie ~:~ aus (4.1)n). Man hat  d~mn 
ffir die Ls: Es gilt L~ ( L~ genau wenn ~¢ ~ 8, denn es ist dann wegen a ~  

2 a s (2 > 0) M~ C ~ M s; daher ist auch ~:~ feiner als die yon L~ auf L~ in- 
duzierte Topologie. Mit anderen Worten: Die Einbettungen I~ von L s in L~ 
(ffir ~ ~/~) sind s~mtlieh stetig. Ferner gilt, da H K erseh6pft, K --  K = 13 L~. 

aEA 

Bezeiehnen wir mit ~o die feinste lokalkonvexe Topologie, ffir welehe die 
Einbettungen I~ von L~ in E s~mtlich stetig sind, so ist E in dieser Itiillen- 
topologie nach dem eben Gezeigten induktiver Limes der Ls[Ta]:E[f~o] 
= ~ L~ [~:~]. Wit haben noeh zu zeigen, dal3 ~:o feiner ist als jede (lokal- 
konvexe) Topologie, ffir die K normal ist. Ist  T eine solche Topologie, so ist 
nach (1.2) K s =  K ~ L~ auch flit die yon ~: aufL~ induzierte Topologie normal, 
also nach (4.1) grSber ats ~ .  Daher sind die Einbettungen I~ stetig ffir ~:, 
folglich ~7o feiner als ~7. 

Um die Separiertheit von ~o zu beweisen, genfigt es nach der voran- 
gehenden Bemerkung, eine separierte lokalkonvexe Topologie auf E anzu- 
geben, ffir die K normal ist. Aber da E regular halbgeordnet ist, existi'ert 
naeh (1.7) eine solehe Topologie, z. B. a(E, K*--  K*). 

Wir haben noch zu zeigen, dab ~o von der speziellen Wahl der Menge H 
unabh~ngig ist. Dazu geniigt es zu wissen, dab zwei K erseh6pfende Mengen H 
beziiglieh der (auf der Vereinigung beider Indexmengen erkl£rten) Relation 

~( fl stets konfinal sind. Denn der induktive Limes der L~ ist unempfindlieh 
gegen den l~bergang zu konfinalen Teilsystemen L~,. 

Beweis des Corollars. Besitzt E eine Ordnungseinheit a, so enth~lt auch H 
eine Ordnungseinheit a~. Es ist dann E = L~o, und die Topologie ~:so ist 
offenbar gleieh ~o. Da dies fiir jedes H gilt und die Topologie auf E nieht yon 
der Wahl der Ordnungseinheit abh~ngt, ist die Behauptung bewiesen. 

(4.5) Jeder halb~eordnete lineare Raum E ist fi~r die Ordnungsto~ologie f~o 
tonneliert. 

Da E = ~ L s [ ~ ]  ist, geniigt es zu beweisen, dab L~ fiir ~:s tonneliert 

ist. Wir haben zu zeigen, dab B ° eine ~-Nullumgebung in L s ist, B eine 
beliebige schwaehbesehr~nkte Menge in L~. Wir haben also Kx, x'>[ ~ M,  
fiir alle x' E B. Da L~ folgenvollst~ndig ist, ist B auch stark beschrgnkt, d. h. 
es gilt sup []x']l < C. Nun ist (K~ ist normal in L~) nach (1.3) L'~= K'~--K'~, 

~'EB 

also nach (2.6) K~ BZ-Kegel in L~. Daher gibt es fiir alle x' E B eine Zerlegung 
x '=  xl --  x.~ mit x~, x~ E K~ und I]xl]l, IIx~ll < C~. Ist  a~E K~ eine Ordnungs- 
einheit in L~, so gilt ffir die Elemente der ~:~-Nutlumgebung M~ und x" E B 

I<x, x'>I = I<x, x~> --  <x, x~> 1 < <a~, x~> + <a~, x~> <: 2 C~ Ha~H =/~-~. 

Hieraus folgt ~t M s ( B °, d. h. B ° ist T~-Nutlumgebung, w.z.b.w. 
Fiir den zu E [To] dualen Raum gilt 
~) Da g regular halbgeordnet ist, ist naeh (1.8) die Ordnungsstruktur fastarehimediseh. 
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(4.6) Jede To.stetige Linear/orm ist ordnungsbeschrbinkt und umgekehrt. 
Dies folgt unmittelbar daraus, dal~ eine Linearform auf E dann und nur 

dann To-stetig ist, wenn ihre Einschr/~nkung auf L~ T~-stetig ist; die auf 
allen L~ T~-stetigen Linearformen sind aber genau die ordnungsbeschr/inkten. 

Damit ergibt sich folgende d u a l e  C h a r a k t e r i s i e r u n g  der Ordnungs- 
topologie: 

(4.7) Die Ordnungstopologie To au/ einem reguliir halbgeordneten linearen 
Raum E ist die [einste Iokalkonvexe Topotogie, [iir die der duale Raum E' aus 
allen ordnungsbeschrlinkten Linear/ormen besteht. 

Beweis. Nach (4.6) ist der zu E [~:o] duale Raum E' der Raum aller ord- 
nungsbeschr/inkten Linearformen. Da E[To] naeh (4.4) separiert und nach 
(415) tonneliert ist, st immt ~o mit der Mackeyschen Topologie ~ (E, E') iiberein. 

~Vir nennen eine Halbnorm p auf einem halbgeordneten linearen Raum E 
monoton, wenn sie auf dem positiven Kegel K in E monoton ist. 

(4.8) Damit au] dem halbgeordneten linearen Raum E eine [einste (separierte) 
lokalkonvexe Topologie ~ existiert, /iir die K normal ist, ist notwendig und 
hinreichend, daft E regul~ir halbgeordnet ist. ~..v wird dann yon der Gesamtheit 
aller au/ E monotonen Halbnormen erzeugt. 

Beweis. Die •otwendigkeit der Bedingung ist nach (1.7) unmittelbar klar. 
Ist umgekehrt E reguli~r halbgeordnet, so ist nach (1.1) und (1.7) die Menge 
aller monotonen Halbnormen nicht leer (denn es existiert eine separierte 
Topologie T auf E, fiir die K normal ist), und die yon diesen Halbnormen 
erzeugte Topologie ~ ist separiert, da sie feiner als T ist, und offenbar die 
feinste lokalkonvexe Topologie, fiir die K normal ist. 

Nach (4.4) ist auf einem regul/~r halbgeordneten linearen Raum ~:~ grSber 
als die Ordnungstopologie To. Ffir die ~bereinstimmung beider Topologien ist 
offenbar notwendig und hinreiehend, dal] der positive Kegel K normal ist 
fiir To. Es ist eine offene Frage, ob dies in jedem regul/~r halbgeordneten 
Raum zutrifft. Wit geben ein hinreichendes Kriterium mit Hilfe der Eigensehaft 

(Z) Aus 0 ~_ y < xl + x2 ; xl, x2 ~ K [olgt y = Yt + Y2 mit Yt, Y2 ~ K, yl g Xl, 
y~< x2 . 

(4.9) Besitzt der regular halbgeordnete tineare Raum E die Eigenscha/t (Z), 
so ist der positive Kegel K normal [i~r die OrdnungstopotogieTo, ~olglich ~ = ~o. 

Beweis1~). Wegen E [To] = ] ~  L~ [ T j  wird eine ~:o-Nullumgebungsbasis 

dureh diejenigen absolutkonvexen und absorbanten Mengen U gegeben, 
deren Durehsehnitt V=- U ~ (K -- K) mit  dem linearen Teilraum K -- K die 
Form V-=/'~ ~ M ~  hat, wobei (~} alle Abbildungen der Indexmenge A in die 
Menge der positiven reellen Zahlen zu durchlaufen hat. Wenn wir zeigen, 
dal~ fiir jedes solehe U gilt: Aus 0 ~ y < x ~ U folgt y ~ U, dann sind die 
zu den U gehSrigen Halbnormen monoton auf K, daher K To-normal naeh (1.1). 
Sei nun 0 < y ~ x ~ U, dann ist x C V, also x = 27~z~ mit 27 [~1 < 1 und 
z~( e~M~, d .h .  z~g e~a~. Folglieh ist auch 0 ~ y g 27 ]~e] ~ a ~  F ~ M ~ .  

x2) Man vergleiche hierzu den ersten Teil des Beweises yon {4.4). 
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Nach (Z) ist nun y := Z I~] Y: mit 0 _<_ y~_~ ~a~,  daher y ~ I~q~Ma= V (  U, 
W.z.b.v¢. 

Wir geben sehlieflieh eine Bedingung daffir, daft auf einem (notwendig 
regular halbgeordneten) lokalkonvexen Raum E [~] ~ mit der Topologie ~:.v 
iibereinstimmt. 

{4.10) Es sei E [~] ein halbgeordneter tonnelierter Raum mit f£-normalem 
l(egel K. Ist jede au/ K positive Linear/otto ~.stetig, so ist ~ ~ f£N. 

Beweis. Da K ~-normal ist, ist nach (1.7) E regular halbgeordnet und naeh 
(4.8) ~N feiner als ~. Daher ist jede ~-stetige Linearform ~ - s t e t i g .  Naeh {1.3) 
ist jede ~N-stetige Linearform Differenz zweier auf K positiver Linearformen, 
(laher nach Voraussetzung ~-stetig; E [~] und E [~:A'] haben denselben dualen 
Raum. Da E fiir ~ tonneliert ist, ist ~ feiner als ~n~, d. h. es ist ~ = ~:,~-. 

Aus (4.10) ergeben sich speziellere Kriterien mit Hilfe von (2.8). Auch 
wenn K einen inneren Punkt  fiir ~: besitzt, ist jade auf K positive Linearform 
~-stetig. 

Coro l la r .  Ist E [~] ein die Voraussetzungen yon (4.10) er/iillender Rieszscher 
Raum, so ist ~ -~ ~ = ~o. 

Denn E besitzt in diesem Fall (BOURB/~KI [9], p. 19, lemme de d~compo- 
sition) die Eigenschaft (Z), daher ist nach (4.9) K normal ffir~: o und folglivh 

Wir betrachten wieder einige Beispiele. 

t. Au /  den Riiumen der Klassen a) bis e) im Beispiel I, 2. Abschnitt /allen 
die Normtopologie T, die Topologie ~ N und die Ordnungstopologie T o zusammen. 
Das folgt aus dem Corollar zu (4. t0), da es sich in allen Fallen um Rieszsche 
Raume handelt, auf denen nach der zweiten in dem Beispiel kursiv gedruckten 
Aussage (die eine Folge yon (2.8) ist) jede positive Linearform ~-stetig ist. 

Wir bemerken noch, dat3 E[f£o] im allgemeinen nicht strikter induktiver 
Limes der L~ [ ~ ]  ist. Dazu sei im Raum L 1 [0, 1] a s die Funktion a~(t) = t 
fiir 0 --< t ~ 1, a~(t) ~ 1 eine in [0, 1] wesentlich nicht beschrankte, summier- 
bare Funktion. Es gilt dann L~ ( L~ und L a [T~] ist der Raum aller auf [0, 1 ] 
beschrankten mefbaren Funktionen mit der Topologie gleichmagiger Kon- 
vergenz. Offenbar ist die yon L~ [T~] auf L~ induzierte Topologie gr6ber: 
/~-~ 0 (/fir ~:~) einer Folge {/~} ( L ~  bedeutet nur ]/n(t)l ~ cna~(t) mit ca-+ 0. 

2. Die Schwartzsche Topologie auf ~ ist von der Ordnungstopologie ver- 
schieden. Beispiel eines nicht metrisierbaren Raumes, auf dem ~: mit  der 
0rdnungstopologie iibereinstimmt, ist der im Beispiel 1 des 1. Absehnittes 
betraehtete Raum der auf einem lokalkompakten Raum stetigen Funktionen 
r~fit kompaktem Trager. 

5. Anwendungen auf die Darstellbarkeit halbgeordneter lokalkonvexer Riiume 
als Funktionenrtiume und auf das Basisproblem in B-R~iumen 

Wir beschaftigen uns in diesem Abschnitt zunachst mit der Darstellung 
(reeller) lokalkonvexer halbgeordneter Raume als Raume reeller Funktionen, 
wobei den /fir die Halbordnung positiven Elementen nattirlieh Funktionen 
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mit niehtnegativen Werten entspreehen sollen. Wit weisen ausdr/ieklich 
darauf lain, dab im folgenden lediglieh yon einer ttalbordnung in E die Rede 
ist (fiir die Darstellung yon Vektorverb~nden vgl. THOMA [23]). ES zeigt 
sich in den beiden folgenden Theoremen, dab auch bier der Begriff des nor- 
malen Kegels eine fundamentale Rolle spielt. - -  Als weitere Anwendung der 
bisherigen Untersuchungen beweisen wir einige S/~tze fiber den Zusammen- 
hang yon normalen und BZ-Kegeln mit dem klassisehen Basisproblem in 
separablen R/iumen, die Banachr~ume oder wenigstens tonneliert sind. 

Wir bezeichnen mit ~(T) den Raum stetiger (reeller) Funktionen auf 
einem geeignet gew/ihlten lokalkompakten Raum Tmi t  der Topologie der 
kompakten Konvergenz. ~(0,1) sei dieser Raum fiir T= [0,1]. 

(5.1) Es sei E[~:] ein halbgeordneter lokalkonvexer Raum. Damit E[~] 
algebraisch, topologisch und ordnungsisomorph sei einem linearen Teilraum von 

(T), ist notwendig und hinreichend, daft der positive Kegel K in E normal sei. 
Beweis. Wir erinnern zun~ehst an den Beweis des entsprechenden be- 

kannten Satzes, der auf Ordnungsstrukturen keinen Bezug nimmt. Man be- 
traehtet ffir ein System {p~} von ~ erzeugenden Halbnormen die Quotienten- 
r~ume E~= E/N~ nach den Nullraumen N~= ~(0).  Die E~ sind normiert 
dureh I]~tl--p~(x) f/Jr x-~ x~EE~. Sodann ist E[~]  topologisch und al- 
gebraisch isomorph einem Teilraum /~C [1 E~. Setzt man nun T= 0 S~, S~ 

die Einheitskugel im B-Raum E~, so 1/iBt sich jedes x E E als reelle (ffir eine 
geeignete lokalkompakte Topologie) stetige Funktion auf T auffassen. Die 
Topologie der kompakten Konvergenz auf Y ist alsdann durch die Halbnormen 

q(x)= sup t1 '=,11, 
l ~ i N n  

wo (~I . . . .  , ~n) alle endliehen Teilmengen der Indexmenge {~) durchl~uft, 
gegeben. Sis stimmt mit der auf E yon dsr Produkttopologie induzierten 
Topologis iiberein, x -~(~a) ist eins eineindsutigs lineare Beziehung. 

Sei nun dsr positive Kegel K in E normal. Es gibt dann nach (1.1) sin 
erzsugendes System yon Halbnormsn ( p J  mit p~(x + y) ~ p~(x) ffir x ,y  E K. 
Wenden wit auf disse p~ das obigs Verfahren an, so ist das Bild K~ yon K 
behn kanonischen Homomorphismus E-~ E~ offenbar ein normMer Kegel 
in E~. Daher ist hash (2.2) K~ BZ-Kegel in E~, und nach (2.4) ist die Topologie 
yon E~ dnreh die Norm 

lt  il= sup 
• t zES¢~ (~ K<x 

gegeben. Wir kSnnen ffir T also aueh O (S~f~K~) wahlen; T ist in nahe- 

liegender Definition eln loka]kompakter Raum, und bei der Abbildung x -~ (~ ~) 
entsprechen den x E K genau die auf T nichtnegativen Funktionen / = (~ )  E E. 
Damit ist die Hinl~nglichkeit der Bedingung bewiesen. 

Die Notwendigkeit der Bedingung folgt sofort daraus, dal~ die Menge der 
positiven Funktionen in ~(T) offensiehtlieh einen normalen Ksgel K bildet. 
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Fiir separable normierte R~ume erhatten wit entsprechend einem klassi- 
schen Resultat von BA~ACH [i], p. 185 das sch~rfere Ergebnis: 

(5.2) Sei E ein halbgeordneter normier~er 8eparabler Raum. Damit E alge- 
braiseh, topologisch und ordnungsisomorph sei einem Teilraum yon ~ (0,1) ist 
notwendig und hinreichend, daft der positive Kegel K in E normal sei. 

W~hrend die Notwendigkeit der Bedingung evident ist, genfigt es zum 
Beweis der ~ l~ng l i chke i t ,  im Banachsehen Gedankengang (1. e. p. 185/186) 
die Einheitskugel S' in E'  durch S' ~ K '  zu ersetzen. Hierdureh erreicht man 
wieder, daft Elemente x E K in Funktionen / ~  0 fibergehen, w~hrend die 
Topologie gleiehm~Biger Konvergenz auf S'f~ K'  wegen der BZ-Eigensehaft 
yon K', die eine Folge der Normalit~t yon K ist, mit der Normtopologie auf E 
iibereinstimmt. 

Es sei E[~:] ein tonnelierter Raum, der separabel ist. Eine Menge {x~} 
heiBt Basis yon E (vgl. BANACH [1], D I E U D O ~  [12]), wenn sich jedes x E E 
in eindeutiger Weise als 

X ~ ~ C~, X v 

im Sinne der ~-Konvergenz darstellen li~Bt. {x,} ist notwendigerweise ein 
maximales topologisches freies System; es gilt % = <x, y~> und [x~, y~] ist ein 
(maximales) Biorthogonalsystem, d .h .  es gilt <x~, y~> = ~ (~ ,  das Kron- 
eckersymbol). Wir bezeiehnen mit K[x,~] den yon {x~} aufgespannten ab- 
geschlossenen Kegel, d .h .  die abgeschlossene Hiille aller endlichen Linear- 
kombinationen der x~ mit positiven Koeffizienten, mit K'  (wie immer) den 
zu K konjugierten Kegel in E'. 

(5.3) E [~] sei tonneliert, {xn} ein maximales topologisch /reies System in E. 
Wenn K [xn] /iirf£ und K'  fiix ~(E',  E) normal sind, so ist {x~} ei,~ Basis von E. 

Beweis. Es sei [xn, y~] das zu {x~} gehSrige Biorthogonalsystem. Da {x,} 
maximal ist, sind die endlichen Summen 2: a~ x, dicht in E [~:]. Sei y'E K'.  
Ffir x = X ~ x, gilt 

<x, y'> = 27 ~, <x,, y'> = 27 ~f l ,  = X fl~ (x, y;> = <x, 2: fl, y:>. 
1 

Wegen f l ~  0 folgt ~ fl~y'~(x) g y'(x) ffir alle 1 und x EK. ttieraus folgt 
l ~ t = l  

0 ~ ~ ~ y~ ~ y' im Sinne der dureh K'  in E' induzierten Halbordnung. Da K'  
1 

naeh Voraussetzung normal ist, sind naeh dem 2. Corollar yon (1.1) die Partial- 
l 

summen ~" ~ y ~  besehr~nkt in E'. Nach (1.3) ist abet E ' =  K ' - -  K ' ,  daher 

sind ffir jedes z' E E'  die Partialsummen 

~ 1  

5eschr~nkt in E', also nach DIEUDONN]~ [12], p. 9 prop. 5 x = ~ <x, y~'> x,, 
w.z.b.w. , = 1 

Wir nennen mit KARLIN [13] eine Basis {xn} von E absolut, wenn 
~' (x, Y~n> x~n konvergent ist fiir jede Teilmenge {m} der natfirlichen Zahlen. 
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Es gilt 
(5.4) Sei E [~E] tonneIiert, (x.} ein maximales topologisch /reies System in E. 

Ist K [xn] ein normaler BZ-Kegel, so ist {x~} eine absolute Basis in E. 
Beweis. Nach {2.2) ist K '  normaPa), naeh (5.3) also {xn} eine Basis in E. 

Wir haben zu zeigen, dab dies eine absolute Basis ist. Nun existieren wegen 
der BZ-Eigenschaft yon K fiir jedes x ~ E zwei besehr~nkte Folgen 

rn ra 
X{1 n) = Z ~,'~(n)x~, x(n) = Z ~(n) X. 

v = l  u=t  

mit x~ n ) -  x(n~--> x. Hierbei kSnnen wir annehmen, dab stets inf(e (n), a~ n)) = 0 
ist. Setzen wir c~-~ (x, y~') ([x,,y~] das zu (x~} gehSrige Biorthogonalsystem) 
und c~= 2~--/~ mit  inf(~,,/z~) = 0, so gilt offenbar ffir n -~ c~ e(n)-~ 2~, 
a(~n)~/z,. Es mSgen nun (x(ln)}, (~n)} der beschri~nkten Menge B angehSren; 
darm gehSren wegen der Normaliti~t yon K auch atle z ( K mit 0 _< z g x~ ~') 
fiir a l l e n  und i = 1, 2 einer beschr~nkten Menge B t an, die wir als abge- 
sehlossen voraussetzen diirfen. Ist  nun k g r n lest, so gilt also 

k k 

Daher gilt auch ~ = ~ ~ = 1 

~ = 1  ~ = 1  

ftir jedes k. Ist  {m} eine beliebige Teilmenge der natiirlichen Zahlen, so sind 
also aueh die Partialsummen von ~ ~ x~, ~ / / m  x~ in B 1. Daher ist fiir jedes 
x E E (m) (m~ 

(~n) (m) 
eine Reihe mit besehr~nkten Partiatsummen, die ffir alle x einer in E[~E] 
dichten Menge konvergiert. Folglich sind diese Partialsummen als Abbitdungen 
yon E in sieh gteiehstetig, also fiir alle x E E konvergent und die Basis (x~} ist 
absolut, w.z.b.w. 

K ~ H N  [13] hat gezeigt, dal3 es separable B-R~ume gibt, in denen keine 
absolute Basis existiert; er zeigt dies fiir den Raum cd (0,1). Aus (5.4) folgt, 
dal3 in einem solehen Raum kein K [x~] zugleich normal und BZ-Kegel sein 
kann. Nun ist aber jeder Kegel K [x~], wo {xn} ein maximales topologiseh 
freies System ist, notwendig total in E. Betraehten wir den vonde r  Sehauder- 
sehen Basis in c~ (ScHAUDER [21]) erzeugten Kegel K, so liefert dieser ein 
Beispiel fiir 

(5.5) Im Raum ~ (0,1) gibt es einen normalen totaIen Kegel K, der kein 
BZ-Kegel ist. 

Damit ist eine yon BO~SALL [4], p. 146 aufgeworfene Frage negativ 
beantwortetI4). 

Wir beschliel~en die Anwendungen auf Basen in tonnelierten R~umen mit 
dem folgenden ~quivalenztheorem ffir reflexive Banachr~ume: 

is) FOr ~(E', E). Mit dieser' Voraussetzung bleibt der Beweis yon (5.3) in Kraft. 
~') Ein weiteres, einfacheres Beispiel wurde mir yon Herrn BONSALL brieflich mit- 

geteilt. 
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(5.6) Es sei E ein reflexiver B-Raum; {xn} ein maximalestopotogisch /reies 
System, [x,~,y~] das zugehSrige Biorthogonalsystem; K = K [ x n ] .  Folgende 
Eigenscha/ten sind dquivalent : 

1 o K bzw. K" sind normal in E bzwl E'. 
20 K bzw. K'  sind BZ.Kegel in E bzw. E'. 
3 0 {x~} bzw. {Y~n} sind absolute Basen in E bzw. E'. 

Ferner ist K [ x . ] ' - ~  K [y~],  wenn eine der Bedincjungen er]i~llt ist. 
Beweis.  1 ° -+ 2°:  F o l g t  aus  (2.7). 2 0 -> 3°:  S ind  K u n d  K '  beide BZ-Kege l ,  

so s ind  n a c h  (2.7) beide n o r m a l  (und  sogar  s t r ik te  BZ-Kegel ) .  Aus  (5.4) folgt  
d ann ,  dal~ {x~} u n d  wegen  der  Ref lexiv i t i~ t  y o n  E auch  {y~} abso lu t e  Basen  
sind. 3 ° - > 1 ° :  I s t  {xn} abso lu te  Basis  i n  E ,  so is t  o f f enba r  E = K - - K ;  
hieraus  folgt  n a c h  (2.6), d a b  K B Z - K e g e l  ist.  Das  gleiche g i l t  fiir K ' =  K ' [Ym]; 
aus (2.7) e rg ib t  sich d a n n ,  da{~ K bzw. K '  n o r m a l  s i n d  in  E bzw. E'. Die le tz te  
B e h a u p t u n g  folgt  so: Es  sei x ' ~  K ' .  D a  {y~} Bas is  i n  E '  ist, h a t  m a n  

x ' =  ~ fl~y~ m i t  t i l t=  ~xt~, x '} ~ 0. D a h e r  i s t  x'~ g[y~] .  
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