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ANDR]~ WElL hat fiir ~nalytisehe Funktionen mehrerer komplexer Ver- 
~nderliehen eine verallgeme;.nerte Cauchysche Integralformel angegeben, 
dutch welche eine regul~Lre Funktion f (z l , . . . ,  %) im Innern eines ~nalytisehen 
Polyeders ~ mittels ihrer Werte auf den n-dimensionMen Kanten yon ~ dar- 
gestellt werden karma). Dabei wird unter  einem analytischen Polyeder 
eine wie fotgt zu beschreibende Punktmenge des R 2n verst~nden : In den Ebenen 
der Variablen zz seien beschr~nkte Gebiete ~ ,  mit  stiickweise glat ten R~ndern 
K'~ gegeben; es sei gesetzt p~ = ~s + ~; .  Ferner seien Z~ ((z)), i ~- 1, 2 . . . .  , m, 
Funktionen, die s~mtlich in einem schlichten Gebiet ~ des R "z~ regular 
und eindeutig sind. Es wird sodann die Gesamtheit  der Punkte ((z)) be- 
traehtet,  die den Bedingungen 

((z)) ~ ~,  z~ ((z)) ~ ~ 

geniigt; eine zusammeI~l£ngende Komponente  dieser Punktmenge oder die 
Vereinigung mehrerer solcher Komponenten,  ]alla diese ganz in ~ liegen, heiBt 
ein analytisches Polyeder ~ .  Zur Anwendung der WEtLschen Integraldar- 
stellung muB nun wesentlich vorausgesetzt werden, dab die Funktionen Zi ((z)) 
eine Zerlegung der folgenden Art gest~tten: 

(1) z~ ((z)) - z~ ((~)) = 27 (~ - ~) "P.  ((~); (C)), 
t ' = l  

hierbei bedeuten die P~, ((z); (~)) in ~) × ~ regul~Lre eindeutige Funktionen 
yon ~ , . . . ,  z,,, ~, . . . . .  ~n; sie gehen explizit in die Integralformel ein. A. WElL 
bemerkt,  dab Zerlegungen der GesMlt (1) jedenfalls dann exisfieren, wenn die 
Z~((*)) Polyuome oder rationale Funktionen oder Grenzfunktionen gleich- 
mgBig konvergenter Folgen solcher Funktionen sind. Es ist aber bekannt,  
dab im R~ume mehrerer komptexer Ver~i~aclerlichen keineswegs in jedem vor- 
gegebenen schlichten Regularitgtsgebie~e a) eine dort eindeu~ige regulate 

1) I)er Verfa.sser ist 1941 im Osten gefa~llen. Die vor]iegende Arbeit s~ellt einen Auszug 
aus seiner Dissertution dax, die 1940 in Mfinster vorgelegen hat. - -  Seit 1941 shad Ar- 
beitea yon K. OKA und H. C~TA~ erschienen, die das Resultat yon H. tI~l~Vm enChaltem, 
jOAx, redoeh andersartige Beweismittet benutzen: K. OKA: flap. J. Math. 2, 523 (1941); 

AN, H.: Ann. Sci. Ecole norm. Sup. i I I ,  $1~ 149 (t944). 
Die Unterzeiehneton halten die Ver6ffentlichung des t=[EF~Rschen Beweises wegen 

~iner auffallea~den Einfachheit auch im gegenwgrtigen Zeitptmkt ffir gerechtfertigt. 
H. B~nxxx, K. S ~ .  

a) W1~m, A~Im~: C. R. 194, 1304 (1932). - -  Math. Ann. 111, 178 (1935}. 
a) Zur Theorie der Regul~ritgtsgebiete sowio zu den weiteren, bier nich~ nKher er- 

Igt~a-ten Begrfffe~ der l~un~tionentheorie mehrerer V ergndertichen siehe ~t. BmtxCKX 
u. P, Tm~.:L~: Erg. M~th. ~, 3 (1934). 
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Funktion durch Polynome oder rationale Funktionen im GroBen gleiehm~l]ig 
approximiert werden kann4). So war die Frage offen geblieben, ob die WEIL- 
sche In~egralformel aueh in den F~len anwendbar bleib~, we die das ~n~lyti. 
sche Polyeder eh~rakterisierenden Z~ ((z)) nicht zu den ~ngegebenen Funk- 
tionenklassen gehSren. Wenn aber in einem amutytischen Polyeder ~ eine 
WmLsche Integraldarstellung mSglich ist, so kann ffir ~ ein Analogon des 
Rv~ESChen Satzes a, bgeleitet werden. Aus diesem Grunde ist die Frage 
nach der M6glichkeit einer Zerlegung (I) anatytiseher Funktionen in vorge- 
gebenen Gebieten yon besonderer Wichtigkeit ffir die Funktionentheorie 
mehrerer Ver~nderliehen. 

Es sell nun gezeigt werden, dab in allen schlichten endliehen Regul~rit~ts- 
gebieten (~ in der Tat  die in (~ regul£ren eindeutigen Funktionen solche Zer- 
legungen (1) zula~sen. Da die offenen K~mponenten yon analytisehen 
Polyedern insbesondere Regularit~tsgebiete sind und jedes anatytisehe 
Polyeder sich dutch ganz umfassende anatytische Polyeder approximieren 
l~Bt, so wird damit bewiesen sein: Die WEir.the Inte~raldamtellung anatytischer 
Funktionez~ ist in allen analytischen Polyedern des R 2~ m6glich. 

Wh" benStigen einen Hilfssatz: 
Sei ~ ein schlichtes endliches Re~ulaHt~tsqebiet und C~(~,-'~) eine (~ tre]]ende 

(2 n -  2)-dimensionate analytische Ehene. In  den Punlaen des Durchschnittes 
~ ~(~n-.2) sei als Funktion au] C~ (2"-~) eine regul~ire eindeut~e Fun~ion ~f 
vorgegeben. (Besteht @ f~ ~(2~-~ aus mehrcren Komponenten ~i, so sell in 
]edem ~i  eine regul~ire eindeutige Funlction ~ vorgegeben sein.) Dann gibt es 
eine in ~ regulate eindeutige Funktian ~ ,  die auf (~ ~ C ~ - ~ )  mit q~ iiber. 
einstimmt. 

Zum Beweise darf angenommen werden, daI~ C~ zn-  ,2) die Ebene z~ = 0 ist ; 
die Funktion q~ ist dann als Funktion der Variablen z~ . . . .  , z n allein zu schrei- 
ben: q~ ( ~ , . . . ,  zn). In (9 wird nun eine Covsi~sehe Verteilung meromorpher 
Ortsfunktionen mit Aquivalenz in bezug auf Subtraktion ~) wie folgt verge. 
geben: Liegt der Punkt  P innerhalb (~ auf ~(2n-~), so werde P eine Hyper- 
kugelumgebung 1I (/~) so zugeordnet, dab ]I (P) nur Punkte yon @ enth~lt; 
in 1I (P) werde 

]p __  q, (z~ . . . . .  z~) 

Z~ 

~ls Lokalfuaktion vorgesehrieben. Liegt Pn i ch t  auf ~(.2u-e) aber innerha.lb (~, 
so sei als P zuzuordilende Umgebung 1I (P) eine P enthaltende Hyperkugel 
gew/~hlt, die g~nz in (~ liegt, aber @(2n-2) nicht trifft; in diesem Falle sei 
] p ~  0. Nach K. OKx ist in (~ das erste CovslNsche Problem s) 15sb~r. Es 
gibt also eine in ~ meromorphe eindeutige Funktion F (z~ . . . .  , zn) , so dal] 
jeweits in II (P) die Differenz R~ = ]j~ -- F regular ist. Die Funktion 

¢ (z~ . . . . .  z~) _-- z , -  .F (z~ . . . . .  %) 

ist dann eine gesuehte Funktion: Es gilt jeweils in 1I (P) 

dies ist fiir alle P ~ @ regulgr und stimm~t 2[iir z~ ~---0 mit 9 (z~ . . . . .  %) iiberein. 

a) BB~_~m~, H. u. K. S~l~:  O6ttinger Naehr., N. F. I (1939). S v ~ ,  K.: Sitzgsber. 
bayer. Akad. Wiss. 1989, 139; Math. Ann. 117, 727 (1941). 

~) Zum Co~s~sehen Problemkreis, vgl. It, B ~ K E  u. K. S , r ~ :  Jber. dtsch. ]l~ath.- 
Vet. 47, 177 (1937), 

s) O ~ ,  K~: J. Sc.i. Hiroshima Unix-. A, 7, ~r, 2, 1t5 (1937). 
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Nunmehr  k6nnen wir den folgenden Satz bewei~n :  
Das sch~ictde endllche Regularitiitsgeb~et (~ ira R 2n babe mit  der analytischen 

2 (n ~ k)-dime~vsionalen Ebene (~(n-~)  :{z~ . . . . .  Z~ : 0} einen nicht leeren 
Durchschnitt (n ~ 1, I ~ k ~ n). I n  ~ sei eine regulgre eindeutige Funkt ion  
] (z~ . . . . .  zn) vorgegzben, die au] ~ f~ ~ ( n - k )  verschwinde. Dann existiert in 
eine Darstellung 

k 

(2) t ( z l , .  . . . .  ., z,0) = 2 :  z~- Q, (z , , .  ~ ) ,  

wo die Q, (z~ . . . . .  z~) in ~ eindeutige regulgre Funktionen dar~.tellen. 

Wir wenden voltst~ndige Indukt ion  an :  1. Die Behauptung ist sicher 
richtig fOx k = 1 und  beliebiges n. - -  2. Die Behauptung  gelte ffir k -  I 
und beliebiges n >_ k. Wir  schneiden (~ mit  der analyt isehen Ebene @(.on-2): 

i~ fa(2n -- 2) {z k ~ 0}. Der Durchschnit t  ~) = . ~k besteht  aus einem oder mehreren 
(2 n ~ 2)-dimensionalen Regularit£tsgebieten im Raume der Ver~nderliehen 
z~ . . . . .  zk_ 1, zk + 1 , . - - ,  %; denn rait (~ sind aueh alle Komponenten  ~3~ yon 
regul/~r-konvex. Die in 6A vorgegebene Funkt ion ] (za, . . . ,  zn) ist laut  Voraus- 
setzung insbesondere in ~ regular und eindeutig, sie verschwindet dor t  auf  
den Punkten  der Ebene {z~ . . . . . . .  z~_ 1 ~---0}. Also existiert in ~ (bzw. in 
jedem ~ )  nach Indukt ionsvoraussetzung eine Darstellung 

~- -1  

(a)  ] = ) ~  Zv" Q :  (z~ . . . . .  Z ~ _ l ,  Z k + l ,  . . . ,  Zn); 

dabei sind die Q: in .~ reg-tfl~r (bzw. sic bestehen aus jewefls in ~ j  regul~ren 
und eindeutigen Funktionen).  Auf Grund des Hilfssatzes gibt es in (~ ein- 
deutige regul~re Funkt ionen Q~ (z~ . . . . .  z~_ ~, z~+ 1, - - -, zn), v = 1 . . . . .  k - -  l ,  die 
auf ~ mit  den dort  gegebenen Q~ iibereinstimmen. Wir bflden die in (~ regu- 
l~re Funkt ion 

k - - ]  
(4) ~ (z ,  . . . ,  ~,,) = t(z~ . . . . .  ~,~) - ~ z~- Q~ ( z ~ , . . . ,  z~). 

~//verschwindet wegen (3) auf z~ ----- 0 innerhalb ~ .  Nach Indukt ionsschri t t  1. 
existiert eine in (~ eindeutige regulEre Funkt ion Q.¢ (z~ . . . . .  z,), so dal] in C~ 

(5) T (Z 1 . . . .  , Z~ )  = Z k " QI¢ (Z*I . . . . .  Z~,) 

gilt. (4) und (5) ergeben aber eine gesuchte  Darstel lung (2), w. z. b. w. 
Sei nun im schliehten endJiehen Regularit~tsgebiet if6 des R 22¢ eine dort  

regul~kre eindeutige Funkt ion  Z (z~ . . . . .  Z.v) gegeben~ Beaehtet  man,  dab mit  
stets aueh das direkte P roduk t  (~ ~-(~ × ~ ein Regularit~tsgebiet ist, 

so ergibt sieh die Existenz einer Zerlegung 

X (z, . . . .  z v )  - -  Z ( ~  . . . . .  ~.~-) = ~ (z~ - -  ~ )  • P ~ ( Z l , . . . , z ~ . ,  ~1 . . . . .  ~ )  

in (~ wie folgt:  Man setze 

~ = z ~  - $~, ~ - ~  = z~, z =  1 , . . .  ,_~ ,  

und wende den soeben bewiesenen Satz mi t  k = N,  n = 2 N an.  

.( Einffe&angen am 23. Dezember 1949.) 


