Zur Funktionentheorie mehrerer Verinderlichen.
Uber eine Zerlegung analytischer Funktionen und die
Weilsche Integraldarstellung.

Von
Haxs Herer 1Y) in Minster (Westf.).

AxprE WEIL hat fiir analytische Funktionen mebrerer komplexer Ver-
anderlichen eine verallgemeinerte Cauchysche Integralformel angegeben,
durch welche eine regulire Funktion f(z,, ..., z,) im Innern eines analytischen
Polyeders P mittels ihrer Werte auf den n-dimensionalen Kanten von § dar-
gestellt werden kann?). Dabei wird unter einem analytischen Polyeder P
eine wie folgt zu beschreibende Punktmenge des R2* verstanden: In den Ebenen
der Variablen z; seien beschrinkte Gebiete ®, mit stiickweise glatten Randern
R, gegeben; es sei gesetzt p; =D, + §,. Ferner seien 7, ((z)),¢=1,2,...,m,
Funktionen, die sémtlich in einem schlichten Gebiet © des R®* regulir
und eindeutig sind. Es wird sodann die Gesamtheit der Punkte ({(2)) be-
trachiet, die den Bedingungen

() €D, 1:((2) €0y
geniigt; eine zusammenhingende Komponente dieser Punktmenge oder die
Vereinigung mehrerer solcher Komponenten, falls diese ganz in D liegen, heiBit
ein analytisches Polyeder 8. Zur Anwendung der WerLschen Integraldar.
stellung muB nun wesentlich vorausgesetzt werden, dafl die Funktionen y; ((z))
eine Zerlegung der folgenden Art gestatten:

Q) 23 — 7 (©) :,_;1 (& — L) Po((3); (O)),

hierbei bedeuten die P, ({2); ({)) in D X D regulire eindeutige Funktionen
VOR 2y, ...y %, Cys - o &y sie gehen explizit in die Integralformel ein. A. WEn.
bemerkt, daBl Zerlegungen der Gestalt (1) jedenfalls dann existieren, wenn die
%: ((2)) Polynome oder rationale Funktionen oder Grenzfunktionen gleich-
méBig konvergenter Folgen solcher Funktionen sind. Es ist aber bekannt,
dafl im Raume mehrerer komplexer Verdnderlichen keineswegs in jedem vor-
gegebenen schlichten Regularititsgebiete®) eine dort eindeutige regulire

1) Der Verfasser ist 1941 im Osten gefallen. Die vorliegende Arbeit stellt einen Auszug
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Carraw, H.: Ann, Sci. Ecole norm. Sup. III; 61, 149 (1944).

Die Unterzeichneten balten die Verdffentlichung des Hrrerschen Beweises wegen
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Funktion durch Polynome oder rationale Funktionen im Gro8len gleichmafBig
approximiert werden kann?). So war die Frage offen geblieben, ob die Wxir-
sche Integralformel anch in den Fallen anwendbar bleibt, wo die das analyti-
sche Polyeder charakterisierenden y;((z)) nicht zu den angegebenen Funk-
tionenklassen gehdren. Wenn aber in einem analytischen Polyeder $ eine
Wersche Integraldarstellang moglich ist, so kann fiir 9§ ein Analogon des
Runeeschen Satzes abgeleitet werden. Aus diesem Grunde ist die Frage
nach der Mdglichkeit einer Zerlegnng (1) analytischer Funktionen in vorge-
gebenen Gebieten von besonderer Wichtigkeit fiir die Funktionentheorie
mehrerer Verdnderlichen.

Es soll nun gezeigt werden, daB in allen schlichten endlichen Regularitits-
gebieten @& in der Tat die in & reguliren eindeutigen Funktionen solche Zer-
legungen (1) zulassen. Da die offenen Komponenten von analytischen
Polyedern insbesondere Regularititsgebiete sind und jedes analytische
Polyeder sich durch ganz umifassende analytische Polyeder approximieren
1aB8t, so wird damit bewiesen sein: Die WerLsche Integraldarstellung analytischer
Funktionen ist in allen analytischen Polyedern des B*® mdglich.

Wir ben&tigen einen Hilfssatz:

Sei & ein schlichtes endliches Regularititsgebiet und $2%—2) eine & treffende
{2 n — 2)-dimensionale analytische Ebene. In den Punkten des Durchschnittes
G &2 -2 sei als Funkiion auf §22—2) eine regulire eindeutige Funktion ¢
vorgegeben. (Besteht & ~ 2%~ gus mehreren Komponenten ¥y, so soll in
jedem D; eine reguliire eindeutige Funktion @, vorgegeben sein.) Dann gibt es
eine in & regulire eindeutige Funktion @, die auf & ~ E2n2—2 mit @ dber-
ecnstimmt.

Zum Beweise darf angenommen werden, dali 22— 2 die Ebene z; = 0 ist;
die Funktion @ ist dann als Funktion der Variablen z,, . . ., z, allein zu schrei-
ben: @ (z,,...,%,). In & wird nun etne CousiNsche Verteilung meromorpher
Ortsfunktionen mit Aquivalenz in bezug auf Subtraktion’) wie folgt vorge-
geben: Liegt der Punkt P innerhalb & auf §2#—2), 5o werde P eine Hyper-
kugelumgebung Y (P) so zugeordnet, dafl U (P) nur Punkte von @& enthilt;
in I (P) werde

fP -7 (22 . - 70)
31
als Lokalfunktion vorgeschrieben. Liegt P nicht auf €2#—2), aber innerhalb &,
so sei als P zunzuordnende Umgebung U (P) eine P enthaltende Hyperkugel
gewihlt, die ganz in & legt, aber §272—2) nicht trifft; in diesem Falle sei
fp=10. Nach K.Oxra ist in & das erste Cousiysche Problem®) }osbhar. Es
gibt also eine in & meromorphe eindeutige Funktion F (z, ..., z,), so daB
jeweils in U (P) die Differenz Ry = fp — F regular ist. Die Funktion

D2y nzy)y=2"F (21,..,%,)
ist dann eine gesuchte Funktion: Es gilt jeweils in I (P)
G-F=2fp—2Rp
dies ist fiir alle {’ € & regulir und stimmt flir 2, = 0 mit @ (2,, . . ., 2,) liberein.

4 BerxkE, H. u. K. Stens: Gottinger Nachr,, N. F. I (1939). Srrv, K.: Sitzgsber.
bayer. Akad. Wiss. 1939, 139; Math. Anu. 137, 727 (1941).
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Nunmebhr kénnen wir den folgenden Satz beweisen:

Das schlichie endliche Regularititsgebiet & im R2" habe mit der analytischen
2 (n — k)-dimensionalen Ebene 20—k :{z = ... =2, = 0} einen nicht leeren
Durchschnitt (n= 1,1 <k <n). In & sei eine regulire eindeutige Funktion
f (21 - - .y 2,) vorgegeben, die auf &  E2(2—8 perschwinde. Dann existiert in 6
eine Darstellung

k
2) f EN Rt Z) = él% A -V Z) s

wo die Q,(zy, . ..,%,) in & eindeutige regulire Funktionen darstellen.

Wir wenden vollstindige Induktion an: 1. Die Behauptung ist sicher
richtig fir £ =1 und belichiges n. — 2. Die Behauptung gelte fir & — 1
und beliebiges # = £. Wir schneiden @ mit der analytischen Ebene Gl
{z = 0}. Der Durchschnitt ® == G @f” ~%) besteht aus einem oder mehreren
{2 n — 2)-dimensionalen Regularititsgebieten im Raume der Verinderlichen
Bas v By %415 - - - 23 denn mit @ sind auch alle Komponenten ®; von ®
regulir-konvex. Die in & vorgegebene Funktion f(z, .. .,2,) ist laut Yoraus-
setzung insbhesondere in ® reguldr und eindeutig, sie verschwindet dort auf
den Punkten der Ebene {z; =--- =2;,_; = 0}. Also existiert in D (bzw. in
jedemn D) nach Induktionsvoraussetzung eine Darstellung

k-1
(3) j:%zv‘Q: (z!:'--yzk-—l,zb-!—ly‘-‘3274,);

dabei sind die @ in D reguldr (bzw. sie bestehen aus jeweils in D; reguliren
und eindeutigen Funktionen). Auf Grund des Hilfssatzes gibt es in @ ein-
deutige reguldre Funktionen @, (2, .. ., 2 _1, %41, -- %), v=1,.., k—1, die
auf B mit den dort gegebenen @ iibereinstimmen. Wir bilden die in 6 regu-
lire Funktion

k=3

4) Ve, oz = Ha oo nz) — 21 z @, (7, 7))

¥ verschwindet wegen (3) auf z;, = 0 innerhalb &. Nach Induktionsschrist 1.
existiert eine in & eindeutige regulire Funktion @ (2, . ..,2,), so daBl in @
(5) ~':p‘(:"yh"‘, zn) :‘zk- Qk (zb .. '727,,)

gilt. (4) und (3) ergeben aber eine gesuchte Darstellung (2), w.z. b. w.

Sei nun im schlichten endlichen Regularititsgebiet & des B2¥ eine dort
regulire eindentige Funktion y {z, ..., zy) gegeben. Beachtet man, dafl mit

@ stets auch das direkte Produkt & = & x & ein Regularititsgebiet ist,
so ergibt sich die Existenz einer Zerlegung

N
2 zy) — g G ix) = ;1(3» — &) Pz ey, G lw)

in & wie folgt: Man sefze
z':::zx - Cx} z;’*\*»;‘n:zg’ %:1)-~‘3-ZV:

und wende den soeben bewiesenen Satz mit £ = N, n = 2 N an.

{ Eingegangen am 23, Dezember 1949.)



