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Die lange  Re ichwe i t e  der r e g e l m ~ i g e n  A t o m a n o r d n u n g  
in Mischkris ta l len .  

Von B. L. van der Waerden in Leipzig. 

MAt 3 Abbildungen. (Eingegangen am 16. September 1941.) 

Die ~heoretischen Untersuchungen yon B e t h e 1) und anderen~) haben in 
Ubereinstimmung mAt der Erfahrung ergeben, dab gewisse ~ischkristalle vom 
Typus A B, die aus zwei Komponenten A und B zu gieichen ~eilen zu- 
sammengesetzt sind, sich unterhalb einer gewissen kritisChen Temperatur Tc 

ganz anders verhalten als bei hSheren Temperaturen. Der theoretische 
Grund dafiir ist, daI~ unterhalb dieser Temperatur eine ,,Ordnung langer 
Reichweite" herrscht, d.h.  dab die Platze immer in regelm~i~iger Ab- 
wechslung mit A- und B-Atomen besetzt sind wie in 
nebenstehender schematischer Figur und dab diese A B A B A 

Ordnung mit betrachtlicher Wahrscheinlichkeit tiber B h B t 8 

beliebig lange Enffernungen" erhalten bleibt. Natiirlich h B h B h 

wird bei jeder yon Null verschiedenen Temperatur B h B A .B 
wahrscheinlich eine gewisse Anzahl yon Pli~tzen falsch 

A B A B h 
besetzt sein, aber die Ordnung der tibrigen Atome soll Fig. 1. 
dadurch nicht durchbrochen werden. 

In einem Gespr~ich neulich in GSttingen bezweifelte 1%. B e c k e t  die 
strenge Gtiltigkeit der langen Reichweite. Er meinte, es kSnne zwar Gebiete 
yon einer gewissen Ausdehnung geben, in denen eine Ordnung der be- 

/ 
schriebenen Art herrsche, abet es sei doch schwer denkbar, da~ die Besetzung 
einer Atomstelle einen merklichen Einflul] auf die Besetzung einer anderen 
Stelle, 10 8 Atome welt entfernt, haben sollte. 

Die N~herungsmethode yon B e the  wiirde auch dann noch gelten, wenn 
die Ordnung nur eine mittellange Reichweite h~tte. Eine schSne Unter- 
suchung yon Zernike~) ftthrt wirklich auf die lange 1Reichweite, jedoch 
stellt sie auch nut eine N~herung dar, beruhend auf d~r Annahme der Unab- 
hs gewisser Wahrscheinlichkeiten, die in Wirklichkeit nicht unab- 
h~tngig sind. Daher erscheint es nicht iiberfltissig, die Frage noch einmal 
in Angriff zu nehmen. 

1) H. A. Be~he, Proe. Roy. Soc. London (A) 159, 552--575, 1935; vgl. 
dazu Fowler  u. Guggenheim,  ebenda 174, 189--206, 1939. -- 2)Eine vor-  
ziigliohe Obersicht tiber die ganze Literatur findet man bei Nix u. Sho ckley ,  
Rev. of Modern Physics 10, 1--71, 1938. _ 3) F. Zernike ,  Physica 7, 
565-- 585, 1940. 
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IIn folgenden wird zun~chst (Abschnitt 1) die lange t~eichweite der 
Ordnung /4~r Temperat~,ren unterhalb einer gewissen Grenze streng bewiesen. 
Die 3~ethode beruht auf der Aufziihlung aller m5glichen Zustande und Bfl- 
dung der Zustandssumine. Sie wird zun~chst am einfachsten Fall eines 
ebenen quadratischen Gitters deinons~riert und dann (Abschnitt 2) auf den 
Raum iibertragen. In Abs'cJanitt 3 wird die Anzahl der abweichend yon der 
Gesaintordnung besetzten ~it~erpliitze abgeschiitzt und gezeigt, dab diese 
Init erdriickender Wahr'scheinlichkeit nur einen kleinen Bruchteil aller 
Plii~ze ausinachen. 

Die bier benutzte kombinatorische Methode ergibt aber nicht nur eine 
strenge Begriindung der schon bekannten langen Reichweite, sondern 
sie fflhrt auch zu neuen physikalischen Ergebnissen. In Abschnitt 4 wird 
die Energie als Funkt~on der Temperatur fflr alle Telnperaturen unterhalb 
der kritischen exakt berechnet. Das Ergebnis ist eine Po~enzreihe nach auf- 
steigenden Potenzen des Boltzinann-Faktors 

*) 

X .--~.e k T ~  

wobei v dm fiir die Bindung der A-Atome an un~fittelbar benachbarte 
B-Atome mafigebende ,,Bindungsenergie" 

ist, die als positiv angenommen wird. Die Rechnung wird fiir ebene quadra- 
tische Gitter bis zu den Gliedern mit x TM durchgefiibxt. In Abschnitt 5 
wird kurz angegeben, wie man entsprechende Reihenentwicklungen fiir 
r~umiiche Cxitter gewinnen kann. Es wtirde sich lohnen, die Untersuchung 
ftir verschiedene Gitterforinen genauer durchzufiihren. Vielleicht wird 
dabei ein neues Licht geworfen auf die offene Frage, ob die spezifische Wiirine 
bei der kritischen 37emperatur stetig ist. Die Bethesche Niiherung ergibt 
eine Unstetigkeit, die yon Ze rn ike  nieht. 

l. Beweis get lange~ Reichweite get Ordnung. 

Es sei ein ebenes quadratisches Gitter vorgelegt, bestehend aus Atomen 
zweier Arten A und B. Das Gitter sei etwa l0 s Atoine lang und 108 Atoine 
breit; die Cxesaintzahl der Atome ist also N = 1016. Die Aprioriwahrschein- 
lichkeit, dab irgendein Platz im Gitter yon einem Atom A (bzw. B) besetzt 

ist, sei �89 
3~it B e t h e gehen wir yon der Annahine aus, dab nur die KTi~fte zwischen 

unmittelbar benachbarten Atomen fiir das Zustandekoininen der Ordnung 
maBgebend sind. Die Energie des vSllig geordneten Grundzustandes, in 
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dem jedes A-Atom yon lauter B-Atomen umgeben ist und umgekehrt, 

sei Null. Es gibt zwei solche Grundzust~inde, da man die Buchstaben A 

und B vertauschen kann. In  einem abweichenden Zustand gibt jedes Paar 
gleieher Nachbarn einen Beitrag v zur Energie. Ein Zustand, in dem $ Paare 
gleicher Nachbarn vorkommen, hat also die Energie ~ v und daher im Ver- 
gleich zu einem der beiden Grundzustande die relative Wahrscheinlichkeit 

e k ~  X~. 

Die Zustandssumme ist ~ x ~, summiert fiber alle mSgliehen Besetzungen 
der N voihandenen Pl~tze. Die relative Wahrschein]iehkeit irgendeiner 
Klasse yon Zust~inden erh~lt man, indem man die Summation auf diese 
Klasse beschr~nkt. Will man die absolute Wahrscheinliehkeit haben, so 
muB man dutch die gesamte Zustandssumme dividieren. 

Streng genommen, sollte man, ~venn das Mischungsverh~iltnis 1 : 1  
vorgegeben ist, nur fiber diejenigen Besetzungen summieren, bei denen je 
genau �89 N ,h,tome A und B vorkommen; jedoch lassen wit diese li~stige 
Beschr~inkung lieber fallen. Wir werden nachher sehen, dab das fiir das 
Endergebnis nichts ausmacht. 

Die lange Reichweite der Ordnung gilt nur, solange x genfigend klein 
ist, d .h.  fiir genfigend tiefe Temperaturen. Um etwas Bestimmtes vor 
Augen zu haben, nehmen ~ x ~ ~ an; der Beweis gilt aber, wie leiehr 
ersiehtlich, fiir alle die Werte yon x, die wesentlieh kleiner als �89 sind. 
Es soll nun bewiesen werden, daft d@jenigen ZustSnde, in denen die regel- 
mSfiige Anordnung des Grundzusta~des nut in kleinen Gebieten yon beschri~nkter 
Atomzahl durchbrochen ist, d~e weitaus grSfite Wahrscheinlichkeit /~v sich 
haben. Die Anzahl der Ausnahmegebiete mag grofl se~n, jedes yon ihnen enthi~lt 
aber hSchstens 100 Atome und ~nsgesamt um/assen sie weniger als ein Tausend- 
stel aller Atome. 

Zum Beweis vergleiehen wir  jeden Zustand mit einem der beiden 
Grundzustiinde und sehreiben bei jedem Atom, dessen Besetzung yore 
gewi~hlten Grundzustand abweicht, ein w, bei jedem anderen ein v. Sollten 
die w in der Mehrzahl sein, so vertauschen wir die Bezeichnungen r u n d  w. 
Eine ,,t~indung", d. h. ein Paar benachbarter ungleicher A_tome, liegt dann 
vor, wenn r an r oder w an w grenzt; die Bindung ist aufgehoben oder, 
wie ~vir sagen werden, ,,zerschnitten", wenn r an w grenzt. Die Anzahl der 
zersehnittenen Bindungen ist ~. 

Rechnen wit nun zwei w-Atome zum gleichen w-Gebiet, wenn man sie 
dutch einen Streckenzug fiber lauter w-Atome verbinden kann, so dab 
jede Strecke des Streckenzuges immer zwei benachbarte w-Atome verbindet, 
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so wird jedes w-Gebiet berandet yon einem oder mehreren Polygonen aus 
lauter senkrechten und wagerechten Kanten, yon denen jede gerade eine 
Bindung zerschneidet. Die Gesamtliinge dieser Polygone ist wieder $. 
Ist das Diagramm dieser Polygone gegeben (siehe Fig. 2), so ist dadurch 
der Zustand des Kristalls zweideutig bestimmt, da man dann nur noch die 
beiden Atomarten A und B vertauschen kann. Stat~ Zust~nde zu z~hlen, 
z~hlen wit also Polygondiagrumme. Die Kanten dieser P01ygone vertaufen, 
wie die Figur zeigt, nicht Ton Gitterpunkt zu Gitterpunkt, sondern 

immer in der Mitre zwischen zwei Gi~terpunkten 
r r ~ r T senkrecht zu ihrer Verbindungslinie. 

, S a t z 1. Die Anzahl der miigl@hen geschlossenen 
w r [ w w r Po~ygone yon der Liinge y im Gitter ist hOchstens N .  3 ~. 

I w r Beweis.  Wir w~hlen einen beliebigen Aus- -p 

I gangspunkt des Polygons; dafiir gibt es nut N 
r ~ r r r ~Sglichkeiten. Von bier aus sind vier wagerechte 

oder senkrechte Kanten mSglich. Sind bereits 
l '  r T' ? "r 

Fig. 2. einige aufeinanderfolgende Kanten vom Ausgangs- 
punkt ausgezogen, so kann manjeweils in hSchstens 

drei Richtungen fortfahren. Die letzte Kante abet, die zum Ausgangspunl~t 
zuriickffihren soll, ist jeweils eindeutig bestimmt. Somit ist die Anzahl 

der MSglichkeiten hSchstens 

4 r Sy  1 N .  4 . 8  y-~-  1 ==- -~ N �9 -~ N- 3 y. 

Bemerkung 1. Die Anzahl der offenen Polygone, die am Rande des 
Kristalls anfangen und aufhSren, ist sehr viel kleiner, da man fiir den 

Anlangspunkt nur 4 ~/N start N )~Sglichkeiten h a l  Dadurch, daI~ in der 
durch 1 ersetzt wurde, ist soviel Spiel- obigen Absch~tzung der Faktor ~ 

raum gelassen, da~ man diese offenen Po]ygone am Rande ruhig mitrechnen 
kann, ohne da$ der Satz falsch wird. Die entsprechende Bemerkung gilt 
im folgenden tiberall dort, wo der Rand irgendwelche Komplikationen 

verursacht. 

Bemerkung 2. Bei der obigen Abschatzung wird jedes Polygon nicht 
nur einmal, sondern 2y-real gez~hlt, da Anfangspunkt und Umlaufssinn 
willkiirlich sind. Man daft also den Faktor �89 in der Abschatzung durch 

1/4y ersetzen. 

Bemerku~g 3. Empirisch habe ich gefunden, da~ die Anzahl der 
Polygone yon der Liinge y fiir grol]e y und sehr grolte N ungef~hr pro- 

portional N" (2,2) v ist. 
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S a t z  2. D~e gesamte relative Wahrscheinlivhl~it ~ x ~ derjeniger Dia- 
gramme, in denen Polygone mit mehr als 40 Kanten vorkommen, ist kleiner 
als der (2- lOS)-te Teil der relat~ven Wahrseheinliehkeit der D~agramme, in 
denen keine solchen StreekenzCtge vorkommen. 

Beweis. Es m5ge in einem Diagramm k 1 Polygone yon der L~nge 41, 

ebenso k 2 yon der L~nge 42 . . . . .  kb yon der L~nge 40 + b geben, wo 40 + b 

die grSgte iiberhaupt mSgliche L~nge eines Polygones im Gitter ist. L~t~t 

man alle diese Po[ygone mi~ L~ngen > 40 weg, so bleibt ein Diagramm aus 

Polygonen mit L/ingen ~ 40 iibrig. Die Gesamtlange dieser kurzen Polygone 

sei 1. Ist  das Diagramm dieser kurzen Polygone gegeben, so ist die Zahl der 

~6gliehkei~en dot Hinzuftigung der l~ngeren Polygone bei gegebenen 
kl, k~, . . . ,  kb naeh Satz 1 hsehstens 

1 
/r162 (N84~)k~ " (N 34e)k~... (N 8 ~~ b)~. 

Multipliziert man diese Anzahl mit dem ]3oltzmann-Faktor 

tBl+/c t- 41 + k 2 .42 + �9 �9 �9 + kb (40 + b) 

und summiert fiber alle mSgliehen kl, k2 . . . .  , k b, so erh~lt man 

x ~ 
: E '  . . .  {N (8 {iv (8 �9 �9 �9 {iv (8 + 

wobei der Strieh am Summenzeichen bedeutet, dal~ der Term k l - ~  k2 

. . . . .  kb = 0 auszulassen ist. L ~ t  man den Strieh am Summenzeichen 
weg, so mul~ man, um den Fehler wieder gut zu maehen, x t subtrahieren. 

Setzt man noeh N -  (8 x)~ = a und maeht die Summe noch grSf~er, indem 
man die Summationen ins Unendliche erstreckt, so erh~lt man 

t~/ { ~ 0  ]~1'/akl[ {~0. ]r ! ak2 . . . . . .  (~ ~)k2} {~0 ]gO ! a~b (~X)(b--1)kb}" xl 

= x l{e ae a.~xe a(3z)~ . . .ea(3z)b- l_ l} .  

Fiir x = ~ wird 8 x = ~, also 

ea+a'3~+a'(3x)~+"" ~ e a 1~-u + .. ~ e~ a 

Somit ist die gesuchte relative Wahrscheinlichkeit kleiner als 

1}. 

Nun ist noch a : N .  (3 x) ~ zu berechnen. Rechnet man mit Zehner- 
logarithmen, so ist 

log a : log N + 41 log (8 x) : 16 - -  41 log 4 <_: - -  8,68, 

a ~:: � 88  -8 . 
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Die relative Wahrscheinliehkeit unserer Diagramme mit langeren 
Polygonen, die aus einem einzigen Diagramm ohne l~ngere Polygone hervor- 

gehen, ist also hSehstens 
x Z 

x Z (et/3"l~ 1 ) <  2. l0 s '  

wahrend dieses Diagramm selber die relative Wahrseheinlichkeit x ~ hat. 
Dureh Summation fiber alle mSglichen Diagramme ohne l~ngere Polygone 
folgt die ]3ehauptung des Satzes 2. 

Aus Satz 2 folgt, dab Polygone mit mehr als 40 Kanten praktisch 
nieht vorkommen: ihre absolute Wahrscheinlichkeit ist ldeiner als �89 

Wenn abet der ~iuBere l~and eines w-Gebietes nur 40 Kanten haben darf, 
so sind L~nge und Breite des w-Gebietes zussmmen ~ 20, also Liinge real 
Breite ~ 100. Das grSBtmSgliche w-Gebiet hat also die Gestalt eines 
Quadrates mit der Seitenl~nge 10 und cmfsBt 100 Atcme (bzw. wenn es 
sieh am Rande befinden sollte, hSchstens 400 Atome). Damit sind alle zu 
Anfang dieses Abschnitts aufgestellten Behauptungen bewiesen mit Aus- 
nahme der einen, dab  alle w-Gebiete zusammen nur einen Bruehteil aller 

Atome umfasse n. Diese wird in Absehnitt 8 bewiesen werden. 
Dem au/merksamen Leser wird nicht entgangen sein, dab die Polygon- 

l~ngenschranke 40 yon der KristallgrSBe N = 101~ abhi~ngt. Was das 
bedeutet, werden wit gleich in Absehnitt 8 untersuehen. Es sei abet jetzt 
schon bemerkt, dab die Temperatur, bei der  die lange Reichweite gelten 

bestimmt wird, also soll, dutch die Voraussetzung x ~-- ~ bzw. x < 
yon N unabh~ngig ist. Ebenso ist der Prozentsatz der falseh besetzten 
Atomstellen, den wir in Abschnitt 3 absch~itzen werden, yon der Kristall- 

grSBe unabh~ingig. 

2. D@kussion des Ergebnisses. RSumliehe Gitter. 

Die Wahrseheinlichkeit s ~ �89  des vorigen Abschnitts wurde 

aus der Gleichung 
4 N ( ~ ) ~  y = s  

gewonnen, d.h.  sie h~ngt yon der Gesamtgr6Be des Kristalls ab. Wird N 
verseehzehnfaeht, so mug man den Exponenten 41 auf 43 erhShen, damit 
dasselbe s herauskommt; mit anderen Worten: die obere Sehranke der 
praktiseh vorkommenden Polygonl~ngen w~ehst wie log AT mit waehsen- 
dem N .  Dieser Effekg ist reell und nieht nur dureh die grobe Abseh~tzung 
bedingt ; denn wenn man sieh ein grSBeres Krisgallstfiek etwa aus 16 kleineren 
zusammengesetzt denkt, so =~,~rden zwar in einem bestimrnten Teilstfiek 
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hSchstwahrscheinlich nut Polygone mit hSchstens 40 Kanten vorkommen, 

aber in einem der 16 Stficko kann vielleicht doch ein Polygon mit 42 Kanten 

vorkommen: die Wahrscheinlichkeit darer ist ja 16real grSl3er als die ffir 
das einzeine Stiick. Es ist aber klar, dal] auch die w-Gebiote, die von diesen 
ganz seltenen l~ngeren Polygonen umschlossen werden, die lange Reichweite 
der Ordnung im gesamten Kristall nicht stSren. Der Umfang dieser w-Ge- 
biete bleibt ja sehr m~l~ig, auch wenn man die Kristalle zu astronomischen 
Dimensionen anwachsen l~l~t. 

Y[acht man die Annahme, dab das Mischungsverh~ltnis der Kom- 
ponenten A und B genau 1 : 1 ist, so bedeutet das, dab yon den oben ab- 
gez~hlten Diagrammen nur diejenigen beibehalten werden dorfen, die zu 
gleichen Anzahlen A- und B-Atome fiihren. Wir wollen nun ~berschlagen, 

welchen Einflul3 diese Einsehr~nkung auf die relativen Wahrscheinlichkeiten 
tier versehiedenen Arten yon Zust~nden haben kann. 

Uberl~l~t man die Besetzung der Gitterpl~tze mit A- und B-Atomen 
ganz dem Zufall, so erh~lt man fiir die Anzahl der A-Atome den Mittelwert 

�89  und die S~reuung �89 ~/N. Unter Beriieksichtigung der Ordnungs- 
~endenz wird die Streuung etwas kleiner. Dutch die Besehr~nkung auf das 

genaue Misehungsverh~ltnis 1 : 1 werden also die Anzahlen der MSgliehkeiten 
und damit aueh die relativen Wahrseheinlichkeiten hSehstens im Ver- 

h~ltnis ~/2-~ N : I  verkleinert. Diese Yerkleinerung betrifft am st~rksten 
diejenigen Zustande, die am weitesten yon dem Zustand der ~7511igen Ordnung 
entfernt sind, denn bei diesen ist die Streuung am grSBten. Das Wahr- 
seheinlichkeitsverh~ltnis s ~ �89 der Zust~nde mit und ohne lange 
Polygone kann somit dureh die Einschr~nkung hSehstens noch verkleinert 
werden. Das Ergebnis des Absehnitts 1 bleibt also giiltig. 

Wenn diese Plausibilit~tsbetraehtung den Physikern nicht geniigen 
sollte, so bin ieh bereit, den vollst~ndigen mathematisehen Beweis meiner 
Behauptung zu erbringen. Er ist nur leider etwas umst~ndlich. 

Der in Abschnitt 9. gegebene Beweis beruht wesentlich darauf, dal~ die 
GrSl~e a = N (3 x) '~ mit waehsendem n exponentiell gegen Null strebt. 
Die Annahme x = ~ ist also nieht wesentlieh, sondern es kommt nur 
darauf an, dal~ 3 x ~ 1, also x < �89 ist. s  Grund der Bemerkung 8 zu 
Satz 1 wird man noch etwas weiter gehen kSnnen, etwa bis zur Grenze 

(2,2) x ~  1, d .h .  x ~ 0 , 4 6 .  

Ftir x :> 0,46 wandelt sieh das Bild vollst~ndig: da nehmen die Wahr- 
scheinliehkeiten cler lgngeren Polygone mit wachsendem y nicht ab, sondern 
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zu. D.h.  es werden jetzt die Zust/inde am wahrscheinliehsten, in denen 
beliebig lange Polygone und beliebig grol~e w-Gebiete iiberall im Kristall 
vorhanden sind. Das bedeutet offensiehtlich die ZerstSrung der Ordnung 
langer Reiehweite. Die kritisehe Temperatur T~, bet der diese Ordnung 
verloren geht, ist ungef~hr durch x ~ 0,46 gegeben. 

Die Bethesehe erste N~iherung ergibt fiir die kritisehe .Temperatur 
eines ebenen quadratisehen Gitters x~----0,5, die zweite i~/iherung einen 
etwas kleineren Wert, wgihrend die i~/iherung yon Ze rn ik e  auf den zu 
grol~en Weft x~ -~ 0,52 fiihrt. 

Um die Siitze des Absehnitts 2 aui einfaehe kubische Gitter im Raum 
zu iibertragen, mull man zun~chst die Ebenen konstruieren, die die Ver- 
bindnngslinien benachbarter Atome senkreeht halbieren. Diese Ebenen 
bilden wieder eiu Gitter. Es kommt nun in erster Linie darauf an, wie groB 
die Anzahl der gesehlossenen Fl~ehen ist, die sich aui einer vorgegebenen 
Zahl yon Quadraten dieses zweiten Gitters bilden lassen. Hier gilt analog 
zu Satz 1: 

S a t z  3. Die Anzahl der ges~hlosse~e~ Ftgche~ aus y Quad, raten ei~es 

ein/achen kubischen Gitters ist hSchstens N .  3 ~, we N die Anzahl der Zellen 

des Gitters ist. 

Beweis. Jede solehe Fliiehe kann aufgebaut werden aus einem Quadrat, 
einem angrenzenden Quadrat usw., so daI3 jedes neu hinzukornmende 
Quadrat irgendwo an eine noch freie Kante eines vorangehenden Quadrates. 
anstSBt. Es ist nun leicht, eine Verabredung zu treffen, die jede Willkiir 
in der Wahl dieser Kante aussehlieJBt. Z. ]3. : Von den noeh freien Kanten 
der schon vorhandenen Quadrate w~hle man stets diejenige, deren Mittel- 
punkt erstens mSgliehst weir rechts, dann mSgliehst weit vorn und schlieltlieh 
mSglichst weit oben liegt. Ist diese Yerabredung getroffen, so gibt es it~r 
die Wahl eines neu hinzukommenden Quadrates jeweils nur drei MSglich- 
keiten, da eine Kante schon festliegt und an sie insgesamt nut vier Quadrate 
anstoBen, yon denen eines sehon verbraucht ist. Fiir das erste Quadrat 
gibt es 8 N MSglichkeiten, da die N Wiirfel des Gitters zusammen nut 3 N 
in Betraeht kommende Seitenflgchen besitzen. Also ist die Anzahi der 
MSgliehkeiten hSchstens 

3 N . 3  y - 1  z N .  3 v. 

Etwas komplizierter ist die Sache fiir das kubische raumzentrierte 
Gitter, da hier die Ebenen, die die Verbindungsstreeken unmittelbar benaeh- 
barter Atome senkreeht halbieren, kein Gitter bilden und iiberhaupt zur 
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Begrenzung der w-Gebiete ungeeignet sind. Man kommt abet durch folgende 

Uberlegung zum Ziel: Es seien P und Q zwei Nachbaratome im Gitter. 
P ist dann die Ecke eines Wiirfels, dessen Mistelpunkt Q ist, und ebenso 
ist Q Ecke eines Wiirfels, deren l~Iittelpunkt P ist. Die Oberfl~chen der beiden 
Wiirfel durchsetzen sich in einem r~umlichen Sechseck. Die Mitte M der 
Strecke PQ mSge nun mit den Seiten dieses Sechsecks dutch Dreiecke 
verbunden werden. Diese 6 Dreiecke bilden ein Fl~chenstilck F. Da ein 
Punkt P jeweils 8 Nachbarn Q hat, so gehSren zu ihm 8 solche Fliichen- 
stiicke F, die eine ok~aederartige Zelle begrenzen. Aus solchen ZeUen nun 
sind die w-Gebiete zusammengesetzt; ihre Begrenzungen sind Fl~chen, die 
aUS :Fli~chenstiicken F bestehen, und jedes yon diesen zerschneidet wieder 
genau eine Bindung. An jeder Sechsecksseite stol]en genau 4 Fl~chen F 
zusammen; die obige Abzahlung grit also fast ungeandert und fii]xrt auf die 
Schranke -~ N-  3 ~ fiir die Anzahl der mSglichen Begrenzungsfl~chen. 

Nunmehr l~t~t sich auch der Beweis des Satzes 2 wSrtlich auf kubische 
bzw. kubische raumzentrierte Gitter i~bertragen. Die kritische ~emperatur 
f~llt naturgemiil~ im Raum h5her aus als in der Ebene. Nach der Betheschen 
Theorie (erste N~herung) ist die kritische Temperatur dutch 

2 
X c ~ 1  z 

gegeben, wo z, die Anzahl der Nachbarn, fiir einfache kubische Gitter = 6, 
fiir raumzentrierte = 8 ist.  In Wirklichkeit ist xc in beiden F~llen etwas 

kleiner. 

3. Abschiitzung der Anzahl der /a~sch besetzten Atompliitze. 

Wir kehren zum ebenen Gitter zurfick und setzen wieder x <: 3 voraus. 

Nachdem einmal feststeht, dal~ nut Polygone yon einer beschI~inkten, 
verh~ltnismiil]ig kleinen Kantenzahl als Grenzen der w-Gebiete in Betracht 
kommen, ist es nich~ mehr schwer, die wahrscheinlichste Anzahl der Polygone 
vorgegebener L~nge y abzusch~zen. 

Zun~chst bemerken Wir, dal~ die Xantenzahl y nur eine gerade Zahl sein 
kann. Denn jedes geschlossene Polygon berandet ein aus Quadraten be- 
stehendes Gebiet; wenn nun die Anzahl dieser Quadrate etwa q ist, so haben 
diese zusammen 4 q Seiten; unter diesen kommt jede inhere, zwei Quadraten 
gemeinsame Seite zweimal vor; also bleibt ffir die Randseiten nur  eine 
gerade Zahl iibrig. Die mSglichen Werte von y sind also y = 4, 6, 8 . . . .  
bin y = 2m. In dem in A.bschnitt 1 betrachteten Fall (x = ~) ist 
2 m  = 40. 



482 B. L. van der Waerden, 

Es mSgen nun in einem Diagramm ka Vierseite, k 6 Sechsseite . . . . .  
k2m Po]ygone ~on der Li~nge 2 m vorkommen. Die Anzahl der ~Sglich- 
keiten fiir ein Vierseit ist N, da jedes solche gerade ein Atom einschliel]t. 
Ebenso ist die Zahl der MSglichkeiten ~fir ein Sechsseit 2 N, fiir ein Achtseit 
7 N, ftir ein Zehnseit 28 N, fiir ein Zwiiifseit 124 N usw., allgemein fiir ein 
y-Seit nach Satz 1 und Bemerkung 2 hSchstens N .  8Y : 4 y. 

Vierseife V ~  

Fig.  3. 

Die Anzahl der mSglichen Diagramme aus k 4 u k 6 Sechs 
seiten usw. ist also hSchstens 

" \ ~ ] " \ ks ) " \ k~o ] " \ k ~  ] " " ,  ~ , ,  ~ " 

In Wirklichkeit ist die Anzahl noch kleiner, da die Polygone sich weder 
gegenseitig durchkreuzen noch Strecken gemeinsam haben diirfen, und zwar 
wird diese gegenseitige Behinderung sich um so mehr ftihlbar machen, j e  
gr6~er die Anzahlen ka, k8 . . . . .  k2m sind. 

Wir multiplizieren nun die gefundenen Anzahlen mit dem Boltzmann- 
Faktor 

~ ka-~ 6k6 -]- . . .  T 2 mk2 m 

und suchen diejenigen Werte yon k~, k e . . . . .  k2~n, fox die die gefundenen 
relativen Wahrscheinlichkeiten am grSBten sind. Ersetzt man k 4 dutch 
k 4 ~- 1, so kommt zum Produkt ein Faktor 

N--k4 x4 
k4-~l 

hinzu. Dieser Faktor wird nahezu- 1, wenn 

oder 
_N x 4 

ist. Wird k4 weiter vergrS~ert, so nimmt das Produkt 

immer mehr ab und wird sehr bald ~rersehwindend klein. Das gilt noeh in 
erhShtem Mate, wenn die gegenseitige Behinderung der Polygone in Rech-- 
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nung gesetzt wird. In dieser Weise finder man fiir die wahrscheinlichen 

Werte ]c4, ]~6, ]~s . . . . .  ]~m yon kt, k6, k s . . . . .  k2m die Abschiitzungen 

allgemein 
3 ~N xy 

s  " 

Die Wahrseheinlielakeit derjeniger Diagramme, in denen k~, k 6 . . . . .  k2,~ 

erheblieh grSl~er als k4, k6 . . . . .  k2,~ sind, ist naeh dem obigen versehwindend 
klein. 

Wir kSnnen nun aueh die Anzahl W der w-Atome, d.h.  der falseh be- 
setzten Pl~tze, abseh~tzen. Ein u umsehliel3t n~mlieh nur 1 Atom, 
ein SeehSseit 2 Atome, ein Aehtseit hSehstens 4 Atomel allgemein ein 
(2 n)-Seit hSehstens (1 n)~ Atome. Also gilt fiir W die Abschatzung 

1+ 0 + ( F  
< Nx~2 .2Nx~ ,  4.7NxS~12.28NxlO~16.124Nx12~ 

m 

+ ~ ~ ]  ~ (8~)~. 
n ~ 7  

Da die letztere Reihe konvergiert, kSnnen wir die ebere Schranke ~ 
dureh ~ ersetzen. Die Reihe ist eine differenzierte geometrisehe Reihe mit 
der Summe 

co 
N ~ 9 x ~ 

I an, so wird ~ < 2 N" 10 -5. In unserer Reihe Nimmt man etwa x = ~ 
ff~r W t~berwiegt also das erste (}lied bei weitem alle fibrigen, und man erh~lt 

W ' <  10-~ N. 

Damit ist die in A.bsehnit t 1 aufgestellte Behauptung, dal~ bei tiefen 
Temperaturen nur ein kleiner Bruehteil aller AtomplS, tze ordnungswidrig 
besetzt sein kann, vollst~ndig bewiesen. Wie man sieht, ist die geNndene 
Sehranke f ~  W : N  unabhi~ngig yon der GrSBe des Kristalls. 

Man definiert die ,,weite Ordnung" S 
2W 

S = 1 . - - - -  

Zur praktisehen Bereehnung yon S als Funktion der Temperatur ist es 

nStig, die ~ittelwerte ]r der Anzahlen k unter Beriicksichtigung der gegen- 
seitigen Behinderung der Polygone genauer auszuwerten. Das wird im 
n~chsten Abschnitt geschehen. 
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4. D~e Energie als Funktion der Temperatur. 

Die Energie eines Zustandes, in dessen Diagramm ka u k 6 Sechs- 
seite, ks Achtseite usw. vorkommen, ist dureh 

E =  ( 4 k t +  6 k s +  8 k s + . . . ) v  

gegeben. Um den Mittelwert zu erhalten, yon dem sich der genaue Weft E 
praktiseh kaum entfernen wird, ersetzen wir k4, k6,. �9 �9 dutch ihre Mittel- 

werte k4, ]~6, �9 . .  Man brauch~ nut die gesehIossenen Polygone zu beriiek- 
sichtigen, denn die offenen am Rande geben nur einen Beitrag proportional 

zu ~/N, der gegentiber N verschwindet. 

Als erste Ni~herung legen wir die im vorigen Absehnitt gefundenen, 
etwas zu gro/3en Werte 

k4 ~ N x 4, k6 N 2 N x6, ks ~ 7 N x ~-, ]~10~--~28Nx lo, ] c1~324Nx1~  

zugrunde. Fiir kleine x, we die Anzahlen ]~4 usw. klein gegen N sind und 
die gegenseitige Behinderung daher noch nicht viel bedeutet, ist die erste 
N~herung bereits sehr gut. In zweiter N~herung bexiicksiehtigen wir nun 
die Besehr~nkung der mSglichen Lagen eines t)olygons dutch alas Vorhanden- 
sein der iibrigen l~olygone, wobei wir ffir die Anzahl dieser iibrigen 1)olygone 
die erste N~iherung zugrunde legen. Es zeigt sieh, dal~ die zweite Iqaherung 
sich yon tier ersten nur in den Gliedern unterscheidet, die um einen Faktor 
yon der GrSl~enordnung x 4 kleiner sind als die erste N~herung. W~ihrend 
die erste N~herung zu gr013e Werte gab, gibt die z~veite zu kleine. So fort- 

fahrend, erh~lt man for k4, k6 . . . .  und damit auch fiir E Reihenentwick- 
lungen naeh aufsteigenden Potenzen yon x ~. Wir wollen diese Reihen bis 
zu den Gtiedern mit x12 berechnen. 

Ist ein Vierseit bereits gew~Mt, so sind nieht nur der Platz dieses Vier- 
seits selbst, sondern auch die 4 benaehbarten Platze links, rechts, oben und 
unten, insgesamt also 5 Plfi.tze, fiir weitere Vierseite gesperrt. --  Ein Seehs- 
seit sehlie~t 2 Atome ein und zu diesen benaehbart sind noch 6 weitere. Ein 
Seehsseit verbietet also eifiem Vierseit 9. -~ 6 = 8 mSgliche Pl~itze. --  In 
derselben Weise findet man, da/3 ein Aehtseit einem Vierseit 10, 11 oder 12 
mSgliehe Pl~ttze versperrt, je naehdem, welche yon den drei in Abschnitt 3 
angegebenen mSglichen Cresfalten (gewinkelt, langgestreekt oder qua- 
dratiseh) das Achtseit hat. Wit mtissen also, urn welter rechnen zu kSnnen, 
die Anzahl ks in drei Teile g8 q- ls ,I-- qs, die Anzahlen der Aehtseite der drei 
angegebenen Gestalten, aufspalten. In erster N~herung ist selbstverst~ndlieh 

~8=4x8 18=~xs,~8=x8. 
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Bringt man nun wio in Abschnitt 3 die Anzahl der u yon kt 

auf k 4 ~-1 ,  so gibt es fiir das neu hinzukommende Yiersoit nicht mehr 

N - / ~ 4 ,  sondern nut noch 

(N - 5 s  s k o -  1 0 . ~ 8 -  11 i 8 -  12 ~s . . . .  ) 

mSgliche Lagen. Die Bedingung der maximalen W.ahrscheinlichkeit heil~t 
also nicht mehr 

( 2 / -  k~) ~ = k4, 
sondern 

~ 2 / -  5 k4 - -  s ~ - -  lO ~s - -  11 i8 - -  1~ ~8 . . . .  ) ~ = / , , .  (1) 
^ 

Ersetzt man auf der linken Soite die k4, k8 . . . .  dutch ihroWerte  in 
ers~er N~herung, so finder man in zweiter N~herung 

k4 ---- 2 / ( 1  - -  5 z 4 -  16 x s - -  74 x 8 . . . .  ) x~, 

---- 21 (x~ - -  5 x s - -  16 x lo - -  74 x 12 . . . .  ). 

In  derselben Weise finder man 

ko ---- 2/ (2 x~ - - 1 6  x l o - 4 6 x  ~ . . . .  ), 

]~8 = 2/ (7  ~ - - 7 4  x~ . . . .  ), (~,) a 
k~o : -  2/(gS x~o . . . . .  ), 

]~lu = 2/(124 x lu . . . .  ), 

wobei ~s sich aus den drei Bestandteilen 

~s = N (4 xs - -  40 x~ . . . .  ), 

ls = 2i (2 xs - -  22 xl~ . . . .  ), 

~s = 2 / (x  s - -  12 x 1~ . . . .  ) 

zusammensetzt. 

Die cIritte N~herung iiir k4 wird erhalten, indem man diese Werte 

wiederum auf der linken Seite in (1) einsetzt. In  dritter N~herung muB man 

aber auch folgenden Effekt beriicksichtigen. Ein Vierseit versperrt den 
weiteren Vierseiten immer 5 Platze, aber k Vierseite versperren deswegen 
noch nicht immer 5 k Pl~tze, sondern unter Umst~nden auch weniger, weft 

ja zwei yon ihnen einen bTachbarplatz oder gar zwei gemeinsam haben 
kSnnen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dab ein willkiirlich herausgegriffenes 

Vierseitpaar einen bzw. zwei Nachbarpli~tze gemeinsam hat, ist, wie leicht 

ersichtlich, ~ bzw. ~-; es werden sich also unter den Paaren, die man 

aus k Vierseiten bilden kann, durchschnittlich (2) solche Paare linden, die 

einen Nachbarplatz, und noch einmal ebensoviele, die je zwei Nachbarpl~tze 
gemeinsam haben. Die Zahl der fiir weitere Vierseite veffiigbaren Pl~tze 

Zei t schr i f t  I t ir  Phys ik .  Bd.  l l S .  ~2  
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ist also um 

zu vermehren. Hier kann man ffir k = k~ und ebenso fttr k --  1 ruhig dib 

erste N~herung k4 = N ~  einsetzen, da es sieh doeh nur um ein kleines 
Korrekturglied yon der GrSl3enordnung x 1~ handelt. Start (1) ergibt sieh 

somit die Bedingungsgleiehung 

( N - -  5 k r  S k , - -  1 0 ~ s - -  11 l s - -  1 2 q a +  6NxS) r = k~. 

Se~zt man hier links die Werte der 2. N~herung ein, so finder man 

k4 ---- N (x~- -  5 x s -  16 x l o -  43 x 1~ . . . .  ). (3) 

Bei ]~6, ks . . . .  ~ndert die dritte N~herung in den Gliedern bis x 1~ nichts 

mehr;  es bleibt also bei (2) und (3). Eine vierte N~iherung wtirde sieh erst 

in den Gliedern yon x 16 an auswirken und kann daher unterbleiben. 

Sehliel31ich erh~ilt man fiir die mittlere Energie den Ausdruck 

E -~ (4 ka -~ 6 ]c 6 ~- 8 ks ~- 10 klo + 12 ]~12 ~ - ' "  ") v, 
Nv  (4 x 4 -~ 12 x 6 + 36 x s + 120 xlO -~ 448 x 12 ~- �9 �9 "). 

Der Faktor N v  ~ Eo ist gerade die Energiedifferenz zwisehen dem Zustand 
der vSlligen Ordnung und dem der vSlligen Unordnung. Man hat  also 

E ~ Eo(4 x 4 -~ 12 x6 -{- 86 x s -~ 120 x lo -~ 448 x 12 + 1524 x14 -~ �9 �9 .), 

wobei das Glied 1524 x 1~ noeh der Nachpriifung bedarf. 

Bereehnet man in genau derselben Weise die weite Ordnung S, so 
erh~lf man 

W 
S = 1 - - 2 ~  ~-- 1 - - 2 ( x  4 - ~ 4 x ~ 1 7 x  s - { - 7 6 x  l o ~ 3 5 7 x  1 2 - F . . . ) .  

Wit untersuehen nun, ob sich in diesen Formeln etwas ~ndert, wenn 
wir unserem statistischen Problem die Nebenbedingung hinzuftigen, dal~ die 
Anzahl der A-Atome und der B-Atome einander gleieh sein sollen, d. h. dal~ 

die yon unseren Polygonen berandeten w-Gebiete alle zusammen gleich 
viele a- wie b-Stellen enthalten sollen~). 

Wit spalten die u ka in k~ -~ k~, wobei k~ die Zahl der u 
seite ist, die eine a-Stelle, und k~ die Zahl derjenigen, die eine b-Stelle ein- 
schliel~en. Enfspreehend verfahren wir ~iir jede der Zahlen k~n. Oben 

wurde der wahrseheinlichste Weft  ]~ yon k~ bestimmt. Es ist nun klar, 

da~ die wahrseheinliehsten Werte yon k a und k~ je gleich �89 ]~ sind; denn 
wenn die Verteilung der Vierseite auf die a-Stellen und b-Stellen dem Zufall 

~) Unter einer a-Stelle verstehe ich einen solchen Gitterpunkt, der ira 
Grundzustand rait einem A-Atora besetzt is~. 
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tiberlassen wird, so hat  die gleiche Verteilung immer die g'rSl]te Wahrschein- 

l ichkeit  ftir sich. 

Genau so verhiilt es sich bei den li~ngeren Polygonen, soweit sie nicht 

(wie z. B. die Sechsseite) ganz von selbst schon gleich viele a- wie b-Stellen 

umfassen. 

Das heil~t also: Der wahrscheinlichste Zustand, dessen Energie E wir 

oben ausgerechnet haben, erfiillt ganz yon selbst schon die Xebenbedingung, 

dal3 die w-Gebiete gleich viele a- wie b-Stellen enthal ten sollefl. Ftigt man 

diese Nebenbedingung ausdriicklich hinzu, so bleibt er der wahrschein- 

lichste. 

5. Ri~umliche Gitter. 

Die Ubertragung unserer Rechnungen auf einfache kubische Gitter 

im Raum ergibt 

k6 = ( x6  - -  7 2~ 12 - -  36 x 16 q-  6 4  x18 . . . .  ) N ,  

klo --~ (3 x lo - -  3 6 x  16 . . . .  ) N ,  

k14 = (15 x 1~ . . . .  ) N ,  

~16 = (8 x16 . . . .  ) N ,  

k l s  = (83 x18 - -  . . .)  N ,  

E = E 0 (4 x 6 -~- 20  x 10 - -  28  x 12 -~  1 4 0  x i t  - -  8 5 2  x 16 q -  ! 2 5 2  x ls . . . .  ), 

S = 1 - - 2 ( x  6 + 6 x  1 ~  l u q - 4 5 x  1 a - 9 6 x  l o + 3 9 6 x  ls . . . .  ). 

Ebenso erhtilt man for kubische raumzentr ier te  Gitter,  wie sie bei 

CuZn (//-Messing), AgZn und FeA1 vorkommen:  

]cs = (x s - 9 x  1 ~ - 6 4 x  2 2 q - 1 0 9 x  ~ . . . .  ) N ,  

]r ~ -  (4 x 14 - -  6 4  x 22 . . . .  ) N ,  

k2o = (28 x~o . . . .  ) N ,  

f~2r ---- (12 x 2~ - -  �9 "') N ,  

k26 = (!48 x 26 - -  -." ") N, 

E = Eo (4 x s -k 28 x 14 - -  36 x 16 + 280 x 2o - -  704 x 22 - -  292 x 24 -k 

q- 1924 x 26 . . . .  ), 

S = 1 - - 2 ( x  8 q - S x  l a - 9 x  1 ~ - ~ 8 4 x  2 ~  u z - 6 1 x  2 4 q -  

+ 592 x uo . . . .  ). 

Diese Reihen konvergieren ffir alle x unter  dem kri t ischen Wef t  x~. 

Allerdings ist die Konvergenz in der N~he der kritischen Temperatur  sehr 

langsam. Es scheint, d a ]  die Reihe for S (wenigstens im ebenen Fall) 

fiir x ~ x~ auch noch konvergiert ,  und  zwar zum Wef t  S ~ 0. Fo r  x ~ x~ 

aber verlieren unsere Reihenentwicklungen ihre Giiltigkeit, was sich schon 

darin i~ui~ert, dal~ S negat iv  wird. 

32* 
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Die Bethese~he erste Naherung for E stimmt, wenn man sie in eine 
Potenzreihe nach x entwickelt, in den ersten beiden Gliedern mit unserer 
exakten Reihe i iberein.  Unser E/Eo fithrt bei B e t h e  die Bezeiehnung 
( 1 -  (~) und wird durch die Formeln 

x sinh z (~ = sinh (z - -  2) (~, 

2 sinh (z --  2) 
1 - -  a = sinh(2z--2) dcoshz 

definiert, in denen z die Anzahl tier unmittelbaren Nachbarn eines Atoms 
im Gitter bedeutet (z = 4 for ebene quadratische Gitter, z ~- 6 flit einfache 
kubisehe und z = 8 far kubisch-raumzentrierte Gitter). Durch die erstere 
Formel wird die Hilfsgr61]e (3 als Funktion yon x bestimmt, dutch die 
zweite die Energie. 

Unsere Methode leistet aber (unterhalb der kritisehen Temperatur) 

mehr ale die Bethesehe.  Dureh die Angabe der Zahlen k ist n~mlich der 
wahrscheinliehste Zustand des KristMls vollst~ndig bestimmt : nicht nur die 
Energie, sondern alle a~f die Ordnung beziiglichen GrSl~en, Wahrschein- 

lichkeiten usw. kann man auf Grund der Kenntnis der GrS~en k ausrechnen. 
0berhalb der kritischen [IJemperatur ist man auf andere Verfahren an- 

gewiesen. Die Betheschen N~herungen fOr diesen Bereich beruhen im 
Crrunde auf die Betrachtung eines kleinen KristaUs, der  nur aus wenigen 
Atomen besteht und einen freien Rand hat. Die Wahrseheinlichkeit dafiir, 
dal~ zwei Nachbarpl~.tze im Innern dieses Kristalls gleich besetzt 'sind, wird 
ausgereehnet und gleieh �89 (1 - -  a) gesetzt. In der ersten N~herung besteht 
der Kristall nur aus einem Atom und dessen unmittelbaren Naehbarn 
(oder aus nut zwei Atomen, was auf dasselbe hinauskommt), in der zweiten 
N~herung werden noch die Nachbarn der Nachbarn hinzugenommen. Eine 
solche Naherung ergib~ stets einen zu grot~en Weft  fOr E, da die Ordnungs- 
tendenz sich d~ureh die Nahe des Randes nicht yell auswirken kann. 

Man kSnnte nun auf den Gedanken kommen, in derselben Weise eine 
untere Grenze for E zu berechnen, indem man start des Randes eine Perio- 
dizit~tsbedingung einfiibrt. Dadurch wird n~mlich die Ordnungstendenz 
verst~rkt und die Energie E herabgedriickt. Die Giite dieser N~herung 
kSnnte man oberhalb der kritischen Temperatur durch Vergleieh mit den 
Bethesehen oder ~hnlichen N~herungen, unterhalb dieser Temperatur 
dureh Vergleieh mit der exakten Reihenentwieklung feststellen. Vielleicht 
gelingt es, in dieser Weise die Frage zu kl~ren, ob die Kurve, die die Energie E 
als Funktion der Temperatur darstellt, bei der kritisehen Temperatur einen 
Knick hat. 


