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Quotientenriume komplexer Mannigfaltigkeiten
nach komplexen Lieschen Automorphismengruppen
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Einleitung

Nennt man zwei Punkte #’ und 2’ eines komplexen Raumes X (siehe [7],
[10], [12]) L-dquivalent, wenn 2’ durch eine Transformation aus einer fest ge-
gebenen Lieschen Automorphismengruppe L von X in &' iberfithrbar ist, so
Liefert dies eine Zerlegung Z;, (siehe [12]) von X in paarweise disjunkte Teil-
mengen. Man mdéchte nun gerne wissen, unter welchen Bedingungen dem Zer-
legungsraum X/Z; (siehe [127) eine komplexe Struktur aufgeprigt werden kann,
und zwar so, dafl die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(@) Die kanonische Projektionsabbildung #n|X > X/Z; ist holomorph.

{Q;) Der Ring I(X/Z;) der auf X/Z; holomorphen Funktionen ist isomorph
zum Ring I(X, L): = {f:f holomorph auf X, fov=f fir alle v ¢ L} der
L-invarianten holomorphen Funktionen auf X, und zwar vermége des Umkehr-
isomorphismus a*[I(X/Z;) > I(X, L), der durch n*:f*—f:=f*ox de-
finiert ist.

Fiir den Fall, daB die Liesche Automorphismengruppe L eigentlich dis-
kontinuierlich auf dem komplexen Raum X operiert, konnte das Problem voll-
stindig gelést werden (siehe [4], [5]). Eine Automorphismengruppe L eines
komplexen Raumes X operiert eigentlich diskontinuierlich auf X, wenn sie den
folgenden Bedingungen geniigt:

(I) Sind x und &’ zwei nicht L-dquivalente Punkte aus X, so besitzen sie
Umgebungen U bzw. U’, so daB gilt: U v(U) N\ U'= 9,

vEL

(II) Fiir jeden Punkt z,¢ X ist die Isotropiegruppe G(=z,):= {g:g¢€L,
g O xy= xy} endlich, und es gibt stets eine Umgebung U von z,, so daB fiir alle
xecUundvelglt:voxeclU¥veG(z).

Es gilt die folgende Aussage:

Ist X esn (normaler) komplexer Rawm und operiert die Liesche Automorphis-
mengruppe L von X eigentlich diskontinuierlich auf X, dann besitzt der Zer-
legungsraum X|Zj, (versehen mit der Quotiententopologie) eine (normale) kom-
plexe Sirulktur und die Bedingungen {Q,) und (Q,) sind erfillt. Den Zerlegungs-
raum X[Z; nennt man auch Quotientenraum von X nack L und schreibt difiir
kiirzer X|L.

In der vorliegenden Arbeit soll die Struktur der Quotientenrdume von n-
dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeiten X* nach g-dimensionalen kom-
plexen Lieschen Automorphismengruppen L4, g > 0, untersucht werden.
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Der Fall, daB L# endlich bzw. abzihlbar unendlich viele Komponenten be-
sitzt, 148t sich wie folgt auf den Fall zurtickfithren, dall L9 zusammenhéngend
ist. Ist L] die Komponente von L?, die die identische Transformation enthilt,
und 148t sich dem Quotientenraum X7/L{ eine komplexe Struktur so aufprigen,
daB die Aussagen (¢,) und (@,) gelten, dann stellt L9YL{ eine Liesche Auto-
morphismengruppe von X#/Lf dar. Operiert L?/L] eigentlich diskontinuierlich
auf X#/L¢, so besitzt auch der Quotientenraum (X*/L)/(L?/Lf) eine komplexe
Struktur und es gelten die Bedingungen () und (@,). Da (X*/L§)/(L¢/L{) zu
Xn/ L2 topologisch dquivalent ist, so [t sich dann auch X*/L? auf kanonische
Weise eine komplexe Struktur aufpragen, wobei wieder gilt, daf die Bedingun-
gen (@) und (Q,) erfilllt sind.

Im folgenden sei also stets angenommen, daf} die Lieschen Automorphis-
mengruppen L? zusammenhdngend sind.

Wir haben uns zu iiberlegen, welche Bedingungen man an die Stelle von (I)
und (11} setzen muB, damit der Quotientenraum X"/L? eine komplexe Struktur
mit den gewiinschten Eigenschaften besitzt. Analog zum ersten Teil von Be-
dingung (II) wollen wir fordern:

(IE): Die Isotropiegruppe G{a):=={g:g € L8 g 0 = x} ist fiir jedes 2 ¢ X
endlich.

Auflerdem erweist es sich als zweckmé8ig, folgendes zu verlangen:

(LE): Die Gruppe L? operiert lokal eigentlich auf X" (siehe § 1, Definition 2).

Man kommt jedoch schon zu wichtigen Aussagen iiber die Struktur des
Quotientenraumes X*/1¢, wenn man statt (LE) nur fordert, daB gilt:

(SLE): Die Gruppe L2 operiert schwach lokal eigentlich auf X (siehe § 1,
Definition 1).

Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Ist X™ eine komplexe Mannigfaltigheit und geniigt die komplexe Liesche
Automorphismengruppe L? von X* den Bedingungen (1K) und (SLE}, dann ist
der Quotientenrawm X*/L2 ein T -Bawm (im allgemeinen kein Ty-Raum), dem
man eine pseudo-komplexe Strukiur (siche § 3, Definition 5) so aufprigen kann,
daf die Bedingungen (Q,) und {(Q,) erfillt sind.

2. Ersetzt man die Bedingung (SLE) durch die schirfere Annahme (LE),
dann ist der Quotientenraum X"[L9 ein Ty-Raum und besilzt eine normale
komplexe Struktur. Bs gelten wieder die Aussagen (Q,) und (Q,).

3. Verschirft man die Bedingung (LE) noch weiter und fordert:

(E): L operiert eigentlich auf X» (siche § 1, Definition 3},
dann gilt auferdem noch: Die Zerlegung Zyq« von X™ ist eigentlich (siehe [12])
und die kanonische Projektion m|X"— X%/ LY stellt eine eigentliche Abbildung dar.

Im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit werden topologische Raume X
mit fest gegebenen topologischen Gruppen G von Homdomorphismen von X
auf sich betrachtet. Diese geben Anlaf zu Zerlegungen Z; von X und zur Bil-
dung von Zerlegungs- oder Quotientenrdaumen X/Zg4 oder einfacher X/G. Die
topologische Struktur dieser Zerlegungsriume ist Gegenstand der Unter-
suchungen dieses einfithrenden Paragraphen.
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Im zweiten Abschnitt werden fiir komplexe Mannigfaltigkeiten, die kom-
plexe Liesche Automorphismengruppen besitzen, die den Bedingungen (IE)
und (SLE) gentigen, einige lokale und globale Abbildungssitze bewiesen.

Diese werden dann im dritten Abschnitt zum Beweis der oben angefiihrten
Aussagen 1 — 3 benutzt, mit deren Hilfe sich wiederum Abbildungsséitze be-
weisen lassen, die in gewisser Weise eine Verallgemeinerung des Cartanschen
Abbildungssatzes darstellen {siehe {1] und [3}).

§ 1. Durch Homéomorphismengruppen erzeugte Zerlegungen
topologischer Riume

X sei ein topologischer Raum und G eine topologische Gruppe von Homo-
omorphismen von X auf sich (siehe {6]). Die Topologie von @ sei so beschaffen,
dafl die Abbildung @|GF x X — X, gegeben durch @ : (g, ) > g o 2, stetig ist
(siehe unter [9] den Begriff der “jointly continous topology”). G x X ist dabei
mit der Produkttopologie ausgestattet. Unter der saturierten Hiille einer Teil-
menge 4 von X beziiglich ¢ verstehen wir die Menge 5 (4) : = ®(G x A4). Eine
Teilmenge 4 C X heiBt saturiert bezliglich &, wenn #°(4) = 4 ist. Es gilt die
folgende Aussage: Die saturierte Hiille 5 (A) einer offenen Menge 4 C X ist
wieder offen. Dies folgt sofort daraus, da #(4) = @(G x 4) = U g(4) ist

gewd

und die g-Bilder von 4 fiir alle g ¢ ¢ wieder offen sind.

Fiir die Punkte aus X konnen wir die folgende Aquivalenzrelation einfiihren.
Wir nennen zwei Punkte &’ und 2" genau dann G-iquivalent, wenn 5 (')
= J# (") ist. Die G-Aquivalenz von Punkten aus X liefert eine Zerlegung Zg
von X in punktfremde Klassen. Die Klasse, in der der Punkt « € X liegt, besteht
genau dann aus den Punkten der saturierten Hiille # (2) von z. Unter dem
Zerlegungsraum X/Z, (wir gebrauchen synonym die Bezeichnung Quotienten-
raum X/G) verstehen wir die Menge aller ¢-Aquivalenzklassen mit der gewohn-
lichen Quotiententopologie. Bezeichnen wir die kanonische Projektionsabbil-
dung von X auf X /G mit 5, so konnen wir die offenen Mengen der Quotienten-
topologie auf X/@G als n-Bilder von offenen saturierten Teilmengen von X be-
schreiben. Da fiir jede Teilmenge 4 von X gilt: n(4) = n(#(4)) und da mit
jeder offenen Teilmenge 4 von X auch die saturierte Hille 5#(4) offen ist,
so sind die z-Bilder offener Mengen von X stets wieder offen. # ist also eine
offene Abbildung.

Was kann man {iber die topologische Struktur des Quotientenraumes X/¢
aussagen ¢ Wie das folgende Beispiel zeigt, ist X/6 im allgemeinen nicht einmal
ein 7-Raum.

Beispiel: Der n-dimensionale komplexe Zahlenraum C* (mit der gewohnlichen
Topologie versehen) lafit die folgenden Homo6omorphismen 7,:2¢ 0%y -2
zu, wobei y eine beliebige komplexe Zahl ungleich Null ist. Diese bilden eine zur
multiplikativen Gruppe der komplexen Zahlen isomorphe topologische Gruppe
@. Die Abbildung @|G x C*— (", gegeben durch @ : (T, 2) —» y - z, ist stetig.
Der Zerlegungsraum (C"— {0})/Zg von O"— {0} beziiglich der Gruppe G ist
topologisch dquivalent zum (n — 1)-dimensionalen komplexen projektiven Raum
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Pr1 Der Nullpunkt O des C" stimmt mit seiner beziiglich G saturierten Hiille
tiberein, wihrend die beziiglich @ saturierte Hiille jeder Umgebung des Null-
punktes gleich dem ganzen C* ist. Die durch den Nullpunkt représentierte
Klasse im Zerlegungsraum Cn/Z besitzt also beziiglich der Quotiententopologie
nur den ganzen Zerlegungsraum als offene Umgebung. C*/Z, ist also beziig-
lich der Quotiententopologie kein T';-Raum. Man kann diesen Fall ausschlieSen,
wenn man fordert, daB die topologische Gruppe ¢ auf dem topologischen
Raum X schwach lokal eigentlich operiert.

Deflnition 1: (SLE): Eine topologische Gruppe @ (versehen mit der jointly
continuous topology) von Homdomorphismen eines topologischen Raumes X
auf sich operiert schwach lokal eigentlich auf X, wenn es zu jedem z ¢ X eine
Umgebung U, gibt, so dal die Abbildung @|G x U,— 3 (U,), gegeben durch
D (g, a*) — g o x*, eigentlich ist. Die Topologie auf 5 (U,) sei dabei durch die
auf X gegebene Topologie induziert.

Unter Umgebungen verstehen wir hier dasselbe wie «voisinage» (siehe [2],
§ 1, Definition 4), das in der deutschen Literatur hiufig mit Nachbarschaft
iibersetzt wird. Die in den Definitionen 1, 2 und 3 auftretenden Umgebungen U,
sind im allgemeinen kompakt.

Es gilt der folgende Satz:

Satz 1: X sei ein lokal kompakter topologischer Raum. Operiert die topologische
Gruppe G von Homdomorphismen von X auf sich schwach lokal eigentlich auf X,
80 ist der Zerlegungsraum X|Z g ein T,-Raum.

Beweis: x und «' seien zwei nicht G-dquivalente Punkte aus X; d.h.
H () N (x') =0. Wir haben zu zeigen, dall es eine offene saturierte Umgebung
von z gibt, die 2’ und damit auch & («’) nicht enthilt. Nach Voraussetzung gibt
es eine Umgebung U, von z, so daB die Abbildung @|G x U,~ #(U,) eigent-
lich ist. Ist o’ ¢ S (U,), so sind wir fertig; denn die saturierte Hiille 5¢( U:,) des

offenen Kerns U, von U, stellt eine offene saturierte Umgebung von z dar, die
x' ausschlieBt. Ist o' € H#°(U,), so Liegt #° (2') = @ (G x z’) als @-Bild einer ab-
geschlossenen Teilmenge von @ x U, abgeschlossen in 5 (U,), da die Abbildung
DG x U,~H# (U,)eigentlich ist (siehe[2],1, § 10, Prop. 16). 8,: =# (U,) — o (2')
ist also offen in 5# (U,). Da die Topologie auf 5 (U,) durch die auf X gegebene
Topologie induziert ist, so mull sich die in #(U,) offene Menge S, als
8,= W n o (U,) schreiben lassen, wobei W eine offene Teilmenge von X ist.

Sk:i= Wno# (f],) stellt dann eine in X offene saturierte Umgebung von z
dar, und «’' gehort nicht zu %, da S*C S, und z'¢ S,.

Als Beispiel kann man den C? ohne Nullpunkt (versehen mit der iiblichen
Topologie) betrachten, der die folgenden homdomorphen Selbstabbildungen
H,: (2, 23) = (2,9, 2,y7") zuldBt, wobei y eine beliebige komplexe Zahl ungleich
Null ist. Die Abbildungen H, bilden eine topologische Gruppe @, die auf
C*— {0} schwach lokal eigentlich operiert, wie man leicht sieht. Da C?*— {0}
lokal kompakt ist, so ist der Zerlegungsraum (C?— {0})/Z4 also ein 7';-Raum.
Da eine offene Zerlegung Z eines topologischen Raumes X genau dann einen
bausdorffschen Zerlegungsraum X/Z liefert, wenn die Zerlegung Z kontinuierlich
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ist (siehe {111, {12]), so kann in unserem Beispiel (C*— {0}}/Z4 nicht haus-
dorffsch sein, da die Zerlegung Z, nicht kontinuierlich ist. Es gibt namlich
einen gegen (24, 2,) = (1, 0) konvergenten Filter § auf C?— {0}, so daB die Filter-
basis 3 (F): = {H(F): FeF} nicht nur #(1,0) = {(2,,25): (2,,2,) € C2— {0},
2,=0} als Beribhrungspunkte hat, sondern auch die Punktmenge
H(0, 1) = {(z5, 25) : (21, 29) € O*~— {0}, 2,= 0}. Fallt man die Bedingungen von
Definition 1 etwas schirfer, so 148t sich auch dieser Fall ausschlieBen.

Definition 2 (LE): Eine topologische Gruppe & (versehen mit der jointly
continuous topology) von Homodomorphismen eines topologischen Raumes X auf
sich operiert lokal eigentlich auf X, wenn es zu jedem Punkt z ¢ X eine Um-
gebung U, gibt, so daB die Abbildung @|G x U,~ X, gegeben durch
D: (g, x*) > g o x*, eigentlich ist.

Es gilt die folgende Aussage:

Satz 2: X sei ein lokal kompakter topologischer Rawm. Operiert die topologische
Gruppe G von Homdomorphismen von X auf sich lokal eigentlich auf X, so ist der
Quotientenraum X[G ein regulirer (und damit auch hausdorffscher) topologischer
Raum.

Beweis: Wie beim Beweis von Satz 1 ergibt sich, daBl der Zerlegungsraum
X|Zg ein T'-Raum ist. Es bleibt nur noch zu zeigen, da8 jede offene Umgebung
eines Punktes aus X/Z; eine abgeschlossene Umgebung des Punktes enthilt.
Hieraus und aus der Giiltigkeit des ersten Trennungsaxioms folgt namlich, daB
die Topologie auf X/Z, auch dem hausdorffschen Trennungsaxiom geniigt
(siehe [9], S. 113). Es geniigt also zu beweisen, daB jede offene saturierte Um-
gebung S, eines Punktes z ¢ X eine abgeschlossene saturierte Umgebung S*
von z enthilt, die wiederum eine offene saturierte Umgebung S%* von z umfaBt.
Nach Vorausgetzung besitzt ¢ eine Umgebung U,, so daBl die Abbildung
DG x Uy~ X eigentlich ist. I}m sei der offene Kern von U,. D,: = ﬁmr\ 8,
stellt dann eine offene Umgebung von x dar, die nach Voraussetzung eine ab-
geschlossene Umgebung U% von xz enthilt. 8% : = (U¥) = (G x U¥) ist
eine in §, enthaltene saturierte abgeschlossene Umgebung von z, da die eigent-
liche Abbildung @|G x U,~ X die in G x U, abgeschlossens Punktmenge
@ x U% in eine abgeschlossene Teilmenge von X tiberfihrt. U} enthdlt per
definitionem eine offene Umgebung U%* von x. S**: = (Ur*) stellt somit
eine in S} enthaltene offene saturierte Umgebung von z dar, q. e. d.

Wir wollen jetzt die Bedingungen von Definition 2 noch weiter verschéirfen
und fordern, daB die Gruppe G auf dem topologischen Raum X eigentlich
operiert.

Definition 3 (E): Eine topologische Gruppe G (verseshen mit der jointly
continuous topology) von Homéomorphismen eines topologischen Raumes X
auf sich operiert eigentlich auf X, wenn die kanonische Abbildung @|G' x X+ X
eigentlich ist.

Es gelten die folgenden Aussagen:

Satz 3: X sei ein lokal kompakter topologischer Raum. Operiert die topo-
logische Gruppe G von Hombomorphismen von X auf sich eigentlich auf X, dann
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8t Zq eine eigentliche Zerlegunyg (siehe [12]), der Quotientenraum X|G stellt einen
reguliiren topologischen Raum dar, und die kanontsche Projektionsabbildung
/X - X|G ist eigentlich.

Beweis: Wir zeigen zunichst, daB G kompakt ist. Da die kanonische Ab-
bildung @|@ x X — X eigentlich ist, so liegt fiir jeden Punkt x ¢ X @1(2)
kompakt in & x X. Die kanonische Projektion @|G x X -» G, gegeben durch
@: (g, x)—>g, bildet @1(x) auf ganz G ab, da @ '(x) die Punktmenge
{g, 970 2): g € G} umfaBt. Somit ist auch G als stetiges Bild von &-1(x)
kompakt. Liegt nun X* kompakt in X, so ist 5 (X*) = @ (G x X*) als @-Bild
einer kompakten Menge wieder kompakt; d. h. die Zerlegung Z; ist eigentlich.
Wie beim Beweis von Satz 2 ergibt sich, daBl X/Z; ein reguldrer topologischer
Raum ist. Aus der Tatsache, daB die Zerlegung Z, eigentlich ist, folgt sofort,
daB die kanonische Projektion z|X — X/G eine eigentliche Abbildung darstellt
(siehe [12]).

Als Beispiel kann man C"— {0} mit der folgenden topologischen Gruppe ¢
von Homd&omorphismen von C"— {0} auf sich betrachten. G bestehe aus den
Abbildungen z— yz, wobei z € C*— {0} und y die von Null verschiedenen
komplexen Zahlen durchliuft. Der Quotientenraum (C*— {0})/G ist homo-
omorph zum (» — 1)-dimensionalen komplexen projektiven Raum Pn-1. Man
sieht sofort, dafl @ auf C*— {0} lokal eigentlich operiert. Da ¢ jedoch nicht
kompakt ist, kann G nicht eigentlich auf C*— {0} operieren.

§ 2. Abbildungssiitze fiir komplexe Mannigfaltigkeiten
mit komplexen Lieschen Automorphismengruppen

In diesem Abschnitt sollen fiir n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten
Xn, die komplexe Liesche Automorphismengruppen besitzen, die den Bedin-
gungen (IE) und (SLE) geniigen (siehe Einleitung), Abbildungssitze bewiesen
werden, die in gewisser Hinsicht eine Verallgemeinerung des Cartanschen Ab-
bildungssatzes darstellen. Im niachsten Abschnitt werden diese Sdtze dann zum
Beweis der in der Einleitung angefithrten Aussagen benutzt.

Zuniichst noch eine Vorbemerkung. Unter einer g-dimensionalen komplexen
Lieschen Automorphismengruppe sei eine topologische Gruppe L¢ von Homé-
omorphismen eines komplexen Raumes X auf sich verstanden, die eine kom-
plexe Struktur besitzt, die sie zu einer g-dimensionalen komplexen Lieschen
Gruppe macht. AuBerdem verlangen wir noch, daB die Abbildung & |Lix XX,
gegeben durch @: (v, ) > v © z, holomorph ist.

Jeder komplexen Lieschen Automorphismengruppe L kann man eine Klasse
von sog. L-Mannigfaltigkeiten zuordnen: Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit,
@ eine endliche Untergruppe von L und |G — B(X) eine homomorphe Abbil-
dung von @ in die Gruppe B(X) aller holomorphen Automorphismen von X,
dann kénnen wir jedem g € G einen holomorphen Automorphismus z(g) : (v, )~
> @og, (hig))ro x) von L xX zuordnen. Die Abbildung r|¢ - B(L x X)
von G in die Gruppe B(L x X) aller holomorphen Automorphismen von L x X
ist ein Antiisomorphismus. Der Quotientenraum (L x X)/t(G) ist wieder eine
komplexe Mannigfaltigkeit, die wir eine L-Mannigfaltigkeit nennen wollen.
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Einfache Beispiele von L-Mannigfaltigkeiten sind L selbst und Produkt-
mannigfaltigkeiten L x X, wobei X eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit ist.

Die L-Mannigfaltigkeiten (L x X)/tv(@) besitzen Liesche Automorphismen-
gruppen n(L), die auf kanonische Weise durch L induziert werden, Zunéchst
kann man jedem »’¢ L einen holomorphen Automorphismus #*(v"): (v, ) >
~ (v’ 0w, z) von L x X zuordnen. Die Abbildung #* |L - B(L x X) stellt dabei
einen Isomorphismus dar. Die holomorphen Automorphismen #7*(v') und
1(g),v'€¢ Lund g € G, von L x X sind kommutierbar, d. h. es gilt:

1) 7(g) o p* (v') = *(v') © ©(g) .

Bezeichnet man die zu (v, ) ¢ L x X gehorige Aquivalenzklasse aus
(L x X)[r(G) mit [v, 2], so ist die durch #*(v') induzierte Abbildung
n(v") : [v, ] - [v' 0 v, ] wegen (1) unabhingig vom Reprisentanten und stellt
somit einen holomorphen Automorphismus von (L x X)7(G) dar. Die Abbil-
dung 5L — B((L x X)/x(G)) von L in die Gruppe aller holomorphen Auto-
morphismen von (L x X)/t(@) ist ein Homomorphismus. Ist £|L x X —
— (L x X)/x(G) die kanonische Projektion, so ist das folgende Diagramm

kommutativ:
7* (V')

LxX ~ Lx X
(2) %l j*
(L x X)[r(@)—25 (L x X)j(@)

Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen iiber L-Mannigfaltigkeiten
konnen wir als Hauptresultat dieses Paragraphen den folgenden lokalen Ab-
bildungssatz formulieren:

Satz 4: X sei eine n-dimensionale komplexe Mannigfaliigkest, die eine zu-
sammenhingende q-dimensionale komplexe Liesche Automorphismengruppe L2,
g > 0, zulift. L2 geniige den Bedingungen (IE) und (SLE). Dann besitzt jeder
Punkt xyc X» eine (in bezug auf die Gruppe L saturierte) offene zusammen-
hingende Umgebung S,, und es gibt eine durch x, laufende (n— q)-dimensionale
komplexe Untermannigfaltigheit s, von S, , so dap gilt:

1. s,, tst invariant gegeniiber der Isotropiegruppe G(xy): = {g:g ¢ L,
g 0 xy= o} und die saturierte Hiille o (s,) von 8, beziiglich L2 ist gleich S,,.

2. Es gibt eine biholomorphe Abbildung vy, von S, auf die L9-Mannigfaltig-
ket (L7 x 8,)[t(G(x,)). Die holomorphen Automorphismen t(g), g € G(z,), von
L2 x s, sind dabei durch ©(g) : (v, x) — (v 0 g, g71 0 x) gegeben.

3. Das Diagramm
v ELr
-

S,

(L2 X 8,)/0(O(#0) — s (L7 X 85) ()
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ist kommutativ. Dabes ist n{v') der durch v’ ¢ L8 kanonisch induzierte Automor-
phismus der Lo-Mannigfaltigkeit (I° X 3,,)] t(G(%,))-

Aus 3. ergibt sich sofort'), daff die Automorphismengruppe L7 von S, zu der
durch L2 kanonisch induzierten Aulomorphismengruppe #n{(L%) der L9-Mannig-
faltigheit (L2 X 8,)[t(G(x,)) isomorph ist, und zwar vermoge der Zuordnung
n:v €L g, v yg) .

Beweis: (U,,, @,,) sei eine mit der komplexen Struktur von X" vertrigliche
komplexe Karte einer offenen Umgebung U, von € X*. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daff U, invariant gegeniiber der
Isotropiegruppe G (x,) ist und @, () = O gilt.

Da die Ordnung der Gruppe G {x,) als endlich vorausgesetzt ist, kénnen wir
ihre Elemente mit g, ¢ = 1, . . ., , bezeichnen, wobei » = Ord (G («,)) ist. Die
Abbildungen g2 : = ¢,,09¢,0 ¢zt, p=1, ..., r, stellen dann holomorphe Auto-
morphismen von ¢, (U,) dar, die den Nullpunkt festlassen. Sie lassen sich
durch Systeme von n-holomorphen Funktionen beschreiben, die folgende Ent-
wicklungen um den Nullpunkt besitzen, wenn wir die Koordinaten von ¢, (U, )
mit z = (2,), v =1, ..., n, bezeichnen:

n
@) gy 2,80 =fP@) =Y a@oz+ »=1,..,n g=1,...,r.
p=1
Setzen wir 4,= (a,‘,‘j,}), v, u=1,..., n, solaBt sich Abbildung (4) auch folgender-
maBen darstellen:
gr:z—>20=4,0z+ -,

wobei die Determinante von 4, ungleich Null ist.
Durch die Abbildung

1 r
iz wi=-— ZlAq“’og;‘(z)=z+---
g =

wird eine Umgebung des Nullpunktes biholomorph auf eine Umgebung des
Nullpunktes abgebildet. Wir konnen annehmen, dafl U, von vornherein so klein
gewshlt war, dal die Abbildung y|g, (U,,) — O" selbst schon biholomorph ist.
(Ugy @o,) mit @, 1 = ¥ O @,, ist wieder eine mit der komplexen Struktur von X*
vertrigliche Karte von U,,. Die Abbildungen §,: = §, 0 g,0 §z! stellen holo-
morphe Automorphismen von @, (U,,) dar, wobei gilt: §,: w - w@= 4,0 w,
wie man leicht nachrechnet. Die Matrizen 4, o= 1,...,r, bilden eine zu
G{z,) isomorphe Gruppe. Wir kdnnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daB die Matrizen 4, ¢ = 1, . . ., r, unitér sind. Dies 148t sich stets
durch eine nicht-singulire Koordinatentransformation erreichen.

Es gibt eine offene Umgebung ¥, der Identitit ¢ von L? und eine Umgebung
U,.cU,, von zy, so daB ®(V, x U,,)c U,,. Die Umgebung ¥, von i sei klein
genug gewihlt, so daB sie eine mit der komplexen Struktur von L¢ vertrigliche
komplexe Karte (V;, ;) zuliit. Die Koordinaten von ¢,(V,) seien mit v = (v,),
A=1,...,q, bezeichnet und es sei ¢;(7) = 0.

1) Es sei angenommen, daf Lf auf jeder Zusammenhangskomponente von X» effektiv
operiert.
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Wir betrachten dann die holomorphe Abbildung ®|o,(V,) x @, (T,,) -
@, (Uy,), die durch D: (v, w)>W: = P, © P07 (v), P51(w)) gegeben ist. Wir
werden zeigen, dafl der Rang der Funktionalmatrix

(aﬁ(v,w)) . (aé(v,w) Btﬁ(v, w))
vy 2=0w=0" av, reen 29, v=0,0="0

gleich g ist.

V.V, sei eine Umgebung der Identitit ¢ mit der Eigenschaft, daB
V.o V,cV,. Fir v und v* aus o,(V,) ist dann durch die Zuordnung
(v, v*) - h(v, v*): = 0,(671(v) 0 67 (v*)) eine holomorphe Abbildung von
o,(V,) x 0;(V,) in ¢,(V,) definiert (h(v, v*) habe die Komponenten k;(v, v*),
Bhy (v, v%) ) and (Bhg(v, v*)) ’

A=1,...,q); wobei die Funktionalmatrizen ( o0, 3o

A w=1,...,q den Rang ¢ besitzen.
Es gilt:
@ B (h(v, v*), w) = F,0 B(v*, w),
wobei F,: = &, 0 o7 {(v) o @;} fiir festes v eine biholomorphe Abbildung von
G, (U, in @, (U,,) ist. Aus (7) folgt:

(aé(h(v,v*),0)> :( W 89(v,0) 2h;,(v,v*)>
v¥ == () 4= O

v} 1:41 vy ovl

_(2D(,0) (Zhl(v,v*)) _(OF, (w¥) 2% (v*, 0)
h( v, )O v} =0 \ owk )wu—:oo( vk )w:o'

Somit ist

2d (v, 0) 8d(v¥,0) 3
® (o) =00 (57 ) mnoo 2
oF * %
wobei C: = ( 3”;? ))w‘=0 den Rang n» 1~1nd D= (Eﬁ%:%)—))u':o den Rang
q besitzt. Folglich ist der Rang von 3@8(:;0) konstant. Definiert man den

Rang einer holomorphen Abbildung ¢ eines komplexen Raumes X in einen
komplexen Raum Y im Punkte x¢ X durch r,(z):= Codimension von
@~1(p(x)) (siehe [10]), dann hat die Abbildung ®|0,(¥;) x O > @, (U,,) in
jedem Punkte (v, 0) € o;(¥;) x O den Rang ¢, da L? der Bedingung (IE) geniigt.
Nach einem Hilfssatz von R. RemMerr (siche [10]; S.348) gilt dann, da
03, 0): = Rang (E%%iﬂ) in allen Punkten (v, 0) aus 0,(¥V,) x O denselben

aé(v,O))
2y, p=0

Wert annimmt, pz(v,0)= r5(v,0) = ¢, speziell also 93 (0,0)=Rang (

= ¢. Da die Matrix (—8%(%—01
§73

wendig ¢ = n sein.

ad(v,0 8é(v,0
DieVektoren q;iv ) sy q;(z )
1 (4
komplexen linearen Teilraum V2 des O auf. Es gibt eine unitére Transformation
Math, Ann. 139 27

)vxon Reihen und g Spalten hat, so muB not-

spannen fiir v =0 einen ¢g-dimensionalen
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w—u =T ow des C* auf sich, die I"-’ auf den Teilraum {u: % € 0%, uyy =---
= u,= 0} abbildet. (U,,, §,) mit §,: = T o @, stellt wieder eine mit der
komplexen Struktur von X* vertrigliche Karte von U, dar. Wir betrachten
die holomorphe Abbildung B|0,(V) X §o(Ty) > $u (U,), die durch
d: ®, u) > %: = @, 0 P(o71(v), Fz1(u)) gegeben ist. Es gilt: B(vu)
=To &, T1u).

Daraus folgt:

(95(1;,0)) 7o (8<1>(v,0)) _
=0 vE=Q

vy vy

Die Zeilenvektoren Z¢) der Funktionalmatrix (—8—%%—’-0—)')” sind damit fiir » > ¢
" -

identisch Null.

Die Automorphismen §,: = ¢, 0 g,0§;1 = T o g,oTt,0=1,...,r,von
Fe,(Us,) haben die Form §,:u—>u@:= B,0u, wobei B,: = ToA o T-1
wieder umtare Matrizen sind. Wir behaupten nun, dafB d1e B, alle dle Form

B, = (g{ N ) besitzen, wobei M, und N, quadratische g- bzw. (n — g)-reihige

nicht-singulire Matrizen darstellen. Hierzu wiihlen wir eine Umgebung Vz der
Identitét von L? mit der Eigenschaft, g,0 V,0g;1 C V,firp=1,...,r. Esgilt
dann: v@: = K@ (v): = 0,(g,0 071 (v) 0 g;1) € 0;(V;) fiir alle v € g;(V,) und
e=1,...,7. Die Komponenten von K@ (v) seien mit K@(v), A=1,...,4q,
bezeichnet. Man findet durch eine einfache Rechnung:
B w,0) = Fr, © D071 (v9),§71(0)) = Fo, 0 D(g,0 071 () 0 31, )

= $2,0 (9,0 671 () 0 gz 1) © % = (§r, © g) © 071 (v) © 7,

= ($2,© 9.° $a,) © F,0 (672 (2) © §31(0))

= o0 §,0 P (0), 21 0) = §0 B(v,0) .
Hieraus folgt dann.:

(3«5@@,0)) _
vy v=0 \j

~(2209) o () =m0 (),

Me

1 80‘,{“’) . vy

pdwe,0) OKP (v))
v =0

vt

oder )
2% (v, 0) _ ad(y, 0)
©) (22D o K= B(*52), .
wobei K, : = (il-%m) eine quadratische g-reihige nicht-singulire Matrix ist
= IR A
: 7 S 2
(—a%%)’——L)v o kénnen wir in der Form (0) schireiben, wobei F eine g-reihige qua-

dratlsche nicht-singulire Matrix ist. Zerlegen wir B, auf folgende Weise in
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Teilmatrizen: M, BY
H

B -
2
= \ug v,

wobei M, und N, quadratische ¢- bzw. (n — ¢)-reihige Matrizen sind, dann kén-
nen wir Gleichung (9} auch folgendermalien schreiben:

F M, HO\ (F

(10) (o) 0 Ko = (H<2>N )o (0)-
Daraus folgt: O = H{® o F oder H = 0, da F picht singulir ist. Da aber B,
unitér ist, muB auch H{P = O sein, ¢. e. d.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir uns jetzt dem eigentlichen Beweis
von Satz 4 zuwenden.

E sei ein in (}"ﬁ%(ﬁ s,) gelegenes (n — g)-dimensionales Ebenenstiick:

Eo={u:ue@e(Up)ug="""=t3=0|ugs| <& ..., |u|<¢}.

Dann betrachten wir die Abbildung @*|o,(V,) x B~ %.,(U:u.,)a die aus ®
durch Beschriankung auf o;(V,) x E, entsteht. Wir interessieren uns fiir den
Rang der Funktionalmatrix von @* im Punkte (v, u*) = 0, wobei
W¥*: = (Ugyy - - -5 Uy) Ist. Es gilt:

oP* (v, u*) 2P (v, u*)  D*(v,u*) 2P* (v, u*)
(11) ( v, yoe 27, T Buge, 77 8u,,m) (v, u?) =0
FO
~(o%,)

Dabei ist E,_, die (n — ¢)-reihige Einheitsmatrix. Da F den Rang ¢ besitzt, hat
die Funktionalmatrix von @* im Nullpunkt den Rang n. Somit stellt @*, falls
wir ¥V, und E, klein genug gewdhlt haben, eine biholomorphe Abbildung von
0:(V:) x E,auf einein @, (U,,) gelegene offene Umgebung des Nullpunktes dar,
wihrend @ selbst ¥, x §z(E,) biholomorph auf eine offene Umgebung S}, des
Punktes x, abbildet. Bezeichnen wir die beziiglich L? saturierte Hiille 5¢ (S )
von 8% mit S,, und setzen wir s,: = §z1(E,), so ist S, offen und zusammen-
héngend (wegen des Zusammenhangs von L9, und es gilt: #(s,,) = S,,. Da E,
gegeniiber den unitdren Transformationen §,, g =1,...,r, invariant ist, so
bleibt s, invariant gegeniiber der Isotropiegruppe &/ (z,). Teil 1 von Satz 4 ist
damit bewiesen.

Wir wissen, dafl die Abbildung @|V, x 8, 8, injektiv ist. Definiert man

r
V.= U Vo0 go» 80 bleibt jedoch die Abbildung DV, x 8g,—> S, im allgemei-
1
nen mf:ht mehr injektiv. Es gilt: Zwei Punkte (v, 2) und (', ') aus P, x 85,
haben genau dann dasselbe @-Bild, wenn es ein Element g,¢ G(z,) gibt, so daB
(v, ') = (v 0 g,, g5 * O «) ist. Man siehtsofort, daB stets @ (v og,, g;10 x)=D(v,%)
ist. Gilt andererseits: (v, ¥) = D (', «'), (v, z) und o', ') € ¥V, x 84, dann gibt
es Elemente g, und g, aus G(,), so daB (v 0 g,, g7 0 ) und (v'0 g, gg*o z')
€ VX 85, und D (v O gp, 95 10 ) = DP(v' O g, gz © ') ist. Da aberD|V; X 8,,— S,
injektiv ist, somuB (v © g,, g710 %) = (v O gy, gy* © ') sein. Dies bedeutet aber
nichts anderes als (v', @) = (v O gy, gpel 0 ¥) mit ge=g,0 gz € Glz,).
27+
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Wir wollen nun zeigen, da man ¢ und damit auch s,, so klein wihlen kann,
daB ganz allgemein gilt: (v, ) und (v', ") € L9 x s,, haben genau dann dasselbe
®-Bild, wenn es ein g,¢ G(x,) gibt, so daBl (', 2)= (vog, g7lo ) ist.
Angenommen, diese Aussage sei falsch, dann gibt es gegen x, konvergente
Folgen {x,: 7,¢ s, v=1,2,.. .} und {z,: 2, €8,, »=1,2,.. .}, s0o wie Folgen
{v,: v,€ L7} und {v}*: v} ¢ L9}, so daB @ (v}, 2;) = D(v,, ,), wihrend (v*, ') %
* (0,9, gglo x,) fir g=1,..., 7. Setzen wir v;: = v;10 v, so gilt ebenfalls
O, 1) = D(i, z,) = x,, wihrend (v,, 2,) == (g, gglo ) fir p=1,...,7r. Da
(G, x)e PV, x 84, %0 kann nach unseren Voriiberlegungen (v,, 2;) nicht in
P,- X 8, liegen, also gilt: v, ¢ V, firy=12,...

Wir wollen jetzt von der Voraussetzung Gebrauch machen, daB die Gruppe L®
schwach lokal eigentlich auf X” operiert. Es gibt also eine Umgebung U%
(84, 8¢i sokleingewihlt,daB s, C U,,),sodaB die Abbildung ®|L?x U, —#(U,)
eigentlich ist. Da {x,:v= 1,2, ...} U {z,} kompakt in s, C #(U,) liegt, so
muB @1({z,: v=1,2,...} U{x,}) kompakt in L? x U,, sein. Dann legt aber
such Qo P ({r,v=1, 2, ...} u{n}) kompakt in Is Dabei ist
O|Ls x U,~ L* die kanonische Projektion. Da {(v), 2}):v=1,2,...}C
CO'{x,:v=1,2,...} U{x,}),soliegt {v): »=1,2,...}in einer kompakten
Teilmenge von L? und besitzt folglich eine konvergente unendliche Teilfolge
{v tu=12...1}

Es sei lim v, = vy. Da ¥V, und damit auch V offene Teilmengen von L? dar-

n—>rco

stellen, so liegt v, nicht in V,, da kein Glied der Folge {vy tu=1,2...}zu V

gehort. Da nun die Isotropiegruppe G (z,) in V enthalten ist, so gehort vy nicht
zu G(x). Andererseits ergibt sich im Widerspruch hierzu: z,= lim z,

p#—>0

= lim ¢(v, , ) D (v, Zy) = vy 0O %, was némlich bedeutet, daB v, zur Iso-

- 00
trgplegruppe G (w,) gehort. Wir konnen also annehmen (falls nur s, klein genug
gewihlt ist), daf (v, «) und (v', 2') € I x s, genau dann dasselbe @-Bild haben,
wenn es ein g,¢ G'(z,) gibt, so daB (v, ') = v 0 g,, gz © ) ist.

Ordnen wir dem Automorphismus g ¢ G(z,) den Automorphismus
7(9) : (v, ¥) > (v 0 g,97%0 ) von I# x s, zu, so bestehen die 7(()-Aquivalenz-
klassen von L7 X s, genau aus solchen Punkten, die bei der Abbildung
DL x 8, 8,, denselben Bildpunkt in S,, haben.

Yoot = £ 0 DY8,— (L7 x 8,)[1(G () stellt somit eine bijektive Abbil-
dung dar. Dabei ist £[L? x s, — (L2 x 5,,){t(G(x,)) die kanonische Projektion
von L7 x s, auf den Quotientenraum von L7 X s, nach 7(G(x,)). Da in dem
kommutativen Diagramm It x s

Xo

t @
/ ¥
L# X 8,)[1(G(m)) «—— 8,
@ und £ sur jektive eigentliche holomorphe Abbildungen darstellen und yp,, ein-
deutig erklar t ist, so ist auch die Abbildung y,, holomorph (siehe [10], 8. 363).
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Insgesamt erweist sich also y,, als eine biholomorphe Abbildung von S, auf
die Le-Mannigfaltigkeit (L7 x s, )/7(G(%,)). Damit ist anch Punkt 2 von Satz 4
bewiesen.

Wie in den Vorbemerkungen dieses Paragraphen iiber L-Mannigfaltigkeiten
kénnen wir jedem o' ¢ L? auf kanonische Weise Automorphismen #*(v") und
7(') von L2 x 8, bzw. (L? X 84,)/t(G (%)) zuordnen, so daB (siehe Diagramm (2))
das folgende Diagramm kommutativ wird:

8, . s,
4
@I Tdﬁ
(12) If X 55, O Laxs,,
2 2
¥

(V')

(L7 X 84,)[T(G(0)) > (L8 X 84,)[v(G(,))

Die Kommutativitit fiir den oberen Teil von Diagramm (12) ergibt sich sofort
aus der Gleichung:

Vo@,x)=(ovox=P@Wov,x)=Pon*@)o (v, ).
Die Kommutativitit von Diagramm (3) ergibt sich jetzt wie folgt:
POV = 3, 0 (v'0 D) 0 P 1= (£ 0 D) o (P o y*(v)) o P
=Fong*@) o @ l=n@) ot o Pl=y{) 0 y,.
Damit ist Satz 4 bewiesen.

Mit Hilfe dieses lokalen Abbildungssatzes kann man sofort den folgenden
globalen Abbildungssatz gewinnen.

Satz b: X" sei eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltighkeit, die eine zu-
sammenhingende q-dimensionale komplexe Liesche Automorphismengruppe L2,
g > 0, zulipt. L* gewiige den Bedingungen (IE) wnd (SLE). Dann besitzt X*
einen Atlas {(8;, ;) : 1 € I} mit folgenden Eigenschaften:

1. 8; stellt fiir jedes i € 1 eine beziiglich L9 saturierte zusammenhiingende offene
Menge in X» dar. Es gilt: U S;= Xn.

2. p; bildet 8; bzholomorph auf eine L-Mannigfaltigheit ab. Die durch L4
kanonisch induzierte Liesche Automorphismengruppe 1,(L%) von p,(8;) ist 2zu Lt
auf kanonische Weise isomorph. p,;(S; 8;) ist ebenfalls eine L-Mannigfaltigkeit,
wobet 1, (19) (beschrinkt auf w;(8;n 8;)) gleich der durch L kanonisch induzier-
ten Lieschen Automorphismengruppe von (S, 8;) ist.

3. Die Automorphismen 7;(v’') und n;(v') (v' € L9) von v, (8;) baw. v,;(8;),
i,j €I, sind mit den Karteniransformationen 1,;: = ;0 vty (8;n 8;) —
w; (8,1 8;) vertriglich, d. k. es gils:

(13) ;0 7 (V) = 7, (v") 0 ;.

Beweis: Nach Satz 4 kénnen wir jedem Punkt z ¢ X» eine saturierte zu-
sammenhéngende offene Umgebung 8, und eine Karte (S, ¥,) zuordnen, so da
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Y (9z) eine Le-Mannigfaltigkeit (L? x s,)/v,(G (x)) darstellt, wobei s, eine durch
z laufende, gegeniiber der Isotropiegruppe G (z) invariante komplexe Unter-
mannigfaltigkeit von §,ist mit der Eigenschaft, daB 5# (s,) = S, ist. Die kano-
nisch induzierte Liesche Automorphismengruppe 7, (L) von (L? X 8,)/7,(G(x))
ist dabei zu L? isomorph.

Es bleibt zu zeigen, daB v, (8,1 8,.), 2, ' ¢ X», wieder eine L?-Mannig-
faltigkeit ist. %' : = s,n 8, stellt eine gegeniiber G(z) invariante komplexe
Untermannigfaltigkeit von S, 8,. dar, so daB gilt: 5 (s¥) = SN Sy. Nach
der Definition von v, ist dann y,(S;N Sy) = (L2 X 8%)[1,(G(x)). w.(Sen Sy)
stellt somit wieder eine Lf-Mannigfaltigkeit dar. Beschrinkt man die Auto-
morphismen 7,,(v') aus 7, (L?) auf p (S, 8y), so erhilt man gerade die durch
v’ ¢ L* kanonisch induzierten holomorphen Automorphismen von y,(S,n Sy).

Nach Satz 4 gilt:

YeO V' = 15(v") Oy .
Daraus folgt:

72(V") O Yaw= Ma(v') © Y0 Yzl = py0 0 0 pg?
= (920 ¥z1) 0 (Yo 0 ¥') O Yz' = Yuy O (e (v') O y) © p3!
= Yo O N (V') .

Damit stellt {(S, ) : ¢ X»} einen Atlas von X" mit den gewiinschten Eigen-
schaften 1)— 3) dar.

Bevor wir weitere Abbildungssitze aussprechen koénnen, miissen wir uns
den durch Liesche Automorphismengruppen gegebenen Zerlegungsriumen zu-
wenden.

§ 3. Durch komplexe Liesche Automorphismengruppen erzeugte
analytische Zerlegungen von komplexen Mannigfaltigkeiten

Wir wollen uns zunichst auf die Untersuchung von L-Mannigfaltigkeiten
beschranken. Eine L-Mannigfaltigkeit ist bekanntlich durch eine komplexe
Mannigfaltigkeit X, eine endliche Untergruppe G von L und einen Homomor-
phismus k|G — B(X) eindeutig festgelegt; dabei verstehen wir unter B(X)
die Gruppe aller holomorphen Automorphismen von X. Die L-Mannigfaltigkeit
selbst ist dann als der Quotientenraum (L x X)/r (@) definiert (siche § 2). Die
durch L kanonisch induzierte Liesche Automorphismengruppe #(L) von
(L x X)[t(Q) gibt AnlaB zu einer Zerlegung der L-Mannigfaltigkeit (L x X)/z (G).
Es gilt die folgende Aussage:

Batz 6: In einer L-Mannigfaltigkeit (L x X)/x (@) mit der durch L kanonisch
snduzserten Lieschen Automorphismengruppe n (L) ist die durch 1 (L) gegebene Zer-
legung Z,,(p) analytisch, und zwar lipt sichdem Quotientenraum [(L x X)[t(G)]/n(L)
selbst eine (normale) komplexe Struktur aufprigen. Auferdem sind die Forde-
rungen (Q,) und (Q,) erfillt.

Beweis: Die kanonische Projektion #|L x X — (L x X)/t(&) stellt eine
offene eigentliche holomorphe Abbildung dar. Da k(@) als endliche Automor-
phismengruppe von X eigentlich diskontinuierlich auf X operiert, besitzt der
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Quotientenraum X/h(G) eine normale komplexe Struktur und die kanonische
Projektion n|X — X/h(G) ist ebenfalls eine offene eigentliche holomorphe Ab-
bildung. p|L x X — X sei die durch 7 : (v, ) - x gegebene kanonische Pro-
jektion. Bezeichnet man die Klasse aus (L x X}/ (@), in der das Element (v, z)
liegt, mit [v, ], so ist die Zuordnung p : [v, 2] > [z] ¢ X/h(G) unabhingig vom
Reprisentanten und stellt somit eine eindeutige Abbildung von (L x X)x (&)
auf X/h(G) dar. Wie man sieht, ist das folgende Diagramm kommutativ:

Lx X (L X X)jr(®)

* B 7

X X/MG)

Aus der Kommutativitit von Diagramm (*) ergibt sich sofort, dal die
Abbildung p 0 £|L x X — X/h(G) holomorph ist. Da % eine surjektive eigentliche
holomorphe Abbildung darstellt und p eindeutig definiert ist, so mufl die Ab-
bildung p holomorph sein (siche [10], S. 363). Da die Abbildungen %, # und p
offen sind, so mull dasselbe fiir p gelten.

Wir behaupten nun, daf der Quotientenraum [(L x X)/z(G)]}/n¢Ll) zum
Quotientenraum X/k(G) topologisch dquivalent ist. Bezeichnet man die Aqui-
valenzklasse aus [(L x X)/v(G)/n(L), die durch (v, 2) ¢ L x X erzeugt wird,
mit [[v, x]], so ist die Zuordnung ¢: {[v, ]] - [«] ¢ X/h(G) vom Représen-
tanten unabhéngig, wie man leicht nachweist, und stellt somit eine eindeutig
definierte Abbildung von [(L x X)/v(}n(L) auf X/h(G) dar. Die Ein-
deutigkeit der Abbildung ¢ ergibt sich wie folgt: Ist [{v;, #,]] == [[vy, #5]], dann
haben die Teilmengen {(vov,04¢,(k(g))toa):ivel,gcQ}, v=1,2, von
L x X keinen Punkt gemeinsam. Daraus folgt speziell, daB stets (h(g")) 0 =,
= (h(g")) L 0 x, ist, wobei g’ und g’ beliebig aus G genommen sind. Anders aus-
gedriickt bedeutet dies, dall stets gilt: ;4= h{g) 0 a,, ¢ € G. Folglich ist
{21 [=,].

E{L x X)jv(@)— [(L x X)/t(G)n(L) sei die kanonische Projektions-
abbildung. Sie ist stetig und offen. Das folgende Diagramm ist, wie man sofort
sicht, kommutativ:

(L x X)[x(&)

N\
14 k
4o J \:&
(L x XY A)]/n(L) — X/HG)

Da die Abbildungen & und p beide stetig und offen sind und ¢ eineindeutig ab-
bildet, so stellt ¢ eine topologische Abbildung dar.

Damit 148t sich die normale komplexe Struktur von X/h(G) auf den Quo-
tientenraum [(L x X)[t(G))/n(L) von (L x X)[t(G) nach #(L) tbertragen.
Da p eine holomorphe Abbildung darstellt, ist die Projektionsabbildung
k=t"10p|(L x X)[x(G)— [(L x X)tr(3])n(L) per definitionem holomorph.
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L x X)/1(G)— Y sei eine holomorphe Abbildung von (L x X)/7(G)in
einem komplexen Raum Y, die auf den #(L)-dquivalenten Punkten von
(L x X)/z(@) gleiche Werte annimmt. f ist auf den Fasern der Abbildung %
konstant, definiert also in eindeutiger Weise eine Abbildung f* :

=fo kY [(L x X)/t(@n(L)~> Y. Da k eine surjektive offene holomorphe
Abbildung darstellt und f = f* o k gilt, so ist f* ebenfalls eine holomorphe Ab-
bildung {siehe [12], S. 76). Hieraus ergibt sich speziell, da8 jeder 5 (L)-invarian-
ten holomorphen Funktion f auf (L x X)/1(() eine holomorphe Funktion f* auf
L x X)/t{(&)]/ n{L) zugeordnet werden kann, so daB gilt f = f* o k. Die durch &
induzierte Abbildung I*[I([L x X)[t(G)]n(L))— I((L x X}/t(G), n(L)) ge-
geben durch k*: f*— f: = f*o £, ist also ein surjektiver Isomorphismus {siehe
[10], 8. 369). Damit ist Satz 6 bewiesen.

Bevor wir die in der Einleitung angefiihrten Aussagen 1.—3. beweisen,
miissen wir den Begriff des komplexen Raumes etwas verallgemeinern, und
zwar werden wir auf das hausdorffsche Trennungsaxiom verzichten und dafiir
nur das Trennungsaxiom 7', fordern.

Definition 4: Unter einer n-dimensionalen komplexen Karte auf einem
T,-Raum verstehen wir ein Paar (U, ¢), wobei U eine offene zusammenhéngende
Menge in X ist und g eine topologische Abbildung von U auf einen n-dimen-
sionalen komplexen Raum darstellt. Ein pseudo-komplexer Atlas eines 7,-
Raumes X ist dann eine Kollektion A = {(U,, ¢;):4 €I} von komplexen
Karten auf X, wobei gilt: 1. igl Up=X. 2. Ist U,;;:=U; U;= 9, so ist
@it = @;0 o7 @; (U;5) > @;(U;;) eine biholomorphe Abbildung des komplexen
Raumes ¢;(U,;) auf den komplexen Raum ¢, (U,,).

Erfillen zwei Karten (U;, ;) und (Uj, p;) Bedingung 2. von Definition 4,
80 sollen sie holomorph vertriglich genannt werden. Enthilt ein Atlas 2 eines
T,-Raumes jede komplexe Karte (U, ¢), die mit allen komplexen Karten aus 2
holomorph vertraglich ist, dann heiBt 2 ein kompletter pseudokomplexer Atlas
von X oder eine pseudo-komplexe Struktur auf X.

Definition 5: Ein 7,-Raum mit einer pseudo-komplexen Struktur heifit ein
pseudo-komplexer Raum.

Wie auf komplexen Réumen, so lassen sich auch auf pseudo-komplexen
Réumen holomorphe Funktionen einfithren.

Satz 7: Ist X™ eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigheit und L% eine
zusammenhingende q-dimensionale {g > O) komplexe Liesche Automorphismen-
gruppe von X», die den Bedingungen (1E ) und (S LE) geniigt, dann lifit sich dem
Quotientenraum XL? eine (normale) pseudo-komplexe Strulktur aufprigen.
Dabet gelten die Aussagen (@) und (Qy}.

Beweis: X» besitzt einen komplexen Atlas {(S;, 9;) : ¢ € I}, der den Bedin-
gungen 1.—3. von Satz 5 geniigt. Dabei kénnen wir annehmen, dafl die L¢-
Mannigfaltigkeit y,(8;) die Form (L% x s.,)/7,(G(x;)) besitzt, wobei s,, eine zu-
sammenhingende durch einen Punkt ;¢ 8; laufende komplexe Untermannig-
faltigkeit von S, ist. Es gilt #°(s,,) = §; (siche Satz 4).
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Der Quotientenraum X#/L? ist nach Satz 1 von § 1 ein 7;-Raum. Die kano-
nische Projektionsabbildung #|Xn"-> X"/L¢ ist stetig und offen. U,: = #(8,}
stellt daher eine zusammenhé#ngende offene Teilmenge von X*/L? dar, und zwar
ist U, gerade gleich dem Quotienten §,/L<.

Da der durch ¢ ¢ L# kanonisch induzierte holomorphe Automorphismus
7:(0") von ,(8,) = (Lt s,)/7(G (=) der Gleichung 7,(2") 0 p,= p,0 v’ ge-
niigt (siehe Satz 4, Diagramm (3)), so bildet y, die La.Aquivalenzklassen von S,
eineindeutig auf die #,(L9)-Aquivalenzklassen von (L?x 847G ;) ab.
9; induziert also auf natiirliche Weise eine eineindeutige Abbildung
LU~ (L2 X se)|t( G ()] [m: (L2), so daB das folgende Diagramm kommutativ
wird :

8- (I8 X sq)[7(G ()

n Jk‘ \
¥

U, [(L8 X 80w )]/ L8) —> 50/ ()

(15)

Dabei sind k;, ¢, p,; wie in Diagramm (14) definiert.

Da o, eine topologische Abbildung ist und s und k; stetige offene Abbil-
dungen darstellen, so ist #; ebenfalls topologisch. Wir behaupten hun, daB
{(Us, ;)1 €I} mit @;: =t,0%; ein pseudo-komplexer Atlas von X7/L? ist.
@; bildet die zusammenhéngende offene Teilmenge U; von X*/L4 per defini-
tionem topologisch auf den (n — g)-dimensionalen (normalen) komplexen Raum
Sq/G () ab. (U,, @,) stellt somit eine komplexe Karte auf dem 7';-Raum X"/L?
dar. Wir haben zu zeigen, da8 {(U;, ¢;) : i € I} den Bedingungen 1. und 2. von
Definition 4 geniigt. Ad 1. sieht man sofort, daB i"é’l U,= X"/L7igt. Ad 2. iiber-
legt man sich, daB8 die Abbildung ¢;;: = @;0 ¢7{g;(U;;) - @, (U,;), falls
U,;: = U;n U;= 0 ist, auch folgendermaBen geschrieben werden kann:

@i;= ;0 ¢gi'=(g;0om o (w10 ¢;iY) = (@;0 @) (g;0w)™' = x;0 x5!

mit y,: = p;0 ;. Hieraus ergibt sich die Gleichung:

(16) Xi= @450 %5 -

Da y; und y; holomorphe Abbildungen von 8, ~ 8; auf ¢, (U;;) bzw. ¢;(U;y)
darstellen und die Abbildung ¢,; von ¢;(U,;) auf ¢,(U,,) topologisch ist, so ist
@;; sogar holomorph (siehe [12], 8. 74).

Der pseudo-komplexe Atlas {(U,, ¢;): ¢ ¢ I} von X#/L7 1a8t sich komplet-
tieren zu einer pseudo-komplexen Struktur auf X»/L?. Die Giltigkeit der Aus.
sagen () und (@,) ergibt sich sofort aus den entsprechenden Aussagen iiber
Le-Mannigfaltigkeiten (siehe Satz 6).

Verschérfen wir die Voraussetzungen von Satz 7 und fordern, daB die Gruppe
L4 den Bedingungen (IE) und (LE) geniigt, so konnen wir zunichst wie beim
Beweis von Satz 7 schlieflen, dafl der Quotientenraum X%/L? eine (normale)
pseudo-komplexe Struktur besitzt. Nach Satz 2, § 1, wissen wir aber, dal X»/L?
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hausdorffach ist; somit ist X7/L? ein (normaler) komplexer Raum. Es gilt der
folgende Satz:

Satz 8: Ist X* eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigheit und L9 eine
g-dimensionale (g > O) zusammenhingende komplexe Liesche Automorphismen-
gruppe von X*, die den Bedingungen (IE) und (LE) gewiigt, dann besitzt der
Quotientenraum X IR eine (normale) komplexe Struktur, so daff die Aussagen
(@) und (Qy) gelten.

Geniigt L2 sogar der stirkeren Bedingung (E) statt (LE), so gilt zusitzlich,
daf} die kanonische Projektionsabbildung st X "> X»/L2 eigentlich ist.

Der zweite Teil von Satz 8 ergibt sich sofort aus Satz 3, § 1.

Die Séatze 7 und 8 konnen nun benutzt werden, um weitere Abbildungssitze
zu gewinnen, die in gewisser Hingicht Verallgemeinerungen des Cartanschen
Abbildungssatzes darstellen (siehe [1] und [3]). Dabei wollen wir unsere Unter-
suchungen auf solche komplexe Mannigfaltigkeiten beschranken, die komplexe
Liesche Automorphismengruppen besitzen, die auf den Mannigfaltigkeiten
echt operieren.

Definition 6: Eine Gruppe ¢ von Homéomorphismen eines topologischen
Raumes X auf sich operiert echt auf X, wenn alle Isotropiegruppen G(z), z ¢ X,
aus der Identitit allein bestehen.

Es gilt der folgende Satz:

Satz 9: Ist X* eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigheit und L2 eine
zusammenhingende q-dimensionale komplexe Liesche Automorphismengruppe
von X*, die auf X" echt operiert und der Bedingung (SLE) geniigt, dann ist X»
holomorph dquivalent zu einem pseudo-komplex-analytischen Prinzipalfaserbiindel
diber der Basis Xn|L® mit L9 als typischer Faser und Strukturgruppe.

Wir benutzen folgende Definition eines komplex- (bzw. pseudo-komplex-)
analytischen Faserbiindels (siehe {8], S. 431.):

Definition 7: Ein komplexer Raum X mit einer holomorphen Projektions-
abbildung 7z von X auf einen komplexen (bzw. pseudo-komplexen) Raum ¥ heifit
ein komplex- {(bzw. pseudo-komplex-) analytisches Faserbiindel iiber ¥ mit ¥
als typischer Faser und @ als Strukturgruppe, wenn folgendes gilt:

1. Fist ein komplexer Raum und & eine komplexe Liesche Automorphismen-
gruppe von F, die auf F effektiv operiert (siehe [8], S. 43).

2. Y besitzt eine Uberdeckang U = {U,: i ¢ I} von offenen Mengen und es
gibt biholomorphe Abbildungen &; von z~1(U,) auf F x U, die fiir jedes w ¢ U;
die Faser 7—1(u) (der Projektion x) auf F x u abbilden.

3. Zu jedem Paar ¢,j ¢ I mit U;;:= U, NU; =0 gibt es g,;€ I'(U,;, 4.},
so dal die Abbildung h;;: = h;0 hyUF x U;;— F x U;; die Form (f, u)—>
~ (g5 (u) O f, u) besitzt. Dabei ist I'(U,;, G,) gleich der Gruppe der holo-
morphen Abbildungen von Uy, in G.

Beweis von Satz 9: Fiir X* mit der kanonischen holomorphen Projektions-
abbildung 7 von X* auf den pseudo-komplexen Raum X%/L? sind die Bedin-
gungen 1—3 nachzuweisen.
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Bedingung 1 ist per definitionem erfiillt, da L? eine komplexe Liesche Auto-
phorismengruppe darstellt, die durch Linkstranslation effektiv auf sich selbst
operiert.

Ad 2 machen wir jetzt von den Siitzen 4, 5 und 7 Gebrauch. Danach besitzt
X einen Atlas {(8;, v;):¢ €I}, wobei u,(S,) eine L%Mannigfaltigkeit
(L7 x 8p)[r:(G(2,)) darstellt und s,, eine durch einen Punkt #; € s; laufende kom-
plexe Untermannigfaltigkeit von 8; ist. Da L9 echt auf X* operiert, so besteht
G (x;) und damit auch v,(G(x;)) stets aus der Identitit allein; d. h. ¢,(S,)
= Ly s,

Der Quotientenraum X#/L? besitzt einen pseudo-komplexen Atlas
{(Us;, @,) 14 € I} (siehe Beweis zu Satz 7), wobei #~1(U,) = 8, und ¢, (U,) = s,
ist. Die Abbildung ¢,|U;~ s,, induziert eine biholomorphe Abbildung
@i L8 x 8, L2 x U;, wenn wir @;: (v, ) - (f, ) : = (v, g7 1(«)) definieren.
hii = ¢;0 vy, stellt damit fir jedes ¢ ¢ I eine biholomorphe Abbildung von
8;=m~1{U,;) auf L x U, dar. U:={U,: 4 € I} ist per definitionem eine offene
Uberdeckung von X#/L¢. Zu Punkt 2. bleibt also nur noch zu zeigen, daB fiir
jedes u ¢ U, die Faser n~1{u) der Projektion m durch &, auf L2 x u abgebildet
wird. u € U, 1aBt sich schreiben als u = ¢71(x), & € s, Da 771 (u) gleich der
beziiglich L% saturierten Hiille 5 (z) von z ist, so ist per defipitionem
(1 (u)) = L« x x und damit auch k(71 (u)) = LI x u.

Ad 3 haben wir die Abbildung k,;: = kAt von L?x U, auf sich zu unter-
suchen. Wir wollen zuniichst zeigen, dafl die Abbildung y;;: = 9,0 ;! von
v (8;n 8;) = Lix s§) auf ,(8;n 8;) = L2 x 8§ sich folgendermafen schrei-
ben 1iBt:

17) Yi; (v, 20) > (v, 2) : = (v(j) 0 §;;(29), (pij(x(j))) .

§i; stellt hier eine holomorphe Abbildung von s{: = s, N §; in L2 dar. Sie ist
definiert durch die Zuordnung: z®— @ o y,, (id, ¥}, wobei @ : (v, ) > v die
kanonische Projektion von L% s,, auf L7 darstellt und id gleich der Identitat
von L9 ist. Zum Beweis von Gleichung (17) hat man sich zunéchst zu tiberlegen,
daB Gleichung (16) auch folgendermaflen geschrieben werden kann:

(18) P:O Y= ;0 Py,

wobei @;;: = @;0 gj! ist und p; die kanonische Projektionsabbildung von
Lix s, auf s,, darstellt. AuBerdem besitzen jetzt die durch v’ ¢ L? kanonisch
induzierten holomorphen Automorphismen n,(v') von L?x g, die einfache
Form: n,(v"): (v, ) > (v’ 0 v, ). Unter Benutzung der Gleichungen (13) und
(18) ergibt sich nun:

P (09, 29) = p;;0 7;(vD) © (id, 29) = 9, (v?) 0 y;;(id, 29)
= (v¥ o [0 o y,;(id, M)], p,0 y;,(id, z0))
= (1;(5) o g‘“(x(f)), @50 P;0 (ld, x(f))) = ('v(f)o g““(x(i)), 99“(;3(1‘))) .
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Mit Hilfe von Gleichung (17) erhilt man jetzt:

hyjo (f, w) = (@0 pi) o (yito @Y} o (f, u) = §,0 w0 ¢}, w)
= @;0 yi; (I, @ () = ¢ (f_lo Ges (@i (), @150 @ (“))
== ([gﬁ(%(u))}_lO f, g7to @50 %(u)) =(g;(w) 0 f,u),

wobei g;;: u— [§;;(¢;(#))]"* eine holomorphe Abbildung von U,; in L¢ ist;
d. h.g,; e (U, L), q.e. d.

Ersetzen wir in Satz 9 die Bedingung (SLE) fiir die Gruppe L7 durch die
starkere Forderung (LE), so gilt:

Satz 10: Ist Xn eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigheit und L eine
zusammenhiingende g-dimensionale komplexe Liesche Automorphismengruppe von
Xn, die auf X™ echt operiert und der Bedingung (LE) geniigt, dann ist X, holo-
morph dquivalent zu einem komplex-analytischen Prinzipalfaserbiindel tiber dem
Quotientenraum X/ L2 als Basis mit L2 als typischer Faser und Strukturgruppe.

Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 8, wonach X"/L? unter den Voraus-
setzungen von Satz 10 nicht nur ein pseudo-komplexer, sondern sogar ein
komplexer Raum ist.
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