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Zur Theorie
des Diamagnetismus von Leitungselektronen.
Von R, Peierls in Rom.

(Eingegangen am 8. Deiember 1932.)

Bs wird untersucht, wann sich in der Quantenstatistik die freie Energie ohne

Kenntnis der stationdren Zusténde des Systems berechnen 1a8t. Mit den hierbei

entwickelten Methoden wird die diamagnetische Suszeptibilitit von freien

Elektronen, ibre Beeinflussung durch die ZusammenstéBe und das magnetische

Verhalten gebundener Elektronen untersucht. Es wird festgestellt, bis zu welchen
Feldstirken die Suszeptibilitat feldunabhingig ist.

1. Problemstellung. Bekanntlich setzt sich das magnetische Moment,
das durch ein magnetisches Feld in einer Gesamtheit von Elektronen indu-
ziert wird, aus zwei Bestandteilen zusammen: Das Magnetfeld richtet erstens
die Spine der Elektronen parallel, und lenkt zweitens die Elektronen aus
ihrer geradlinigen Bahnbewegung ab. Fuar Leitungselektronen kann man
in nichtrelativistischer Naherung und in nicht zu starken magnetischen
Feldern beide Effekte getrennt behandeln.

Der erste Effekt, der die Richtung eines Paramagnetismus hat, wurde
fir freie Elektronen von Paulil) behandelt, Bloch?) zeigte dann, daf das
Verhalten von Elektronen in einem periodischen Potentialfeld sich quali-
tativ nicht von dem freier Elektronen unterscheidet.

Der EinfluB eines Magnetfeldes auf die Bahnbewegung eines Fermi-
gases von freien HElektronen wurde zuerst von Landau?®) studiert. Die
vorliegende Untersuchung ist eine Erweiterung dieser Landauschen
Theorie. Eine solche Erweiterung schien aus folgenden Grinden wimnschens-
wert: Bei Landau ergab sich der Diamagnetismus als direkte Folge davon,
daf die Energie eines Elektrons im magnetischen Feld von einer diskreten
Quantenzahl abhingt, d.h. daf die zugehorige klassische Bahn — oder
genauer ihre Projektion senkrecht zum Feld — periodisch ist. Dies trifft
jedoch fiur die Bewegung von Elektronen im Gitter nicht mehr in so ein-
facher Form zu, man wiirde also damit zu rechnen haben, daf Elektronen
in einem periodischen Potentialfeld ein qualifativ anderes magnetisches
Verhalten zeigen. Um diese Frage mit einer der Liandauschen analogen
Methode zu entscheiden, miiite man die stationéren Zustinde eines Elektrons’

) W. Pauli, ZS. f. Phys. 41, 81, 1927.
2) F. Bloch, ebenda 53, 216, 1929,
%) L. Landau, ebenda 64, 629, 1930.
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im Gitter und Magnetfeld kennen. Diese Aufgabe fithrt auf zwar durch-
fithrbare, aber sehr verwickelte Rechnungen. Man méchte also gern eine
Methode haben, um die Suszeptibilitit ohne Kenntnis der stationiren
Zustande zu berechnen.

AuBerdem kommt hinzu, daf die Periodizitat der Bahn bereits verloren-
geht, wenn die Elektronen durch irgendwelche unregelmiBige Stérungen
aus ithrer Bahn abgelenkt werden. Solche Stérungen sind aber im Metall
wirklich vorhanden, wie wir aus dem elektrischen Widerstand wissen;
sie rithren von der thermischen Bewegung der Ionen und von den Ver-
unreinigungen und Storstellen des Gitters her. Die Bewegung kann noch
néherungsweise als periodisch beschrieben werden, wenn die freie Weglénge
viel groBer ist als der Bahnradius, dagegen hat sie keine Ahnlichkeit mehr
damit, wenn der umgekehrte Fall vorliegt. Da aber der Bahnradius bei
fester Energie proportional H-1 ist, so wiirde man erwarten, dafl die Formel
von Landau zwar in starken Feldern gilt, nicht dagegen in schwachen
Feldern!). Mit anderen Worten: Man sollte eine Feldabhingigkeit der
Suszeptibilitat erwarten, die etwa bei den Feldstarken anfingt, bei denen
auch das quadratische Gesetz der magnetischen Widerstandsinderung
aufhort, giltig zu sein2). Da aber empirisch eine solche Abweichung nicht
auftritt — auBer gewissen Anomalien bei Wismut, die, wie wir sehen werden,
auf andere Ursachen zuriickzufithren sind —, so muB man schlieBen, daB
es in Wirklichkeit gar nicht darauf ankommt, ob sich die stationdren Zu-
stinde wirklich ausbilden konnen oder nicht. Dann mufBl es aber auch
moglich sein, die Suszeptibilitdt ohne explizite Benutzung der stationiren
Zustande zu berechnen.

Die Auffindung des geeigneten Ansatzes wird sehr erleichtert, wenn
man sich die Analogie mit der entsprechenden klassischen Rechnung vor
Augen hilt. Wir wollen uns daher zundchst an einige Eigenschaften des
klassischen Zustandsintegrals erinnern.

2. Uber das Zustandsintegral in der klassischen Theorie. Bekanntlich

ist klassisch die freie Energie:
F=—F§kTlog8, o)

worin S das Zustandsintegral

S=j...jf(E)dp...dq... @

1) L. Landau, l.c. 8. 636.
2} P. Kapitza, Proc. Roy. Soe. London (A) 115, 6568, 1927; 123, 292, 1929;
R. Peierls, Leipziger Vortriage 1930, 8. 75.
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erstreckt iiber den Phasenraum, und f (E) die Boltzmannsche Funktion
E
f(B)=e #T (8)
ist. Insbesondere dndert sich f nur dann merklich, wenn die Energie E
sich um Betrige der GroBenordnung k7T indert. Hieraus entnimmt man
sofort eine wichtige Tatsache:
Besteht die Energiefunktion aus zwei Teilen:

E=U+V;

wovon V fiir die in Betracht kommenden Teile des Phagsenraumes klein
gegen kT ist, so kann man f (U -+ V) nach Taylor entwickeln und erhilt
entsprechend :

F=F,(1+4,+4,+ ),

wobei in der Klammer jedes Glied relativ zum vorhergehenden héchstens
die Ordnung V/kT hat.
Insbesondere folgt hieraus fiir den Fall, dafl man 2wei kleine Storungen
in der Energie hinzufiigh:
E=U+4+V+W,

daB die ersten wirklich auftretenden Korrektionsglieder in der freien Energie
sich additiv aus den Beitrdgen von U und V einzeln zusammensetzen.
Fir die hoheren Glieder der Entwicklung trifft dies natiirlich nicht mehr zu,
aber man trifft auch dort nur Glieder vom Typus

Vm Wn/(k T)m +n

an, Insbesondere spielt hier also der Fall, wo V und W von der gleichen
GroBenordnung werden, keine augezeichnete Rolle.

In der klassischen Theorie wird man daher eine Moglichkeit, wie wir
sie im vorigen Abschnitt als denkbar erkannten, sofort ausschlieBen kinnen.
Wirde nédmlich eine derartige Abhingigkeit der Suszeptibilitit von der
Feldstirke vorliegen, die bei schwicherwerdenden StéBen (wachsender
freier Weglinge) zu immer kleineren Feldstirken riickt, so miite in der
Entwicklung der freien Energie unbedingt ein Glied mit dem Verhéltnis
der beiden Stérungsenergien auftreten.

Wir bemerken noch eine weitere bequeme Figenschaft des Ausdrucks (2) :
Besteht die Energie wiederum aus zwei Teilen, iiber deren GroBenordnung
wir jedoch jetzt nichts voraussagen wollen, so zerfillt offenbar f in ein
Produkt. Im allgemeinen folgt hieraus jedoch noch nicht, daf S in ein
Produkt zerfillt. Das ist vielmehr nur dann der Fall, wenn die beiden
Bestandteile statistisch unabhingig sind, d. h. wenn der Mittelwert jeder

Zeitsehrift fiir Physik. Bd. 80. 50
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Funktion von V bei festgehaltenem U, d.h. gemittelt iiber die Fliche
U = const, denselben Wert hat, wie der Mittelwert tiber den ganzen Phasen-
raum. Das gilt z. B., wenn U nur von den Koordinaten, ¥V nur von den
Impulsen abhéngt. In diesem Fall kann man das Integral in mehrere
Integrale geringerer Dimensionszahl zerlegen und die Berechnung erheblich
vereinfachen.

Im folgenden wollen wir zeigen, dafl zu diesen bekannten Sitzen
der klagsischen Statistik Analoga in der Quantenmechanik existieren,
mit deren Hilfe wir in der Lage sein werden, das im ersten Absehnitt ge-
gtellte Programm zu erfiillen.

Bei der Ableitung dieser Satze fir die Quantentheorie stéft man
jedoch auf eine Reihe von Schwierigkeiten, die folgende Ursachen haben:
1. hat die quantenmechanische Nichtvertauschbarkeit der verschiedenen
Bestandteile des Energieoperators zur Folge, da man nicht so einfach
wie in der klassischen Theorie operieren kann; 2. handelt es sich in der
Quantenmechanik nicht um die Verteilungsfunktion (3), sondern — im
Fall von Elektronen — um die Fermische Verteilungsfunktion, was eine
Reihe von mathematischen Komplikationen zur Folge hat; 8. ist in unserem
Fall eines magnetischen Feldes als Storung keine Zerlegung des Energie-
operators in einen von H unabhingigen und einen als kleine Storung be-
handelbaren Anteil mdoglich.

Diese drei Schwierigkeiten machen drei verschiedene Kunstgriffe
erforderlich, die wir im Interesse der Ubersichtlichkeit getrennt einfithren
wollen. Wir behandeln daher zundchst den Fall, wo das Elektronengas
noch nicht entartet ist [d. h. wo man mit der Funktion (8) operieren darf]
und denken noch nicht an die speziellen Eigenschaften unseres magnetischen
Problems.

3. Uber die Auswertung der Zustandsswmme fiir Boltzmannstatistik.
In der Quantenmechanik ist bekanntlich das Integral (2) durch eine Summe
zu ersetzen, die man in der folgenden Form schreiben kannl):

E

s = o), @

m
E

Hierin ist unter E der Operator der Energie zu verstehen. Der Operatore %7

E
wird hieraus durch die Potenzreihenentwicklung definiert. (e— k—f’)mm
bedeutet das Diagonalelement dieses Operators bezuglich eines beliebig
gewahlten Matrizenschemas. Die Rechtfertigung fiir den Ansatz (4) ergibt

1) J.v. Neumann, Gottinger Nachr. 1927, S. 273,
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sich daraus, daB die Summe der Diagonalelemente einer Matrix invariant
gegen Berithrungstransformationen

A—=T24T

ist, und daBl man durch eine geeignete derartige Transformation erreichen
kann, daB E Diagonalform annimmt, so dafl (4) speziell die Form annimmt:
E;

S = 26~ﬁ, (4a)

worin iiber alle Figenwerte der Energie mit der zugehorigen Vielfachheit
zu summieren (bzw. zu integrieren) ist. (4a) ist aber die gewShnliche Form
der Zustandssumme.
Die Energie soll nun wieder aus zwei Teilen bestehen:

E=U+YV, (5)
wobei die Figenwerte von U bekannt sind und ¥ als klein behandelt werden
kann. Dann ist zundchst der trivialste Fall der, dafl fiir die Berechnung
der Eigenwerte von E aus denen von U die quantenmechanische Stérungs-
rechnung zulissig ist. Das ist bekanntlich der Fall, wenn die Matrix-
elemente von V (beziiglich der Eigenfunktionen von U) kleiner sind als die
Differenzen der zugehtrigen Eigenwerte von U. In diesem Falle werden
bekanntlich die Eigenwerte von E:

Vi [*

=U, 1L V,, ! L4 ...
Et U1+ Ili+ Ek Uf;“—l—]k (6)

Der Strich am Summenzeichen bedeutet, daf k = ¢ fortzulassen ist. Die
Eigenwerte von U sind der Einfachheit halber als einfach vorausgesetzt.
Fir die Resultate spielt dies jedoch keine Rolle.

Aus (6) ergibt sich die Zustandssumme in der Form (4a) bis zur zweiten
Néherung:

Ui r Vie  1(Vi)? 1 v | Virl?
s=Sr [l bt S bt ]
1

U; .

- V”' 1(V“)2 1 l—e kT
— ETj—— 2t W T PR b . N
e [1 Ty L s iy ]‘7)

Formel (7) zeigt nun, dal die Stérung, die das Hinzufiigen von V in der
Zustandssumme hervorruft, hochstens von der GréBenordnung V/ET ist.
Denn die Funktion

=z
1—e *7T

50%*
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ist fir alle Werte von z > 0 positiv und immer kleiner als 1/£T, so daB
das vierte Glied in der Klammer kleiner wird als
1 s (P
(kT)24-4¥ zkl kT)E’
d. b. relativ zum zweiten von der Ordnung V/kT.
Wir vermuten daher, daf die Formel (7) weiter reicht als die Voraus-
setzungen, unter denen sie abgeleitet wurde; daB sie insbesondere immer
dann richtig sein wird, wenn

VLET, {8
obwohl die Formel (6) fur die Energiewerte dann im allgemeinen keineswegs
mehr richtig ist.

Um dies zu verifizieren, geht man am besten so vor, daB man die Potenz-
reihe fir den Ausdruok (4) betrachtet:

o 1 u .

(¢ F ) S S () 10+ 7. ®
1

In dem Ausdruck (U + V)* haben wir zu beachten, da U und ¥ nicht ver-

tauschbar sind. Speziell in dem Matrixschema, in dem U diagonal ist, wird

(T+7)"); U“+EU“ Oy T 20 Vo ULV, U P20 10)
«p

Es folgen Glieder, dle hohere Potenzen von V enthalten. Der Ausdruck (10)
ist nun durch u! zu dividieren und iiber p zu summieren.

Wann ist es nun hierbei erlaubt, die Reihenfolge der Summation zu &ndern,
und zuerst alle von V unabhingigen Glieder zu summieren, dann die in V
linearen usw.? Hierzu ist erforderlich, daB alle auftretenden Summen gleich-
mibig konvergieren. Inshesondere muB also erstens die Summe (9) — bei
festem 4 — konvergieren, zweitens mulB diejenige Teilsumme, die nur eine be-
stimmte Potenz von V enthilt, gleichm#Big konvergieren, und schlieBlich
soll die Summe aller dieser Teilsummen endlich sein.

Die beiden ersten Bedingungen sind allgemein erfiillt!) und folgen aus der
guten Konvergenz der Potenzreihe fiir die Exponentialfunktion. Wir kommen
somit zu dem SchluB: Die Abinderung der Reihenfolge bei der Summation (9)
ist erlaubt, wenn das so entstehende Resultat konvergiert.

Dann konnen wir die Zustandssumme in der folgenden Form schreiben:

Uz‘

5_23 {144, Vi + 2> By |V P+ 2 Corr Vir Via Vi + -1 (A1)
%

wobei dle Koetfizienten 4, B, C, ... durch Sulnma,tlon der in (10) auftretenden
Glieder zu bestimmen sind. Diese Sumimation explizit auszufiithren, kann man
sich jedoch sparen, wenn man bemerkt, daB (11) um so besser konvergiert,
je kleiner V ist. Der Ausdruck (11) konvergiert daher sicher dann, wenn V so
klein ist, daB die Stérungsrechnung erlaubt ist. In diesem Fall miissen also (7)
und (11) identisch werden. Da aber die Koeffizienten 4, B, C, . .. von V unab-
hingig sind, so ist (11) iiberhaupt mit (7) identisch.

1) Sofern der Operator V gewissen sehr allgemeinen Anforderungen geniigt.
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(7) ist also immer dann richtig, wenn die darin auftretende Reihe
konvergiert. Das ist sicher der Fall, wenn (8) gilt. In vielen Fillen reicht
die Konvergenz jedoch noch weit tiber die Grenze (8) hinaus.

Dieses Resultat ist vollig analog zu dem ersten im vorigen Abschnitt
erwihnten Satz der klassischen Statistik. Auch zu dem zweiten Satz
laBt sich ein Analogon finden, allerdings nur unter starker Finschrinkung
seiner Allgemeinheis.

Wir betrachten wieder eine Energie, die aus zwel Summanden U und V
besteht, von denen keiner klein ist. U und V sollen statistisch unabhingig
sein, d. h. die Diagonalelemente einer beliebigen Funktion von ¥V bezogen
auf die Eigenfunktionen von U sollen simtlich gleich sein.

Das ist immer dann der Fall, wenn U eine Funktion einer Variablen u,
V Funktion einer anderen v ist, und der Ausdruck:

0 = uv—ou

ein (notwendig rein imaginires) Multiplum der Einheitsmatrix ist. Z. B.
gilt das, wenn U eine Funktion der Impulse, V eine Funktion der Ko-
ordinaten ist.

Dann ist némlich die Transformationsfunktion, die die auf u bezogene
Matrix von V diagonal macht, von der Form
wv
el
Folglich wird das Diagonalelement

Uy v

Viw = 2 e I V (v) e’ = 2 ¥V (v), (12)

wobei tber alle Eigenwerte von v zu summieren bzw. zu integrieren ist. Das
Resultat ist in der Tat unabhingig von u.

Die Eigenschaft der statistischen Unabhéngigkeit hat jedoch im Gegen-
satz zur klassischen Theorie im allgemeinen noch nicht zur Folge, daB die
Zustandssmme in ein Produkt zerfillt. Vielmehr wird der folgende Aus-

druck ein Produkt:
U v

5 = 2((167 . ﬁ) . (13)
Betrachten wir diese Summe némlich in dem Schema, wo U diagonal

ist, so wird sie:
b, _ ¥

S = 26—ﬁ<e-kT> .

7
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Der zweite Faktor ist aber nach Voraussetzung unabhingig von 1
und kann daher vor die Summe gezogen werden; unter Benutzung von (12)
bekommen wir schlieBlich:

= 0
-z w

worin 1 alle Eigenwerte von U, 4 alle die von V durchlauft.

Fiir nicht vertauschbare Grofen U, ¥ ist jedoch (18) michi mit (4)
identisch, weil die Formel b — Ath (15)
tir nicht vertauschbare Grofen nicht gilt. Unter gewissen Umstéinden
kann jedoch der Unterschied zwischen S und S’ klein werden, wenn nimlich
U und V fast vertauschbar sind. Was hierunter zu verstehen ist, werden
wir spater prizisieren, vorldufig bemerken wir, daB U und V sicher dann
als fast vertauschbar behandelt werden konnen, wenn

£ .
wrp <1 (16)

gilt, mit der Bezeichnung
e=[U,V]=UV—VU. (17)

Es entsteht also die Aufgabe, die Differenz S — S’ fiir kleine ¢ zu berechnen.
Wir gehen bis zu den Gliedern mit &2 und miissen dann in derselben Niherung
noch Ausdriicke beriicksichtigen, die linear in

a=[U¢el=Us—eU, f=[V,el=Ve—eV (18)
sind.
Nach (4) ist
1 1 \u v 1 1\«

Wir betrachten nun den Ausdruck f, und versuchen, in ihm die Faktoren so
umzugruppieren, dafl jeweils U vor ¥V steht. In
o= (U+ VW =UU+VRE—t+V U+ Vp—1

ist das erste Glied schon ,,besser als das zweite, in dem V ganz links steht.
Wir fangen damit an, da8 wir im zweiten Glied V iiber die anderen Faktoren
(U + V) hinwegschieben. Dabei kommt jedesmal an Stelle eines solchen Faktors
das ,,Vertauschungsglied* &:

fu=UUF VR4 (U4 VE-IV - g, , (20)
WO

Puy = XU+ VN (U VY270 21
0

Mit den beiden ersten Gliedern von (20) wiederholen wir nun dieselbe Operation
und erhalten schlieBlich:

=S or+22() T e
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In (21) bringen wir noch £ nach links, wobei noch die Ausdriicke (18) auftreten,
die jedoch schon klein von zweiter Ordnung sind. In der angegebenen Niherung
wird daher:

P, = 2 (U4 V)k+2(a+ﬂ) U+ VY = (k+1)e (UL T

+ (k+1)(a+ﬂ)(U+ VL

Auf den hierin auftretenden Ausdruck (U + V)* wenden wir nun noch einmal
die Formel (22) an, wobei wir jedoch die ¢, durch ihre erste Néherung ersetzen
konnen, Auflerdem beachten wir, dafl man in allen mit s2, « oder § multiplizierten
Gliedern die Reihenfolge von U und V beliebig verindern darf:

g, = a(k+1)2< )U(’ Vk—@+(k+1)(a+ﬂ)(U—f- VyE-1
e (ke 1)( ) 4+

Gehen wir hiermit zu (22) zuriick, so kommt:

o CLE LR

(a-rﬂ)(U-l-V)u—sE('u - 1)+e2(U+V)“‘42(,u—/—1)< i %)

_2'_2) e V,u.-).-g~2 V}.-v

Im zweiten Glied miissen wir &, um es ganz nach links zu bringen, noch iiber
y Faktoren U hinwegschieben, so dafl wir noch ein Zusatzglied mit v« bekommen :

UERESS (’;) 74 Cld
_CS() (R e s a (G s e e et a5 (TR @9)

., 1 1 \# .
Multiplizieren wir (23) mit ;(— lﬁ) und summieren iiber p, so kommt:

U+ v U i vov U+ V + v
TRT _ kT, kT f  TEP,ET T kr (2ath) T
2(kT)? STy 6k T)s
oder
UtV vov Ut v U+t U1
o kT _ kT, RT _ __° e__ET_:Q_e_ kT _22+6 TTET
TR T) 8k T T

Um die Symmetrie in U und V deutlicher zu machen, bilden wir aus dieser
Gleichung und der durch Vertauschen von U und V entstehenden das Mittel:

_u+y L _r _r _u & «-f 7 -
KT __g kTg kT_-g ¥lg ¥7_|__ % %P ET | (s
e 3¢ e 5¢ e [ 8 (kT 12(kT)3]e {24)
Die Diagonalsumme des Ausdrucks (24) ergibt gerade die Differenz
zwischen der zu berechnenden Zustandssumme und dem leichter zu be-
handelnden Ausdruck (14).
{(24) ist im allgemeinen ebenfalls ohne Schwierigkeiten auswertbar,
da in den darin vorkommenden Faktoren U und V als vertauschbar be-

U+
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handelt werden konnenl). Man sieht, dafl (24) dann eine kleine Korrektur
ist, wenn der Ausdruck (16) klein ist, ferner sieht man auch leicht, daf die
Reihe, deren erstes Glied (24) ist, konvergiert, wenn (16) erfullt ist.

Die Analogie zu dem erwiahnten klassischen Theorem besteht also hier
in folgendem: Wenn U und ¥ statistiseh unabhingig sind, und auBerdem
im Sinne von (16) fast vertauschbar, so beherrscht man die Zustandssumme
schon, wenn man die Bigenwerte von U und V einzeln kennt.

4. Fermastatisitk. Wie sind nun die Betrachtungen des vorigen Para-
graphen zu modifizieren, wenn die Teilchendichte so grof wird, daB man
die Fermische Funktion an Stelle der Boltzmannschen zu setzen, d. h. an
Stelle von (1) und (4) die Gleichungen zu benutzen hat?):

Ey~E
F—NE,+ [ B ) ——kTlog(1+657) (@)

und
oF . 1 R .
0“5@]—1‘“2(—7—70)' (26)
e BT/
Hierbei erhebt sich zunichst die Frage nach der Definition der Matrix f (E).
Sie soll in dem speziellen Matrixsystem, in dem E diagonal ist, die Form
haben:

[ (B))is = 1 (By)- (25a)

Dieser Ausdruck 148t sich jedoch auf ein beliebiges anderes Matrixschema
nicht durch Potenzreihenentwicklung von f verallgemeinern, weil f in dem
uns interessierenden Gebiet gar micht in eine Potenzreihe entwickelbar
ist. Dagegen 148t sich f in ein iiberall konvergentes Fourierintegral zerlegen:

f(B) = j a(A) e Ed ], @7

Da die Funktion f und ihre Ableitungen nur dann merklich variieren,
wenn sich E um kT dndert, so werden in (27) nur diejenigen « (1) eine Rolle
spielen, fir die ungefihr

1
kT

A

(28)

ist.

1) Die hier angegebene Methode wurde unabhéngig auch von B. Wigner,
Phys. Rev. 40, 749, 1932 fir den Fall U = Eyy,, V = Epe. und mit einem
etwas anderen Berechnungsverfabren angegeben.

2) Vgl. W. Pauli, Z8. f. Phys. 41, 81, 1927. Die Rechnungen fiir den Fall
der Bosestatistik, die wir in den Anwendungen nicht benstigen werden, sind
so analog, daf wir sie wohl nicht explizit anzugeben brauchen.
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Wie steht es nun mit den beiden Satzen des vorigen Abschnitts in
diesem Fall? Durch ,naive” Anwendung der Storungsrechnung erhilt
man hier die zu (7) analoge Formel: '

B = lZf(Ui) + 2 Vil (U)

7
2 ’

+ 2wy ¢ g Rivapl G
Genau wie in (7) machen hier die Korrektionsglieder sicher wenig aus,
wenn die Bedingung (8) erfillt ist. (29) konvergiert sogar im allgemeinen
noch erheblich besser. Um nun die Anwendbarkeit von (29) zu rechtfertigen,
wenn das Storungsverfahren fir die Bigenwerte unzuldssig wird, miissen
wir in zwei Schritten vorgehen: Frstens miissen wir zeigen, dafl die fr
jedes Glied von (27) einzeln aus der Storungsrechnung erhaltene Reihe

E(GU'E)}C;C — EeilUk+Ekailei1L»k

+E( ka ML’C-{'—ILEE |.V l2 i1 Ty, 1—811(51—(]/»)

~7T,—og, T {80)

konvergiert, und zweitens, daB man sie gliedweise iiber A integrieren darf.
Die Giltigkeitsgrenze von (30) konnte man durch dieselbe Rechnung be-
weisen wie (7), denn (7) und (80) unterscheiden sich nur dadurch, daB der
Exponent im einen Fall reell, im anderen imaginir ist.

Man kann sich aber hier durch einen Kunstgriff jede Rechnung er-
sparen, indem man bemerkt, daB der Operator

Bz‘).E

gerade die Bigenschaft hat, die Wellenfunktion zur Zeit ¢ in die zur Zeit
h

t + l <7L = n) aberzufithren?). Ein bestimmtes Diagonalelement liefert

also dle Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Teilchen, das sich zur Zeit ¢

in einem r stimmten Zustand beziiglich U befand, zur Zeit ¢ 4 l). noch
in demselben Zustand ist. h

Die Anwendbarkeit der Entwicklung nach ¥V auf diesen Ausdruck
bedeutet also hier, daB es zulassig ist, das zeitabhéingige Stérungsverfahren?)
anzuwenden, um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen.

') Dies wurde in diesem Zusarmmenhang zuerst von F.Bloch, ZS. f.
Phys. 74, 295, 1932 bemerkt.
%) Vgl. z. B. P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 112, 661, 1926.
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1 . .
Das ist aber offenbar dann der Fall, wenn die Zeit -— A kleiner ist als

L I3
die mittlere Lobensdauer 7 eines beziiglich U stationéren Zustandes unter
‘der Wirkung der Storung V. (Diese Lebensdauer ist in erster Niherung
wirklich proportional zu |1/V[?). Wegen (28) besagt dies, dal

h%<kT (31)

sein soll. Dann konvergiert also die Reihe (80). Damit (29) erlaubt ist,
ist also erstens notwendig, daB die Reihe (29) selbst konvergiert, und zweitens,
daB (81) gilt. Die erste Bedingung ist jedoch gewdhnlich schwicher als die
zweite, so daf man sich darauf beschrénken kann, die Giiltigkeit von (31)
zu fordern?).

Auch hier besteht also, wie wir sehen, vollige Analogie mit dem ersten
klassischen Satz.

Fir den zweiten Satz — wenn wir es also mit zwel statistisch unab-
hingigen, fast vertauschbaren Summanden der Energie zu tun haben —
iberlogen wir uns zunéchst, auf welche Form wir die Zustandssumme
bringen miissen, um sie auf die Eigenwerte von U und V allein zurtickfiihren
zu konnen. Offenbar gilt in Analogie zu (14):

% (AUt V), = % Py EZ &PV (82)

Diese Gleichung multiplizieren wir mit a (4) und integrieren. Hierbei ent-
steht auf der linken Seite das Diagonalelement einer Funktion, die wir mit
bezeichnen wollen; rechts kommt:

Ek[f U, Vs = gfwk + V). (33)

Das 15t aber der Ausdruck, den wir haben wollen. Es bleibt also nur noch
ibrig, den Unterschied zwischen f und; zu berechnen. Durch Multiplikation
von (23) mit geeigneten Koeffizienten und Addition erhalt man leicht:

4 _ 3 :
%—sg —i%] GAU+ ) (34)

Durch Multiplikation von (84) mit a (A) und Integration iiber A:

iU+ M _161‘2Uez'1 V__lgilVeiZ.U .
2 2

A ) 2 —
f(U+V)—$f (U, V)-%f v, U) :—%FV(U+V)+°%f1H(U+ 7). (35)

1) Man konnte die gleiche Uberlegung natiirlich auch im Fall der Boltz-
mannstatistik durchfithren, da auch die Boltzmannfunktion nach Fourier
entwickelbar ist; dort ist aber (81) im allgemeinen nicht schwécher als (8), so
dafl man auf diese Weise nichts Neues erhilt.
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Fir die Berechtigung von (85) ist wieder zu beachten, dal erstens (85)
selbst klein sein muB, und auBerdem (34) erlaubt sein muB, was z. B. sicher
der Fall ist, wenn der Ausdruck (16) klein ist. Es wird sich zeigen, dafl dies
keine tiberfliissige Vorsicht ist.

§. Diamagnetismus freser Elekironen. Nach diesen allgemeinen Be-
merkungen ist es nun sehr leicht, ‘das in der Einleitung aufgestellte
Programm fiir den Fall freier Elektronen durchzufiihren.

Das Nichstliegende wire natirlich, die Terme der Schrodingergleichung,
die das Magnetfeld enthalten, als kleine Storung zu behandeln. Das liefe
darauf hinaus, in der Energie

' 1 € o \? 1 e ¢

E=gn(p =30 = ¥ a0 g
das Vektorpotential bei Festhaltung der Impulse (d. h. adiabatisch) aus-
zuschalten. Dem entspricht jedoch keine kleine, sondern eine sehr grofe
Anderung des Zustandes, denn in einem Gebiet von der GroBenordnung L
dndert sich das Vektorpotential um { LH. Da L von der Grofenordnung
makroskopischer Dimensionen zu nehmen ist — im Gegensatz zu der
analogen Rechnung fiir ein Atom —, s0 ist ein solcher Ausdruck auch bei
schwachem Magnetfeld praktisch niemals eine kleine Stdrung. Der
physikalische Grund hierfir ist, daB der Impuls im Magnetfeld keine
sinnvolle GroBe ist. Man zerlegt hier die Energie in zwei sehr grofle
Bestandteile entgegengesetzten Vorzeichens, die beide einzeln keine
physikalische Bedeutung haben. Die Zerlegung (36) hangt von der
speziellen Wahl des Vektorpotentials ab.

Einen verniinftigen, d.h. von der Wahl des Vektorpotentials unab-
hingigen Sinn hat vielmehr im Magnetfeld die Grofie

n (36)

62

p=mo = p—-%‘JI, 87)

die auch klassisch die geeignete Variable zur Behandlung eines solchen
Problems darstellt. Als Funktion von p ist aber die Energie iiberhaupt
von H unabhingig; gerade hierauf beruht es ja, daBl ein Elektronengas
klassisch keinen Diamagnetismus zeigt. Der Einflull deg Feldes macht sich
vielmehr nur darin bemerkbar, daf die einzelnen Komponenten von p
picht miteinander vertauschbar sind. Vielmehr gilt, wenn H die 2-Rich-

tung hat:

_ eh
[pm’ .py] = @?H,

[1_7::: I’)z‘] = [ﬁy: ﬁz] = 0, (38)
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wie man leicht mit Hilfe der Vertauschungsrelationen fiir Koordinaten
und Impulse nachweist.
Die Energie wird hier:

1 — —
E= g (Bi+B)+7) =U+V+W, (89)

wobei der letzte Summand mit den beiden ersten vertauschbar ist, und
daber als gewohnliche Variable aufgefait werden kann. Die beiden ersten
Summanden erfiillen jedoch die Voraussetzungen unseres zweiten Satzes:
Sie sind ~— als Funktionen von zwei Variablen mit konstantem ,,Klammer-
symbol” (88) — statistisch unabhéngig, und auBerdem, jedenfalls bei
kleinem H, fagt vertauschbar. An Stelle der in (25) auftretenden Funktion
f (E) konnen wir also nach (85) schreiben:

A

FU+V+ W):%[f U, V, W +}(V, T, W)]
_§fIV(U+V+W)+°—°—1iZJ.3-fIH<U+V+W). (40)

In nullter Naherung haben wir also die Diagonalsumme des Ausdrucks i
zu berechnen, d.h. wir haben in der Summe (25) so zu verfahren, als ob
U, V, W vertauschbar wiren. Das Resultat ist mithin die freie Energie
fir H = 0.

Die Anderung der freien Energie infolge des Feldes wird also bedingt:
erstens durch die Diagonalsumme der Korrektionsterme in (40), und zweitens
durch die von entsprechenden Termen in (26) herrithrende Anderung von E,,.
Man kann jedoch allgemein zeigen, da der letztere Beitrag nur in hherer
Niherung eine Rolle spielt [da die Anderung von E, selbst proportional
zu H? gein mub, und da wegen (26) OF/0E, verschwindet].

Die gesamte Anderung der freien Energie durch das Magnetfeld wird
also gleich der Diagonalsumme von:

{___fxv+ ﬁfm} (41
wobei U, ¥V, W, solange sie als Argumente der Funktion f vorkommen,
als vertauschbar behandelt werden kénnen. Wegen (88) wird nun bis auf
Glieder hoherer Ordnung in H:

& = ——(,uH)’ DDy a—f = ———(ﬂH)”( + 7)),

worin
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das Bohrsche Magneton bezeichnet. (40) wird also:

4 3
Bl ST ok g () )
Hiervon ist also die Diagonalsumme bei Vernachlissigung der Niecht-
vertauschbarkeit zu berechnen, d. h. man soll diesen Ausdruck als Funktion
der drei Zahlen p,, p,, p, auffassen und iber diese integrieren. Dabei ist
es zweckm#Big, den Ausdruck noch so umzuformen, daf man Glieder,
die sich als Ableitungen nach § schreiben lassen, fortlaBt, da alle Ab-

leitungen von f im Unendlichen exponentiell verschwinden. Beriicksichtigen
wir, daf z. B.

ppd 9

mdE ~— 0p,
80 bleibt nach leichter Umformung:

— 5 (wH) "

Die freie Energie wird also
1 @
F = — L E .

in Ubereinstimmung mit dem Resultat von Landau (L. ¢.)%).

Unter welchen Umsténden ist die Formel (42) anwendbar, d. h.-bis
zu welchen Feldstirken ist die Suszeptibilitdt unabhingig von H? (42) ist
der Anfang einer Reihe, von der man leicht zeigen kann, dafl das Verhaltnis
zweier aufeinanderfolgender Glieder von derselben GroBenordnung ist,
wie das Verhiltnis des ersten Gliedes zum ,nullten*. Fiir den uns in-
teressierenden Fall eines entarteten Fermigases (B> kT) ist dieses Ver-

hiltnis aber
(%)
E0_>

Man wiirde also bei oberflichlicher Betrachtung erwarten, daB erst fir
uH~ E, eine merkliche Verinderung der Suszepfibilitdt auftritt. In
Wirklichkeit haben wir aber zu beachten, daB unsere Rechnungen auf der
ausdriicklichen Voraussetzung aufgebaut waren, daB Gleichung (34) an-
wendbar ist. In unserem Spezialfall wird (34) bis auf Glieder, deren Diagonal-
summe verschwindet:

2
% (”H)z Gt E,

1) Bei Landau bedeutet der Buchstabe u das doppelte Magneton.



778 R. Peierls,

Mit Rucksicht auf (28) bemerken wir, daB dies nur dann immer klein ist,
wenn
uH L ET. (43)

Die Grenze, bis zu der unsere Methode anwendbar ist, wird also schon
durch (48) gegeben, obwohl unsere Entwicklung von F' nach Potenzen
von H noch viel weiter gut konvergiert?).

Andererseits sehen wir, dal das allgemeine Kriterium in unserem
Falle zu stark ist. Aus (16) konnten wir ndmlich die Anwendbarkeit unserer
Formel nur dann folgern, wenn

wH-Ey< (kT2

Wenn (48) nicht gilt, so versagen nicht nur unsere Beweise, sondern
man erhalt wirklich eine Feldabhingigkeit der Suszeptibilitit. Auf die
genauere Diskussion des Falles starker Felder kommen wir in einer spateren
Note zuriick.

6. Freie Elekironen mit Zusammenstéfen. Wir nehmen nun weiter
an, dafl die Elektronen eine endliche freie Wegldnge haben, so daB der
periodische Charakter ihrer Bewegung verlorengeht.

Da wir im vorigen Abschnitt die Landausche Formel chne Benutzung
der stationdren Zustéinde, d.h. oline Bezugnahme auf diesen periodischen
Charakter, abgeleitet haben, so werden wir erwarten, daB das Vorhanden-
sein der StoBe qualitativ keine Anderung im diamagnetischen Verhalten
hervorruit.

Wie wir im ersten Abschnitt erwihnten, liegt ja die Vermutung nahe,
daB die Suszeptibilitdt von dem Verhalinis von Bahnradius und freier
Weglinge abhangt, d. h. daBl sie fur Felder, die grofer sind als eine gewisse
kritische Feldstirke, den aus (42) folgenden Wert, fiir kleine Feldstarken
jedoch einen anderen hat.

Diese Vermutung trifft aber nicht zu, wie wir nun sofort aus unserem
ersten Satz des vierten Abschnitts folgern konnen, wenn wir dort fir U
die Energie der Elektronen — mit Beriicksichtigung des Magnetfeldes —
und fir ¥ die Wirkung der ZusammenstoBe einsetzen. Wire die erwihnte
Vermutung namlich richtig, so miiite die Entwickelbarkeit der freien
Energie nach ¥ um so frither aufhéren, je kleiner H ist. Wir haben aber
bewiesen, daf (81) ein hinreichendes Kriterium fiir die Entwickelbarkeit
ist. Die GroBe 1/r hat hier die Bedeutung einer StoSwahrscheinlichkeit.
Bei festem 7 und abnehmendem H geht aber diese StoBwahrscheinlichkeit

1) Auch dieses Resultat ist natiirlich in Ubereinstimmung mit dem
Landauschen.
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keineswegs gegen oc, wie man leicht aus theoretischen Uberlegungen,
noch leichter aber empirisch aus der Tatsache folgern kann, daB ein schwaches
Magnetfeld auch nur eine schwache Anderung des elektrischen Widerstandes
bedingt. Folglich ist die durch V hervorgerufene Stérung auch dann noch
proportional V2, wenn die freie Weglinge bereits kleiner als der Bahn-
radius ist. ‘

Die Suszeptibilitit ist also unabhingig von dem Verhiltnis zwischen
Bahnradius und freler Weglinge. Die Anwesenheit der StoBe kann viel-
mehr nur eine Anderung des Wertes der Suszeptibilitit und der Feldstirke,
bei der die Feldstarkenabhingigkeit der letzteren beginnt, bedingen. Beide
Anderungen werden erst dann von der relativen GroBe 1 werden, wenn das
Verhiltnis (31) die GroBenordnung 1 bekommt.

In realen Metallen ist dies bei hohen Temperaturen méglicherweise
der Fall. Man kann dort die GroBe (81) in folgender Weise abschitzen:
Fiar freie Elektronen steht die StoBwahrscheinlichkeit 1/7 mit der elek-
trischen Leitfahigkeit ¢ in dem Zusammenhang:

nelt

g ~
m

b

wo n die Dichte der Elektronen ist. Hieraus folgt z. B. fir Cu bei Zimmer-
l
temperatur % = 2- 10" erg, wihrend kT~ 5 - 10-# erg wird. In diesem

Falle kénnen wir also nicht mit Sicherheit behaupten, dafl die StéBe nur
eine vernachlissigbar kleine Anderung bedingen. Wire der EinfluB der
St6Be merklich, so sollte sich dies in einer Temperaturabhingigkeit der
Suszeptibilitait dubern, da (81) fur tiefe Temperaturen, wo der Wider-
stand erheblich schneller als mit T abnimmt, sicher klein wird.

Vermutlich ist das jedoch nicht der Fall, da die obige Abschitzung
der StoBwahrscheinlichkeit zu unginstig ist. Beriicksichtigt man, daB
die Elektronen nicht ganz frei sind, was sich darin dullert, daB ihre Masse
scheinbar grofer ist als die freier Elektronen, so ergibt sich aus den experi-
mentellen Daten eine kleinere StoBwahrscheinlichkeit.

7. Gebundene Elekironen. Ein ganz analoges Verfahren 1aft sich nun
zur Berechnung des Diamagnetismus von Elektronen anwenden, die sich
in einem periodischen Potentialfeld befinden.

Hierbet soll, wie frither, die elektrostatische Wechselwirkung der
Leitungselektronen untereinander vernachlissigt werden. Ferner wollen
wir zur Vereinfachung annehmen, da3 der Fall , starker Bindung* vorliegt,
d.h. daB man die Eigenfunktionen der Flektronen ndherungsweise aus denen
des Einzelatoms zusammensetzen kann. Diese Annahme diirfte zwar einen
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nicht realisierbaren Grenzfall darstellen, aber da der entgegengesetzte
Grenzfall ganz freier Elektronen bekannt ist, so kdnnen wir zwischen ihnen
leicht interpolieren.

Ferner schreiben wir die Formeln fiir den Fall eines einfach kubischen
Gitters. Dal das Gitter kubisch ist, spielt dabel fir die Resultate keine
erhebliche Rolle; dagegen bediirfte der Fall eines nicht einfachen Gitters,
d. h. eines Gitters, dessen Basis aus mehreren Atomen besteht, noch be-
sonderer Uberlegungen.

Bs sei V (r) das Potential eines Ions, das sich an der Stelle t =0
befindet. Fiir das Atom ist also bei Anwesenheit eines magnetischen Feldes H
in der »-Richtung die Schrddingergleichung

2m | 1eh _ ¢ 0 0 e H?
—— Ve e Y 2 | g2 — 4
Ay + R? ﬂE ! 2mcH(xay y@w)+ 8mc? (@ +y )jl‘/) 0 (44)
anzusetzen. Der tiefste Eigenwert wird in der uns interessierenden Néherung
e
E1 = E° —+ Xa- ‘2—7 (45)

worin HE° die Energie ohne Magnetfeld und y, die — von dem #uBersten
Elektron herrithrende — Suszeptibilitdt des Atoms ist. Die Eigenfunktion
sel o Wir konnen sie in dem betrachteten Falle starker Bindung als
unabhingig von H ansehen?'). Betrachten wir nun das Jon, das sich an der
Stelle md befindet (m habe ganzzahlige Komponenten, d ist der Atom-
abstand) und zu dem das Potential ¥ (t — md) gehért, so ist-die zugehorige
Eigenfunktion nicht einfach ¢, (t —md) wie im Falle H = 0, denn am
Orte dieses Atoms ist zwar das Magnetfeld dasselbe, aber das in (44) ein-
gehende Vektorpotential ein anderes als an der Stelle r = 0. Wir kdnnen
aber auch die Gleichung fir das m-te Atom auf die Form (44) bringen,
indem wir ,umeichen”, d.h. zu dem Vektorpotential den Gradienten
einer Funktion 4 (r) hinzufiigen und dafiir die Eigenfunktion mit ¢'* multi-
plizieren. (Bei dieser Transformation bleiben bekanntlich alle physikalischen
Grolen ungeéindert.) Man kann leicht zeigen, daf wir zu diesem Zweck
A= % - My y —my, x)
wiahlen miissen. ¢ (r —nd) ist also eine Lisung der so transformierten
Gleichung, d.h. die Losung der Gleichung (44) fur das m-te Atom wird

o T € o

1) Die Beriicksichtigung des Umstandes, da8 ¢, von H abhiéngt, wirde
iibrigens im Kmndresultat nichts Neues liefern.
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mit e H

s Tk

(47)

BEs ist bequem, dies in der folgenden Weise symbolisch zu schreiben: Be-
deutet p den Operator des Impulses, so ist ¢~ *?* bekanntlich die Operation,
die t durch v —7aq ersetzt. Mit Hilfe des Vektors

d e
¥ = 5(p+ 2 s)) (48)
konnen wir also statt (46) schreiben:

Pm = ¢~ {FW g, (46 2)

Wir tragen nun dem Umstand Rechnung, daf das Elektron sich in
Wirklichkeit nie unter dem EinfluB nur eines Ions, sondern immer im Felde
des ganzen Gitters bewegt. Das fithrt in bekannter Weisel) auf die Gleichung
zur Bestimmung der Eigenfunktionen nullter Niherung und der Energie
erster Naherung:

Ean = > Unny. (49)
n
Hierin ist
Unn = [ ph E pudv = [gie¥nEe¥ndgp, dv, (50)
worin E der Operator der Energie ist. Dieser ist aber mit ¢! *" vertauschbar:

Upn = j.qzﬁei"r‘me—i’mf(podr.

Berticksichtigen wir, daB ¢, eine Losung von (42) zu dem Eigenwert E,
ist, so bleibt die Gleichung:

(E—E)ay = €ay = > émn0n ‘ (51)
n
mit
emn = [ @Fe®me B VY (1 —1d) g, d. (52)
to0

Wir beriicksichtigen nun, daf nach (48):

ez‘SISm e~1‘,iBn= eioz(mmny-m_q/ng;)ei(m—11)‘~13 (58)
und folglich
ey = oI [oh SV (¢ —1d) gy de

eioc(maJ n,y - my nz) 3 A (m . TI). (52 3/)

]

1) F. Bloch, ZS. f. Phys. 52, 555, 1928.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 80. ) 51
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&nn kann man nun auch als die Matrixelemente des Operators
e = > A(l) g8 : (54)
[

auffassen, wenn man den Vektor & durch
ed
& = $— 5[5, 9] (55)

definiert, wobei der Operator 1, dadurch gegeben sein soll, daf er die Funk-
tion @, uberfiihrt in
Ty o = Md @n (56)
(t, bedeutet also etwa den Ort des Ions, in dessen Nahe sich das Elektron
gerade befindet). & ist mit ¢*" vertauschbar, d.h. unabhingig davon
definiert, in welchen Gitterpunkt man den Koordinatenanfangspunkt legt.

Man verifiziert leicht, daf die Matrixelemente von (54) wirklich gerade
gleich (562a) werden, sofern man die ¢, als orthogonal auffalt. In der
Naherung, in der (49) zu Recht besteht, ist das aber der Fall. Man verifiziert
ebenfalls leicht, daf auch fiir die héheren Potenzen von (54), die wir spiter
brauchen werden, der Unterschieéd zwischen (54) und (52a) nur einen rela-
tiven Fehler von der Groflenordnung der Nichtorthogonalitdt ausmacht.

Im Grenzfall starker Bindung konnen wir also die Energie in der fol-
genden Form schreiben:

E=E +eg

wo ¢ den Operator (54) bedeutet. Im Falle H = 0 wird diese Zerlegung
trivial. In diesem Falle werden ndmlich wegen & = 0 die einzelnen Kom-
ponenten von & miteinander vertauschbar, man kann ihnen gleichzeitig
Zahlwerte zuschreiben. Diese sind nichts anderes als die bei Bloeh auf-
tretenden &, #, £, die auch dort zur Beschreibung des Elektronenzustandes
dienen. Der Ausdruck (54) bedeutet dann nichts anderes als die Fourier-
zetlegung der Energie als Funktion dieser Variablen!).

Wird nun H =£ 0, so liegen die Verhdltnisse analog wie bei freien
Elektronen, insofern als sich auch hier die Energie als eine einfache Funktion
von nichtvertauschbaren Groflen darstellen 16t. Ebenso wie bei gebundenen
Elektronen die Blochschen Variablen &, #, { in vieler Bezichung analog
zum Impuls sind, so wird unser Vektor & analog zu dem durch (87) ein-
gefithrten p.

1) Bloch hat in 1. ¢. Gleichung (20) speziell angenommen, daff nur die-
jenigen Fourierkoeffizienten # 0 sind, fir die [I| = 1, d.h. daB man nur den
Ubergang eines Elektrons zum nichsten Nachbaratom in Rechnung stellt.
Tese Annahme ist aber fur unsere Zwecke zu speziell.
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Zum Unterschied von dem Fall freier Elektronen ist jedoch die Funktion
selbst nicht genau dieselbe wie ohne Magnetfeld, da die Koeffizienten 4
nach (52a) noch von H abhingen?).

Diese Abhingigkeit ist jedoch klein von zweiter Ordnung. Wenn H
nicht zu grof} ist, so kann man nach (46) schreiben:

AQ) =j 74— 1) 1—ia (y—1,2)— gawy_lyz)ﬂ S Va—td)g,d.

Die linearen Terme verschwinden aber bei der Integration und die Ab-
weichung in 4 wird von der relativen GréBenordnung

2,272 __ ﬂ;d. 2 2 . g2
o2l _(Mc)z H (57)
werden, wo r von der GroBenordnung des Atomradius ist.
Um die freie Energie unseres Systems zu berechnen, miissen wir also

gemaB (25) die Diagonalsumme des Ausdrucks
1B+ ¢

berechnen. Diese Aufgabe ist gegeniiber der entsprechenden fiir freie Elek-
tronen dadurch kompliziert, da ¢ zwar auch eine Funktion von fast ver-
tauschbaren, statistisch unabhéngigen Variablen ist, sich aber nicht additiv
aus Funktionen je einer dieser Variablen zusammensetzt. Trotzdem ist
ein ganz analoges Verfahren moglich.

Wir betrachten zunichst die Diagonalsumme einer beliebigen Funktion
g (E), die nach Taylor entwickelbar sei. Auch hier kénnen wir sofort
digjenige Diagonalsumme berechnen, die entsteht, wenn man g durch §
ersetzt, d. h. wenn man die Faktoren in der Potenzreihenentwicklung so
umordnet, dafl immer &, links von &, steht. In derselben Weise wie frither
1aBt sich zeigen, dafB

2 .ém = 52 9[E1+3(§: s C)]’ (58)
worin "

(EmD) =)ty
1

1) Sieht man von der Verinderung der 4 ab, so ist an sich die Aufgabe:
., Man setze in die Funktion ¢ (£, , §) an Stelle von &, 5, £ die nicht vertausch-
baren Operatoren K, Ky K. ein‘* nicht eindeutig bestimmt, da man noch die
Reihenfolge der Faktoren festlegen muB. Durch (54) wird hieriiber natiirlich
eindeutig verfugt. s ist interessant, zu bemerken. daB (64) gerade der von
Weyl (ZS. f. Phys. 46, 1, 1927) vorgeschlagenen — jedoch Lkeineswegs all-
gemein anwendbaren ~— Vorschrift zur Bestimmung der Reihenfolge von Fak-
toren entspricht.

51%*
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eine im allgemeinen noch von H abhingige Funktion dreier gewthnlicher
(¢-Zahl-) Variabler ist. In (58) ist iiber alle Eigenwerte von &, %, { zu sum-
mieren, die etwa in der Weise wie bei Bloch zu bestimmen sind.

Um nun den Unterschied zwischen ¢ und § zu berechnen, gehen wir in der.
folgenden Weise vor: Nach Definition ist zunichst:

£ — 2 E 2 Ag) A0y - A0 AR R iR,

L, I I
Aus (55) folgt jedoch, daB
iR —ted®P W iR, (WK, iFK
d h e’[ — ¢ (2123 eZ 2 el y e'L z? (59)
v

—ioad}_,lxlz 2 P

PR I% 4R, W iR, 1F w1V e

8M:2A(11)A(12)“-A(Ip.)3 2 Rl Ry N R R e Ry T 1R

Bringen wir nun alle Faktoren, die K, enthalten, nach links, so miissen wir
jeden iiber die vor ihm stehenden Faktoren mit R hinwegschieben. Nach der
aus (59) folgenden Formel:

imf, infk —2iadmn inf, im§
e Ye T = e T e y

erhalten wir infolgedessen:

M = ZA(Il)A(IM)
AN LA LLANTS TATH W RS ¥
e # x<4 e % e # e % (60)

Entwickeln wir den ersten Exponentialfaktor nach Potenzen von ad, so erhalten
wir bis zur zweiten Naherung:

= SAl) A 1—iad[SEYLe S B

K 22

~EO S eSS B[S e S ] R TR SR ET
* x<Zd Py =2

Hier beachten wir, da8 iiber alle Wertekombinationen der [, ... I, zu summieren

ist, insbesondere kommen also alle Glieder, die sich nur durch Vertauschungen

der [ untereinander unterscheiden, gleich hiufig vor. Fir alle diese Glieder

ist der Exponentialfaktor sowie der Koeffizient 4 (I;)... 4 (Iu) gleich. Wir

kénnen daher im linearen Glied 2 E auch durch 2 ersetzen, so dafBl der
<< 2 =2

lineare Teil des ersten Faktors die folgende Form annimmt:

—iad[% ) [? 1),

wobei nun ohne Einschrankung zu summieren ist.

Nicht ganz so leicht 148t sich das quadratische Glied {ibersehen. Ist zundchst
keine der Zahlen », 4 gleich einer der beiden #’, A/, so kann man genau 8o wie beim
linearen Glied schlieBen. Es komamen aber auch Terme vor, bel denen z. B.
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%" = A. Da man die Reihenfolge der Vektoren [, ... I, sicher auch umkehren
darf, so kann man z. B. statt 42 auch schrelben
<A

2 3 4,3 )
<A< M<<i<<z”
Es ist also hier iiber alle die Anordnungen zu summieren, in denen der Index 4
zwischen » und A’ liegt. Wie hiufig dies vorkommt, ist eine rein kombinatorische
Frage. Man zéhlt leicht ab, daB dies gerade halb so hiufig vorkommt, wie der
entgegengesetzte Falll Die betrachtete Summe wird also:
2

Bk n
In sahnlicher Weise kann man sich von allen Einschrinkungen bei der Summation
befreien und erhalt schliefilich als Resultat:

H =AM A 1 —ied S-S
=[S @t e (5)w e —a (f) a2 (50 ay
() () p] S

. . . . . . ) iR IE iR D17
Im linearen Glied dieser Gleichung driicken wir nun wieder e e

durch &% ... %l aus und erhalten:

# = SA) Al =5
Nz

Faa (e (Swy) SRS
—iad > A 0) A () (2 lr) (2 ly) SRU iRL iKY,

Diese Gleichung multiplizieren wir nun mit den Taylorkoeffizienten der Funk-
tion g und summieren. Dabei ergibt das von « freie Glied gerade die Funktion .
Von dem in o linearen Glied befreien wir uns genau wie im dritten Abschnitt,
indern wir das arithmetische Mittel aus dieser Gleichung und der durch Ver-
tauschen der Reihenfolge von R, und Ry entstehenden bilden. Bei dieser
Vertauscl. g geht § in eine Funktion iiber, die wir mit §* bezeichnen. Ihre
Diagonalsumme ist konjugiert komplex zu der von §. SchlieBlich bemerken
wir, daB wir in den mit «? multiplizierten Gliedern in unserer Niherung fiir
R: 8y R, einfach ihre Rigenwerte & n{ einsetzen konnen.

A

Auf diese Weise erhalten wir:

1, 1 *___o_cff [ <68 e __) te 3888] .
9—39—39 2 |3l08 an) o F asanagan g
0%s 0%e

+ (58 5a— (o) |} @
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Die Bildung der Diagonalsumme besteht jetzt aus einer Integration tiber
&nl. -Da hierbei iiber das Gebiet

—a<é&nl<+tam

zu integrieren ist, und alle auftretenden Funktionen nur von e%, ¢'%, ¢'*
abhéngen, so verschwinden bei der Integration alle Terme, die Ableitungen
nach &, % oder { sind. Die Diagonalsumme von (61) ist also identisch mit
der Diagonalsumme von:
8PP (Dey)
6 108 ox? 0&dy )
Die Formel (61’) gilt fiir jede Funktion g, die nach Taylor entwickelbar
ist, insbesondere gilt sie daher auch fiir die Exponentialfunktion und wegen
ibrer Linearitdt auch fir die nach Fourier zerlegbare Funktion f. Die
uns interessierende Diagohalsumme von f wird daher — vorbehaltlich der
Fegtstellung der Gultigkeitsgrenze:

EB[0% % 7 0%e\1,, |
Shi= S| Cereen) -5 | g5 g, ~(ay) /et @1)

(61')

Hierin konnen wir im letzten Term die Funktion ¢ auch durch g,, die
Energiefunktion fiir H == 0 ersetzen. Die Diagonalsumme hingt also aus
drei Grinden von H ab. Xrstens ist E; nach (45) feldabhingig. Dies gibt
zur Suszeptibilitdt den Beitrag

21 =Nxa, (62a)

der in diesemn Modell trivialerweise zu erwarten war. Zweitens hingt im
ersten Term ¢ von H ab, mit

£ = g, + & H?
kommt daher in der freien Energie der Zusatzterm:

H- 2 g &1 O F (B 4 & (&, D],

d. h. die Suszeptlblhtat

% =226 (en ) f (B + & (s, 0)) (62b)
SchlieBlich kommt der ganze letzte Term von (61”) nur vom Magnetfeld
her, er gibt zur Suszeptibilitit den Beitrag:
62806280 <6 g\
= — —_—— e — " EO s ¥ 6
Die diamagnetische Suszeptibilitit setzt sich also aus drei Bestand-
teilen zusammen, von denen der erste nur von der Bindung herrithrt und
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in unserer Niherung gleich dem Diamagnetismus der einzelnen Atome ist.
Der letzte ist analog zu dem Diamagnetismus freier Elektronen [setzt man

2 [ ]
fur ¢, speziell ﬁLm (%) -(8% +n? -+ {?) ein, was freien Elektronen entsprechen

wiirde, so geht (62¢) in (42) iiber], y, ist ein gemischtes Glied, zu dem sowohl
beim Einzelatom wie bei freien Elektronen die Analogie fehlt.

Um eine grobe Abschitzung der GroBenverhiltnisse zu bekommen,
bemerken wir, daf

o2

~
™ tme

,’.‘3

so daB y, einer Volumensuszeptibilitdt von.
en
ime

entspricht. Hierin ist n die Zahl der Atome pro Volumeneinheit, r eine

GroBe von der Ordnung des Atomradius. Um y, abzuschétzen, bemerken

wir, dafl im wesentlichen

|1 E<E,,

=10 B>E

ist. Man hat also den Mittelwert des Ausdrucks ¢, — g, ttber das Gebiet
0<gy< E,
zu nehmen. Mit Beachtung von (57) wird die GroBenordnung daher:

ertdt?
e~ gga o

Wire [ = 1') und E, gleich der Nullpunktsenergie eines Gases von freien
Elektronen mit der Dichte 1/d?, so wiirde y, ~ y, werden. In Wirklichkeit
treffen diese Annahmen beide nicht zu, der erste Unterschied bedingt
eine VergroBerung, der andere eine Verkleinerung von y,. Das Vorzeichen
von y, ist zuweilen positiv (paramagnetisch), doch hat dies wohl
physikalisch nichts zu sagen, da wohl immer entweder y, oder y, groBer
als y, sein wird.

Fuar das Vorzeichen von y; bedenken wir, daB

0%*c 0%¢ < e \?
38 37~ (a%37)
im wesentlichen die Kriimmung der Fliche ¢ als Funktion von &, % bei
konstantem { bedeutet. Dieser Ausdruck ist fiber das Gebiet zu mitteln,
wo [ 4= 0, d.h. im wesentlichen uber das Gebiet, wo & = E,. Es kann

1} D.h. wiirden nur die nichsten Nachbarn eine Rolle spielen.
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nun leicht: vorkommen, daB diese Kriommung an einzelnen Punkten der
Fliche negativ wird!). Bedenken wir aber, daBl die Kriimmung sicher
positiv ist, wenn — bei beliebigem { — & und % klein sind, so sieht man,
daB es mindestens sehr unwahrscheinlich ist, dal der Mittelwert dieses
Ausdrucks negativ wird. Man kann es jedoch nicht allgemein beweisen,
daB bei einem besonders komplizierten Verlauf von ¢, nicht auch einmal ¥,
einen Beitrag im paramagnetischen Sinne ergeben kann.

Was die Grolle von y, betrifft, so bemerken wir zunichst, daf es im
Gegensatz zu freien Elektronen keinen Zusammenhang mit der GrdBe des
Spinparamagnetismus hat, da dieser allein durch die ersten Ableitungen
der Funktion g, bestimmt ist?). Das Landausche Resultat, daB der Dia-
magnetisimus gerade gleich einem Drittel des Paramagnetismus ist, gilt
daher nur im Speziaifall freier Elektronen.

Nehmen wir als einfachsten Fall an, daB die Funktion & langsam
variabel ist, so daB in der Fourierentwicklung vor allem die Glieder mit
[!]] =1 eine Rolle spielen, so ergibt sich fir die GroBe von y,:

ne*d
Xs ™~ fgggatme

wobei E, die Breite des Energiebereichs bedeutet, den die Werte von ¢,
ausfiillen. (Ist die Zahl der Elektronen ungefihr gleich der der Atome,
so wird dies identisch mit K,.)

. Insbesondere sehen wir: Sobald ¢, (£, 5, {) einé langsam verinderliche
Funktion ist, sind y, und y, kleiner als y,. Sie sind insbesondere relativ
um so kleiner, je kleiner die mogliche Translationsenergie, d. h. je fester
die Bindung der Elektronen ist. Die diamagnetische Suszeptibilitdt wird
also hier im wesentlichen durch y,; gegeben, d. h. sie ist etwa gleich der eines
entsprechenden Isolators. Fir die meisten Metalle entspricht dies den
Tatsachen.

Es kann aber vorkommen, da ¢, eine kompliziertere Funktion ist,
und dann wird insbesondere y, grol werden, weil (62¢) besonders empfind-
lich gegen die Form von g, ist. In diesem Falle kann die Suszeptibilitit
viel grofer werden. Is liegt nahe, hier die Aufklirung fur das anomale
Verhalten von Wismut zu vermuten.

1) Vgl. die Diskussion der mdéglichen Formen der Energiefliche bei
R. Peierls, Ann. d. Phys. 12, 154, 1932.

?) ¥. Bloch, Z8. . Phys. 53, 216, 1982; vgl. auch R. Peierls, Ergebnisse
d. exakt. Naturwissenschaften 11, 281, 1932.
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In jedem Falle ergibt sich hier die Suszeptibilitat als temperatur-
unabhingig, solange das Elektronengas vollig entartet ist (kT <& E).
Auch dies stimmt mit der Erfahrung iiberein.

8. Feldabhingigkeit der Suszeptilitdi. Beziiglich der Frage, wie weit
die Suszeptibilitdt feldunabhéingig ist, liegen die Verhéltnisse genau wie
bei freien Elektronen. Wenn wir bei unserer Entwicklung nach Potenzen
von H noch hohere Glieder mitgenommen héitten, so wiirde die so entstehende
Reihe noch bis zu ziemlich hohen Feldstarken konvergieren, obwohl sie
dann schon nicht mehr wirklich die freie Energie darstellt. Die Begrenzung
des Verfahrens kommt auch hier, wie im Falle freier Elektronen, aus der
Forderung, daf die Korrektur (61'), angewandt auf die einzelnen Glieder
der Fourierentwicklung von f (E), klein sein soll.

Das fithrt auf die Bedingung:

ap[0e e ( Os 2] e
“E\TE T (agan> <ET). (68)
Nehmen wir zundchst wieder ¢ als langsam verdnderlich an, so wird hieraus
adE,, L ET.

Dann wird also das Kriterium dasselbe wie fiir freie Elektronen, bzw. noch
um so viel ginstiger, wie die Translationsenergie B, kleiner ist als die Null-
punktsenergie eines Fermigases mit der Dichte 1/d3.

Aber dieses Kriterium ist genau so empfindlich gegen den Verlauf
der Funktion &, wie die Suszeptibilitdt selbst. Wenn also ¢ einen kompli-
zierteren Verlauf hat, so kann das Authtren unseres Néherungsverfahrens
schon entsprechend frither eintreten. Nun hort in Wirklichkeit die Feld-
unabhéngigkeit der Suszeptibilitdt von Bi bei tiefen Temperaturen schon
sehr frith auf!), was daher sehr dafir spricht, dafi die hier geschilderten
Verhéltnisse in Bi wirklich vorliegen, wie wir schon am Schlusse des vorigen
Abschnitts vermuteten. Um dies jedoch genauer zu bestatigen, ist eine
genauere Diskussion des sehr komplizierten Feldverlaufs fir starke Magnet-
felder erforderlich, auf die wir in einer spiteren Note eingehen werden.

9. Vi allgemeinerungen. Wie wir schon erwahnten, ist es unerheblich,
daB wir gerade ein kubisches Gitter benutzt haben, der einzige Unterschied
im Falle eines nichtkubischen Gitters wire, daB die Suszeptibilitdt von der
Richtung von H zu den Kristallachsen abhingt?). Im tibrigen wiirde man
aber eine Formel vom gleichen Typus erhalten.

1) W. J.de Haas u. P. M. van Alphen, Proc. Amsterdam 33, 1106, 1930;
Comm. Leiden 212a.

2) In einem kubischen Gitter ist dies bekanntlich aus Symmetrie-
griinden unmdoglich.



790 R. Peierls,

Wesentlicher ist die Annahme, dall es sich um ein einfaches Gitter
handelt. Ist dies nicht mehr der Fall, so mufl man mit der Anwendung
der vorliegenden Uberlegungen vorsichtig sein, da sie in diesem Falle nicht
streng begriindet sind, und dieser Fall noch einer besonderen Untersuchung
bedarf.

Auflerdem gelten unsere Formeln wortlich nur fiir stark gebunde_n_e
FElektronen. Esist aber zu erwarten, daf auch im Falle schwicher gebundener
Elektronen die Suszeptibilitit unter anderem den Term (62¢) enthilt,
so daB ihre Empfindlichkeit gegen den Verlauf der Energiefunktion auch
dann bestehen bleibt. Ferner wird richtig bleiben, daf im Falle eines lang-
sam veranderlichen ¢ die Suszeptibilitit gleich der eines entsprechenden
Isolators wird.

SchlieBlich hatten wir angenommen, dal nur ein Zustand des Hinzel-
atoms eine Rolle spielt, wihrend in Wirklichkeit die Leitungselektronen
fast immer iber mehrere derartige Zustinde (mehrere ,,Bander”) verteilt
sind. Auch dieg kann noch zu Komplikationen Anla geben. Insbesondere
kann auf diese Weise bereits dann der Verlauf der Funktion ¢ sehr kom-
pliziert werden, wenn es noch zulissig ist, nur den Ubergang eines Elektrons
zam nachsten Nachbaratom zu beriicksichtigen?).

10. Zusammenfassung. Mit Hilfe einer der klassischen Rechnung
nachgebildeten und fir nicht zu tiefe Temperaturen allgemein anwend-
baren Methode zur Auswertung der Zustandssumme konnten wir folgende
Regultate gewinnen:

Der Diamagnetismus eines Elektronengases wird durch die Zusammen-
stoBe, denen die Elektronen ausgesetzt sind, nur dann merklich beeinfluft,
wenn die zu der ,,StoBfrequenz’ 1/7 gehorige Energie A/r grofer als kT
ist. Auch in diesem Falle wird jedoch die Feldunabhingigkeit der Sus-
zeptibilitit in schwachen Feldern nicht berithrt. Insbesondere spielt es
fiir die Suszeptibilitit keine Rolle, ob die freie Weglinge kleiner oder groBer
als der Babnradins ist.

Der Diamagnetismus von Elektronen im Kristallgitter zeigt auber
einem Term, der von der Bewegung des Elektrons um das Atom herriihrt,
und wie beim freien Atom als Préizession der Elektronenbahn interpretiert
werden kann, Terme, die demn Landauschen Diamagnetismus freier Elek-
tronen entsprechen. Sie sind als typische Quanteneffekte keiner anschau-
lichen Interpretation fihig.

Y Vgl. F. Hund, %S. f. Phys. 74, 1, 1982.
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Diese Terme enthalten Quadrate der zweiten Ableitungen der Energie-
funktion, die die Bewegung der Elektronen im Kristallgitter beschreibt
[s.. Gleichung (62¢)]. Es sind daher inshesondere Fille moglich, in denen
dieser Diamagnetismus erheblich gréBer wird als der eines Gases von freien
Elektronen. In diesem Falle beginnt die anomale Abhingigkeit des Momentes
von der Feldstarke, die bei freien Elektronen erst fir uH ~ kT eintritt,
schon entsprechend frither.

Dieses Ergebnis ist moglicherweise mit dem anomalen magnetischen
Verhalten von Wismut in Verbindung zu bringen.

Die vorliegende Arbeit wurde im Physikalischen Institut der Eid-
genossischen Technischen Hochschule Zirich begonnen und im Physi-
kalischen Institut der Universitdt Rom beendet. Der Verfasser ist Herrn
Prof. Pauli und Dr. Landau fiir interessante Diskussionen, der Rockefeller-
Foundation fiir die Ermdglichung des Aufenthalts in Rom zu groBem Dank
verpflichtet.

November 1932.




