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Zur Theorie 
des Diamagnet i smus  yon Leitungselektronen.  

Von R, Peierls in Rein. 

(Eingegangen am 8. Dezember 1932.) 

Es wird untersucht, warm sieh in der Quantenstatistik die freie Energie otme 
Kenntnis der stationiiren Zust~nde des Systems bereetmen ]~lSt. 2r den hierbei 
entwickelten Methoden wird die diamagnetische Suszeptibilit~t "con freien 
Elektronen, ihre Beeinflussung dureh die ZusammenstSBe und alas magnetisehe 
Verhalten gebundener Elektronen untersueht. Es wird festges~ellt, bis zu welchen 

Feldst~rken die Suszeptibiliti~t feldunabhiingig ist. 

1. ProblemsteUung. Bekannglieh setzt sieh das magnetisehe Moment, 
das dureh ein magnetisehes Feld in einer Gesamtheit yon Elektronen indu- 
ziert wird, aus zwei Bestandteilen zusammen: Das Magnetield richter erstens 
die Spine der Elektronen parallel, und lenkt zweitens die Elektronen aus 
ihrer geradlinigen Batmbewegung ab. FOr Leitungselektronen kann man 
in niehtrelativistischer N~herung und in nieht zu s~arken magnetisehen 

Feldern beide Effek~e ge~rermt behandeln. 
Der erste Effek~, der die Riehtung eines Paramagne~ismus hat, wurde 

ft~r ffeie Elektronen yon P a u l i  1) behandelg, B loeh  2) zeig~e dann, dab das 

Verhalten yon Elektronen in einem periodisehen Poten~ialfeld sieh quali- 
tativ nieht -con dem freier Elektronen un~erseheidet. 

Der EinfluB eines 3/Iagnetfeldes auf die Bahnbewegung eines Fermi- 
gases von freien Elektronen wurde zuerst yon L a n d a u  s) studiert. Die 

vorliegende Un~ersuchung ist eine Erweiterung dieser Landausehen  
Theorie. Eine solehe Erweiterung schien aus folgenden Gr~inden wiinschens- 
wert: Bei L a n d a u  ergab sieh der Diamagnegismus als direkte Folge davon, 
dab die Energie eines Elektrons im magnetisehen Feld yon einer diskreten 
Quantenzahl abh~ng~, d.h.  dab die zugehSrige klassisehe Bahn - -  oder 
genauer ihre Projektion senkreeht zum Feld - -  periodisch isg. Dies trifft 
jedoeh fiir die Bewegung yon Elek~ronen im Gi~ter nich~ mehr in so ein- 
faeher Form zu, man wtirde also dami~ zu reehnen haben, dab Elekeronen 
in einem periodisehen Pogentialfeld ein qualitativ anderes magnetisehes 
Verhalten zeigen. Um diese Frage mi~ einer der Landausehen  analogen 
Methode zu en~seheiden, m~ilSte man die station/iren Zust/~nde eines Elektrons 

1) W. Paul i ,  ZS. f. Phys. 41, 81, 1927. 
2) F. Bloeh,  ebenda 53, 216, 1929. 
3) L. Landau ,  ebenda 64, 629, 1930. 
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im Gitter und Magnetfeld kennen. Diese Aufgabe fiihrt auf zwar dureh- 
fiihrbare, aber sehr verwiekelte Rechnungen. Man mSehte also gem eine 
Methode haben, um die Suszeptibilit~t ohne Kenn~nis der stationi~ren 
Zustinde zu bereehnen. 

AuJ~erdem kommt hinzu, dab die Periodizitiit der Balm bereits verloren- 
geht, wenn die Elektronen dureh irgendwelehe unregelmi~l~ige StSrungen 

aus ihrer Bahn abgelenk~ werden. Solche StSrungen sind abet im Metall 
wirklich vorhanden, wie wir aus dem elektrisehen Widerstand wissen; 
sie rtihren yon der t~hermischen Bewegung tier Ionen und yon den Ver- 
unreinigungen und StSrstellen des Gitters her. Die Bewegung kann noeh 
n~herungsweise als periodiseh beschrieben werden, wenn die ireie Wegl~nge 
viel grSl3er ist als der Bahnradius, dagegen hat sie keine Ahnliehkeit mehr 
damit, wenn der umgekehrte Fall vorliegt. Da abet der Bahnradins bei 
fester Energie proportional H - i  is~, so wtirde man erwarten, dal~ die Formel 
yon L a n d a u  zwar in starken Feldern gilt, nicht dagegen in sehwaehen 
Felderni). Mi~ anderen Worten: Man sollte eine Feldabh~ngigkeit der 

Suszep~ibiliti~t erwarten, die etwa bei den Feldstirken anf~ngt, bei denen 
aueh das quadratisehe Gesetz der magne~isehen Widerstands~nderung 
aufhSrt, giiltig zu sein2). Da abet empiriseh eine solche Abweichung nicht 
auftritt - -  auSer gewissen Anomalien bei Wismut, die, wie wit sehen werden, 
auf andere Ursaehen zuriiekzufiihren sind - - ,  so mu$ man schlieJ~en, dal~ 
es in Wirkliehkeit gar nicht darauf ankommt, ob sich die stationiiren Zu- 

sti~nde wirklieh ausbilden kSnnen oder nieht. Dann mul3 es aber aueh 
mSglieh sein, die Suszeptibilit~t ohne explizite Benutzung der station~ren 
Zust~nde zu berechnen. 

Die Auffindung des geeigneten Ansatzes wird sehr erleiehtertG, wenn 
man sieh die Analogie mit der entspreehenden klassischen Reehnung vor 
hugen halt. Wit wollen uns daher zuniehst an einige Eigensehaften des 
klassisehen Zustandsintegrals erinnern. 

2. ~ber das Zustandsintegral ~n der klassischen Theorie. Bekanntlich 
ist Massiseh die freie Energie: 

F ---- - -  k T log S, (1) 

worin S das Zustandsintegral 

s = J q . . .  

i) L. Landan ,  1. c. S. 636. 
2) p. Kap i t za ,  Proc. Roy. Soc. London (A) 115, 658, 1927; 123, 292, 1929; 

R. Peierls,  Leipziger Vortrige 1930, S. 75. 
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ers~reckt iiber den Phasenraum, mad / (E)  die Bol~zmannsche Funktion 
E 

/ (E) = e ~ T (8) 

ist. Insbesondere ~ndert sieh / nur dann merklieh, wenn die Energie E 
sieh um Be~r~ge der GrSl~enordnung k T ~ndert. Hieraus entnimmt man 
sofort eine wichtige Tatsaehe: 

Besteht die Energiefunktion aus zwei Teilen: 

E = U + V ,  

wovon V ft~r die in ]3etraeht kommenden Teile des Phasenraumes klein 
gegen k T  ist, so kann man / (U q- V) naeh T a y l o r  entwiekeln und erhalt 
entspreehend: 

2" = F o ( 1  + A 1  + a ~  + . . . ) ,  

wobei in der Klammer jedes Glied re]ativ zum vorhergehenden hSchstens 
die Ordnung V/k  T hat. 

Insbesondere folgt hieraus fiir den Fall, dal3 man zwei kleine StSrungen 
in der Energie hinzufiig~: 

E :  U + V + W ,  

dal3 die ersten wirklieh auftretenden Korrektionsglieder in der freien Energie 
sich additiv aug dell Beitri~gen yon U lind V einzeln zusammensetzen. 
Ftir die hSheren Glieder der Entwicklung trifft dies natflrlich nieht mehr zu, 
abet man tfiff~ aueh dort nur Glieder veto Typus 

V m W~,/(k T) m + ,, 

an. Iusbesondere spielt hier also der Fall, we V und W yon der gleichen 
Gr613enordnung werden, keine augezeiehnete ~olle. 

In der klassischen Theorie wird man daher eine MSglichkeit, wie wit 
sie im vorigen Absehni~t als denkbar erkannten, sofor~ ausschliel3en k6nnen. 
Wiirde ns eine derartige Abhs der Suszep~ibilit~ yon der 
Feldsts vorliegen, die bei sehw~cherwerdenden StSl~en (waehsender 
freier Wegls zu immer kleineren Feldsts rfiekt, so miil~e in der 
Entwieklung der freien Energie unbedingt ein Glied mit dem Verh~tltnia 
der beiden S~Srungsenergien auftreten. 

Wit bemerken noch eine weitere bequeme Eigenschaft des Ausdrucks (2) : 
Besteht die Energie wiederum aus zwei Teilen, fiber deren GrSl3enordnung 
wit jedoch jetzt niches voraussagen wollen, so zerfs offenbar / in ein 
Produkt. Im allgemeinen folgt hieraus jedoeh noeh nicht, dal3 S in ein 
Produkt zerfMlt. Das ist vielmehr nur dann der Fall, wenn die beiden 
Bestandteile statistisch unabhiingig mind, d. h. wenn der Mi~tehvert jeder 

Zeflschrfft ffir Physik. Bd. 80. 50 
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Funktion von V bei festgehaltenem U, d.h. gemittelt iiber die Fl~ehe 
U = const, denselben Weft hat, wie der Mittelwert iiber den ganzen Phasen- 
raum. Das gilt z.B., wenn U nur yon den Koordinaten, V nur yon den 
Impulsen abh~ngt. In diesem Fall kann man das Integral in mehrere 
Integrale geringerer Dimensionszahl zerlegen und die Berechnung erheblich 
vereinfachen. 

Im folgenden wollen wir zeigen, dal~ zu diesen bekannten S~tzen 
der klassisehen Statistik Analoga in der Quantenmechanik existieren, 
mit deren Hilfe wir in der Lage sein werden, das im ersten Absehnitt ge- 
stellte Programm zu erffillen. 

Bei der Ableitung dieser Satze flit die Quantentheorie stSi~t man 

jedoch auf eine Reihe yon Schwierigkeiten, die folgende Ursaehen haben: 
1. hat die quantenmechanisehe Nichtvertausehbarkeit der versehiedenen 
Bestandteile des Energieoperators zur Folge, dal] man nieht so einfach 
wie in der klassisehen Theorie operieren kann; 2. handelt es sich in der 
Quantenmeehanik nieht um die Verteilungsfunktion (3), sondern - -  im 

Fall yon Elektronen - -  um die Fermisehe  Verteilungsfunktion, was eine 
Reihe yon mathematischen Komplikationen zur Folge hat;  3. ist in unserem 
Fall eines magnetisehen Feldes als StSrung keine Zerlegung des Energie- 
operators in einen yon H unabh~ngigen und einen als kleine StSrung be- 
handelbaren Anteil m5glieh. 

Diese drei Sehwierigkeiten machen drei versehiedene Kunstgriffe 
erforderlieh, die wir im Interesse der Ubersiehtliehkeit getrennt einf~hren 

wollen. Wit behandeln daher zun~chst den Fall, wo das Elektronengas 
noch nicht entartet ist [d. h. wo man mit der Funktion (3) operieren daft] 
und denken noeh nieht an die speziellen Eigensehaften unseres magnetischen 
Problems. 

3. ~]ber die Auswertung der Zustandssumme /~tr Boltzmannstatist4k. 
In der Quantenmechanik ist bekanntlieh das Integral (2) dutch eine Summe 
zu ersetzen, die man in der folgenden Form schreiben kannl): 

[ ~ E '  

E 

Hierin ist unter E der Operator der Energie zu verstehen. Der Operator e k ~r 
/ \ E 

wird hieraus dutch die Potenzrei_henentwieklung definiert. ~e--k-T),n~ , 
bedeutet das Diagonalelernent dieses Operators bezfiglich eines beliebig 
gew~hlten Matrizensehemas. Die Reehtfertigung fflr den Ansatz (4) ergibt 

1) j .v .  Neumann ,  GSttinger Nachr. 1927, S. 273. 
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sich daraus, dal3 die Summe der Diagonalelelnente einer Matrix invarian~ 

gegen B eriihrungstransforinationen 

A -+ T-IAT 

ist, und dal3 man durch eine geeigne~e derar~ige Transformation erreichen 
kann, daJB E Diagonalform anniinint, so dal3 (4) speziell die Form anniinm~: 

.El 

S = ~ e  kT, (~a) 
i 

worin fiber alle Eigenwerte der Energie Init der zugehSrigen Vielfaehheit 
zu summieren (bzw. zu integrieren) ist. (4a) ist aber die gewShnliehe Form 

der Zustandssumme. 
Die Energie soll nun wieder aus zwei Teilen bestehen: 

E ---- U + V, (5) 

wobei die Eigenwerte von U bekannt sind und V als klein behandelt werden 
kann. Dann ist zungchst der trivialste Fall der, dal~ fiir die Berechnung 

der Eigenwerte yon E aus denen yon U die quanteninechanisehe StSrungs- 
rechnung zulgssig ist. Das ist bekanntlich der Fall, wenn die Matrix- 

eleinente yon V (beziiglich der Eigenfunk~ionen von U) kleiner sind als die 
Differenzen der zugeh6rigen Eigenwerte yon U. In diesein Falle werden 
bekanntlich die Eigenwerte yon E: 

I V~ l  ~ + . . .  (6) Ei = Ui + Vii + ~]'k Ui-- Uk 

Der Strieh am Suinmenzeichen bedeu~et, dab k = i fortzulassen ist. Die 
Eigenwerte yon U sind der Einfaehheit halber als einfaeh vorausgesetzt. 
Fiir die Resultate spielt dies jedoch keine Rolle. 

Aus (6) ergibt sich die Zustandssumme in der Form (4a) bis zur zweiten 
Ngherung: 

Ui [ Vi i l (F i t )~  1 ,  IVikl'~ ] 
S=~e--Z-~ 1--~T + ~(kT)-----~+~-~ U~__U,+"" 

Ui__ U k 

U i [ v i i l ( V i i ) ' ~ l  :l--e kT_ ] 
----~e -~-~ 1-- ~-m ~ I vi~ -+ .... (7) 

~-~ + 0, (k T) ~ U~ - -  Ui .t Uk > Ui 

Formel (7) zeigt nun, da~ die St6rung, die das Hinzuftigen yon V in der 
Zustandssumme hervorruft, h6chstens yon der GrSi3enordnung V/k T ist. 
Denn die Funktion 

2 

1 - - e  kT 

X 

50* 
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ist fiir alle Werte yon x > 0 positiv und immer kleiner als 1/k T, so dal3 

das vierte Glied in der Klammer kleiner wird als 

~ lVi~l ~ -  (v~)ii 
(k T) ~ k (k T) ~' 

d.h .  relativ zum zweiten v o n d e r  Ordnung V/k 2. 
Wir vermuten daher, daI3 die Formel (7) weiter reieht als die Voraus- 

setzungen, unter denen sie abgeleitet wurde; dal~ sie insbesondere immer 

dann riehtig sein wird, wenn 

r<kT ,  (8) 

obwohl die Formel (6) fiir die Energiewerte dann im allgemeinen keineswegs 

mehr richtig ist. 

Um dies zu verifizieren, geht man am besten so vor, dal3 man die Potenz- 
reihe ftir den Ausdruek (4) betraehtet: 

E 

u 

In dem Ausdruek (U + V). u haben wir zu beaehten, dag U und V nieht ver- 
tauschbar sind. Speziell in dem Matrixsehema, in dem U diagonal ist, wird 

Es folgen Glieder, die hShere l~ yon V enthalten. Der Ausdruck (10) 
ist nun dureh #! zu dividieren und fiber /t zu summieren. 

Warm ist es nun hierbei erlaubt, die Reihen~olge der Summation zu/~ndern, 
und zuerst alle yon V unabhi~gigen Glieder zu summieren, dann die in V 
linearen nsw. ? Hierzu ist efforderlich, dal3 alle auftretenden Summen gleich- 
mal3ig konvergieren. Insbesondere mul~ also erstens die Summe (9) - -  bei 
Cestem i - -  konvergieren, zweitens muff diejenige Teflsumme, die nor eine be- 
stimmte Potenz von V enthalt, gleichmal3ig konvergieren, und schlieSlieh 
soll die Smnme alter dieser Teilsummen endlich sein. 

Die beiden ersten Bedingungen sind allgemein erfiillt 1) und folgen aus der 
guten Konvergenz tier Potenzreihe fiir die Exponentialfunktion. Wir kommen 
s0mit zu dem Schlul]: Die Abiinderung tier Reihenfolge bei tier Summation (9) 
ist erlaubt, wenn das so entstehende Resultat konvergiert. 

Dann kSnnen wit die Zustandssumme in der folgenden Form sehreiben: 
ui 

s = ~ ] e  ~T I ~ + A ~ V , + ~ B ~ I ~ S k I : + ~  C,~ ,V~r, , ,Vz~+. . . } ,  (n)  
i k k l  

wobei die Koeffizienten A, B, C . . . .  dureh Summation tier in (10) auf~retenden 
Glieder zu bestimmen sin& Diese Smnination explizit auszufiihren, kann man 
sieh jedoch sparen, wenn man bemerkt, dal~ (11) um so besser konvergiert, 
je kleiner V ist. Der Ausdruek (11) konvergiert daher sicher dann, wenn V so 
klein ist, dal~ die StSrungsreehnung erlanbt ist. In diesem Fall miissen also (7) 
und (11) identiseh werden. Da aber die Koeffizienten A, B, C, . . .  yon V unab- 
hiingig sind, so ist (11) fiberhaupt mit (7) identiseh. 

1) Sofern der Operator V gewissen sehr allgemeinen Anforderungen geniigt. 
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(7) ist also immer dann r!chtig, wenn die darin auftretende Reihe 

konvergier~. Das ist sieher der Fall, wenn (8) gilt. In vielen F/illen reicht 
die Xonvergenz jedoeh noeh weir fiber die Grenze (8) hinaus. 

Dieses Resultat is~ vSllig analog zu dem ers~en im vorigen Absehnitt 
erw~hnten Satz der klassischen Statistik. Auch zu dem zweiten Satz 
l~13t sich ein Analogon finden, allerdings nur unter starker Einsehr~nkung 
seiner AllgemeinheiL 

Wir betrachten wieder eine Energie, die aus zwei Summanden U und V 
besteht, yon denen keiner klein ist. U und V sollen statistisch unabh~ngig 
sein, d.h.  die Diagonalelemente einer beliebigen Funk~ion yon V bezogen 
auf die Eigenfunktionen yon U sollen s~mtlich gleieh sein. 

Das ist immer dann der Fall, wenn U eine Funktion einer Variablen u, 
V Funktion einer anderen v ist, und der Ausdruck- 

ein (notwendig rein imagin~res) Multiplum der Einheitsmatrix ist. Z.B.  

gilt das, wenn U eine Funktion der Impulse, V eine Funktion der Ko- 
ordinaten ist. 

Dann ist n~mlieh die Transformationsflmktion, die die auf u bezogene 
Matrix yon V diagonal macht, yon der Form 

u ~ 

e ~ 
Folglich wird das Diagonalelement 

V "0 

wobei fiber alle Eigenwerte yon v zu sttmmieren bzw. zu integrieren ist. Das 
Resultat ist in der Tat unabhgngig yon u. 

Die Eigensehaft der statistisehen Unabh~ngigkeit hat jedoeh im Gegen- 
satz zttr klassisehen Theorie im allgemeinen noeh nieht zur Folge, dal~ die 

Zustands~"mme in ein Produkt zerf~llt. Vielmehr wird der folgende Aus- 
druek ein Produkt: 

U V 

Betrachten wit diese Summe n~mlich in dem Schema, wo U diagonal 
ist, so wird sie: 

Ui V 

t -- / i i  
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Der zweite Fak to r  ist aber naeh Voraussetzung unabhingig  yon i 

und kann daher vor die Summe gezogen werden; unter Benutzung yon (12) 

bekommen wir sehliel31ieh: 
U i ~'~ 

/ ~ j  

worin i alle Eigenwerte yon U, j alle die yon V durehl/~uft. 

Fi i r  nieht vertausehbare GrSl3en U, V ist jedoch (18) nicht mit (4) 

identisch, weil die Formel  
e a e  b : e a + b (15) 

for nieht vertausehbare Gr613en nieht gilt. Unter  gewissen Umst inden  

kann jedoch der Unterschied zwisehen S und S'  klein werden, wenn n~mlich 

U und V fast vertauschbar  sind. Was hierunter zu verstehen ist, werden 

wir sp/~ter prizisieren, vorl~ufig bemerken wit, dal3 U und V sicher dann 

als fast ver tausehbar  behandelt  werden k6nnen, wenn 

8 
(k T) ~ < 1 (16) 

gilt, nlit der Bezeichnung 

e = [U, V] =_ U V - -  V U .  (17) 

Es entsteht also die Aufgabe, die Differenz S - -  S '  ffir kleine e zu berechnen. 

Wir gehen bis zu den Gliedern m i t e  3 und miissen dann in derselben N~herung 

noch Ausdrticke berScksiehtigen, die linear in 

. = [ u ,  8 ] = U s - - s U ,  # = [ V ,  8 ] = V s - - s V  (IS) 
sind. 

Naeh (4) ist 
i i ~ i ~,, 

Wir betraehten nun den Ausdruek f u lind versuchen, in ibm die Faktoren so 
umzugruppieren, daL3 jeweils U vor V steht. In 

& = (u  + v),~ = u (u  + v) ,~-~ + v (u  + v ) : , -~  
ist das erste Glied sehon ,,besser" a]s das zweite, in dem V ganz links steht. 
Wir fangen daznit all, dal~ wit im zweiten Glied V tiber die anderen Faktoren 
(U + V) hinwegsehieben. Dabei kommt jedesmal an Stelle eines solehen Faktors 
das ,,Vertausehungsglied" * : 

f~ = U (U + V). ~ -- ~ + (U + V). ~ -- ~ V + 9~ - ~, (20) 
WO 

~_~ = :~_,(o + v)%(v + v).-~-~. (2i) 
@ 

M_it den beiden ersten Gliedem yon (20) wiederholen wir nun dieselbe Operation 
und erhalten sehliel31ich: 
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U + V  
k T  

o der 
U §  

In (21) bringen wir noeh ~ nach links, wobei noch die Ausdrficke (18) auftreten, 
die jedoeh sehon klein yon zweiter Ordnung sind. In der angegebenen N~herung 
wird daher : 

~ = :~] ~ ( c ~  y ) k +  ~ ] ( ~  +Z),o ( u +  v) k-~ = ( k + l ) ~ ( v +  v) k 
Q Q 

Auf den hierin auftretenden Ausdruek (U + V)k wenden wir nun noeh einmal 
die Formel (22) an, wobei wir jedoeh die ~k dureh ihre erste N~herung ersetzen 
k6nnen. Augerdem beaehten wir, dab man in allen mi~ e~, o: oder fl multiplizierten 
Gliedern die Beihenfolge yon U und V beliebig vergndern daft: 

i - l )  Tk 

Gehen wir hiermit zu (22) zuriick, so kommt: 

t,, ,o 

+ + ~ 2 ( ~ 7 + v )  . . . .  4 ~ ] ( ~ _ z _ O .  " -  - 2  

Jan zweit, en Glied mfissen wir~, um es ganz nach links zu bringen, noeh fiber 
Faktoren U hinwegsehieben, so dal3 wir noch ein Zusatzglied mit ~a bekommen : 

( u +  
Y 

Multiplizieren wir (23) mit ~.. - -  und summieren fiber /~, so kommg: 

U V U l" U+ V U +  V 
~ (2 ~ + fl) e 

- ~ (k-T) ~e s (kT)~ ~ (k T)~ 

U V U+ V U+ V U+ V 

e k T  - - e  k T e  k T  ~ k T  s2 k T  2 a + / ~  k T  
- -  2 ( k T ) ~  e 8(kT)~r ( k T )  ~ e 

Urn die Symmetrie in U und V deutlieher zu m~ehen, bilden wir aus dieser 
Gleiehung und der durch Vertauschen yon U und V entstehenden das Mittel: 

u +  v u y 1 y u [ e2 u +  

Die Diagonalsumme des Ausdrucks (24) ergib~ gerade die Differenz 

zwischen der zu berechnenden Zustandssumme und dem leichter zu be- 

handelnden Ausdruck (14). 

(24) ist im allgemeinen ebenfslls ohne Sehwierigkeiten auswertbar, 

da in den darin vorkommenden Faktoren U und V als vertausehbar be- 
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handelt werden kSnnenl). Man sieht, dal~ (24) dann eine kleine Korrektur  
ist, wenn der Ausdruck (16) klein ist, ferner sieh~ man auch ]eicht, da/~ die 
Reihe, deren erstes Glied (24) isb, konvergier~, wenn (16) erfiillt ist. 

Die Analogie zu dem erw'~hnten klassischen Theorem besteht also hier 
in folgendem: Wenn U und V statistisch unabhiingig sind, und au~erdem 
im Sinne yon (16) fast vertauschbar,  so beherrscht man die Zustandssumme 
schon, wenn man die Eigenwerte yon U und V einzeln kennt.  

4. Fermistatistik. Wie sind nun die Betrach~ungen des vorigen Para- 
graphen zu modifizieren, wenn die Teilchendiohte so gro~ wird, dal3 man 
die F e r m i s e h e  Funktion an Stelle der B o l t z m a n n s c h e n  zu setzen, d. h. an 
Stelle yon (1) und (4) die Gleichungen zu benutzen hat2): 

/ 
F = N E  o - ~ [ / ( E ) ] i i ,  / (E)  = - - k ~ ' l o g ~ l J r e  kT ; (25) 

i 

und 

0 - -  - -  N - - ~ - ]  1 ~" 

l + e kT / i i  

Hierbei erhebt sich zun~chst die Frage nach der Definition tier Matrix { (E). 
Sie sell in dem speziellen Ma~rixsystem, in dem E diagonal ist, die Form 
haben: 

[/(E)]ii = / (Ei). (25 a) 

Dieser Ausdruck I~I~ sich jedoch auf ein beliebiges anderes Matrixschema 
nieht durch Po~enzreihenen~wieklung yon / verallgemeinern, weft / in dem 
uns interessierenden Gebie~ gar nicht in eine Potenzreihe entwiekelbar 
ist. Dagegen l~l~t sieh / in ein tiberall konvergentes Fourierintegral zerlegen: 

[ (E) =. ~ a (2) ei~Ed~. (27) 

Da die Funk~ion / und ihre Ableitungen nur dann merklieh variieren, 
werm sich E um k T iinder~, so werden in (27) nur diejenigen a (2) eine Rolle 
spielen, fi~r die ungef~hr 

1 
< - -  ( 2 s )  
~ k T  

is~. 

1) Die hier angegebene Methode wurde unabhEngig auch yon E. Wigner ,  
Phys. Rev. 40, 749, 1932 fOr den Fall U = Ekln., V ~/~pot. und mit  einem 
etwas anderen Berechnungsverfahren angegeben. 

2) Vgl. W. Pau l i ,  ZS. f. Phys. 41, 81, 1927. Die Rechnungen for den Fall 
der Bosestatistik, die wir in den Anwendungen nicht benStigen werden, sind 
so analog, daf5 wir sie wohI nicht exp]izit, anzugeben brauchen. 
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Wie steht es nun mit den beiden Sgtzen des vorigen hbsehnitts in 

diesem Fail? Durch ,,naive" Anwendung der StSrungsrechnung erhglt 
man hier die zu (7) analoge Formel: 

~ [ / (E) ] ,  = ~ / (~ )  + : E  V . / '  (U~) 
i i i 

v ?  1 T1 ~21' ( ~ d  - -  t' (~7,) + ~ ~-' f" (v~) + -~ ~ I ~ ,  ~ _  ~,~ + . . .  (~9) 

Genau wie in (7) machen hier die Korrektionsglieder sieher wenig aus, 
wenn die Bedingung (8) erfiillt ist. (29) konvergiert sogar im allgemeinen 
noeh erheblich besser. Um nun die Anwendbarkeit yon (29) zu rechtfer~igen, 
wenn das StSrungsverfahren fiir die Eigenwerte unzul~ssig wird, miissen 
wir in zwei Sehritten vorgehen: Erstens mtissen wir zeigen, dab die ffir 
jedes Glie4 yon (27) einzeln aus der S~Srungsreehnung erhaltene Reihe 

k k k 

. d ~ (~z- Uk) 
+ :E <_ ;,), ~_~ ~- ~ + N,  iv~l~,~'~ 1 -  

konvergiert, und zweitens, dab man sie gliedweise fiber ~ integrieren daft. 
Die Gfittigkeitsgrenze yon (30) k6nnte man durch diesetbe Beehnung be- 
weisen wie (7), derm (7) und (30) unterscheiden sieh nut dadureh, dal3 der 
Exponent im einen Fall reell, im anderen imagingr ist. 

Man kann sich aber bier dutch einen Kunstgriff jede Reehnung er- 
sparen, indem man bemerkt, dag der Operator 

gerade die Eigenschaft hat, die Wellenfunktion zur Zei~ t in die zur Zei~ 

t -F- ~ 1~ = ~ fiberzuffihrenl). Ein bestimmtes DiagonaMement liefert 

also die Wahrsehoinlichkeit daffir, dag ein Teilehen, das sieh zur Zeit t 

in einem ~ s~imm~en Zustand bezfiglieh U bofand, zur Zeit t + 1 ,~ noeh 
in demselben Zustand ist. 

/ t  

Die Anwendbarkeit der Entwicklung naeh V auf diesen Ausdruek 
bedeutet also hier, dag es zul~ssig is~, das zeitabh~ngige St6rungsverfahren ~) 
anzuwenden, um diese Wahrseheinlichkeit zu berechnen. 

1) Dies wurde in diesem Zusammenhang zuerst yon F. Bloch,  ZS. f. 
Phys. 7~, 295, 1932 bemerkt. 

~) Vg]. z. B. P. A. M. Dirac, Prec. Roy. Soc. London (A) 112, 661, 1926. 
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1 
Das ist aber offenbar dann der Fall, wenn die Zeit -~ 2 kleiner ist als 

die mittlere Lebensdauer T eines beziiglich U station~ren Zustandes unter 
der  Wirkung der StSrung V. (Diese Lebensdauer ist in erster Niiherung 

wirklich proportional zu I1/VI2). Wegen (28) besagt dies, da~ 

h I ~ kT (81) 

sein soll. Dann konvergiert also die Reihe (80). Damit  (29) erlaubt ist, 

ist also erstens notwendig, da~ die Reihe (29) selbst konvergiert, und zweitens, 
dal~ (31) gilt. Die erste Bedingung ist jedoch gewShnlich schw~eher als die 
zweite, so dal~ man sich darauI besehrfi.nken kann, die Gtiltigkeit yon (81) 

zu fordernl). 
Auch bier besteht also, wie wir sehen, v611ige Analogie mit  dem ersten 

klassisehen Satz. 
Fiir den zweiten Satz - -  wenn w i r e s  also mit  zwei statistiseh unab- 

hiingigen, fast vertauschbaren Summanden der Energie zu tun haben - -  
fiberlegen wit uns zuniichst, auf welehe Form wir die Zustandssumme 
bringen miissen, um sic auf die Eigenwerte yon U und V allein zuriickfiihren 
zu k5nnen. Offenbar gilt in Analogie zu (14): 

k k l 

Diese Gleiehung multiplizieren wir m i t a  (2) und integrieren. Hierbei ent- 

steht auf der linken Seite das Diagonalelement einer Funktion, die wit mit  ] 
bezeichnen wollen; reehts kommt:  

k k, 1 

Das ist abet der Ausdruck, den wir haben wollen. Es bleibt also nut  noeh 

iibrig, den Untersehied zwisehen / und ] zu berechnen. Dutch Multiplikation 
yon (28) mi~ geeigneten Koeffizienten und Addition erh~It man  leicht: 

ei~(u+v)-lei~Ud~y-~e~VeiZU=[--~e~-i(~l~)2~]ei~(v+v)2 . (84) 

Dutch Multiplikation yon (34) m i t a  (2) und Integration fiber 2: 

1 1 e'n pv (u  + V) + t (u  + v ) - ~ t  (u, v ) - ~ /  (v, u) = - o / ~ ( u +  v). (85) 

1) Man kSnnte die gleiche •berlegung nattirlich auch im Fall der Boltz- 
mannstatistik durclfftihren, da auch die Boltzmannfunktion nach F o u r i e r  
entwickelbar ist; dort ist aber (31) im allgemeinen nieht schw~eher als (8), so 
dab man auf diese Weise niehts Neues erh~l~. 
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Far die Berechtigung von (35) is~ wieder zu beaehten, dab erstens (85) 
selbst klein sein mul~, und au~erdem (34) erlaubt sein mul3, was z. B. gicher 
der Fall ist, wenn der Ausdruck (16) klein ist. Es wird sich zeigen, da~ dies 
keine iiberfliissige Vorsicht ist. 

5. Diamagnetismus #eier Elektronen. Naeh diesen allgemeinen Be, 
merkungen ist es nun sehr leieht, das in der Einleitung aufgestellte 
Programm flit den Fall freier Elektronen durehzuftihren. 

Das N~chstliegende w~re nattirlieh, die Terme der Schr6dingergleiehung, 
die das Magnetfeld enthalten, als kleine StSrung zu behandeln. Das liefe 
darauf hinaus, in der Energie 

= P - -  ~ = l p 2  e e~ r (86) 

das Vektorpotential bei Festhaltung der Impulse (d. h. adiabatisch) aus- 
zuschalten. Dem entspricht jedoch keine kleine, sondern eine sehr gro~e 
~_nderung des Zustandes, denn in einem Gebiet yon der GrS~enordnung L 
/~ndert sieh das Vektorpotential um�89 L H .  Da L yon der GrS~enordnung 
makroskopischer Dimensionen zu nehmen ist - -  ira Gegensatz zu der 
analogen Rechnung ftir ein Atom - - ,  so ist ein soleher Ausdruek aueh bei 
schwachem Magnetfeld praktisch niemals eine kleine StSrung. Der 
physikalische Grund hierffir ist, dal~ der Impuls im Magnetfeld keine 
sinnvolle GrSl3e ist. Man zerlegt hier die Energie in zwei sehr groi~e 
Bestandteile entgegengesetzten Vorzeiehens, die beide einzeln keine 
physikalische Bedeutung haben. Die Zerlegung (86) hiingt yon der 
speziellen Wahl des Vektorpotentials ab. 

Einen verniinftigen, d.h.  yon der Wahl des Vektorpotentials unab- 
h~ngigen Sinn hat vielmehr im Magnetfeld die GrSl~e 

6 
~ - ~ m ~  = p - - - ~ I ,  (87) 

die aueh klassiseh die geeignete Variable zur Behandlung eines solchen 
Problems darstellt. Als Funktion yon ~ ist aber die Energie iiberhaupt 
yon H unabhangig; gerade hierauf beruht es ja, da$ ein Elektronengas 
klassiseh keinen Diamagnetismus zeigt. Der Einflul~ des Feldes maeht sich 
vielmehr nut darin bemerkbar, da$ die einzelnen Komponenten yon 15 
nieht miteinander vertausehbar sind. Vielmehr grit, wenn H die z-Rich- 
tung hat: 

[P~, Py] ~- i e n H, 
C 

[~,  ~,] = [~, ~ ]  = o, (88)  
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wie man leieht mit Bilfo der Vertauschungsrolationen far Koordinaten 
und Impulse nachweisk 

Die Energie wird hier: 

1 ~ +vpz~ ) = U + V + W ,  (39) 

wobei der letzte Summand mit den beiden ersten vertauschbar ist, und 
daher als gewShn]iche Variable aufgefat~t werden kann. Die beiden ersten 
Summanden erfiillen jedoeh die Voraussetzungen unseres zweiten Satzes: 
Sie sind - -  als Funktionen yon zwei Variablen. mit konstantem ,,Klammer- 
symbol" (88) - -  statistiseh unabh~ngig, und aulterdem, jedenfalls bei 
kleinem H, fast vertausehbar. An Stelle der in (25) auftretenden Funktion 
/(E) kSnnen wir also naeh (85) schreiben: 

1 
! (U + V + W) = ~ [] (U, V, W) + [ (V, U, W)] 

8 ~ 

!~v (U + V + W) + ~ y ~  !m (U + V + W). (40) 
8 

In nullter NAherung haben wit also die Diagonalsumme des Ausdrueks ] 
zu berechnen, d.h. wir haben in der Summe (25) so zu verfahren, als ob 
U, V, W vertauschbar w~ren. Das Resultat ist mithin die freie Energie 
far H ~ 0. 

Die _~nderung der freien Energie infolge des l%ldes wird also bedingt: 
erstens dutch die Diagonalsumme der Korrektionsterme in (40), und zweitens 
dutch die yon entspreehenden Termen in (26) herri~arende )~nderung yon E 0. 
Man kann jedoeh allgemein zeigen, dab tier letztere Beitrag nur in hSherer 
N~herung eine l~olle spielt Ida die .~aderung yon E o selbst proportional 
zu H ~ sein mu~, und da wegen (26) O.F/OE o versehwindet]. 

Die gesamte s der freien Energie dutch alas Magnetfeld wird 
also gleich der Diagonalsumme yon: 

8 2 

wobei U, V, W, solange sie als Argumente der Funktion f vorkommen, 
Ms vertausehbar behandelt werden kSnnen. Wegen (88) wird nun bis auf 
Gheder hSherer Ordnung in H: 

4 4 
= ~ (~, R)~->~ ~ ;  o~ - -  ~ = - -  m- (~' H)~ ( ~  + >~), 

worin 
eh 

I~ - -  9 ~ m c  



Zur Theorie des Diamagnetismus yon Leitungselektronen. 777 

das Bohrsche ~r bezeichnet. (40) wird also: 

4(~H)~ I 1 - 2  d~t 1 d~tl 
I ~  ~-~ ~Yd~ + ~ ()~ + ~ )  d-~[" 

Hiervon ist ~lso die Diagonalsumme bei Vernachl~ssigung der Nich~- 
vertauschbarkeit zu berechnen, d. h. man soll diesen Ausdruck als Funktion 
der drei Zahlen p~, p~, p~ auffassen und fiber diese integrieren. Dabei is~ 
es zweckm~l~ig, den Ausdruck noch so umzuformen, d~l~ man Glieder, 
die sich als Ableitungen nach ~ schreiben lassen, for~l~B~, da alle Ab- 
leitungen yon [ ira Unendlichen exponen~iell verschwinden. Berficksichtigen 
wir, dal3 z.B. 

~ d 0 
m d E 0 p~' 

so bleibt nach leichter Umformung: 

-- 1 lit. (tt H) ~. 
Die freie Energie wird also 

1 d 2 
F -  Fo--~ (~H)~o~ [ ~ ] .  j (49,) 

in [Jbereinstimmung mit dem Resultat yon L a n d a u  (1. c.)1). 
Unter welchen Umst~nden ist die Formel (42) anwendbar, d.h. bis 

zu welchen Feldst~rken ist die Suszeptibilit~t unabh~ngig yon H ? (49.) is~ 
der Anfang einer l~eihe, yon der man leich~ zeigen kann, dal3 das Verh/~Itnis 
zweier aufeinandeffolgender Glieder yon derseiben GrS~enordnung ist, 
wie das Verh/fl~nis des ersten Gliedes zum ,,nullten". Ft~r den uns in- 
teressierenden Fall eines entarteten Fermigases (E o ~ k T) is~ dieses Ver- 
h~iltnis aber 

Man wtirde also bei oberfl~chhcher Be~rachtung erwarten, dag erst fiir 
, u H N A  o eine merkliche Ver~nderung der Suszeptibilit~t auftritk In 
Wirklichkeit haben wir aber zu beachten, dal~ unsere Rechnungen auf tier 
ausdr~icklichen Voraussetzung aufgebaut waren, dab Gleichung (34) an- 
wendbar ist. In unserem Spezialfall wird (84) bis auf Glieder, deren Diagonal- 
summe verschwindet: 

22 
-~- (t~H) ~ ~ .  

1) Bei Landau  bedeutet der Buchstabe /~ das doppe]te ~iagneton. 
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Mit l~iicksicht auf (28) bemerken wir, d~l~ dies nut dann immer klein ist, 
w e n r l  

~H < k T. (48) 

Die Grenze, bis zu der unsere Methode anwendbar ist, wird also schon 
dutch (48) gegeben, obwohl unsere Entwicklung yon F nach Potenzen 
yon H noch viel welter gut konvergiertl). 

Andererseits sehen wir, dai~ das allgemeine Kriterium in unserem 
Falle zu stark ist. Aus (16) kSnnten wit n~mlieh die Anwendbarkeit unserer 
Formel nur dann folgern, wenn 

# H .  E o <  (k T) 2. 

Wenn (48) nieht gilt, so versagen nicht nur unsere Beweise, sondern 
man erhiilt wirklieh eine Feldabhi~ngigkeit der Suszeptibilit~. Auf die 
genauere Diskussion des Falles starker Felder kommen wir in einer spiiteren 

Note zur~mk. 

6. Freie Elektronen mit Zusammenst6fien. Wir nehmen nun welter 
an, dub die Elektronen eine endliche freie Wegliinge haben, so dab der 
periodische Charakter ihrer Bewegung verlorengeht. 

Da wir im vorigen Absehnit~ die Landausehe  Formel ohne Benutzung 
der station~ren Zustiinde, d.h.  ohne Bezugnahme auf diesen periodischen 
Charakter, abgeleitet haben, so werden wir erwarten, dab das u 
sein der StSBe qualitativ keine Anderung im diamagnetischen Verhalten 

hervorruft. 
Wie wir ira ersten Abschnitt erwi~hnten, liegt ja die Vermutung nahe, 

dab die Suszeptibiliti~t yon dem Verhiiltnis yon Bahnradius und freier 
Wegtiinge abhi~ngt, d. h. dal~ sie fiir Felder, die grSl]er sind als eine gewisse 
kritische Feldst~rke, den aus (42) folgenden Wert, ftir kleine Feldst~rken 
jedoch einen anderen hat. 

Diese Vermutung trifR aber nicht zu, wie wit nun sofort aus unserem 
ersten Satz des vierten Abschnitts folgern kSnnen, wenn wir dort fiir U 
die Energie der Elektronen - -  mit Beriieksiehtigung des Magnetfeldes - -  
und fiir V die Wirkung der ZusammenstSl~e einsetzen. W~re die erwiihnte 
Vermutung n~mlich richtig, so miiBte die Entwiekelbarkeit der freien 
Energie naeh V um so friiher aufhSren, je kleiner H i s t .  Wir haben aber 
bewiesen, dab (81) ein hinreichendes Kriterium flit die Entwiekelbarkeit 
ist. Die GrSl~e 1/~: hat hier die Bedeutung einer StoBwahrscheinliehkeit. 
Bei festem V und abnehmendem H geht aber diese StoBwahrseheinhehkeit 

1) Auch dieses Resultat ist natiir]ich in (~bereinstimmung mit dem 
Lan dauschen. 
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keineswegs gegen co, wie man leieht aus theoretischen Uberlegungen, 
noch leichter aber empiriseh aus der Tatsaehe folgern kann, dalt ein schwaches 
Magnetfeld auch nut eine schwache Anderung des elektrischen Widerstandes 
bedingt. Folglich ist die durch V hervorgerufene StSrung auch dann noeh 
proportional lz~, wenn die freie Wegl~nge bereits kle~ner al~ der Bahn- 
radius ist. 

Die Suszeptibilit~t ist also unabh~ngig yon dem Verh~ltnis zwischen 
Bahnradius und freier Wegl~nge. Die Anwesenheit der StSl~e kann viel- 
mehr nur eine _&nderung des Wertes der Suszeptibilit~s und der Feldst~rke, 
bei der die Feldst~rkenabh~ngigkeit der letzteren beginnt, bedingen. Beide 
Anderungen werden erst dann yon der relativen GrSl~e 1 werden, wenn das 
Verh~l~nis (31) die Gr613enordnung 1 bekommt. 

In realen Metallen ist dies bei hohen Temperaturen mSglicherweise 
der Fall. Man kann dort die GrSl~e (31) in folgender Weise absch~tzen: 
Ffir freie Elektronen steht die Stol3wahrscheinlichkeit 1/v mit der elek- 
trisehen Leitf~higkeit a in dem Zusammenhang: 

n e 2 T  

~n 

won  die Dichte der Elektronen ist. Hieraus folgt z. B. ffir Cu bei Zimmer- 

~emperatur h I ~,, 2 .10  - i t  erg, w~hrend k T ~-~ 5- 10 -~4 erg wird. In diesem 
T 

Falle kSnnen wir also nieht mit Sicherheit behaupten, dal~ die StSl~e nur 
eine vernachliissigbar kleine s bedingen. W~re der Einflul3 der 
StSl~e merklieh, so sollte sich dies in einer Temperaturabh~ngigkeit der 
Suszeptibilit~t ~ultern, da (31) flit tiefe Temperaturen, wo der Wider- 
stand erheblieh schneller als mit T abnimmt, sicher klein wird. 

Vermutlich ist das jedoeh nicht der Fall, da die obige Absch~tzung 
der Stol3wahrseheintichkeit zu ungfmstig is~. Berficksichtigt man, dal~ 
die Elektronen nicht ganz frei sind, was sich darin s dal~ ihre Masse 
seheinbar grSl~er ist als die freier Elektronen, so ergibt sieh aus den experi- 
mentellen Daten eine kleinere Stol]wahrschehfliehkeit. 

7. Gebundene Elektronen. Ein ganz analoges Verfahren l~13t sieh nun 
zur Berechnung des Diamagnetismus yon Elektronen anwenden, die sieh 
in einem periodisehen Potentialfeld befinden. 

Hierbei soll, wie ir0her, die elektrostatisehe Weehselwirkung der 
Leitungselektronen untereinander vernaehl~ssigt werden. Ferner wollen 
wir zur Vereinfaehung annehmen, dal~ der Fall ,,starker Bindung" vorliegt, 
d.h. dal~ man die Eigenfunktionen der Elektronen n~herungsweise aus denen 
des Einzelatoms zusammensetzen kann. Diese Annahme diirfte zwar einen 
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nicht realisierbaren Grenzfall darstellen, abet da der entgegengesetzte 
Grenzfall ganz freier Elektronen bekannt  ist, so kSnnen wir zwischen ihnen 
leicht interpolieren. 

Ferner sehreiben wir die Formeln f~r den Fall eines einfaeh kubischen 
Gitters. DaB das Gitter kubiseh ist, spielt dabei fiir die Eesultate keine 
erhebliche Rolle; dagegen bedilrfte tier Fall eines nicht einfac'hen Gitters, 
d .h .  eines Gitters, dessen Basis aus mehreren Atomen best~,ht, noch be- 
sonderer (Jberlegungen. 

Es sei V (r) das Potential eines Ions, alas sich an der Stelle r ~ 0 
befhldet. Fiir das Atom ist also bei Anwesenheit eines magnetisehen Feldes H 
in der z-Richtung die SchrSdingergleiehung 

F -  

anzusetzen. Der tiefste Eigenwert wird in der uns interessierenden ~:~herung 

H~ 
E~ = E ~ + Z ~ ' ~ - ,  (45) 

worin E ~ die Energie ohne Magnetfeld und Z~ die - -  yon dem '~ul~ersten 

Elektron herrahrende - -  Suszeptibflit~t des Atoms ist. Die Eigenfunktion 
sei Fo- Wir kSnnen sie in dem betrachteten Falle starker Bindung als 
unabh~ngig yon H anseheni). Betrachten wir nun das Ion, das sieh an der 
Stelle m d  befindet (m habe ganzzahlige Komponenten,  d ist der Atom- 

abstand) und zu dem das Potential  V ( r -  rod) gehSrt, so ist.die zugehSrige 
Eigenfunktion nich~ einfaeh ~o o 0 : -  rod) wie im Falle H = 0, denn am 
Orte dieses Atoms ist zwar das Magnetfeld dasselbe, aber das in (44) ein- 
gehende Vektorpotential ein anderes als an der Stelle r = 0. Wit  kSnnen 
aber auch die Gleichung fiir das m-re Atom auf die Form (44) bringen, 
indem wit ,,umeichen", d .h .  zu dem Vektorpotential den Gradienten 
einer Funktion ~ (r) hinzuffigen und dafi~r die Eigenfunktion m i t e  ~ ~ multi- 

plizieren. (Bei dieser Transformation bleiben bekannflich alle physikalisehen 
GrSl,~en unge~ndert.) Man kann leicht zeigen, dab wir zu diesem Zweck 

dH 

wi~hlen miissen. 9o ( r -  rod) ist also eine LSsung der so transformierten 
Gleichung, d .h .  die LSsung der Gleichung (44) fiir das m-re A~om wird 

q~m = e--i=(m~, y - m,. Z)~o (~: __ rod) (46) 

1) Die Berficksichtigung des Umstandes, dab ~o o yon H abh~ngt, wtu'de 
iibrigens im Endresultat nichts Neues liefern. 
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mit  eH 
- - .  d. (47) 

Es ist bequem, dies in der folgenden Weise symboliseh zu schreiben: Be- 
deutet p den Operator des Impulses, so ist e -  ip a bekanntlich die Operation, 
die r dutch r -  h a  ersetzt. Mit I-Iilfe des Vektors 

kSnnen wir also start  (46) schreiben: 

(Pro ---- e-i(~m) (Po" (46a) 

Wit tragen nun dem Umstand Rechnung, dal] das Elektron sich in 
Wirklichkeit hie unter dem Einflul] nur eines Ions, sondern immer im Felde 
des ganzen Girders bewegt. Das fiihrt in bekannter  Weise 1) auf die Gleichung 
zur Best immung der Eigenfunktionen nullter bT~herung and der Energie 
erster N~herung: 

E am = ~ Um n an. (49) 
11 

Hierin ist 

worin ~" der Operator der Energie ist. Dieser ist aber m i t e  i ~n  vertauschbar:  

Umn = ~ ~* e~Vm e-  i~nE tflo d'~. 

Berticksichtigen wir, dal~ % eine LSsung yon (42) zu dem Eigenwert E 1 
ist, so bleibt die Gleichung: 

( E - -  El) a m ~_ sam ~- ~ smna,  (51) 
11 

mit 

Wit beriicksiehtigen nun, daI~ naeh (48): 

ei ~ ra e - -  i ~ 11 ~ ei a (mx ~qy --  my n~) 6i (m - -  n) (58) 
und folglich 

- -  d "  ( ~  ny - ,~, n~). A ( m  - -  u ) .  (52 a) 

1) F. Bloch,  ZS. f. Phys. 52, 555, 1928. 
Z e i t s c h r i f t  f t i r  Phys ik .  Bd. 80. 5 1  
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stun kann man nun auch als die Matrixelemente des Operators 

I 

auffassen, wenn man den Vektor ~ durch 

(~4) 

edr~ 
= -~ - -  ~ [ o ] (55) 

definiert, wobei der Operator ro dadurch gegeben sein soll, dal~ er die Funk- 
tion ~m tiberftihrt in 

r0 ~m ---- md~pm (56) 

(~o bedeutet also etwa den Oft des Ions, in dessen N~ihe sich das Elektron 
gerade befindet). R ist m i t e / ~ n  vertauschbar,  d .h .  unabhangig davon 
definiert, in welchen Git terpunkt man den Koordinatenanfangspunkt legt. 

Man verifiziert leicht, daI~ die Matrixelemente yon (54) wirklich gerade 
gleich (52a) werden, sofern man die ~m als orthogonal auffa~t. In der 

N~iherung, in der (49) zu Reeht besteht, ist das aber der Fall. Man verifiziert 
ebenfalls leicht, dal~ auch fiir die h5heren Potenzen yon (54), die wir spi~ter 
brauchen werden, der Unterschied zwisehen (54) und (52a) nut  einen rela- 
riven Fehler yon der GrSi3enordnung der Niehtorthogonalitiit ausmaeht. 

Im  Grenzfall starker Bindung kSnnen wir also die Energie in der fol- 
genden Form schreiben: 

E=El q-e, 

wo e den Operator (54) bedeutet.  Im  Falle H ~- 0 wird diese Zerlegung 
trivial. In diesem Falle werden n~mlich wegen ~ ---- 0 die einzelnen Kom- 

ponenten yon R miteinander vertausehbar,  man kann ihnen gleiehzeitig 
Zahlwerte zusehreiben. Diese sind nichts anderes als die bet B l o c h  auf- 
tretenden ~, ~7, ~, die aueh dort zur Beschreibung des Elektronenzustandes 
dienen. Der Ausdruck (54) bedeutet dann nichts anderes als die Fourier- 
zerlegung der Energie als Funktion dieser Variablenl). 

Wird nun H :r 0, so liegen die Verh~ltnisse analog wie bet freien 
Elektronen, insofern als sich aueh hier die Energie als eine einfache Funktion 

yon nichtvertauschbaren GrSl3en darstellen l~13t. Ebenso wie bet gebundenen 
Elektronen die B loehsehen  Variablen ~, ~7, ~ in vieler Beziehung analog 
zum Impuls sind, so wird unser Vekt'or R analog zu dem durch (37) ein- 
geftihrten p. 

1) B loch  hat in 1. c. Gleichung (20) speziell angenommen, dab nur die- 
jenigen Fourierkoeffizienten :# 0 sind, ffir die [ I I = 1, d.h.  dal3 man nur den 
~Jbergang eines Elektrons zum niichsten Nachbaratom in Rechnung stellt. 
T~!,, ~ Annahme ist abet ftir unsere Zwecke zu speziel]. 
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Zum Unterschied yon dem Fall freier Elektronen ist jedoch die Funktion 

selbst nicht genau dieselbe wie ohne Magnetfeld, da die Koeffizienten A 

nach (52a) noeh yon H abh~ngenl). 

Diese Abh~ingigkeit ist jedoeh klein yon zweiter Ordnung. Wenn H 

nieht zu grol] ist, so kann man nach (46) sehreiben: 

~2 2 t 

Die linearen Terme versehwinden aber bei der Integration und die Ab- 

weiehung in A wird yon der relativen GrSl~enordnung 

~2r~ l~ _~ (erd ~ l~ " H2 (57) 

werden, we r yon der GrSf~enordmmg des Atomradius ist. 

Um die freie Energie unseres Systems zu bereehnen, mi~ssen wir also 

gem~f~ (25) die Diagonalsumme des Ausdrueks 

/ (E: + ~) 

bereehnen. Diese Aufgabe ist gegeniiber der entsprechenden far freie Elek- 

tronen dadureh kompliziert, dab s zwar aueh eine Funktion yon fast ver- 

tauschbaren, statistisch unabh~ngigen Variablen ist, sich aber nieht additiv 

aus Funktionen je eh:er dieser Variablen zusammensetzt. Trotzdem is~ 

ein ganz analoges Verfahren mSglich. 

Wit betrachten zun~iehst die Diagonalsumme einer beliebigen Funktion 

g (E), die naeh T a y l o r  entwickelbar sei. Aueh hier kOnnen wir sofort 

diejenige Diagonalsumme berechnen, die entsteht, wenn :nan g dutch 

ersetzt, d .h .  wenn man die Faktoren in der Potenzreihenentwicklung so 

umordnet, dal] immer ~ links yon R~ steht. In derselben Weise wie friiher 
l~iltt sich zeigen, daf~ 

~ .  = ~ g[E~ + s (~, ~, ~)],. (58) 
i $~c 

worin 

1 

~) Sieht man vonder  VerSnderung der A ab, so ist an sich die Aufgabe: 
,,Man setze in die Funktion s (~, V, ~) an Stelle yon ~, if, ~ die nicht vertausch- 
baren Operatoren R~ Ry Rz ein" nicht eindeutig bestimmt, da man noch die 
Reihenfolge der Faktoren festlegen mul3. Dureh (54) wird hiertiber natfirlieh 
eindeutig verf/igt. Es ist interessant~ zu bemerken, dal~ (54) gerade der yon 
Weyl  "(ZS. f. Phys. 46, 1, 1927) vorgeschlagenen - -  jedoch keineswegs all- 
gemein anwendbaren - -  Vorsohrift zur Bestimmung der Reihenfolge yon Fak- 
toren entspricht. 

51" 
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eine im al lgemeinen noch yon  H abh~ngige F u n k t i o n  dreier gewShnlicher 

(c-Zahl-) Variabler  ist. I n  (58) ist t iber alle Eigenwerte  yon  ~, 7, ~ zu sum- 

mieren,  die etwa in der Weise wie bei B l o c h  zu bes t immen  sin& 

Um nun  den Unterschied zwischen 17 und  ~ zu berechnen, gehen wir in der  
folgenden Weise vor:  Naeh Definition ist zuniiehst: 

~ = ~ ~ . . .  ~ A tI1) .4 (l~) �9 �9 �9 A (Iv.) ~ ~ ~1 e~ ~ , 2 . . .  ei ~ ~,,. 
11 I~ I~ 

Aus (55) folgt jedooh, dab 

ei ~ I ~ e -  iet d 1 :v lY e i 1 x ~ x  e. i lY ~ y  e i l z ~ z  ~ (59) 

d .h .  

�9 . . e  e Y ' e ' �9 ~ - ~ - ~  A (11) A (1~)... A (Iv.) e 

Bringen wir nu n  alle Faktoren, die ~'t~ enthalten, naeh links, so mfissen wir 
jeden fiber die vor ibm stehenden F~ktoren mi t  Rv hinwegsehieben. Naeh der 
aus (59) folgenden Formel- 

~ 2 i a d m n  i n ~  x e i m ~ y  e i m ~ y  e i n d i c  ~ e e 

erhalten wir infolgedessen: 

e ~ : ~ A ( I ~ ) . . - A  (iv.) 

e ~. ~.<.x e ~" e ~- e ~- (60) 

Entwiekehl wit den ersten Exponentialfaktor nach Potenzen yon ~d, so erhalten 
wir bis zur zweiten Ngherung: 

~'~ = : E  A (l~) �9 �9 A (~v.) {~ - i~ a [ : E  ~: ~,~ + ~ ~ ~ ~] 
. z z < ~  

~ a ~ r ~ + ~ r ~ ~ , .  ~ ~ ~ ~:E~ 
2 

Hier beaohten wir, dab fiber a~le Wertekombinationen der [1, - . .  lv. zu summieren 
isL insbesondere kommen also alle Glieder, die sich nur  durch Vertauschungen 
der 1 untereinander urlterscheiden, gleieh hiiufig vor. Ffir alle diese Glieder 
ist~ der Exponential~aktor sowie der Koeffizient A (I~) . . .  A (I~) gleich. Wir 
kSnaen daher im linearen Glied 2 ~ auch durch ~ ersetzen, so dab der 

lineare Teil des ersten Faktor~ die folgende Form a n n i m m t :  

wobei nun  ohne Einschriinkung zu summieren ist. 
Nieht ganz so leicht li~Bt sich das quadratische Glied fibersehen. Ist zuniiehst 

keine der Zablen u, ~t gleieh einer tier beiden z', )t', so karm m an  genau so wie beim 
linearen Glied sehlieBen. Es kommen abet auch Terme vor, bei denen z. B. 
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~' = 4. Da man die Reihenfolge der Vektoren 11 . . .  It~ sieher aueh umkehren 

daft, so kann man z. B. start 4 ~ auch schreiben: 

Es ist also hier tiber al]e die Anordnungen zu summieren, in denen der Index ~t 
zwisehen z und 4' ]iegt. Wie h•ufig dies vorkommt, ist eine rein kombinatorisehe 
Frage. Man zahlt leicht ab, dal~ dies gerade halb so h~ufig vorkommt, wie der 
entgegengesetzte Fall: Die betrachtete Summe wird also: 

2 E 

In Bhnlieher Weise kann man sieh yon allen Einschr~nkungen bei der Summation 
befreien und erhBlt scblie~lieh Ms Resultat: 

Lm linearen Glied dieser Gleichung drficken wir nun wieder e ~ ~z~ l~...ei~z~ ~z 
durch e i~I1 . .-  ei~I~ ~ aus und erhalten: 

a~ d ~ 
e~'~- ~ A ( I O . . . A ( I ~ )  1 - - ~ [ - . . ]  

Diese Gleiehung multiplizieren wit nun mit  den Taylorkoeffizienten der Ftmk- 
tion g und summieren. Dabei ergibt das yon cr freie Glied gerade die Funktion.~. 
Von dem in cr linearen Glied befreien wit uns genau wie im dritten Abschnitt, 
indem wir das arithmetische Mittel aus dieser Gleiehung und der dureh Ver- 
tauschen der Reihenfo]ge von Rz und Ry entstehenden bilden. Bei dieser 
VertauseL ug geht ,q in eine Funktion fiber, die wir m i t ~ *  bezeiclmen. Ihre 
Diagonalsumme is~ konjugiert komplex zu der yon ~. Schliel~lieh bemerken 
wir, dal~ wir in den mit a ~ multiplizierten Gliedern in unserer N~herung ftir 
~ , ~ y R z  einfach ihre Eigenwerte ~ ~ einsetzen k6nnen. 

Auf diese Weise erhalten wir: 

+ (61) 
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Die Bildung der Diagonalsumme besteht jetzt  aus einer Integration fiber 
~7~- D a  hierbei iiber das Geb ie t  

zu integrieren ist, und alle auftretenden Funktionen nur yon e i~, e in, e ~'; 
abh/~ngen, so versehwinden bei der Integration alle Terme, di6 Ablei~ungen 
naeh ~, ~7 oder ~ sind. Die Diagonalsumme yon (61)ist  also identiseh mit 
der Diagonalsumme yon: 

(61') 
6 �9 

Die Formel (61') gilt fiir jede Funktion g, die naeh T a y l o r  entwickelbar 
ist, insbesondere gilt sie daher aueh ~ar die Exponentialfunktion und wegen 
ihrer Linearit~t auch fiir die naeh F o u r i e r  zerlegbare Funktion f. Die 
uns interessierende Diagonalsumme yon f wird daher --- vorbehaltlieh der 
Feststellung der Gi~ltigkeitsgrenze: 

~2d2 0~e 02e ( ~ ) 2 ]  Ij E/ii= NII(E~ + e (~, ~1,r --~- [ ~  ["(E,  +8 (~: U :)) . .  (61") 
i ~en~. L g 0~ 2 

Hierin kSrmen wir im letzten Term die Funktion ~ aueh dureh e o, die 
Energiefunktion ftir H ---- 0 ersetzen. Die Diagonalsumme h/~ngt also aus 
drei Griinden yon H ab. Erstens ist E 1 nach (45) ~eldabh~ngig. Dies gibt 
zur Suszeptibilit/~t den Beitrag 

Zl = NZa '  (62a) 

der in diesem Modell trivialerweise zu erwarten war. Zweitens h/~ngt im 
ersten Term e von H ab, mit 

e = e O-~-elH2 

kommt daher in der freien Energie der Zusatzterm: 

H2" ~ / ~ l  (~, ~], ~) ~' ( El} + eo (~, ?], ~)], 

d.h .  die Suszeptibilit/it 

Z2 = 2 ~_j s, (e, fl, $) / '  ( E  ~ q-  s o (s,  ~, $)). (62 b) 

SehlieBlich kommt der ganze letzte Term von (61") nur vom Magnetfeld 
her, er gibt zur Suszeptibilit/~t den Beitrag: 

Die diamagnetisehe Suszeptibilit/~ setzt sieh also aus drei Bestand- 
teilen zusammen, yon denen der erste nut  yon der Bindung herriihrt und 
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in unserer Niiherung gleich dem Diamagnetismus der einzelnen Atome ist. 
Der letzte ist analog zu dem Diamagnetismus freier Elektronen [setzt man 

1 h 2 �9 spe ioH t-d) + r + e/ein, was freie.  lektro.en entspreohen 

wtirde, so geh~ (62 e) in (42) fiber], Z~ ist ein gemisehtes Glied, zu dem sowohl 
beim Einzelatom wie bei freien Elektronen die Analogie fehlt. 

Um eine grobe Abseh/~tzung der GrSBenverh/iltnisse zu bekommen, 
bemerken wir, dab 

e 2 

Za ~ ~,~C2 r~ 

so dab Z1 einer Volumensuszeptibili$/~t von. 

e 2 ~t 

4 m  c s 

entspricht. Hierin ist n die Zahl de~" A~ome pro Volumeneinheit, r eine 

GrSBe yon der Ordnung des Atomro, dms. Um Z~ 'abzuseh/~zen, bemerken 
wir, dab im wesentlichen 

f = { 1  E < E  o, 
0 E > E  o 

ist. Man hat also den Mittelwer~ des Ausdrucks Q - - ~ o  fiber das Gebiet 

o<  o<Eo 

zu nehmen. Mit Beaehtung yon (57) wird die GrSBenordnung daher: 

e ~ r 2 d.J i s 
Z2 ~'~ 9, h '~ c ~ E~ 

W/~re l ~ 11) und E o gleich der Nullpunktsenergie eines Gases yon freien 
Elektronen mit der Dichte ! /d  a, so wfirde Z2 ~ Z 1  werden. In Wirkliehkeit 
treffen diese Annahmen beide nich~ zu, der erste Ufiterschied bedingt 
eine VergrSBerung, tier andere eine Verkleinerung yon Z2. Das Vorzeiehen 
von Z2 ist zuweilen positiv (paramagnetiseh), doeh hat dies wohl 
physikalisch niehts zu sagen, da wohl immer entweder Z1 oder Z3 gr6Ber 

ats Z2 sein wird. 

Fiir das Vorzeichen yon Za bedenken wir, dab 0 ~s 0~]~ \ ~ }  

im wesentlichen die Krfimmung der Fl~che s als Funktion von ~, ~] bei 
konstantem ~ bedeutet. Dieser Ausdruek ist fiber das Gebiet zu mitteln, 
wo f '  ~ 0, d.h. im wesentlichen fiber das Gebiet, wo e o ~  E o. Es kann 

1) D.h. wfirden nur die n~chsten Nachbarn eine Rolle spielen. 
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nnn leicht:vorkommen, dal~ diese Krfimmung an einzelnen Punkten der 
Fl~ehe negativ wirdl). Bedenken wir aber, dal] die Kriimmung sieher 
positivist,  wenn - -  bei beliebigem ~ - -  ~ and ~ klein sind, so sieht man, 
dal~ es mindestens sehr unwahrseheinlich ist, dal~ der Mittelwert dieses 
Ausdrucks negativ wird. Man kann es jedoch niehb allgemein beweisen, 
dal~ bei einem besonders komplizierten Verlauf yon ~o nicht aueh einmal Za 
einen Beitrag im paramagnetisehen Sinne ergeben kann. 

Was die GrSl]e yon Za betrifft, so bemerken wit zun~tchst, dal~ es im 
Gegensatz zu freien Elektronen keinen Zusammenhang mit der Gr513e des 
Spinparamagnetismus hat, da dieser allein dutch die ersten Ablei~ungen 

der Funktion s o bestimmt iste). Das L a n d a u s c h e  Resultat, dalt der Dia- 
magnetismus gerade gleieh einem Drittel des Paramagnetismus ist, gilt 
daher nur im Spezialfall freier Elektronen. 

Nehmen wir als einfaehsten Fall an, dal3 die Funktion e langsam 
variabel ist, so dal3 in der Fourierentwicklung vor allem die Glieder mit 

Ill = 1 eine Rolle spielen, so ergibt sieh flit die GrSl]e yon ga: 

n e ~ d * 

wobei E,~ die Breite des Energiebereichs bedeutet, den die Werte yon s o 
ausftiIIen. (Ist die Zahl der Elektronen ungef~hr gleich der der Atome, 
so wird dies identiseh mit E0. ) 

Insbesondere sehen wir: Sobald s o (~, 7, $) eine langsam ver~nderliehe 
Funktion ist, sind Z~ und Z3 kleiner als igr Sie sind insbesondere relativ 
um so kleiner, je kleiner die mSgliche Translationsenergie, d.h.  je fester 
die Bindung der Elektronen ist. Die diamagnetisehe Suszeptibilitat wird 
also hier im wesentliehen dureh X1 gegeben, d. h. sie ist etwa gleieh der eines 
entsprechenden Isolators. Ftir die meisten Metalle entspricht dies den 
Tatsachen. 

Es kann abet vorkommen, dab ~o eine kompliziertere Funktion ist, 
und dann wird insbesondere Za grol] werden, weil (62e) besonders empfind- 
lich gegen die Form yon e o ist. In diesem Falle kann die Suszeptibilit~t 
viel grSl]er werden. Es liegt nahe, hier die Aufkl~rung fiir das anomale 
Verhalten yon Wismut zu vermuten. 

1) Vgl. die Dislmssion der mSglichen Formen der Energiefl~che bei 
R. Peierls ,  A~n. d. Phys. 12, 154, 1932. 

3) F. Bloch, ZS. f. Phys. 53, 216, 1932; vgl. auch R. Peierls ,  Ergebnisse 
d. exakt. Naturwissenschaften 11, 281, 1932. 
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In jedem Falle ergibt sich bier die Suszeptibilit~t als temperatur- 

unabh'~ngig, solange das Elektronengas vSllig entarte~ ist (kT ~ Eo). 
Auch dies stimmt mit tier Erfahrung flberein. 

8. Feldabhi~ng~gkeit der Suszeptibiiiti~t. Beziigtieh der Frage, wie weir 
die Suszeptibilit~t feldunabh~ngig ist, liegen die Verhaltnisse genau wie 
bei freien Elektronen. Wenn wir bei unserer Entwicklung nach Potenzen 
yon H noeh hShere Glieder mitgenommen h~tten, so warde die so entstehende 

l~eihe noch his zu ziemlieh hohen Feldst/~rken konvetgieren, obwohl sie 
dann schon nicht mehr wirklich die freie Energie darstellt. Die Begrenzung 

des Verfahrens kommt auch hier, wie im Falle freier Elektronen, aus der 
Forderung, dal3 die Korrektur (61'), angewandt auf die einzelnen Glieder 
der Fourierentwicklung yon [ (E), klein sein soll. 

Das fahrt auf die Bedingung: 

[02s  0 ~e - 03s 2~ 

Nehmen wir zun~ehst wieder e als langsam ver~nderlieh an, so wird hieraus 

o~dE,~ ~ k T. 
Dann wird also das Kriterium dasselbe wie far freie Elektronen, bzw. noeh 

um so viel ganstiger, wie die Transla~ionsenergie E m kleiner ist als die Null- 
punktsenergie eines Fermigases mit der Dichte lid a. 

Aber dieses Kriterium ist genau so empfindlieh gegen den Verlauf 
der Funktion e, wie die Suszeptibilit/~t selbst. Wenn also s einen kompli- 
zierteren Verlauf hat, so kann das AufhSren unseres N/~herungsverfahrens 
schon entspreehend fraher eintreten. Nun hSrt in Wirklichkeit die Feld- 
unabhgngigkeit der Suszeptibilitgt von Bi bei tiefen Temperaturen schon 
sehr frah aufl), was daher sehr dafar sprieht, dal~ die hier gesehilderten 

Verh/~ltnisse in Bi wirklich vorliegen, wie wit schon am Schlusse des vorigen 
Absehnitts vermuteten. Um dies jedoch genauer z u best/~tigen, ist eine 
genauere Diskussion des sehr komplizierten Feldverlaufs far starke Magnet- 
felder erforderlieh, auf die wit in einer spgteren Note eingehen werden. 

9. V~ "~llgemeinerungen. Wie wir schon erw/~hnten, ist es unerheblieh, 
dal3 wit gerade ein kubisches Gitter benutzt haben, der einzige Untersehied 
im Falle eines niehtkubisehen Gitters w/~re, dab die Suszeptibilit/~t von der 
l~ichtung yon H zu den Kristallachsen abh/~ngt2). Im ~brigen warde man 

aber eine Formel vom gleiehen Typus erhalten. 

1) W. J. de Haas  u. P. M. van  Alphen,  Proc. Amsterdam $3, 1106, 1930; 
Comm. Leiden 212a. 

2) In einem kubischen Gitter ist dies bekanntlich aus Symmetrie- 
grfinden unm6glich. 
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Wesentlicher ist die Annahme, dal~ es sich um ein einfaches Gitter 
handelt. Ist dies nicht mehr der Fall, so mul3 man mi~ der Anwendung 
der vorliegenden Uberlegungen vorsichtig sein, da sie in diesem Falle nicht 
streng begriindet sind, und dieser Fall noch einer besonderen Untersuchung 
bedarf. 

Aul~erdem gelten unsere Formeln w6rtlich nut fi~r stark gebundene 
Elektronen. Es ist aber zu erwarten, dal3 auch im Falle schwiicher gebundener 
Elektronen die Suszeptibilit~t under anderem den Term (62c) enth~lt, 
so dab ihre Empfindlichkeit gegen den Verlauf der Energiefunktion auch 
dann bestehen bleibt. Ferner wird riehtig bleiben, dal~ im Falle eines lang- 
sam veriinderlichen e die Suszeptibilita~t gleich der eines entsprechenden 
Isolators wird. 

Schliel~lich hatten wit angenommen, dal~ nut ein Zustand des Einzel- 
atoms eine Rolle spielt, wahrend in Wirkliehkeig die Leitungselektronen 

fast immer aber mehrere derartige Zusg~nde (mehrere ,,Bander") verteilt 
sind. Auch dies kann noeh zu Komplikationen Anlag geben. Insbesondere 
kann auf diese Weise bereigs dann der Verlauf der Funktion e sehr kom- 
plizier~ werden, wenn es noeh zulassig ist, nur den Ubergang eines Elektrons 
zum n/ichs~en Naehbaratom zu bertieksiehtigenl). 

10. Zusammen/assung. Mit Hilfe einer der klassischen Rechnung 
nachgebildeten und fiir nieht zu tiefe Temperaturen allgemein anwend- 

baren Methode zur Auswertung der Zustandssumme konnten wir folgende 
]qesultate gewinnen: 

Der Diamagnetismus eines Elektronengases wird durch die Zusalnmen- 
stSl~e, denen die Elektronen ausgesetzt sind, nur dann merkiich beeinflnSt, 
wenn die zu der ,,Stol~frequenz" 1/w gehSrige Energie ?t/v grSl3er als k T 
ist. Auch in diesem Falle wird jedoch die Feldunabh/ingigkeit der Sus- 
zeptibilit~t in sehwachen Feldern nicht beriihrt. Insbesondere spiel~ es 
ftir die Suszeptibilit.~t keine Rolle, ob die freie Weglange kleiner oder grS[3er 
als der Bahnradius isi. 

Der Diamagnetismus yon Elektronen im Kristallgitter zeigt auger 
einem Term, der von der Bewegung des Elektrons um das Atom herri~hrt, 
und wie beim freien A~om als Pr/~zession der Elektronenbahn interpretiert 
werden kann, Terme, die den] Landauschen  Diamagnetismus freier Elek- 
tronen entsprechen. Sie sind als typische Quanteneffekte keiner anschau- 
lichen Interpretation f/ihig. 

~) Vgl. F. I-Iund,  ZS. f. Phys. 74, 1, 1932. 
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Diese Terme enthalten Quadrate der zweiten Ableitungen der Energie- 
funktion, die die Bewegung der Elektronen im Kristallgi~ter besehreibt 
Is. Gleichung (62e)]. Es sind daher insbesondere Fiille m5glieh, in denen 
dieser Diamagnetismus erheblich grSlger wird als der eines Gases von freien 
Elektronen. In diesem Falle beginnt die anomale Abh~tngigkeit des Momentes 
vonde r  Feldsti~rke, die bei freien Elektronen erst fiir # H , ~  k T eintritt, 
schon entspreehend friiher. 

Dieses Ergebnis ist mSglicherweise mit dem anomalen magnetischen 
Verhatten yon Wismut in Verbindung zu bringen. 

Die vorliegende Arbeit wurde im Physikalisehen Institut der Eid- 
genSssisehen Technisehen Hoehsehule Ztirich begonnen und im Physi- 
kalisehen J_nstitut der Universitiit Rom beendet. Der Verfasser ist tterrn 
Prof. P a uli und Dr. L an d a u fiir interessange Diskussionen, der Rockefeller- 
Foundation fiir die ErmSgliehung des Aufenthatts in Rom zu groBem Dank 
verpfliehget. 

November 1932. 


