Zeitschrift fir Physik 162, 69— 83 (1961)

Aus dem Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke Erlangen

Massentrennung
durch Diffusion reagierender Gase
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Die Zusammensetzung reagierender Gase als Funktion der Temperatur bei kon-
stantem Druck wird allgemein mit Hilfe des Massenwirkungsgesetzes in Verbindung
mit dem Daltonschen Gesetz und der Zusammensetzung im Ausgangszustand
berechnet. Dies ist bei offenen Systemen mit Temperaturgradienten im allgemeinen
Falle nicht mehr richtig, weil durch die Diffusionsstréme, insbesondere die von
Reaktionspartnern, die Gaszusammensetzung ortsabhingig wird. Ausgehend von
den Uberlegungen der Thermodynamik irreversibler Prozesse wird ein Berechnungs-
verfahren fiir derartige Systeme angegeben und auf einige Spezialfille angewandt,
wobei besonders der Grad der Entmischung untersucht wird. Mit dieser Theorie
kénnen in Lichtbégen beobachtete Trennvorginge gedeutet werden.

I. Problemstellung

Im Jahre 1956 beobachtete der eine von uns® im zylindrischen
SFe-Bogen eme Anreicherung des Schwefels in den dufBleren Bogen-
teilen, wihrend das praktisch nicht ionisierende Fluor zur Achse ge-
driangt wurde. MASTRUP und WIESE2 3 teilten 1958 einen #dhnlichen
Vorgang im He-N,-Bogen mit, in dem das Edelgas in der Bogenachse
angereichert wurde. Diese Beobachtungen lassen sich mit Hilfe der
Thermodynamik irreversibler Prozesse als ,,Diffusion reagierender Gase
erklaren.

II. Kritische Bemerkungen
zu den bisherigen Rechenmethoden

Bevor wir auf die exakte Ableitung eingehen, wollen wir die bisher
dbliche Methode zur Berechnung der Teilchenzahldichten als Funktion
der Temperatur einer kritischen Priifung unterzichen. Als Beispiel
wihlen wir eine gegebene Mischung eines nicht ionisierenden Fiillgases
(z.B. He) mit einem einatomigen, ionisierenden Gas (z.B. Hg) bei
konstantem Druck p mit variabler Temperatur 7. Zur Bestimmung der
Teilchenzahldichten als Funktion der Temperatur dachte man sich die

! MAECKER, H.: Ann. d. Physik (6), 18, 441 (1956).

2 MastrUP, F., u. W. WIESE: Z. Astrophys. 44, 259 (1958).

8 Locute-HorTGREVEN, W.: Proceedings of an Internat. Symposium on High
Temperature Technology, McGraw-Hill 1959, S. 272.
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Mischung in einen mit einem Kolben abgeschlossenen Zylinder einge-
schlossen und berechnete die Teilchenzahldichten als Funktion der fiir
den ganzen Zylinder einheitlichen Temperatur nach folgenden Gesetzen:

p=np+n,+n+n)kT (Daltonsches Gesetz) (1)
kq = Boltzmannsche Konstante,

n,=mn, (Quasineutralitat), (2)
K2 - i
= S{T) (Eggert-Sahasche Gleichung), (3)
Ny Wy + WMy + MWy O elp s

P = const (Vorgegebenes Massenverhiltnis). (4)
w Dies sind vier Gleichungen fiir

die vier gesuchten Teilchenzahl-
dichten #g, #,, #; und #, bei
bekannten Teilchenmassen ;.
Durch Multiplikation der Teil-
 chenzahldichten mit %,7 ge-
winnt man auch die Partial-
drucke p,. Diese sind fiir unser
Beispiel in Fig. 1 schematisch
als Funktion der Temperatur
_ ' ' ' o im Zylinder dargestellt. Man
Pt Pt g S Mihns s W onnimmt darans, dab sich das
tur, berechnet ohne Riicksicht auf Entmischungseffekte anfﬁing]iche Partialdruckver-
hiltnis 1:1 zwischen ionisie-
rendem Gas und Fiillgas durch die Teilchenzahlverdoppelung bei voll-
stindiger Tonisation auf 2:1 verdoppelt hat. Wiirde man eine Probe
aus der voll ionisierten Mischung entnehmen und abkiihlen lassen, dann
wiirde sich wieder das urspriingliche Partialdruckverhéltnis 1:1 ein-
stellen, wie es das vorgegebene Massenverhiltnis verlangt. — An die
Stelle der Ionisation kann natiirlich auch eine Dissoziation, allgemein
also jede Reaktion treten; die Eggert-Sahasche Gleichung ist dann durch
das Massenwirkungsgesetz zu ersetzen.

le

a5

14

Solange man die Fig. 1 als mathematische Beschreibung der Zusténde
im abgeschlossenen Zylinder mit einheitlicher Temperatur auffaft, ist
die gegebene Darstellung in sich konsistent. Sobald man jedoch die
Temperaturskala auf der Abszisse mit einem tatsdchlich existierenden
Temperaturgradienten in einem offenen System identifiziert, kann die
Fig. 1 trotz der Annahme lokalen thermischen Gleichgewichts nicht mehr
einen stationdren Zustand beschreiben, und zwar wegen der Existenz
eines Temperaturgradienten. Denn schon unterhalb des Reaktions-
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bereiches bewirkt der grad T Thermodiffusionsstréme derart, daBl mei-
stens die schwerere Komponente zu Gebieten tieferer Temperatur, die
leichtere zu solchen hoherer Temperatur flieBt. Stationidres Gleich-
gewicht wird erst dann erreicht, wenn die aufgebauten Partialdruck-
gradienten den Thermokriften die Waage zu halten vermdogen und daher
keine Diffusionsstréme mehr flieBen. Dieser Zustand weicht prinzipiell
— wenn auch nicht sehr stark — wvon der aus Gl. (4) resultierenden
Forderung nach Konstanz der Partialdrucke unterhalb des Reaktions-
bereiches ab.

Innerhalb des Reaktionsbereiches liefert die obige Rechenmethode
kraftige Partialdruckgradienten der Reaktionspartner und auch des
Fiillgases. Letzterer wiirde einen Diffusionsstrom des Fiillgases nach
héheren Temperaturen hin verursachen, bis der Partialdruckgradient
und damit der Diffusionsstrom des Fiillgases verschwunden ist. Ent-
nimmt man nun dem Gebiet vollstindiger Ionisation eine Probe
und J4Bt sie abkiithlen, dann ist in unserem Beispiel das Massen-
verhdltnis um den Faktor 2 im Sinne einer Anreicherung des Fiill-
gases gestiegen. Dabei haben wir die Thermodiffusion vernachlissigt
und angenommen, dafl das Reaktionsgas keine Krifte auf das Fiill-
gas ausibt.

Die weiterhin andauernden Diffusionsstréme der Reaktionspartner
erzeugen und vernichten sich gegenseitig durch Rekombination bzw.
Trennung (Dissoziation oder Ionisation), ohne daB§ ein resultierender
Massenstrom des Reaktionsgases tibrig bleibt. Von den Einzelstrémen
kann aber derjenige mit der stirkeren Reibungskraft das Fiillgas in
seine Richtung dridngen, was gegebenenfalls bei der Berechnung der
Gleichgewichtskonzentrationen in Rechnung gestellt werden muB. Auf
jeden Fall aber unterscheidet sich auch dieser Gleichgewichtszustand
prinzipiell von dem, wie er durch Gl (4) beschrieben wird.

Daraus ist zu folgern, daBl zur Berechnung der Teilchenzahldichten
einer Mischung reagierender Gase in einem offenen System nicht die
Konstanz der Massenverhiltnisse gemiB Gl. (4), sondern die Stationari-
titsbedingungen der Thermodynamik irreversibler Prozesse heranzu-
ziehen sind. Eine Mischung in diesem Sinne ist ein Gas, das verschieden-
artige Konstituenten enthilt. Nicht als Mischung zu bezeichnen sind
demnach zweiatomige Molekiilgase mit gleichartigen Konstituenten (z. B.
H,, N,, usw.) und einatomige, ionisierende Gase, weil die durch Ioni-
sation entstandenen Ladungstrdgerpirchen ambipolar diffundieren. Da-
gegen sind Gase von zweiatomigen Molekiilen mit verschiedenen Kon-
stituenten (z.B. HD, NO usw.), ferner Mischungen aus einem nicht-
reagierenden und einem reagierenden Gas (z.B. He—N,, Ne—Hg usw.)
echte Mischungen im obigen Sinne.
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III. Berechnungsmethode nach der Thermodynamik
irreversibler Prozesse
Zur Berechnung des stationdren Zustandes in einer Mischung gehen
wir aus von dem Massenerhaltungssatz, angewandt auf jede Kompo-
nente®-8:

2";1 = —div(g; ;) + 1. (5a)

Dabei ist p; die mittlere Geschwindigkeit der ¢-ten Komponente im
Laborsystem und I die pro Volumen- und Zeiteinheit durch eine Reak-
tion erzeugte Masse der Sorte <. Besteht die ¢-te Komponente aus
Anteilen mehrerer Konstituenten, dann ist:
;= Zk Qi und  I}= Zk]E,k
mit
ok _ Lih . vinm

Oipn S MVipty und  Shf =Rt g
Df t o Ly Xwigm
i

¥; , = Anzahl der Teilchen des Konstituenten % im Molekdil der Kom-
ponente 2,
m, = Masse des Konstituenten %,

n;= Anzahl der Teilchen/Volumeneinheit der Komponente 7.

Der Index % durchlduft dabei die einzelnen Konstituenten des Systems.
Damit kann man die Gl (5a) umschreiben:

Yt~ div(g,s0) + i (51)

Die Massenerhaltung jedes Konstituenten fordert jetzt:

2L,=0-2I=0 (62)
oder
3 .
B (; Qi,k) +div (; Qi Di) =0. (6b)
Addiert man die Gln. (5a), so resultiert in bekannter Weise:
% _ s
Fra diveyp. (7

4 MEIXNER, J.: Ann. d. Physik 43, 244 (1943).

5 MEIXNER, J., u. H, G. Reik: Handbuch der Physik, Bd. I11/2, S. 421. 1959.

§ HIRSCHFELDER, J.O., C. F. Curtiss and R. B. Birp: Molecular Theory of
Gases and Liquids, S.497. NewYork: John Wiley & Sons, Inc.; London: Chap-
man & Hall Ltd. 1954.

7 MAECKER, H., u. TH. PETERS: Z. Physik 144, 586 (1956).

8 FINKELNBURG, W., u. H, MAECKER : Handbuch der Physik, Bd. XXTI, S.3151f.
1956.
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Im stationéren Falle verschwinden natiirlich die dp; ,/0¢ und damit auch
0p/0t. Dennoch kénnen Strome reagierender Komponenten flieBen, die
in Reaktionen entstehen und versiegen. Dabei muli der resultierende
Strom jedes Konstituenten unabhingig davon, ob er allein oder in Ver-
bindung mit anderen diffundiert, verschwinden:

ZQi,kbi:O%Z%i'Vi’kUi:O. (8)

Zur Berechnung der Diffusionsstrome p; b, setzen wir der Anschau-
lichkeit halber anstelle der phanomenologlschen Gleichungen der Thermo-
dynamik irreversibler Prozesse die ihnen gleichwertigen® Einzelkraft-
gleichungen in der ergdnzten Schliiterschen Form an? & 10;

grad T

av; -+ Z% —*D]‘):Qigi_‘gradpiﬁgi(gf_ i) == (9a)

Qi dt
- b
..ﬁ—]/ mfb-}-m Q”' (©b)
(s. dazu z.B.7, S. 596/597 und 8, S. 508)

%, = Kraft/Masseneinheit,
p; = Partialdruck,
Q;; = Wirkungsquerschnitt.

mit

In einem System von s Konstituenten und # Komponenten sind
von den » Gleichungen (9a) nur #» —1 unabhingig voneinander. Die
im Anlaufvorgang flieBenden Diffusionsstrome bauen solange Partial-
druckgradienten auf oder ab, bis die An- oder Abreicherungsglieder
00;/0¢ in den Erhaltungsgleichungen und die Beschleunigungsglieder
09;/0¢ in den Schliiterschen Gleichungen verschwunden sind und damit
der stationdre Zustand erreicht ist. Fiir die Berechnung der v, und #,
als Funktion der Temperatur bei gegebenem Druck im stationiren
Zustand stehen also die »—1 Schliiterschen Gleichungen (9a), die m
Stationarititsbedingungen (8), die # —m Massenwirkungsgesetze und
das Daltonsche Gesetz zur Verfiigung. Mit diesem System lassen sich
auch Massentrennungen unter dem EinfluBl duBerer Krifte (elektrische
oder magnetische Felder, Gravitations- und Zentrifugalfelder), von Stré-
mungs- und Druckfeldern und von reiner Thermodiffusion berechnen.

Bei konstantem Gesamtdruck kénnte man das Thermodiffusionsglied
mit dem Partialdruckgradienten grad p,=(84,/0T), - grad T zusammen-
fassen. In dieser Abhandlung wollen wir uns jedoch auf die Massen-
trennung durch gewshnliche Diffusion reagierender Gase beschrinken

9 Frig, W.: Z. Physik 162, 61—68 (1961).
10 ScHLUTER, A.: Z. Naturforsch. 5a, 72 (1950); 6a, 73 (1951).



74 W. FriE und H. MAECKER:

und die Thermodiffusion sowie die Trigheitsglieder als hohere Ordnungen
in der Geschwindigkeit vernachlissigen. In diesem Falle 14Bt sich aus
den #-—1 unabhingigen Kraftgleichungen die Ortsabhingigkeit elimi-
nieren. Man verliert dadurch eine Gleichung. Mit den m Stationaritits-
bedingungen fiir die Massenstréme hat man dann » — 2+ in den Ge-
schwindigkeiten homogene lineare Gleichungen, also m —2 mehr als
Geschwindigkeiten da sind. Zur Berechnung dieser #» Geschwindigkeiten
stehen demmach wahlweise m —1 Gleichungssysteme zur Verfiigung,
deren Determinanten alle verschwinden miissen. Diese m — 1 Gleichun-
gen treten an die Stelle der bei der bisherigen Rechenmethode geforderten
Konstanz der m — 1 Massenverhiltnisse.

IV. Das Drei- Komponenten-System Fiiligas—Reaktionsgas

Nach der Gibbsschen Phasenregel hat das System bei zwei unab-
hingigen Konstituenten und einer Phase drei Freiheitsgrade. Legt man
den Gesamtdruck und das Massenverhiltnis fiir eine Temperatur 7, fest,
so bleibt noch ein Freiheitsgrad. Man kann hier entweder die Temperatur
oder einen Partialdruck als freie Variable wihlen. Im letzteren Falle
gewinnt man unter der Voraussetzung, dall die Verhéltnisse der Wir-
kungsquerschnitte temperaturunabhingig sind, eine gew&hnliche Diffe-
rentialgleichung zwischen zwei Partialdrucken, die sich elementar inte-
grieren 140t.

a) Die Dissoziation gleichatomiger Molekiile

Der Index F bezeichne das Fiillgas, 1 das Atom und 2 das Molekiil.
Das System wird dann beschrieben durch:

1. Das Daltonsche Gesetz:
pr+btp=29 $ = Gesamtdruck = const. (10a)

2. Das Massenwirkungsgesetz:

=K(T). {10Db)
;ﬁz
3. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Massenstréome gemiB G1.(8):
by =0; D10y 29,0, =0. (10¢)
4. Die Kraftgleichungen mit p,=#n;%,T:
Dby e (0F — 0y) + Pr Py 6y (0p — — (ko T)* grad pp,

Py bp e1p (01— 0p) - P1 P2 10 (Ul"‘bz):_ (ko T)2grad p,, (104)
Dadr €ar (D —Dp) + PPy €21 (02— by) = — (kg T)%grad p,.
Von den Gln. (10d) sind zwei unabhingig.
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b) Die ITonisation
Das Fiillgas habe wieder den Index F, das nicht-ionisierte Atom den
Index 2 und das ambipolar diffundierende Paar Ion-Elektron den Index
1. Ist die Anzahl dieser Paare pro Volumeneinheit #,, die der Atome #,
und die des Fiillgases 7, dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen
fir die Massenstréme zunichst:

bp=0; 7,9y + g Dy = 0. (11a)

In den Kraftgleichungen treten die inneren elektrischen Krifte pro
Gramm (F%; und 3,) auf:

I

g Mg &;p (0 — D) + #9705 €55 (0 — 0y) = — grad p; + 0, s,
7y 1 o5 (Vg — D) %y 715 8,5 (0 — 0y) = — grad p, + 0, e, (
7y 7y (& &p.) (0p — y) 05 1g €5, (0p— 1y) = — grad pp,
g Ny Eap (D — Vp) + Mo 1y (€2 + £20) (05— By) = — grad p,.
Durch Addition der beiden ersten Gleichungen kann man die inneren

elektrischen Krifte eliminieren, da sie entgegengesetzt gleich sind. Setzt
man:

Zbi:?"e:”1k0TE%?1i €2i T €205 2812, it Er. T 2651, (12)

11b)

I

I

dann bekommt man schlieBlich auBer

24K (D) (13)

dieselben Gleichungen wie im Falle der Dissoziation: (10a), (10c) und
(10d). Deshalb kann man den Fall der Dissoziation und der Ionisation
gemeinsam behandeln.

c) Lisung der Differentialgleichung

Durch Einsetzen der Gln. (10a) und (10c¢) in (10d) kann man die
Gradienten eliminieren und erhidlt die Differentialgleichung:

Prlers — 28p1) ;%_ZPF (ep1— &12) + &12 (20 — P4) (14a)

mit der Losung
pr=2p + 2k P + const pj (14b)

oder implizit geschrieben:

(2P + 2k pp— $1) ?_ma = const (14¢)

mit
. _EfF1— & k. — 2eF1 — £Fy 14d
&1p -t 6Fo — 2651 ? &9 ’ ( )
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wenn man die Verhidltnisse der Wirkungsquerschnitte als temperatur-
unabhingig betrachtet.

Die Konstante k, bestimmt die wesentlichen Ziige des Verhaltens
der Losung. Es ist deshalb zweckmiBig, sich ihre anschauliche Bedeu-
tung klarzumachen. Die resultierende Reibungskraft/Volumeneinheit,
die das Reaktionsgas auf das Fiillgas ausiibt, ist

. T
bei der Dissoziation: g #, #p (265, — €rs) Uy,
bei der Ionisation: e (26, — €pg) Uy

Nach Division durch #; bekommt man die Reibungskraft/Fiillgasteil-
chen:

(15a)

% & m (265, — €py) vy (Dissoziation)
1 ==
Pt my(2ep,— epg) by,  (Ionisation).

Die Reibungskraft/Volumeneinheit, die die freien Teilchen des Reaktions-
gases auf die gebundenen ausiiben, ist:

bei der Dissoziation: g, (1#, + 2u,) &,9;,
bei der Tonisation:  2#, (1 + #5) &5 9;.
Es sei nun die Anzahl der Konstituenten des Reaktionsgases/Volu-
meneinheit #g, eingefiithrt. Bei der Dissoziation ist dies die Anzahl der
Atome des Reaktionsgases unabhingig von der Bindungsart, bei der

Tonisation die Anzahl der Ionen und Elektronen, wieder iiber beide
Zustinde summiert. Es sei also:

#, -+ 2n, (Dissoziation) } (15b)

"Re B¢ { 2(ny + ny) (Ionisation).

Bildet man nun durch Division durch #g, auch fiir die Reibungskraft
der Reaktionspartner untereinander eine Reibungskraft/Konstituent:

#m e,b,  (Dissoziation
mlzl—;‘ 2 &120 SO ) (15¢)
76,9  (lonisation),
dann ist das Verhiltnis der beiden Reibungskrifte R, und %, gerade
leich &,:
gl R = by Ry . (15d)

Nun bedeuten k,=0 (Rz=0) und k=1 (Rz=R,,) Spezialfille, die
zunichst behandelt werden sollen.

1. Aus der aus (14b) umgeschriebenen Losung
(p— 2P — 2k pp)*= = const p folgt fiir k,==0:  pp=const. (16a)

Dies ist der reine Teilchenverdoppelungs-Effekt, bei dem keine resultie-
rende Reibungskrafte auf das Fiillgas ausgelibt werden.
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2. Fir k=1 bekommt man:

PF_ _ const ——PE__ —const. (16D)
2P — P Pyt 2P

Dies ist aber genau die Formulierung der Konstanz des vorgegebenen
Massenverhiiltnisses nach Gl. (4). Die Behandlung des Problems nach
der bisherigen Methode fiithrt also zu richtigen Ergebnissen, wenn die
Reibungskrifte pro Teilchen Ry und R, einander gleich sind. Dieser
Spezialfall ist jedoch nur unter der Bedingung realisierbar, daf der
Wirkungsquerschnitt Q;, klein ist gegen Q.

Nun sollen iiber das allgemeine Verhalten der Lisung einige Aus-
sagen gemacht werden. Bei kleinen Temperaturen T, (klein gegen die
Reaktionstemperatur) ist pr=ppy, P1=0; bei groBen Temperaturen
(groB gegen die Reaktionstemperatur) ist pr=1r 0, P2=0, 1= — Preo-

Fiir den Maximaleffekt gilt dann:

1 1+(2k+1)¢’—F°i
S e Ry T 17)
( . p)

Definiert man einen Trennfaktor:

Dichte des Fiillgases
o ( Dichte des Reaktionsgases )T
Df Dichte des Fiillgases

( Dichte des Reaktionsgases )T,,

s (18a)

dann wird dessen Maximalwert:

g PFoo P —Pry (18b)
AuBerdem liest man noch ab:
PRo L ) gl
Hoo ( p — O) 2

fico (m‘}1):2—k2£:.€£2_
? EFy €Fy (18(:)

2(1— P;“)

Mm(kl:_;):(2~ﬁg—°)k2—£§i‘

a) Diskussion der Ergebnisse
Auf Grund der Uberlegungen des vorangegangenen Abschnittes kann
man die folgenden Falle des Massentrennverhaltens des Systems unter-
scheiden:
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1. by << 0; o > 2.

Es iiberwiegt der Anteil der gebundenen Reaktionspartner zur Rei-
bungskraft auf das Fiillgas. Die Teilchenverdoppelung bei der Reaktion
und die Reibungskrifte wirken gleichsinnig in Richtung auf eine An-
reicherung des Fiillgases bel hohen Temperaturen.

2. by = 0; ptoo=2 [GL (162)].

Die resultierende Reibungskraft auf das Fiillgas verschwindet. Die
Teﬂchenverdoppelung bei der Reaktion bewirkt eine Anreicherung des
Fiillgases bei hohen Temperaturen um
Hooo Tonisation den Faktor 2.
a0 3.0<ky<1; 2> g >1.

Es iiberwiegt der Anteil der freien
Reaktionspartner zur Reibungskraft auf
das Fillgas. Teilchenverdoppelung und
Reibungskriafte wirken entgegengesetzt.
Es bleibt jedoch eine Anreicherung des

Fiillgases bei hohen Temperaturen iibrig.
4. ky=1; u=1 [GL (16D)].
N T Durch die Reibungskraft, die das
Drssoztation Reaktionsgas auf das Fiillgas ausiibt,
1 | ] | | 1 | i 11 1 3
Y T w 2’0 prry wird das Fillgas S0 weit nach tlefergn
myfmg Temperaturen mitgenommen, dalB die
Fig. 5. Masimaler Trennfaktor uco als  Massenanreicherung durch die Teilchen-
Funktlion desjewt;ils verwendet?n Mlas;en- Verdoppelung gerade kompensiert wird.
verhdltnisses wm, it dnglichem . . . . .
Pertialicackvahatinis sls Pararacter Es bildet sich ein Partialdruckgradient
des Fiillgases aus, wie er sich nach der
bisherigen Rechenmethode unter Zuhilfenahme der Konstanz des Massen-
verhiltnisses [Gl. (4)] auch ergeben wiirde. Es tritt kein Massentrenn-

effekt auf.

SRy > e << 1l

Die Reibungskraft der freien Komponente des Reaktionsgases auf
das Fiillgas ist so stark, daB der Teilchenverdoppelungseffekt {iber-
kompensiert wird und eine Verarmung des Fiillgases bei hohen Tem-
peraturen resultiert. Dieser Fall ist genau wie der Fall 4 nur unter
der Bedingung Q;, klein gegen (Qp, realisierbar.

_ P/ Pa) s
(pc/2pn)
8

Moo
=~
N

Setzt man alle Wirkungsquerschnitte einander gleich und nimmt nur
die Massenabhingigkeit der Reibungskonstanten mit, dann kann man
fiir die verschiedenartigen Mischungen den Trennfaktor u., als Funktion
des Massenverhiltnisses m,/mp= Atommasse des Reaktionsgases/Masse
des Fillgasteilchens in einem Diagramm darstellen mit der Anfangs-
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konzentration des Fiillgases ppo/p als Parameter (Fig. 2). Man erkennt
folgendes:

a) Bei der Ionisation sind die Reibungskrifte von Atom und Ion-
Elektron-Paar gegenitber dem Fiillgas entgegengesetzt gleich, die resul-
tierende Reibungskraft verschwindet, der Trennfaktor ., hat den
Wert 2.

b) Bei der Dissoziation iberwiegt der Anteil der Atome zur Reibungs-
kraft auf das Fiillgas. Der Trennfaktor y., ist kleiner als 2.

¢} Wie eine Diskussion der Gln. (9b) und (15a) zeigt, nehmen die
Reibungskrifte sowohl der Atome wie der Molekiile auf das Fiillgas mit
abnehmender Masse des Fillgasteilchens auf Null ab, aber die der
Molekiile schneller als die der Atome. Die resultierende Reibungskraft
hat daher ein Maximum, der Trennfaktor u,, ein Minimum. Bei dem
extremen Massenverhiltnis m ,/my —> oo verschwinden die Reibungskrifte
auf das Fillgas, und der Trennfaktor erreicht den Wert 2.

Diese Ergebnisse stehen in guter Ubereinstimmung mit den in der
Einleitung erwidhnten Messungen von Mastrup und WIESE?® 3. Bei den
von Crusius' benutzten sehr stromschwachen Bogen ist der Effekt
gegenldufig. Dort spielt die Dissoziation offenbar noch keine Rolle,
sondern nur die Thermodiffusion.

Zusammenfassend kann man sagen:

Obwohl die Reibungskrifte, die das Reaktionsgas auf das Fiillgas
ausiibt, bestrebt sind, eine Verarmung des Fiillgases bei hohen Tem-
peraturen zu erzeugen (der Partialdruck des Fiillgases ist bei hohen
Temperaturen kleiner als bei tiefen), resultiert dennoch eine Massen-
anreicherung bel hohen Temperaturen, weil die Massenverarmung des
Reaktionsgases, bedingt durch die bei der Reaktion erfolgende Expansion
unter konstantem Druck, groBer ist als die des Fiillgases.

V. Massentrennung durch Dissoziation
im System Wasserstoff—Deuterium

Das System HD, H, D, H,, D, wird durch 11 Gleichungen beschrie-
ben: die Druckbilanz (Daltonsches Gesetz), 3 chemische Gleichgewichts-
beziehungen (Massenwirkungsgesetze), 2 Stationaritdtsbedingungen fiir
die Massenstréme und 5 Kraftgleichungen — vier davon sind unab-
hingig. Diese zehn Gleichungen gestatten die Berechnung der fiinf
Partialdrucke und der fiinf Diffusionsgeschwindigkeiten als Funktion
der Temperatur. Das Gleichungssystem soll zuerst durch geeignete Indi-
zierung auf eine handliche Gestalt gebracht werden. Wegen seiner Sym-
metrie bekommt das Molekiil HD den Index Null. Die {ibrigen vier

1 Crusius, K., E. SCHUMACHER, u. A. F1scHER: Z. phys. Chem. N.F. 15, 14 (1958).



80 W. Frie und H. MAECKER:

Komponenten werden doppelt indiziert. Der erste Index bezeichnet das
Element (Wasserstoff = 1, Deuterium == 2), der zweite die Bindungsart
(Atom = 1, Molekiil = 2). In Tabelle 1 sind die indizierten GréBen zu-
sammengestellt.

Tabelle 1
HD ‘ H D H, | D,
Po ' 1 \ Pa1 ‘ P12 } Pag
Dy B Yoy D12 Dy,

In dieser Darstellung lauten:
1. Das Daltonsche Gesetz:

?:?04‘2?”- (19a)
07

2. Die Massenwirkungsgesetze:

[

tutn g (1); P—K, (T); zlsz(T). (19b)

po P12 22

3. Die Stationarititsbedingungen fiir die Massenstrome jedes Kon-
stituenten [s. Gl. (8)]:

DoDy T Pi1lis + 2P 0e =0  1=1,2. (19¢)

4. Die Kraftgleichung der Indizes ¢ 7:

2 2
2 2 DiiPes €igrs(0i =05 + Pijbo &;7,0(0;7— Dg) (19d)

r=1 s=1

= — (k I)*grad p,;;  4,7=1,2.

Setzt man die Kraftgleichungen zu der mit dem Index 11 ins Verhiltnis,
dann bekommt man mit den Gln. (19¢) fiinf Gleichungen, die linear,
homogen in den Geschwindigkeiten sind, deren Determinante also ver-
schwinden muB. Benutzt man das Kronecker-Symbol

fir f e

by=t1 o (209)
0 fiir 2=y

und die Abkiirzung

aws,ij E - prs Sij,rs J[_ 51’7 6]’3(?0 S75,0 + Z ?nm Ers,nm) 4 (20b)
n,m

dann bekommt sie nach einigen Umformungen die Gestalt:

dlnpii . 5 4uij _ Paij . o fanii _ %eaii . o g +ﬂ1,ii _

y AT i » €ij -
daT Pua P2 P21 213 ROy Po1 } (21)
1,7 =1, 2.
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Die Gln. (192), (19b) und (21) legen nun die finf Partialdrucke fest.
AuBerdem interessiert das im Gegensatz zu Gl (4) variable Verhiltnis:
__ Dichte des Deuteriums Do + P21+ 2P20

=__ o T == 0 Al moaa 22
Df Dichte des Wasserstoffs Do+ P11t 2810 (22)
Tabelle 2
= 4 P
if i
s 11 12 21 22 V7/4 §
I 70% 0
0 1 1 1,59 \ 1,615 | 2,40 G5
11 2,212 | 0,944 | 1,331 [
12 1,479 | 2,12 i
21 1,707
g
Tabelle 3 45|
50% 0
2ilp
ToK Ko(T) Ky (T) K,
[kg/m sec?] {kg/m sec?] {kg/m sec?]

1000 | 2,11 - 10*13[ 5,62-10718 | 3,23.10718
2000 | 1,29-1071 | 2,84-1071 | 241107 4p
3000 | 1,29-10% | 2,71-10% | 2,53+103

4000 | 1,37-10% | 2,84-10°% | 2,75+ 10° 05 5% 0
5000 | 2,33-10% | 4,76-10° | 4,84+ 108

6000 | 1,57 - 107 3,23 - 107 3,22+ 107

7000 | 6,22+ 107 1,28 - 108 1,28 108

8000 | 1,77-10% | 3,61-10% | 3,62-10° o ) -

9000 | 3,99+ 10° | 8,01-10° | 8,25-10° % 7000 w00 VK] 6000
10000 | 7,76- 108 | 1,58+10° | 1,60-10° 7

Fig. 3. Partialdrucke von H,-D,-Gemischen
p=1atm = 1,013+ 10° [kg/m sec?] als Funktion der Temperatur

Als Anfangsbedingungen fiir die Integration seien die Anfangskonzen-
trationen von Deuterium '
(), = 95%, 50% und 10%

1+x%
vorgegeben.

Zur Festlegung der Verhiltnisse der Reibungskonstanten [s. Gl. (9b)]

sel fiir die Wirkungsquerschnitte angesetzt :
Qi y={(ri+7)Pn  mit iy =272,.
Die sich daraus ergebenden reduzierten Reibungskonstanten
! o s ' G

Fitrs Tt 11,0 und b0 11,0
sind in Tabelle 2 zusammengestellt. Tabelle 3 zeigt die Funktionen
K, (T) und K,(T). Die numerische Integration wurde mit einem S.u.H.-
Digitalrechner 2002 durchgefithrt*. Die Fig. 3 zeigt die fiinf Partial-

* Die Ausfihrung der numerischen Rechnungen verdanken wir Herrn WAGNER
von der TS 12 N.

Z. Physik. Bd, 162 6
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drucke fiir die angegebenen drei-Anfangskonzentrationen, die Fig. 4 den
zugehorigen Trennfaktor
Dichte des Deuteriums
- (Dichte des Wasserstoffs )T
# Bt 7 Dichte des Deuteriums ’
( Dichte des Wasserstoifs )T,,

Der Grenzwert u,, fiir die verschiedenen Anfangskonzentrationen ist
in Tabelle 4 noch einmal zusammengestellt. Wie man sieht, wird das
Deuterium bei hohen Tempera-
turen angereichert, und zwar um

S .. . - .
N pop SO stirker, je kleiner die Anfangs-
# o A
£ . - konzentration ist.
S /3 50%0
g §
N
Nw# o
ekl Tabelle 4
77
70 (en,/0) 5, ’ Hoo
99 1 | { 1 | { | 1 ! |
So00 70000 [°K
oK) 10% 1,42
Fig. 4. Trennfaktor x als Funktion der Temperatur 50% 1,32
Dbei verschiedenen Anfangskonzentrationen 95% 1,18

VI. Zusammenfassung

Nach einigen kritischen Betrachtungen fiber die bisherigen Verfahren
zur Berechnung der Zusammensetzung reagierender Gase bei offenen
Systemen mit einem Temperaturgradienten wird auf Grund der Thermo-
dynamik irreversibler Prozesse ein Gleichungssystem angegeben, das
alle Partialdrucke und Diffusionsgeschwindigkeiten eines solchen Sy-
stems zu berechnen gestattet. Unter vereinfachenden Annahmen wird
die neue Methode auf ein Drei-Komponenten-System aus einem nicht-
reagierenden Fiillgas und einem reagicrenden Gas (Dissoziation eines
Molekiilgases aus zwei gleichen Atomen und Ionisation eines Atomgases)
sowie auf das Fiinf-Komponenten-System Wasserstoff-Deuterium in
bezug auf die Dissoziation angewandt. Die Ergebnisse sind im wesent-
lichen die folgenden:

Bei der Tonisation im Drei-Komponenten-System bleibt der Partial-
druck des Fiillgases lings des Temperaturgradienten naherungsweise
konstant, weil die Reibungskrifte, die das reagierende Gas auf das
Fiillgas ausiiben, entgegengesetzt gleich sind, die resultierende Reibungs-
kraft also verschwindet. Wegen der Teilchenzahlverdoppelung bei der
Reaktion bedeutet dies, daf das Massenverhiltnis um den Faktor 2
gegeniiber dem Ausgangswert im Sinne einer Anreicherung des Fiill-
gases bei hohen Temperaturen gestiegen ist. Damit haben Beobach-
tungen von Massentrennungen in Lichtbégen ihre Erklarung gefunden.
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Bei der Dissoziation im Drei-Komponenten-System wird das Fiill-
gas von den diffundierenden Atomen des Reaktionsgases nach tieferen
Temperaturen hin mitgenommen. Dadurch wird der Anreicherung durch
die Teilchenverdoppelung entgegengewirkt, so dal} der ,, Trennfaktor™
kleiner als 2 wird.

Im System Wasserstoff-Deuterium wird das Deuterium bei hohen
Temperaturen angereichert, und zwar um so stirker, je geringer seine
Ausgangskonzentration ist.

VII. Nachtrag: Allgemeine Formulierung

mit den phidnomenologischen Gleichungen
Es liege ein Gasgemisch vor mit z Komponenten und m Konstituenten. AuBer-
dem sei eine Schwerpunktsgeschwindigkeit v und ein Gradient des Gesamtdrucks

zugelassen. Im isothermen Falle hat man zur Bestimmung von p und der » Par-
tialdrucke die folgenden Gleichungen:

a} das Daltonschen. Gesetz,
b) die Kraftgleichung
0 dt Z or &r — grad p, (23)

c) n—m Massenwirkungsgesetze
d} m -1 konstante Massenverhiltnisse der Konstituenten.

In nicht isothermen Systemen sind die Gleichungen d) nicht giltig. An ihre
Stelle treten die m Stationaritidtsbedingungen:

anVi,kﬁiWi‘b):O =1 ...,m o (24)
=1

und die Schliiterschen.Gleichungen bzw. die ihnen gleichwertigen® phinomenolo-
gischen Gleichungen der Thermodynamik irreversibler Prozesse:

n
. ‘31:2 Lij%i'}‘l‘iuxu (25 a)
mit:
gradT av; 1 ;
Xugy— =g — — grady puj=§; — 7157_ — Q—jgrad pi- (25D)

Durch Einsetzen von (25a) in 24) bekommt man wegen J;=g;(n;—p) in

Sjv,) <Z£17k7+L$u§>~O E=1,...,m (26)
1

m Gleichungen, von denen 2 — 1 unabhangig sind und an die Stelle der Gleichungen

d) treten. — Wihrend also die Schliiterschen Gleichungen den Vorteil der besseren

Anschaulichkeit haben, gestattet die Verwendung der phinomenologischen An-

satze eine geschlossenere Darstellung.

Fehlen duBere Krifte und vernachlissigt man die Trigheitskrifte, dann ist der
Druck konstant, und man kann wegen

= L APy (27)

7

die Ortsabhingigkeit eliminieren:

7 % 7w
ap; T i bi
—( 2 vie = Lig)+ D v Ly = 0. (28
7.; dT o; (121 o " ,; B gy T )
Die mit L;, behafteten Glieder beschreiben dabei die Thermodiffusion.
6*



