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Quantenmechanische Theorie der natirlichen optischen
Aktivitit von Fliassigkeiten und Gasen.

Von L. Rosenfeld in Géttingen.
(Eingegangen am 21. Oktober 1928.);

Auf Grund der Quantenmechanik wird die allgemeine Formel fiir das Drehungs-

vermogen aufgestellt. Ein reiner Energiezustand des Systems erweist sich als

nichtdrehend. Der Drehungssinn eines drehenden Zustandes #ndert sich periodisch

mit der Zeit; die Periode ist die Hélfte der von Hund definierten ,Schwebungs-
periode® des Systems,

§1. Kernkonfigurationen und Zustinde eines Molekiils.
Bei gegebenem (Elektronen-, Schwingungs- und) Rotationszustand hat die
Energie eines n-atomigen Molekiils fiir » =>4 im allgemeinen zwei ver-
schiedene (benachbarte) Eigenwerte. Von den beiden zugehdrigen Eigen-
funktionen bleibt die eine bei einer Spiegelung (in bezug auf den
Koordinatenursprung) unveréndert, die andere kehrt ihr Vorzeichen um;
die bzw. Zustinde nennen wir ,symmetrisch und ,antisymmetrisch«*,
Eine Funktion, die bei der Spiegelung unverindert bleibt, wird auch
,(in bezug auf die Spiegelung) symmetrisch, eine solche, die dabei ihr
Vorzeichen wechselt, ,anftisymmetrisch* genannt.

Einen ,symmetrischen¢ Zustand bezeichnen wir durch einen Buch-
staben, der die innere Quantenzahl angeben soll; einen ,antisymmetrischen
Zustand mit derselben inneren Quantenzahl bezeichnen wir durch den-
selben gestrichenen Buchstaben. Die magnetischen Quantenzahlen
schreiben wir, wenn nétig, noch dabei hin. Wir nehmen der Einfachheit
halber an, daf sich alle Molekiile im Grundschwingungszustand und nur
in den Rotationszustinden mit derselben inneren Quantenzahl » befinden.

Die physikalische Bedeutung dieser Zustinde hat Hund ** angegeben.
Das Molekiil besitzt namlich im allgemeinen fiir % =>4 zwei spiegel-
bildliche Gleichgewichtskonfigurationen der Kerne, die man als Links- bzw.
Rechtskonfiguration bezeichnen kann. Sowohl die symmetrische wie die
antisymmetrische Eigenfunktion hat in diesen beiden Punkten des Kon-
figurationsraumes absolut genommen ein scharfes Maximum; mit anderen
Worten stellt sowohl der symmetrische wie der antisymmetrische Zustand

¥ B. Wigner, ZS. {. Phys. 43, 640, 1927; derselbe und J. v. Neumann,
ebenda 49, 90, 1928.
*# T. Hund, ZS. f. Phys. 43, 806, 1927.
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angenihert ein Gemisch von Links- und Rechtsmolekiilen in gleichen
Anzahlen dar.

Mithin ist ein ,drehender¢ Zustand, d. h. ein Zustand, bei dem alle
Molekiile in derselben (Links- oder Rechts-) Konfiguration stehen, kein
stationdirer Quantenzustand (mit ,scharfert Energie). Wenn er (zunichst
bei einem bestimmten Rotationszustand, in einem Magnetfeld) zu einer
Zeit t — O irgendwie festgestellt ist, so kann man ihn mit hinreichender
Genauigkeit etwa durch die Eigenfunktion

1
0 —_ = > rd
(0) v’z("’ + ) 1

beschreiben, wobei 4, bzw. ¥, die zum gegebenen Rotationszustand ge-
hrige symmetrische bzw. antisymmetrische Eigenfunktion mit der Eigen-
frequenz v, bzw. v, ist. Zur Zeit { wird er dann durch

1 3 X
P (t) —_ _‘/__2: (,wr 27V, E + Py o2 nzv,rt) (2)
gegeben, also in der Nihe des Anfangsmaximums (¢, =—= P, = a),

Yy + Yy
2a fmz’( L

Y@ = ﬁe \T—)tcos2n<vr—-;lj—r~'>t:

man bekommt einen stetigen, periodischen Ubergang von dem Links- in
) Vp— Vp

2 — 2
Hund* hat diese Frequenz abgeschitzt und gezeigt, daf sie unter Be-
dingungen, die in unserem Falle erfiillt sind, sehr klein ist gegen die

den Rechtszustand mit der ,Schwebungsfrequenz®

optischen Frequenzen.
Wenn nun allgemeiner die Energie des Systems nicht stationar ist,
so wird der Zustand (1) zur Zeit ¢

1
V?

dabei ist (wie immer) die Summation > iiber alle symmetrischen und
i

) = g Cri ) Y1 3)

antisymmetrischen Zustinde I (sowie auch iiber die Werte der magnetischen
Quantenzahl) zu erstrecken. Die Entwicklungskoeffizienten ¢,;(f) nach
dem vollstiindigen Orthogonalsystem 4, lassen sich leicht aus der zeit-
abhéngigen Schrodingerschen Gleichung bestimmen.

¥ 1 c.
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§2. Statistik des ,drehenden“ Zustandes. Der von Neu-
mannsche statistische Operator| dieses Zustandes ist die Matrix mit
den Elementen {+

U = %(crk + epr) (61 + & s

so daff der Erwartungswert einer Grofe x# mit der Matrix (x;;) durch

Eullc Tr1
k1

oder, wegen der Unitaritit der Matrix (c,;),

% ez D+ (B Dy + B Dy + (€T 0]

gegeben ist.

Bisher haben wir als Anfangszustand (1) ein Gemisch des sym-
metrischen und des antisymmetrischen Zustandes genomimen, die zu einem
bestimmten Rotationszustand, d. h. auch zu einer bestimmten magnetischen
Quantenzahl m, gehoren. In Wirklichkeit aber sind in einer isotropen
Gesamtheit (Gas oder Fliissigkeit) alle Orientierungen m gleichmiBig
verteilt, und zwar fiir die innere Quantenzahl » mit dem Gewicht
9 = 2+ + 1. Um den Raummittelwert{++ z der Grofe z zu bekommen,
muf man also obigen statistischen Operator und folglick den Erwartungs-
wert iiber m summieren und durch g, dividieren:

7 — g— 5 2 [(c mc~1)(rr) + (cx c-—-l)(rr’) + (cx c—l)(r’ N4 (e c—l)(r’ T )]

Den Ausdruck 1+ =] Ay, d. h. die Spur der Matrix (4$7) in

m
bezug auf m, bezeichnen wir mit Sp A“7; entsprechend setzen wir

r

Sp (Ae9 Ben) = 3 S G2 B

m=—r m =-—s

statt Sp (49 A7) schreiben wir auch [[A¢9|[%. Die fiir uns notigen
Eigenschaften dieser Gebilde teilen wir in einem Anhang mit.

+ J. v. Neumann, Gott. Nachr. 1927, S.24511.
T+ ¢* ist zu ¢ komplex konjugiert, ¢t zu ¢ adjungiert.
+1+ Das heift Raummittelwert pro Molekiil; um den makroskopischen Mittel-
wert zu bekommen, mufl man mit der Anzahl N der Molekiile in der Volumeneinheit
nmultiplizieren. — Die angegebene Vorschrift zur Berechnung des Erwartungs-
wertes bei Richtungsentartung ist eine strenge Folgerung der statistischen Quanten-
mechanik.
t1i+ Die Zweckmifiigkeit dieser Begriffsbildung fiir die guantenmechanische
Behandlung der Optik hat Herr Professor Born erkannt. Die im Anhang ent-
haltenen Resultate stammen von ihm. Niheres dariiber wird in seinem in Vor-
bereitung befindlichen Buch iiber ,Atommechanik® (Bd.II) zu finden sein.
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Mit diesen Bezeichnungen schreibt sich die letzte Formel

z = é—%—r [Sp(cz e 2)ern 4 Sp (cze— 1)) | Sp (cxe— 1)
+ Spleme ) (&)
fiir ein hermitisches # ist  eine reelle Zahl
§3. Periodische Storung. Die Formel (4) erlaubt uns, den
makroskopisch meBbaren Wert irgend einer Griofie zu berechnen, sobald
wir die Matrix (¢,;) kennen. Diese Matrix hingt in wohlbekannter Weise
von dem Zeitverlauf der Energie des Systems ab. Wenn zunichst die
Energie stationdr ist, so findet man

PR LT
und folglich

BO = — [Spatr? - Spat’r) | Spatrr) g2miTt

29,
-+ Sp a'n g—2midr ™) &. (5)
Fiir eine in bezug auf die Spiegelung ,symmetrische Funktion ist
20 == z" — O und unter konsequenter Vernachlissigung des Unter-
schieds zwischen 1, und
2T~ g’ r’);

der Mittelwert ist zeitlich konstant:

70 —

L [Spae 4+ Spat'] ~ - Spaien.
z r gr

Fiir eine ,antisymmetrische* Funktion ergibt sich

1q [Sp 2™ 2Ty + Spazt' e—2mirr) 1,
T

0 —

- 1
@ ~ — s_p 207 cos 2 7 t,
r

eine periodische Funktion der Zeit mit der halben Schwebungsperiode.
Diese Resultate sind anschaulich klar. (In Wirklichkeit werden durch
die ZusammenstoBe die Phasenbeziehungen zwischen den einzelnen
Molekeln bald zerstoért, und es stellt sich infolgedessen ein razemischer
Zustand ein.)

Nehmen wir nun an, daB sich za dieser stationiren Energie eine
kleme periodische® Stérung mit der Frequenz v,

H — Ae2nirt+ATC—27u’vt,

# Strenggenommen muf man eine rein periodische Stérung durch eine

langsam anklingende H’ ¢2™°% approximieren, die zur Zeit f; = —oc ansetat,
and ¢ so gegen Null streben lassen, dafi oty > — co.
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iiberlagert. Dann kommt bekanntlich zum eben berechneten Mittelwert z©
eine ,durch die Stérung induzierte¢ kleine Korrektion hinzu, die in
erster Naherung (fiir # hermitisch)

1
S E g g, (6)

2 —

2

mit

Sp (A¢H x(ks;‘) Sp (x(rlc) A<k8))
XL END) B (veH — p) ]
Sp (AT Tk @ Sp (zTh At &)

[ h (0 —'p) h (WGP 4 ) ]’

gD — e27ti(v("8)+1')t2 [
)

Q)

+ e zi (T8 )¢ 2

2%
betragt §. Es ist §09 — gx6n,

Wenn 4 und x beide symmetrische oder beide antisymmetrische
Funktionen sind, so verschwinden 7™ und £¢'? identisch, weil dann
auf alle Fille von den beiden Matrizen A¢®, z¢r) oder 2¢R, A®™ immer
eine verschwindet. Dann hat man

1 1
0 — __[gorn '] A — EG@T) 8
= 5 6 g~ ®

it §§
3 (k) pllr ivi rk &r iy
g(rr):22{9%’sp(‘4 zlkr) g27e ) %Sp(x( ) A7) g2 Zt)}; (9)
T b (@D + v) b (ve® — )
dabei bedeutet i/ den Realteil der komplexen Zahl f (den Imaginirteil
werden wir entsprechend mit 3/ bezeichnen).
Wenn 4 und x verschiedene Symmetrieeigenschaften haben, so ver-
schwinden umgekehrt £¢?) und £¢'7 identisch, und es bleibt
1
) — — [grr) (r'r)
B = [E) )
ibrig.  Dafiir konnen wir schreiben

50 — 1 %S [Sp (AUB gl @aie 0l Sy ek A& 27107+
9 Tk h @R 4 v) b (vT® — v)]
Sp (2% A®D g~2mi T sy f) Sp (AT'® gk g—2 i) —y) )
b (v — ) B (pe B - ) ] )

Um einen bestimmten Fall vor uns zu haben, nehmen wir an, daf «
antisymmetrisch und 4 symmetrisch ist. Dann ist fiir die symmetrischen

Zustiande %
B AR — A@ B 5k —

§ Die Formel (7) ist natiirlich nur dann giiltig, wenn die darin vorkommenden
Spurbildungen sinnvoll sind, was allerdings fiir s — » und s = ' (oder r — s’)
der Fall ist.

§§ Denn AT0® pT&d — [BEB JEDIF yng gp AT = (8p 4)*.
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und fiir die antisymmetrischen '
TEE) AET —— ACE) gk'T) — 0;
ferner diirfen wir wohl B ~ p¢'*) setzen, sowie
ACE k) A, ACTE) g0 ),
ZTE) AW ~ 5B AED,
infolgedessen bekommen wir

2 cos 2™ R Sp (ATP gkt g2mivi)
gr % [ B @ 4+ v)
R Sp (w(r'k) A& eznivt)
i =]

@) —

(10)

Diese Formel gilt auch fir # symmetrisch und A antisymmetrisch.

84 Hamiltonsche Storungsfunktion. Jetzt handelt es sich
darum, die Hamiltonsche Storungsfunktion H' oder 4 fiir den uns
interessierenden Fall einer Strahlung von der Frequenz v auszurechnen.

Es seien e, die Ladung, m, die Masse des x-ten Teilchens des
Molekiils, t, sein Abstand (x,, #,, 2,) vom Nullpunkt, p, der zugehorige
Impuls (9,5, Duy, Pxz)» und zwar in einem Koordinatensystém, in dem die
Energie des ungestorten Molekiils in der Diagonalform ist, so daf

pg's) = m,.2m v, (11)

Wir setzen noch (a X b ist das Vektorprodukt von a und b)

$ - Zez Vs (12)
€x .
@xy: 27: m Lot Preyys (13)
e, ) ,
M = 2 2"";;3 (te X P (14)

P ist die elektrische Polarisation, I das magnetische Moment des
Molekiils, und wir haben z. B.

IM, = @,y — Oy (15)

Wir betrachten eine ebene Lichtwelle, die sich im Medium vom
Brechungsindex % in der Richtung u fortpilanzt und setzen

8 = nn; (16)

eine solche Welle kann man durch das Vektorpotential

A () = %Ioe””(‘_ ) (17)
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darstellen, wobei ¥ ein komplexer Vektor ist (die Phasen seiner Kom-
ponenten beschreiben die Polarisationsverhiltnisse). Das elektromagne-
tische Feld der Welle ist dann

o, 18 WA
G — @0 e?ﬂm(t ¢ )’ 35 — 3;)0 627” (t z ), (18)
mit miv
€, = —- ”C‘ ", ; (19)
wir setzen
230 — 8 X @0; (20)
die Grolle

. ts
B — 230 627!11’(1 — —C—)
ist dann die magnetische Induktion B = § + D (in rationellen Ein-
heiten).

Die Hamiltonsche Funktion H' ist dann (in nicht-hermitischer
Gestalt)

H =— > (b, A (r);

nun kénnen wir annehmen, daf die Abstinde v, alle klein sind gegen-
fiber der Wellenlinge

€x
;
%

m, ¢

= —; 21
b= @

dann ist, nach (17) und (19),
A (1) = 910629”'”[1—— 2’2“’
= (U, + G, (5, ] i
und folglich, gemif (11), (12), (13), (19),

(12 @)]

H 9 — [,y_(r:)_ %(rs) @0 — E @g;) 8, @07;] gamivt
v b '
wobei die Summation wegen (8€) — O nur iiber die Wertepaare 2, »
mit x o= y zu erstrecken ist. Dieser Umstand beseitigt also automatisch
die von der Nichtvertauschbarkeit der gleichnamigen Komponenten
von p, und v, herrithrende Unbestimmtheit in der Wahl der Hamilton-
schen Funktion.

Dieser Anteil stellt aber nur die direkte Wirkung der Strahlung
dar; wir miissen noch die Wirkung des induzierten elektrischen Moments
P :%gﬂ e27tvt beriicksichtigen: diese driicken wir in der iiblichen
Weise (in rationellen Einheiten) durch

H — . %qs'sj;(l) = 19 $gm e2miv
aus.
Zeitschrift fir Physik. Bd. 52. 12
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Insgesamt haben wir also

A = Ap + Apr + Ap, (22)
mit ( )
2 A;rs) et —v— %(TS) @0’ (23)
2 dpr = — PP, (24)
24p = — >0,,8%,C,, (25)
Y

Wenn wir die Ortsabhiingigkeit der Phasen der Lichtwelle ganz
vernachlissigen, d. h. wenn wir nur Ap und Ap+ beriicksichtigen, so
fallen wir auf die gewohnliche Dispersionstheorie zuriick. Fiir die op-
tische Aktivitdt ist im wesentlichen der Anteil Aj; verantwortlich *.

§5. Polarisierbarkeit. Wir wollen zunichst mittels (23) und
(24) die wohlbekannten Formeln fiir die Polarisierbarkeit und die
Dielektrizitatskonstante ableiten, indem wir den entsprechenden Mittel-
wert PP = PBE - PP des elektrischen Moments B berechnen.

Da P und A4p antisymmetrische Funktionen sind, wenden wir zur
Berechnung von $% die Formeln (8), (9) an. Mit Hilfe der Formel
(A, 4)** finden wir sofort

PP = aR (G, 270t (26)
mit
2 V(kr)
— (rk) |2 . .
o= 2|9 Tk g @7
Analog ergibt sich
PP = aRGID vy = ZREY), (28)
also (wenn wir vorldunfig %%) vernachldssigen)
__(}1)) — % - R (@0 e2mivey,
1—=
3.

Nun konnen wir wieder zur komplexen Schreibweise iibergehen; wenn
wir noch das Koordinatensystem beliebig verlegen, so bekommen wir

unter Beachtung von (18)
o

P = —G;
=3

# Darauf haben zuerst M. Born, Phys. Z3. 16, 251, 1915, und C. W. Osecen,
Ann. d. Phys. 48, 1, 1915 unabhingig voneinander hingewiesen.
*# So sind die Formeln des Anhangs numeriert.
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diese Formel schreiben wir schliefilich

P = (-G

indem wir
g =14 —= (29)
1%
3
oder umgekehrt
3
=(— 1 — 3
0= (e— 1) (30)

setzen. Somit erkennen wir in den Grofen & und & die Polarisierbarkeit
bzw. die Dielektrizitdtskonstante und in (30) die Lorentz-Lorenzsche
Relation. Die Dispersionsformel (27) enthilt alle die von Ladenburg
und anderen eingefiihrten Verfeinerungen; darauf wollen wir aber nicht
eingehen.

§ 6. Drehungsanteil deselektrischen Moments. Wir wenden
uns nun zur Berechnung des Drehungsanteils $%. Da die Funktion 4,,
symmetrisch ist (und P antisymmetrisch), so ist die Formel (10) an-
wendbar. Daher schliefen wir aber sofort®:

1. Damit ein Molekiil optisch aktiv sein kann, mul es mindestens
vier Kerne, ferner kein Symmetriezentrum besitzen.

2. Wenn ein Molekiil zwei spiegelbildliche Konfigurationen besitzt,
so geht es stetig von der einen in die andere iiber, mit der ,Schwebungs-
periode“ T; sein Drehungsvermogen ist dann eine periodische Funktion
der Zeit, mit der Periode 7'/2.

3. Ein System, dessen Energie ,scharf* ist (symmetrischer oder
antisymmetrischer Zustand), ist nicht optisch aktiv.

Unter Benutzung der Formeln (A, 5), (A, 6), (A, 7) und (20) findet

man leicht

P . _ CoS2mTE o [ 0 [Sp (WP Peer)) By ere]
3 9r Tt I3 | ) Fo
4 R [Sp (Pr'H MEn) B g2 #i¢]
,u(rk) —

oder, indem wir

RC® — R Sp (IRe-0 Pkrn),
JTB = F Sp (I Pekr) } (81)
setzen,
P = o'R (B2t 4 o' R (2 miv B, 27, (82)

¥ Man vergleiche die Trivialitit dieser Schliisse mit den mithsamen Rech-
nungen der klassischen Theorie, die zu analogen Resultaten fithren. Vgl. M. Born,
Ann. d. Phys. 55, 177, 1918.

12%*
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mit
2 cos 2 Ly Rk gykr)
3g.h o yn? g2’

7

(33)

. Zcosznru(rr’)tz J(Tk)
¢ 3g.h.2m 5 vEN —y?

Die Formel (32) schreiben wir auch komplex [analog (29)]
PP =B +o8. (34)

Die Formeln (26), (28) (auch komplex geschrieben) und (34) zu-

sammen liefern
RO Ra RO | [/
PP = PF + P& + F5

=aC+ P04+ +o'8

’ ’

— “m@+ 6“$+ "a.%.
1—g 1% 1— ¢

Beachten wir nun (30) und setzen

2
6 =¢ ‘S+3 (35)
und
2
@ = 2c "8_; ’
S gem
&4+ 2 2cos2mpt n 36)
0= "3 3g,h kN gt
dann haben wir
$‘1>:(e—1)@+623+2%$. 67

§ 7. Drehungsanteil des magnetischen Moments®*  Wir
wollen noch die induzierte Magnetisierung M@ berechnen, indem wir uns
konsequent auf

97&(1) — 97&)1') + 9_)—}%?:

¥ Auf die Existenz dieses Anteils hat R. Gans aufmerksam gemacht; vgl.
J. Palumbo, Ann. d. Phys. 79, 548, 1926 (Anhang von R. Gans).
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beschriinken miissen. Da M symmetrisch, Ap und A4pr antisymmetrisch
sind, so ist Formel (10) anzuwenden und ergibt in Verbindung mit (4, 3),
(81) und (33)
Sjﬁ(;) — 'R (@0 2 7ivt)
2 cos 2wyt
3g,h.27m
= ¢' N (§,e277?)

X 2 cos 2wy
o Qi 2 LV ' — Jer |,
R2riv€ e )[g -+ 590 Sne? % ]

JTE) pn?

2

RQrivE, ety >
%

pE? 2y

Die gleichnamigen Komponenten der Matrizen M und P sind ver-
tauschbar, folglich ist die Matrix 9P hermitisch und daher (in unserer
Niherung)

Sp P = ] Sp (Merb Per)
reell, d. h. nach (31) ’
SV Jeb ~ 0.
3

Also ist in der komplexen Schreibweise
55_2%2 e 6'@—9'@.
Analog findet man
M, = 16/ FO — 10'F,
d.h. nach (87), bis auf GroBen hoherer Ordnung in ¢’ und ¢’ (die wir
konsequent vernachldssigen miissen),

—1 —1
i3 @_9,8

3 -3@.

T, — o'
Insgesamt
MO — 6'<1+ e-; 1>@_~ @,<1+ 5_3 1)@,
d. h. nach (85) und (86)
MY — 66 — EQ_C é. (38)

§ 8. Drehung der Polarisationsebene. Jetzt konnen wir die
Eormeln (87) und (38) diskutieren; sie lauten, indem wir p und I statt
PP und MY schreiben *:

33:(6—1)@—{—615—}—%"3, (37)

M=o0C 26@ (38)

* Wir setzen die Substanz als unmagnetisch voraus.
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oder auch, indem wir neben der magnetischen Induktion B die elektrische
Verschiebung

D=ELP

einfithren:

@:8@—{—-6%—}—5{%‘37

0 (39
"o < 9 &
B=—=9»+6C 5 c@.
Andererseits liefern die Maxwellschen Gleichungen
Cl‘Oté:) = @,
—crot @ = B
fiir eine ebene Welle
D= —8XY |
= 38X & } (40)

Unter Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung in ¢ und ¢
bekommen wir schlieBlich aus (39) und (40)

—5X®:£@+6®+§2®’

ex@:@ﬁ—a@-—%’;@.
Daraus folgt durch Elimination von $

——6><(6><@):e@+%(§><@)

oder, unter Beachtung von (16), (21) und (8€) = 0,
2wiQ
A

Diese Gleichung ergibt aber mittels wohlbekannter Uberlegungen die
zirkulare Doppelbrechung

(2 — &) € —

@ X € = 0. (41)

n =278 (42)
A n

und die Drehung der Polarisationsebene auf die L#ngeneinheit:
2av dn __ 2a%9

0= —F—5 =7

(43)
(Biotsches Gesetz).

Aus diesen Formeln folgt die Deutung von ¢ als Drehungspara-
meter ¥

* Die GroBe ¢ bestimmt das Amplitudenverhiltnis und die relative Phase
von elektrischem und magnetischem Vektor und ist der Beobachtung wohl nicht
zuginglich.
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Die vorliegende Untersuchung ist anliflich meiner Teilnahme an den
Vorarbeiten zum oben (Anm. {4+, S. 163) erwihnten Bornschen Buche
entstanden. Herrn Prof. Born bin ich fiir seine stindige Hilfe sehr
zu Dank verpflichtet. Herrn Dr. Wigner méchte ich auch fiir manche
Unterhaltungen iiber Fragen der Quantenmechanik herzlich danken.

Gottingen, Institut fiir theoretische Physik, August 1928,

Anhang.

Wir wollen einige Eigenschaften der S. 163 definierten Spuren ab-
leiten. (Wie gesagt, ist das Folgende im wesentlichen dem Bornschen
Buche entnommen.)

Hauptsatz: Wenn die Matrizen 4, B von den dynamischen
Variablen eines frei drehbaren Systems abhingen, bleiben die GroBen*
Sp A(rr)’ Sp (A(rs) B(-sr))

bei Drehungen der Koordinaten invariant.

Denn die neuen Matrizen A, B entstehen aus den alten durch eine
Ahnlichkeitstransformation.

Es seien ¥ und B zwei Vektormatrizen und &, T zwei Zahlen-
vektoren. Setzen wir

4=9%AS, B = BT,

50 wissen wir, daf
Sp (AC9 Ben) = > Sp A7 7B(") &, T,
drehinvariant ist. "
Wishlt man nun & und ¥ senkrecht aufeinander wnd dreht das

Vektorenpaar um eine der Koordinatenachsen durch den Winkel #, so
sieht man, daf

Sp 77 8y") = Sp A0 B = Sp AP BN = 0. (A, 1)
Wihlt man sodann € =— & und legt diesen Vektor der Reihe nach
paralle] zu einer der Achsen, so bekommt man
Sp AT BE™) = Sp ATV BE)
= SpATTBLY) = 1Sp @ACIBen). (A, 2)
Aus (A, 1) und (4, 2) folgt sofort, wenn € ein Zahlenvektor ist,
Sp [(ACDQ) BEN] —= Sp [Hlrs (Ben @)] — % € Sp (ACDPEMY (A, 3)

und speziell

Sp [(UC) €) N6} = Sp [AT AN )] = %@ ” Atrs “2 A,4)

* Alle abzuleitenden Resultate gelten auch, wenn man eines der » (oder beide)
durch 7' ersetzt.
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Betrachten wir nun eine Tensormatrix @,,, so finden wir durch eine
der obigen analoge Uberlegung, daB
Sp (A (m) _ — 0,
S0 057) = = Sp O = =0, | (A5
Sp (A7 87,)) =+ 0,
indem wir ferner eine Drehung um die s-Achse durch den Winkel x/2
benutzen, erhalten wir die Beziehung
Sp (U7 0F)) = — Sp (U7 5. (A,6)
Wenn wir die Vektormatrix M durch
Opy— 0Oy, = 2M,...
definieren, so ergibt die Gleichung (A, b)
Sp U7V OF)) = Sp ATV MEY) = LSp ACIMen) (A, 7)
nach (4, 2).




