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Q u a n t e n m e c h a n i s c h o  Theor i e  der  na t i i r l i chen  o p t i s c h e n  
A kt iv i tg t  y o n  F l f i s s i g k e i t e n  u n d  Gasen.  

Yon L. Rosenfeld in G~ttingen. 

(Eingegangen am 21.0ktober 1928.)'~ 

Auf Grund der Quantenmechanik wird die allgemeine Formel fiir das Drehungs- 
vermSgen aufgestellt. Ein reiner Energiezustand des Systems erweist sieh als 
nichtdrehend. Der Drehungssinn eines drehenden Zustandes ~ndert sieh periodiseh 
mit der Zeit; die Periode ist die H~lfte der yon Hund definierten .Schwebungs- 

periode" des Systems. 

w K e r n k o n f ,  i g u r a t i o n e n  und Zust i~nde e ines  ]~olekii ls .  

Bei gegebenem (Elektronen-, Schwingungs- und) Rotationszustand hat die 
Energie eines n-atomigen Molekiils ftir n ~ 4 im allgemeinen zwei ver- 

schiedene (benachbarte) ]~igenwerte. Von den belden zug'ehSrigen Eigen- 
funktionen bleibt die eine bei einer Spiegelung (in bezug au[ den 

Koordinatenursprung) unverander~, die andere kehrt ihr Vorzeichen urn; 
die bzw. Zusti~nde nennen wir ,symmetrisch" und ,,antisymmetrisch" *. 
Eine Funktion, die bei der Spiegelung unverandert bleibt, wird auch 
,,(in bezug auf die Spiegelung) symmetrisch", eine solche, die dabei ihr 
Yorzeichen wechselt, ,,antisymmetrisch" genannt. 

Einen ,,symmetrischen" Zustand bezeichnen wir durch einen Buch- 
staben, der die innere Quanf, enzahl ang'eben soll; einen ,, antisymmetrischen" 

Zustand mit derselben inneren Quantenzah] bezeichnen wir dnrch den- 
selben g e s t r i c h e n e n  Buehstaben. Die magnetischen Quantenzahlen 

schr'elben wlr, wenn nStlg, noch dabei bin. Wir nehmen der Einfachheit 
halber an, dal3 sich alle Molekiile im Grundsehwlngungszustand und nur 

in den Rotationszustanden mit derselben inneren Quantenzahl r befinden. 
Die physikalische Bedeutung dieser Zustande hat Hund**  angegeben. 

Das Molekiil besitzt namlich im a]lgemeinen fiir n ~  4 zwei spiegel- 
bildliche Gleiehgewichtskonfigurationen der Kerne, die man als Links- bzw. 
Reehtskonfiguratlon bezeichnen kann. Sowohl die symmetrische wie die 
antisymmetrisehe Eigenfunktion hat in diesen beiden Punkten des Kon- 
figurationsraumes abso]ut genommen ein sehaffes Maximum; mi~ anderen 
Worten ste]l~ sowohl der symmetrische wie der antisymmetrische Zustand 

* E. Wigner,  ZS. f. Phys. 48, 640, 1927; derselbe und J. v. Neumann, 
ebenda 49, 90, 1928. 

** F. Hund, ZS- f. Phys. 4:3, 806, 1927. 
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angenahert ein Gemisch yon Links- und Rechtsmolektilen in gleichen 
Anzahlen dar. 

Mithin ist ein ,drehender" Zustand, d. h. ein Zustand, bei dem alle 
Molekiile in derselben (Links- oder Reehts- ) Kon~iguration stehen, kein 
stationiirer Quantenzustand (mit ,,scharfer" Energie). Wenn er (zungehst 
bei einem bestimmten Rotationszustand, in einem Magnetield) zu einer 
Zeit t = 0 irgendwie festgestellt ist, so kann man ihn mit hinreichender 
Genauigkeit etwa durch die Eigenfunktion 

1 
r (o) = ~ (~, + ~,,) (1) 

beschreiben, wobei apt bzw. r die zum gegebenen Ro~ationszustand ge- 
hSrige symmetrische bzw. antisymmetrische Eigenfnnktion mit der Eigen- 
frequenz Vr bzw. lsr, ist. Zur Zeit t wird er dann durch 

r (t) = ~ (r e~,; t  + r e~,,,t) (2) 
[ 

gegeben, also in der N~the des Anfangsmaximums (Or = lp., = a), 

2a  ~ i / - - J ~  . {vr--v,,\ .  
lp(t) = ~-~e '. e . e o s z . t ~ ) ~ :  

man bekommt einen stetigen, periodisehen lJbergang von dem Links- in 

~1(, , t)  ~ r  - -  ~ ' , '  
den Reehtszustand mit der ,,Schwebungsfrequenz" 2 = 2 

H a n d *  hat diese Frequenz abgeschatzt und gezeigt, dal] sie unter Be- 
dlngungen, die in unserem Falle erfifllt sind, sehr klein ist gegen die 
optisehen Freqnenzen. 

Wenn nun allgemeiner die Energie des Systems nieht stationar ist, 
so wlrd der Zustand (1) zur Zeit t 

1 
r  = - -  : ~  (c,~ +c , ,bCz;  (3) 

1/7 , 

dabei ist (wie immer) die Summation ~ fiber alle symmetrisehen und 

antisymmetrischen Zustande I (sowie auch fiber die Werte der magnetischen 
Quantenzahl) zu erstrecken. Die Entwieklungskoeffizienten crt (t) nach 
dem vollstiindlgen Orthogonalsystem r ]assen sich leicht aus der zeit- 
abh~tngigen S e h r 5 din g e r schen Gleichung bestimmen. 

H i . c .  
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w  S t a t i s t i k  d e s  , , d r e h e n d e n "  Z u s t a n d e s .  Der yon  N e u -  

m a n n s c h e  statistische O p e r a t o r f  dleses Zustandes is t  die Matrix mit  

den Elementen t f  
1 

so dal] der Erwar tungswer t  einer Griil]e x mit  der Matr ix (xk~) durch 

~ Ulk Xk l 
k~ 1 

oder, wegen der Unitariti~t der Matrix (Crl), 

~ [(C X C--1)rr -~ - (C X C--1)~.r, @ (C X C--1)r' r -~- (C X C--1)r, r '] 

gegeben ist. 

Bisher haben wir  als An[angszustand (1) ein Oemisch des sym- 

metrlschen and des antisymmetrlschen Zustandes genommen, die zu einem 

bestimmten Rotat ionszustand,  d.h. aueh zu einer bestimmten magnetischea 

Quantenzahl m, gehSren. In  Wirk l i chke i t  aber sind in einer isotropen 

Gesamthei t  (Gas oder F]fissigkeit)  al]e ()rientierungen m gleichmg~ig 

ver~eilt, und zwar  fiir die innere Quantenzahl r mit  dem Gewieht  

gr ---- 2 r @ 1. Um den Raummi t t e lwe r t t~+  x der Gr51]e x zu bekommen, 

mull man also .obigen statist ischen Operator  and folglich den Erwar tungs-  

wert  fiber m summleren and durch gr dividieren:  

~ 1 1 
gT"" ~ '~,;,. [(C Z C-- 1)(mr~ ~- (CZC--1)(rr')-in m -[- (CZC--1)(r'r)' -mm -~- (Cxc--l)(rtr')]"m m j 

.a , , J_ ~ A (rr) Den Ausdruek ,TTt ~-~ ~ m ,  d. h. die Spur der 3la t r ix  (A~2,)  in 

bezug auf m, bezeiehnen wir  mit  S~o A(~); entspreehend setzen wir  

S]O ( A  (r s) ~B(s r)) = ~ ~mm'A (r, s) ~m'm'~ r). 

star t  S2(A(r*)A(s t ) )  sehreiben wir  aueh fIA(rs) lt 2. Die fiir uns notigen 

Eigenschaften dleser Gebilde tei len wir  in einem Anhang mit. 

# J. v. Neumann,  GStt. Nachr. 1927, S. 245ff. 
# t  c* ist zu c komplex konjugiert, ct zu c adjungiert. 

t t t  Das heillt Raummittelwert pro ~[olekiil; am den makroskopisehen _~[ittel- 
wert zu bekommen, muff man mit der Anzahl 2( der ~[olektile in der Vo]umeneinheit 
multiplizieren. - -  Die angegebene Vorschrift zur Bereehnung des Erwartungs- 
wertes bei Richtungsentartang ist eine s~renge Folgerung der statistischen Quanten- 
mechanik. 

r  Die Zweekm~l]igkeit dieser Begriffsbildung fiir die qnantenmechanische 
Behandlung der 0ptik hat Herr Professor Born erkannt. Die im Anhang ent- 
haltenen Resultate stammen yon ibm. N~heres dariiber wird in seinem in Vor- 
bereitang befindlichen Bach fiber ,,Atommecbanik" (Bd. II) zu linden sein. 
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Nit diesen Bezeichnungen schreibt sich die letzte Formel 

1 ~ ~ [S~) (C X v--"l) (rr) + S~0 (C 56 c--l)(rr') + S~0 (C XC--1) (r'r) 

+ Sp (c x c-1)(~ r,)] ; (4) 
ftir eln hermitisches x ist ~ eine reelle Zahl. 

w P e r l o d i s c h e  St i i rung.  Die Formel (4) erlaubt tins, den 

makroskopisch mel~baren Wert  irgend einer Gr~il]e zu berechnen, sobald 
wir die Matrix (Cry) kennen. Diese Matrix hangt in wohlbekannter Weise 

yon dem Zeitverlauf der Energie des Systems ab. Wenn zunachst die 
Energie stationar ist, so finder man 

Crl ~ e2~ i~r t  ~r  l 

und tolglich 

~c(o ) ~ 1 2 gr [S~ X (rr) "@ S r  x (r'r9 -Jr- Sp X (rr') e u ' i ' (rr ' ) t  

~ (rrr) - -2~i~(rr ' )  x e t]. (5) 

Fiir eine in bezug auf die Spiegelung , s y m m e t r i s c h e "  Funktlon ist 
X (rr') ~ X (r'r) ~ 0 und unter konsequenter Vernachl~ssigung des Unter- 

schieds zwischen 1~r und ~r, 
X(rr) r~, x(r '  r') ; 

der Mittelwer~ ist zeitlich konstant: 

.~(o) ~___ 1 [Sp x(") + Sp x("~')] ~ 1 �9 2 g ,  ; s ~ ( , , ) .  

Fiir eine ,antisymmetrische" Funktion ergibt sich 

~(o) ~___ 1 2 g~ [Sp x(~e~ e ~ , ( r ~ )  t + Sp x (~'~) e - ~  ~ ' (~ ' )  q, 

~(o) ~ _ S/~ x( ) cos 2 ~ 'v (rrt) ~ 
gr 

eine periodische Funktion der Zeit mit der ha lber t  Schwebungsperiode. 
Diese Resultate slnd anschaulich klar. (In Wirkllchkeit werden durch 
die Zusammenst(ifle die Phasenbeziehungen zwlschen den einzelnen 

Molekeln bald zerstiirt, und es stellt sich intolgedessen ein razemlscher 
Zustand ein.) 

Nehmen wir nun an, da~ sich zu dieser stationaren Energie eine 
klelne p e r i o d i s c h e *  Stiirang mit der Frequenz v, 

H '  ~ A e 2~*'t --~ ACe - ~ i ~ t ,  

* Strenggenommen muff man eine rein periodische Stiirung dureh eine 
l angsam ank l ingende  l t ' e  2~a~ approximieren, die zur  Zei t  to ~___--oe a n s e t z t ,  
und a so g e g e n  Nul l  s t reben  lassen ,  daft a t o - - ~ -  c~ .  
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fiberlagert. Dann kommt bekanntlich zum eben berechneten Mittelwert ~(o) 
eine ,,durch die StSrung induzierte" kleine Korrektion hinzu, die in 
erster Niiherung (mr x hermitisch) 

1 ~(1) = [~(,r) ~_ ~(rr') _~_ ~(rrr) ~" ~(r'r')], (6) 
2 gr 

mit +, .  rs2 (A (~k) x (ks)) Sp (x(~k) A(ks))l ] 

. . . . . .  [-So (Ar (r k) x ( ~  S~) (x(rk) Ar (ks)~ 1 I (7) 

- ~'Y.L h(v (rk)-=v) - -  h(v(~k) + v) J ' /  
betragt w Es ist ~(~) = 8"("~). 

Wenn A und x beide symmetrische oder beide an~isymmetrische 
Funktioaen sind, so verschwinden $(rr ')und ~(r'r) iden~isch, well dana 
auf alle Falle yon dea beiden Ma~rizen A (~k), x (kr') oder x(rk), A (kr') immer 
eine verschwindet. Dana ha~ man 

2 gr g~ 

t9~ S/~ (A(+k) x (~) e 2~i~t) ~Ss 

dabei bedeutet ~ f  den Realteil der komplexen Zahl f (den [maginarteil 
werden wit entsprechend mit 3 f bezeichnea). 

Wenn A lind x verschiedene Symmetrieeigenscha~en haben, so ver- 
schwinden umgekehrt ~(rr) und ~(~'~') identisch, undes  bleibt 

~(1) = 1 

iibrig. Dafiir kSnnen wir schreiben 

~(1) = 1 ~ ~ [Sp (A(rk)x(kr')e~'i(~('r')+')t) S~ (x(~) A(~'>e~-~i(~('~') + ,)t) 
gr k .h (V (rk) -~- ~)) + h (V (r;k) - -  Y)] 

~_ S~ (X (r'~) A (~r) e -~ziO'(rr ' )-~)t)  ~ ( A  (r'k) x (kr) e--~zi(v(rr')--~)t)] . 

h (v( ~> - -  v) + h (v(~'~) + v) j 

Um einen bestimmten Fall vor uns zu haben, nehmen wit an, dal~ x 
antisymmetrisch und A symmetrisch ist. Dann ist ftir die symmetrischen 
Zust~nde k 

X (rk) A (kr') ~ A(r'k) X (kr) ~ 0 

w Die Formel (7) is t  nati ir l ich nur  dann giiltig, wenn die darin vorkommenden  
Spurbi ldungen sinnvol] sind, was al lerdings fiir s z r u n d  s ~ r '  (oder r --~ s ' )  
der Fall  ist. 

w167 Denn At(rk) B~:(ks) ~-~ [B (sk) A(kr)] t u n d  S p A  t ~- (SPA)*.  



166 L. Rosenfeld, 

und fiir die antisymmetrischen k' 

X(r'k') A (k'r) ~ A ( r k ' )  X (k'r') ~ 0; 

ferner dtiden wlr wohl v (rk) ~,~ v (r'~') setzen, sowie 

A(rk) x(kr') ~,r A(r' k') x(k' r) 

x(rk ' )  A ( k ' r ' )  ~ X(r'k) A(kr); 

infolgedessen bekommen wir 

~(1) : 2 COS 2 ~v(rr ' ) t  ~ [ ~ S~V ( A  (rk) x (kr') e u~i ' t)  

g~ k h (v("k) § v) 

§ h (v(~k) - -  v )  _ �9 ( 1 0 )  

Diese Formel gilt auch fiir x symmetrlsch und A antisymmetrisch. 
w  H a m i l t o n s c h e  S t S r u n g s f u n k t i o n .  Jetzt  handelt es sich 

darum, die H a m i l t o n s c h e  StSrungsfunktion H '  oder A iiir den uns 

in~eressierenden Fall einer Strahlung yon der Frequenz v auszurechnen. 
Es seien e~ die Ladung, m~ die Masse des x-ten Teilchens des 

Molekiils, r~ sein Abstand (x~., y~, z~.) vom Nullpunkt, p~. der zugeh~rige 
Impuls ( p ~ ,  ~ v ,  Px~), und zwar in einem Koordinatensystem, in dem die 

Energie des ungestSrten Molekfils in der Diagonalform ist, so dal~ 

p~rs) = m~. 2 ~ i v(~s) ~ ) .  (11) 

Wir se~zen noch (a)4 b ist das Vektorprodukt yon a und b) 

~ ~-] e~ r~., (12) 

Ox Y -~- ~z e~ �9 m ~  x~P~u' (13) 

~ e, (14) 

ist die elektrische Polarisation, 9~t das magnetische Moment des 

Molekiils, und wlr haben z. B. 

2 9)t~ ~ -  O~ v - -  0 w .  (15) 

Wir betrachten eine ebene Liehtwelle, die sich im Medium yore 
Breehungsindex n in der Riehtung u ~ortpilanzt und setzen 

-~- h a ;  (16) 

eine solche Welle kann man durch das Vektorpotential 

92(r) --= ~toe c . (17) 
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darstellen, wobei 20 ein komplexer Vektor ist (die Phasen seiner Kom- 
ponenten besehreiben die Polarisatlonsverhaltnisse). Das elektromagne- 
tische Feld der Welle ist dann 

2~,,(t-~@) 
mit 

wit setzen 

die GriilSe 

= , (18)  

2 ~ i  v ~lo; (19) 
C 

(20) ~o ~ ~ X ~o; 

. 

_~- ~3oe 

ist dann die magnetisehe Induktion ~ ---- ~ q- ~ (in rationellen Ein- 
heiten). 

Die t t ami l tonsche  Funktion H '  ist dann (in nicht-hermitischer 
Gestalt) 

H' _= - -  ~ ,~-~-"c ( ~  ~ (r~)); 

nun k(innen wir annehmen, dai~ die Abstgnde r~. a]]e klein sind gegen- 
fiber der Wellenliinge 

C 
z = - - ;  (21) 

~ n  

dann ist, naeh (17) und 09) ,  

9/(r~.) : 9/oe2~i~t[1 2 ~ i v  (r,~)] 

= [9/0 -}- ~o (rx~)] e~/~t 

und folglich, gema$ (11), (12), (13), (19), 

v x y  ~x 0 y j  
L ~" x,y 

wobei die Summation wegen (8@) ~--- 0 nur fiber die Wertepaare x, y 
mit x :~: y zu erstrecken ist. Dieser Umstand beseitigt also automa~isch 
die von der Nichtvertauschbarkeit der g]eiehnamigen Komponenten 
yon p~ und r~. herriihrende Unbestimmtheit in der Wahl der H a m i l t o n -  
sehen Funktion. 

Dieser Antell s td l t  aber nur die direkte Wirkung der Strahlung 
dar; wir mfissen noch die Wirkung des induzierten elektrischen Moments 

~(1) ~ ~l)e~ivt berficksiehtigen: diese drfieken wir in der fibliehen 
Weise (in rationellen Einheiten) dureh 

- - - - ~  ~ - - 3 " v  0 
8,ns. 

Zeit~chrift fiir Physik. nd .  52. 12 
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Insgesamt haben wir also 

A --: A•, + Ae,, + AD, (22) 
mit 

2 A(~f ) y(rs) = _ _  ~(rs) go, (23) 
?2 

q~(1) (24) 2 Ai,,, ~ - - ~ o  , 

2AD = - -  ~ O ~ y ~ o v .  (25) 
X, y 

Wenn wir die Ortsabh~ngigkeit der Phasen der Lichtwelle ganz 
vernachlasslgen, d. h. wenn wlr nur Ap, und Ap,, berticksichtigen, so 
fallen wlr auf die gewShnliche Dispersionstheorie zuriick. Ftir die op- 

tische Akiivitat ist im wesentlichen der Anteil An verantwortlich*. 

w 5. P o l a r i s i e r b a r k e i t .  Wir wollen zungchst mittels (23) und 
(24) die wohlbekannten Formeln fiir die Polarisierbarkeit und die 
I)ielektrizit~tskonstante ableiten, indem wir den entsprechenden Nittel- 

- -  ~(1) wert ~ )  ~ $~!-~- +,p,, des elektrischen Moments ~3 berechnen. 
Da ~ und Ap, antisymmetrische Funktionen sind, wenden wir zur 

Berechnung yon ~ !  die Formeln (8), (9) an. Mit Itilfe der Formel 
(A, 4)** linden wir sofort 

- - - -  - (go (20) 
mit 

. 3  g~ h" v(~r) ~ - -  v ~ (27)  

Analog erglbt sich 

also (wenn wlr vorliiufig ~g) vernachlassigen) 

3. 

Nun ksnnen wir wieder zur komplexen Schreibweise iibergehen; wenn 

wir noch das Koordinaiensystem beliebig verlegen, so bekommen wir 
unter Beachtung yon (18) 

3 

* Darauf haben zuerst M. Born ,  Phys. ZS. 16, 251, 1915, und C.W. O s e e n ,  
Ann. d. Phys. 48, 1, 1915 unabh~ngig voneinander hingewiesen. 

** So sind die Formeln des Anhangs numeriert. 
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diese Formel sshreiben wir schlieBlich 

9 ~  ) = (~ - 1) ~, 
indem wlr 

oder umgekehrt 

tZ 
e = 1 - ] - - -  

1 - - - -  
3 

(2,q) 

3 
= (~ - -  1 ) . - -  (30)  

E - F 2  

setzen. Somlt erkennen wir in den Gr(il]en a und e die Polarisierbarkeit 
bzw. die Dielektriziti~tskonstante und in (30) die L o r e n t z - L o r e n z s c h e  

Relation. Die Dispersionsformel (27) enthalt alle die yon L a d e n b u r g  

und anderen eingefiihrten Verfeinerungen; darauf wollen wir aber nicht 
elngehen. 

w D r e h u n g s a n t e i l  des  e l e k t r i s c h e n  Moments .  Wirwenden 
uns nun zur Bereshnung des Drehungsanteils ~ * .  Da die Funktion AD 
symmetriseh ist (und ~ antisymmetriseh), so ist die Formel (10) an- 
wendbar. Daher sehliel]en wir aber sofort*: 

1. Dam_it ein ~Iolekiil optiseh aktiv sein kann, mul3 es mindestens 
vier Kerne, ferner kein Symmetriezentrum besitzen. 

2. Wenn eln Molekiil zweJ spiegelbJldliche Konfigurationen besltzt, 
so geht es stetig yon der einen in die andere fiber, mit der ,, Sehwebungs- 

periode" T; sein Drehungsvermi~gen ist dann eine periodisehe Funktion 
der Zeit, mit der Periods T/2. 

3. Ein System, dessert Energie ,scharf" ist (symmetrlscher oder 
antisymrnetrischer Zustand), ist nicht optissh aktiv. 

Unter Benutzung der Formeln (A, 5), (A, 6), (A, 7) und (20) finder 
man leicht 

~ )  = cos 2 ~v(")t ~ ,!  ~ [Sp (~ ( ,k )  ~(~,)) ~o e ~ " ~ ]  
3g~h "-i"| v(~k)~-v 

§ v (~k) - -  v l 
oder, indem wir 

j(~k) = 3 S~ (9~ (rk) ~(kr')) t (31) 
setzen, 

~ )  = 6'~ (~o e~i1't) -~ @'~ (2 ~iV ~oe2"i"t), (32) 

* Man vergleiehe die Trivialit~t dieser Sehliisse mit den miihsamen Rech- 
nungen der klassischen Theorie, die zu analo~en Resultaten fiihren. Vgl. M. Born, 
Ann. d. Phys. 55, 177, 1918. 

12" 
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mi t  

6 t 

Q ' __~ 

~(r  k) $,(k r) / 
2 GOS 2 ~ 'ii (rr') [; ~ q) (]cr)2 __ 9) 2 

J 
3 grh  k 

2 cos 2 ~r Y(rr') t J(rk)  
�9 

3 gr h .  2 ~r v( ~'r)2 - -  v ~ 

(33) 

Die Formel  (32) schreiben wir  auch komplex [analog (29)] 

~ )  = ~,~ + ~'$. (34) 

Die Formeln (26), (28) (auch komplex geschrieben) und (34) zu- 

sammen liefern 

= ~ ,  + $(~, + 

_ _  6 '  O' 

1 - - - -  i---- 1 - - - -  
3 3 3 

and 

Beachten wir  nun (30) und setzen 

6 ~ 6 , .  a @ 2  

3 

e + 2  
0 ~ 2 c 0 "  3 ' 

C 
_ j ( r  k) 

a-t- 2 2 COS 2 ~r y(rr ' ) t  ~ a  v(kr) 2 - v ~ , 

0 ~--- 3 3 g r h  k 

dann haben wir  

(35) 

(36) 

(37) 

w 7. D r e h u n g s a n t e i l  d e s  m a g n e t i s c h e n  ~ f o m e n t s * .  W i r  

wollen noch die induzierte Magnetisierung ~(1) berechnen, indem wir  uns 

konsequent auf 

* Auf die Existenz dieses Anteils hat R. Gans  aufmerksam gemacht; v~l. 
J. Pa lumbo ,  Ann. d. Phys. 79, 548, 1926 (Anhang yon R. Gans). 
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beschr~nken miissen. Da 9)~ symmetrisch, Ap, und Ap,, antisymmetrisch 
slnd, so is~ Formel (10) anzL~wenden und erglb~ in Verblndung mit (A, 3), 

(31) und (33) 

2 COS 2 ~ 12 (rrt) t ~ 62 ~ i v t )  J(rk) ?)(kr) 2 

Die gleichnamigen Komponenten der ]V[atrizen ~ und ~ sind ver- 
tauschbar~ folglich ist die ~atr ix  ~ hermitisch und daher (in unserer 

Naherung) 

k 
reell, d.h. nach (31) 

Also ist in der komplexen Schreibweise 

@(" 6 ' ~ - - e ' ~ -  

Analog finder man 

d.h. nach (37), his auf GrSl]en hSherer Ordnung in 6' und p' (die wir 
konseqnent vernachlassigen miissen), 

~--1~. 

Insgesamt 

d.h. nach (35) und (36) 

@(1) ~ 6 ~ -- ~ ~. (38) 

w 8. D r e h u n g  der  Polar i sa t~ ionsebene .  Jetz~ kiinnen wit die 
Formeln (37) und (38) disku~ieren; sie lauten, indem wir ~ und ~ start 
~(1) und .~(1) schreiben*: 

(37) 

(3S) 
2c 

* Wir setzen die Substanz als unmagnetisch voraus. 
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oder auch, indem wir neben der magnetischen Induktion ~ die etektrische 

Verschiebung 

einffihren: 

(39) 
~ = � 9  

Andererseits liefern die Maxwel l sehen  Gleiehungen 

crot�9 = ~), 
- - c r o t ~  ~ !~ 

fiir eine ebene Welle 

~) = - - ~  •169 i (40) 
~ K ~ .  ! 

Unter Vernachlassigung der Glleder hiiherer Ordnung in a und 

bekommen wir schliefllich aus (39) und (40) 

Daraus folgt durch Elimination yon 

q (8 • ~) 
- - 8  • (8 x ~)  ~ e~4- 7 

oder, unter Beachtung yon (16), (21) und ( ~ )  ---- 0, 

(n~- -  ~)~ 2 ~ i # ( n  X ~  ) ~ 0. (41) 

Diese Gleichung ergibt aber mittels wohlbekannter Uberlegungen die 

zirkulare Doppelbrechung 

A n - -  2zr 0 (42) 
n 

und die Drehung der Polarlsafionsebene auf die Langenelnhelt: 

0 ~ 2 zl__~v d n _ _  2 #~ 0 (43)  
c 2 it ~ 

(Biotsches Gese~z). 
Aus diesen Formeln folgt die Deutung yon 0 als Drehungspara- 

meter*. 

* Die GrSfle a bestimmt das Amplitudenverh~ltnis und die relative Phase 
yon elektrischem and magaetischem Vektor und ist der Beobachtung wohl nicht 
zug~n glieh. 
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Die vorliegende Untersuchung ist anlN31ich meiner Teilnahme an den 
Vorarbeiten zum oben (Anm. ' - '  '-'- T~lt ,  S. 163) erwahnten Bornsehen  Buche 
entstanden. Herrn Prof. B o r n  bin ich ftir seine st~ndige Hilfe sehr 
zu Dank verpflicMet. Herrn Dr. W i g n e r  mSehte ieh aueh ffir manche 
Unterhaltungen fiber Fragen der Quantenmechanik herzlieh danken. 

G S t t i n g e n ,  Institut ffir theoretische Physik, August 1928. 

A n h a n g .  

Wir wollen einige Eigenschaften der S. 163 definierten Spuren ab- 
leiten. (Wie gesagt, ist das Folgende im wesentlichen dem Bornsehen 
Buche entnommen.) 

H a u p t s a t z :  Wenn die Matrizen A, B yon den dynamisehen 
u eines frei drehbaren Systems abh~.ngen, bleiben die GrSl3en* 

bet Drehungen der Koordinaten invariant. 

Denn die neuen Matrizen A 7 B entstehen aus den alten durch eine 
~hnlichkeitstransformation. 

Es selen g[ und i~ zwel Vektormatrizen und 6,  ~; zwei Zahlen- 
vektoren. Setzen wir 

A ~ -  ?l~,  B ~--- ~3~, 
so wlssen wir, dab 

(91 (rs) 9~(~r)~ ~ cT Sp (A(rs) B ("~)) ~ Sp , - ~  ~.~ , ~ ~ y  
xy  

drehinvariant is~. 

W~.hlt man nun | und ~; senkrecht aufeinander und dreh~ des 
Vektorenpaar um eine der Koordinatenaehsen dureh den Winkel g, so 
sieht man, dag 

~ v  - Sp  (~t~ *) ,~(:r)) . . . .  (r,) o,(,r), = -~- ~/ot=v ~z ) = 0. (A, 1) 

Wi~hlt man sodann ~ = ~ und leg~ diesen Vektor tier Reihe nach 
parallel zu ether der Aehsen, so bekommt man 

(ms) (st) (gl(r s) ~(sr)~ 

~--- Si o (2([ ') ~(z "~)) ---- -~ Sio (g[(rs)!~(sr)). (A, 2) 

Aus (A, 1) und (A, 2) folgt sofort, wenn ~ ein Zahlenvektor ist, 

, ~ Sl 0 (2(~.~) ~(s~)) (A, 3) 
und speziell 

s~ [(~(~) ~) ~(~)3 = s~ N(r,) (~(~)~)3 = ~ ~ II ~(~)II ~. (A, ~) 

* Alle ab~uleitenden Resultate gelten auch, wenn man eines der r (oder beide) 
darch r '  ersetzt.  
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Betrachten wit nun eiae Tensormatrix O~y, so flnden wir durch eine 
tier obigea analoge l)berlegung, dal~ 

S .a~(rs) ~(.~r)~ 
(~t  x ~ ) ~ y  ) - ~  . . .  ~ O~ 

(ax t~x~ ) . . . . .  S~ 0, (A, 5) ~ y y  ] 

indem wir ferner eine Drehung um die z-Achse durch dea Winkel ~/2 
benutzen, erhalten wir die Beziehung 

Wenn wir die Vektormatrix 9)~ dureh 

O~y - -  Oy~ ----- 2 9J~z... 

definieren, so ergibt die Gleiehung (A, 5) 

S f  ( ~ i  rs) 0 (sr)~ ~j~(sr)) : 1 (~f~(rs) xy  / ~ S~ (~(z r~) ~ S~ 0)~ (sr)) (A, 7) 
nach (A, 2). 


