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Das Druck-Dichte-Diagramm der Elemente
bei hoheren Drucken am Temperaturnulipunkt?).
Von H. Jensen in Hamburg.
Mit 4 Abbildungen. (Eingegangen am. 28. Oktober 1938.)
Auf Grund des Fermischen Atommodells (einschlieBlich Austausch) wird die
Druck-Dichte-Beziehung fiir mehrere Kernladungen numerisch berechnet.
Ubergang ins Modell des homogenen Elektronengases bei sehr hohen Dichten
{weiBe Zwerge). Anschlu an das experimentell erreichte Gebiet (10* Atm.).
Geophysikalische Anwendungen.
Hinlestung und Zusammenfassung.

Die Druck-Dichtebeziehung wechselt bei niedrigem Druck sehr stark
von Element zu Element mit der Lage im periodischen System. Das liegt
daran, daB fur die Kohdsionskrifte und damit den Platzbedarf nur die
suBersten Elektronen maBgeblich sind und die Periodizititen dex Schalen-
baues sich im Verlauf der Dichten bei Druck Null widerspiegeln (Lothar
Meyers Kurve der Atomvolumina). Man erwartet, daBl bei zanehmendem
Druck die Eigentuunlichkeiten der Schalenstruktur mehr und mehr ver-
wischt werden, weil auch die inneren Elektronen sich in zunehmendem
Mafle an den Wechselwirkungen beteiligen, und daB demgemifi das Ver-
halten der Elemente immer dhnlicher wird. Experimentell ist dieses Gebiet
freilich noch nicht exreicht, als Hinweis hierauf kénnen wir nur den Umstand
werten, daB alle Elemente von geringerer Dichte eine grofiere Kompressi-
bilitdt besitzen und deshalb sechon im experimentell zuginglichen Gebiet
die Dichteunterschiede benachbarter Elemente bei zunehmendem Druck
immer geringer werden (vgl. Fig. 1).

Zur theoretischen Berechnung des asymptotischen Verhaltens bei
hoheren Drucken bietet sich pun das Thomas-Fermische Atom-
modell [6, 11, 7]2). Man muf sogar diesen Bereich als das sinnvollste An-
wendungsgebiet jenes Modells bezeichnen, denn die grobste Schematisierung,
die ihm zugrunde liegt, nimlich das Absehen von den Feinheiten des Schalen-
baues, ist eben hier am ehesten zuldssig®). Dabei wird andererseits das

1) Z. T. vorgetragen auf dem Deutschen Physiker- und Mathematikertag
in Baden-Baden, 13. September 1938, — 2) Zahlen in eckiger Klammer beziehen
sich auf die Nummer in der Literaturzusammenstellung am SchluB der Arbeit.
— %) Hinzukommt, daB das Fermische Modell die Verhsltnisse nur dort gut
wiedergibt, wo die Elektronendichte verhiltnismiBig groB ist; dies ist in den
auBeren Bereichen eines freien Atoms nicht der Fall, wihrend hier, wegen der
starken Kompression, die Flektronendichte iiberall betrichtliche Werte hat,
so daB auch in dieser Hinsicht die Bedingungen fiir die Anwendbarkeit des
Fermi-Modells besonders giinstig liegen.
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Paulische AusschlieBungsprinzip — welches fir die Raumbeanspruchung
der Elemente bei hoheren Drucken entscheidend ist — in konsequenter
und ibersichtlicher Weise beriicksichtigt.

Das Ergebnis der unten durchgefithrten Rechbnung ist in der Fig.1
zusammengefaBt. Als Ordinate ist die Dichte g in g/em® aufgetragen
(logarithmische Skala), Abszisse ist der Logarithmus des Druckes (p in
dyn/em?). Die theoretische Dichte ist bet vorgegebenem Druck — (nach dem

Fig. 1. Druck-Dighte-Diagramm,
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benutzten Fermi-Modell, das, wie eben erdrtert, mit zunehmendem Druck
die wirklichen Verhaltnisse iminer besser wiedergibt) — eine glatfe Funktion
der Ordnungszahl; die ausgezogenen Kurven beziehen sich auf die Kern-
ladungen 54 und 18. Fiir hohere Drucke wurde von der Austauschkorrektion
abgesehen (gebrochene Kurven). Man sieht, daf der Austausch bis zu
ziemlich hohen Drucken hinauf einen wesentlichen Finfluf hat?).

In astrophysikalischen Untersuchungen [6] (weie Zwerge) ist das
von Fowler eingefithrte Modell des ,,v6llig zerquetsehten Atoms™ vielfach
verwendet worden, in dem man die Elektronen als homogenes entartetes
Gas betrachtet und vom EinfluB der Kerne véllig absieht. Die sich hieraus

) Wegen der Bedeutung der Austauschkorrektion siehe unten S. 378.
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ergebende Druck-Dichtebeziehung wurde als Geradenpaar eingezeichnet?).
Man erkennt, daB noch bis hinauf zu sehr hohen Dichten der Ilinflu8
der Kerne sich sehr geltend macht, selbst bei der Dichte 5000 ist noch der
Druck um einen Faktor 2 bis 3 geringer als nach dem Fowlerschen Modell.

Anschlufi an das experimentell erreickbare Gebiet (Bridgman[1,1b),
p = einige 10 Atm.)?). Bei diesen verhdltnisméiBig geringen Drucken kann
das Modell, wie eingangs gesagt, nur ein ,,mittleres” Verhalten der Elemente
wiedergeben. Strichpunktiert sind in der Fig. 1 die experimentellen Druck-
Dichtekurven fiir die zu Z = 54 benachbarten Elemente Csy;, Bagg und Lag,
markiert. Sie sollten nach der theoretischen Erwartung sich bei héheren
Drucken der ausgezogenen Kurve fir 7 = 543) anschiniegen; wie man aus
der Fig.1 entnimmt, ist diese Tendenz durchaus vorhanden.

Bemerkenswert ist, daB bei der Ausfihrung der Rechnungen nur erst
die experimentellen Daten bis zu p = 1,2 - 10* Atm. vorlagen. Hier schien
das theoretisch geforderte asymptotische Verhalten durch die experimen-
tellen Daten noch keineswegs gewihrleistet, die Kurve fir Cs schien zu
stark, die fir Ba zu wenig gekriimmt zu sein. Inzwischen konnte Bridg-
man [1b] seine Messungen fir diese Elemente bis zu p = 5-10* Atm.
ausdehnen?). Dabei ergab sich in beiden Fallen bei etwa 20000 Atm. noch
ein Umwandlungspunkt. Die neuen Kurvenverldufe sind nun mit  der
theoretischen Erwartung vollig im Einklang. Umgekehrt dirfte: man nun
wohl auch in anderen Fillen, wenn sich zeigte, daB der gemessene Verlauf
nicht recht zu dem theoretischen asymptotischen Verhalten stimmte,
einen Umwandlungspunkt bei hoheren Drucken vorhersagen.

Geophysikalische Anwendungen. Die Liicke zwischen den experi-
mentellen und den asymptotischen Verliufen ist jedoch noch immer be-
tréchtlich. Sie l&8t sich wenigstens fiir das Eisen tiberbriicken durch Be-
nutzung von geophysikalischen (seismischen) Daten. Nach berein-
stimmender Ansicht der Geophysiker [18, 15] besteht der Erdkern (von
einer Tiefe von etwa 8000 km an) aus metallischem Eisen. Die Temperatur

') Linke Gerade 7 = b4, rechte Gerade 7 = 18. Die geringfiigige Abhiingig-
keit von der Kernladung rithrt hier lediglich vom Faktor 4 /7 her, siehe unten
Gleichung (4a) und Hund [6]. — 2) Noch hohere Drucke treten auf bei den
von Becker studierten Detonationsvorgingen, R. Becker, Z§. f. Elektrochem.
23, 40, 1917; ZS. 1. Phys. 4, 398, 1921; Gehlhoffs Lehrbuch d. techn. Physik
1,.876. Hier ist jedoch die Temperatur so hoch, daB ein unmittelbarer An-
gchlnB an unsere Rechnungen nicht méghich ist. — 3} Die theorstischen
Kurven fir Z = 56 bis 57 fallen innerhalb der Zeichengenauigkeit hiermit

zusammen. — 4) Herrn Prof. Bridgman bin ich fir die Zusendung seiner
Arbeit sehr zu Dank verpflichtet.
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ist nach allen geophysikalischen Schitzungen unter 10000° [12]. = Man
kann  gich nun iberzeugen, wenn man den thermischen Ausdehnungs-
koeffizienten nach Bridgmans Messungen [1a] vorsichtig bis zu den
Drucken im Erdinnern extrapoliert, dafl man bei den in Frage kommenden
Drucken gut die Temperatur als Null ansehen kann (jedenfalls mit der
Genauigkeit, mit der die zu verwendenden seismischen Daten bekannt
sind, s. unten). Es ist deshalb ein unmittelbarer AnschluB an unsere Be-
rechnungen moglich. Nun 15t aus den Laufzeitkurven der Erdbebenwellen
die Geschwindigkeit der longitudinalen Wellen im FErdinnern berschnet
worden [5]. An der Grenze des Erdkerns ist sie etwa 8 bis 9 km/sec, im
Erdmittelpunkt liegt sie zwischen 11 und 12. Diese Geschwindigkeit ¢ ist

dp

_mit dem Druck-Dichtediagramm verkniipft durch die Beziehung ¢2 = %

Wir. kennen also mit der Schallgeschwindigkeit die Tangentenrichtungen
an die Druck-Dichtekurve. Freilich ist hier zunichst ¢ als Funktion der
Tiefe gegeben, wihrend wir sie als Funktion des Druckes gebrauchen. .
Nun hingt der Druckverlauf mit der Tiefe ab von der Massenverteilung
in der Erde. Gliicklicherweise ergeben aber alle Ansdtze fir die Massen-
verteilung, welche mit den ibrigen geophysikalischen Daten im Kinklang
sind und insbesondere den richtigen Wert fiir das Trégheitsmoment der
Erde liefern, praktisch den gleichen Druckverlauf [15,8]1) (jedenfalls
wieder mit- der Genauigkeit, mit der die Schallgeschwindigkeit bekannt
sind). Innerhalb dieser Unsicherheit konnen wir also ¢ = dp/dg als Funk-
tion des Druckes als bekannt ansehen. Wir kdnnen jetzt eine Interpolations-
formel aufstellen, welche geniigend viele verfiigbare Konstanten enthilt,
um die folgenden Bedingungen zu erfillen:

1. An der AnschluBstelle an das experimentelle Gebiet (p = 1,2
- 10 dyn/ecm?) die richtigen Werte von g und dg/dp.

9. Fir sehr hohe Drucke asymptotisches Ubergehen in die theoretische
Kurve.

8. Bei p = 2,8 - 10" dyn/em? (4500 km Tiefe) ¢ = 10 km/sec?).

Eine Reihe versuchsweise gewihlter Formeln lieferten praktisch den
gleichen Verlauf, die in Fig.2 eingezeichnete gebrochene Kurve hatte
folgende Gestalt. Mit g, (p) sei der theoretische Verlauf® bezeichnet,

1) Vgl. insbesondere die Fig. 157 in [15]). — 2) Die Tiefe 4500 km wurde
gewihlt, weil hier die Unsicherheit des Druckes und der Schallgeschwindigkeit
verhaltnismiBig am geringsten ist, vgl. die oben zitierte Fig. 157 in [15]. —
3) Die bei der Interpolation benutzten Werte dge/dp muBten graphisch be-
stimmt werden, siehe unten.
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dann setzen wir: g = gy + 045 04 = 4 (1 + a gg) ¢ %% ; mit den Werten
4 =725, a =0,285, « = 0,30 werden die genannten Bedingungen erfallt.

In Fig. 2 werden durch die strichipunktierte Kurve die experimentellen
Daten (Bridgman), durch die ausgezogene Kurve das asymptotische
theoretische Verhalten, und schlieBlich durch die gebrochens Kurve der
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sben berechnete interpolierte Verlauf wiedergegeben. Natilich bean-
sprucht die Kurve keine groBe Genauigkeit; die Unsicherheit liegh, gemal
den benutzten Daten, bei 10%,.

Aus diesern, unter Benutzung der Schallgeschwindigkeiten, inter-
polierten Verlauf 1484 sich nun z. B. die Dichte im Frdmittelpunkt (p ~ 8,5
108 Atm.) ablesen, sie hat den Wert von etwa 11,5 g/ein3. Dieser verhéltnis-
miBig hohe Wert steht im Einklang mit den neueren geophysikalischen
Ansiitzen fiber die Massenverteilung in der Erde [8] und kann als physi-
kalische Begriindung der dort zum Teil noch willkiirlich gemachten An-
rahmen angesehen werdenl).

1) Ausfithrlichere geophysikalische Anwendungen des hier berechneten
Druck-Dichte-Diagramms sollen an anderer Stelle erscheinen.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 11l 25



378 H. Jensen,

Durchfihrungen der Rechnungen.

Die Verwendung des Fermi-Modells bringt die Vereinfaehung'mit sich,
daB wir uns auf die Behandlung eines einzigen kugelsymmetrischen Atoms
beschrinken konnen. Denn beim.absoluten Nullpunkt kénnen wir uns
die Atome im Gitter angeordnet denken, so daf jedes Atom sehr sym-
metrisch von seinen Nachbaratomen umgeben ist — dieses ist sogar auch
noch im flissigen Zustand der Fall (Debye), insbesondere bei den uns
interessierenden hohen Drueken —. Zishen wir nun, nach dem Vorbild
von Wigner und Seitz [14], zwischen einem Atom und allen seinen
Nachbarn die Symmetrieebenen, so schlieBen diesé ein Polyeder sehr hoher
Symmetrie — das auf das betreffende Atom entfallende Volumen — ein,
das wir in guter Niherung durch eine Kugel approximieren kénnen. Die
Randbedingung lautet dann, daB Dichte und Potential mit ihren Ab-
leitungen beim Ubergang von einer ,Zelle* zu anderen stetig sind, und
dag bedingt wegen der Symmetrie, daf die Ableitungen selbst Null sind.

Mit diesen Bedingungen liefert das Fermische Modell eindeutig eine
bestimmte kugelsymmetrische Elektronenverteilung # (r) und damit auch
einen bestimmten Energieinhalt E des Atoms in Abhingigkeit vom Volu-
men v — bzw. vom Radius R, der dieses Volumen approximierenden
Kugel — [7]. Beim Temperaturnullpunkt bestimmt sich nun der Druck
aus: dE = —gp-dv, d. h.

dE 1 dE
P= T T ThmE R L

/
worin v = 4/8 - 7 - 3 gesetzt ist. Die GroBe (1) wurde nun in einer fritheren
Arbeit berechnet — [7], GIn. (4) bis (5), dort steht o an Stelle von B —;
es ergab sich der anschaulich zu interpretierende Ausdruck
1 dE 2 . 1
————— — = e 22 ! -_— 4f . 2
ey N R 1 @)
worin r den Abstand vom Atomkern bedeutet, ny (r) ist der vom Para-
meter B abhingige Verlauf der Elektronendichte. x, und », sind zwei
universelle Konstanten [7]:

8 78\ p? 878 \'a ,
= o) = —|— . 2

“E =3 (8 n) am’ AT % (8 :7r> ? @a)
Der erste Term in (2) stellt den durch das Pauli-Prinzip bedingten Null-
punktsdruck der Elektronen. dar, der zweite Term ist bedingt durch die
sogenannte Austauschkorrektion. Wir schreiben zur Abkirzung mj fir
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die Elektronendichte ny (R) am Atomrand, d.h. in der Mitte zwischen
zwei Nachbaratomen. Dann ergibt sich:

p= %nKnE{ (1—5%7»;"3) = 3 xKn“’/ s(1— ao,iz?s) )
Im zweiten Ausdruck sind in der Klammer die numerischen Werte der
Konstanten eingesetzt, ag ist der Bohrsche Wasserstotfradius.

Sehen wir zunidchst von der Austauschkorrektion ab, d.h. setzen
wir», == 0, so besagt (3), daB der Druck ebenso grof ist wie in einem
entarteten homogenen Elektronengas mit einer Dichte, wie sie am Atom-
rand, d.h, in der Mitte zwischen zwei Atomen, herrscht. Dieses Regsultat
haben auch Slater und Krutter in einer spiteren Arbeit.[11] fur das
Fermi-Atom ohne Austausch auf anderem Wege hergeleitetl). Den vollen
Ausdruck (8) fix den Druck bei Beriicksichtigung des Austausches hatten
sie vermutet, aber nicht analytisch begriinden kénnen. Dié Austausch-
korrektion nimmt, wie man aus (8) unmittelbar erkennt, mit zunehmendem
Druck an Bedeutung ab; dall sie bis zu ziemlich hohen Drucken hinauf
iiberhaupt einen merklichen Einfluf hat, liegt nicht daran, wie die Be-
zeichnung ,,Austausch* zunédchst vermutén lieBe, dafl etwa ein subtiler
Quanteneffekt sich hier geltend machte, sondern daran, daf durch die
sogenannte Augtauschkorrektion vor allem eine zu grobe Schematisierung
in der Berechnung der elektrostatischen Energie wieder gut gemacht wird,
welche der wspriinglichen Fassung des Fermischen Modells anhaftete?).

Zur Berechnung des Druckes brauchen wir also nur die Elektronen-
dichte als Funktion des Atomradius zu kennen, und diese 8Bt sich
unmittelbar aus den bereits vorliegenden Losungen der Fermi-Dirac-
Gleichung?®) entnehmen. An Stelle des Atomradius fithrt man noch zweck-
miBig die mittlere Elektronendichte n ein, die definiert ist durch:

%8'—% R?.n = Z = Kernladung = Elektronenzahl. 4

Sie ist, wie man unmittelbar einsieht, mit der Massendichte verkniiptt durch
die Beziehung (4 = Atomgewicht, N, = Lochschmidtsche Zahl):
4 %
@ = N“L 7’
Da der Faktor 4/Z fir alle Elemente ziemlich gleich ist (auBer fir den
Wasserstoff, fir den unser Modell ohnedies nicht sinnvoll ist), ist p also
praktisch proportional zu =.

(4a)

1) Wie mir Prof. Slater brieflich mitteilte, unabhingig von den Uber-
legungen in [7]. — 2) Vgl z. B. [72a] und dort besonders die FuSnote in § 2.
— %) Siehe [8], Anhang; vgl. dort auch insbesondere die FuBnote auf 8, 287.

25%
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In dem in der Astrophysik vielfach verwendeten Modell des ,,vollig
zerquetschten Atoms*, in dem man die Elektronen homogen verteilt annimmt,
wiire der Druck

P = g—%K n°h, (4b)
DemgemiB ist der Ausdruck

0,129
g M

f) =2 = SN g, o)

di;ekt ein MaB fiir den Fehler des letztgenannten Modélls, welches dem
Umstand keine Rechnung trigt, daf in der Umgebung der Kerne die
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Elektronen sich konzentrieren und deshalb in den Zwischengebieten die
Elektronendichte und damit auch der Druck geringer wird. Falls man
die Austauschkorrektion vernachlissigt — und das ist bei den astrophysi-
kalisch interessierenden Dichten natiirlich zuldssig —, so gibt f (n) einfach
das Verhiiltnis Randdichte zu mittlerer Dichte an.

In Fig. 8 ist f (n) aufgetragen, als Abszisse ist die GroBe & = Z—°3

axm -n'’3 in logarithmischer Skala gewihlt, diese Einheit ist deshalb zweck-
mifbig, weil dann, wenigstens solange man vom Austausch absieht, { eine
universelle Funktion von & ist und nicht mehr expﬁiit von Z abhingt.
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Denn wenn wir fiir die Rechnung die Fermischen Einheiten einfiihren
—vgl. [8], Gleichung (5) bis (7), dort steht wieder a an Stelle von B —, so ergibt
sich mit B/A = z4: 5 35

TP

3 wlz) 3 ’
.f:z—zlaa,ﬂﬁllazg’jﬂ, f(ﬁ):fﬂ(‘/ff(_x“.)__(_ﬁ) 1 — e . (6)
Ty 3 4 V v
= + 8
Wenn wir vom Austausch absehen (f = 0), so hangt f (%) lediglich von z, und

damit von & ab; nur durch die Austauschkorrektion 8 = 0,21 7—2/s kommt eine
explizite Abhéngigkeit von 7 zustande.

Die gebrochene Kurve bezieht sich auf die Fermi-Gleichung ohine
Austausch, %, = 0, ich habe sie nach numerischen Daten von Slater
und Krutter [11] und Baker [2] berechnet. Fir sehr geringe Dichten
£ < 0,1 weichen die numerischen Daten von Baker und Slater etwas
voneinander ab, man koénnte hier die genaueren numerischen Ldsungen
von Mrowka und Reeknagel[9] benutzen; da aber hier, wie man aus
Fig. 8 entnimmt, der EinfluB der Austauschkorrektion bereits sehr wesent-
Hich ist, hat die Fortsetzung der Kurve zu kleineren Werten von & geringes
Interesse. Die ausgezogenen Kurven ergeben sich nach der Fermi-Gleichung
it Austausch [8]. Hier gebt die Kernladung explizit ein, die Kurven gelten
fir Z = 64, Z = 86 und Z = 18.

Die Austauschkorrektion macht sich in (3) und (4¢) auf doppelte Weise
geltend, einmal wird f (n) verkleinert durch den Ausdruck in der geschweiften
Klammer, zweitens bewirkt die Korrektion in der Fermi-Gleichung, daB im
Atom selbst die Dichte rascher abfsllt, so daB bei vorgegebenermn R bzw. 7 sich
np kleiner ergibt als nach der Fermi-Gleichung ohne Austauseh. Beide Effekte

wirken im gleichen Sinne und sind, wie die Rechnung zeigt, in weitem Bereich
von derselben GroBenordnung.

Am oberen Rand der Fig. 8 sind der Anschaulichkeit halber noch die
zu den betreffenden £-Werten gehorigen Massendichten fiir ein mittleres
Atomgewicht (Bisen, Z = 26) angegeben. — Die in der Fig. 8 zusammen-
gefaften Daten brauchen wir jetzt nur zur Berechnung des Druckes in die
Gleichung (4¢) einzusetzen und erhalten so die Werte, welche in der Fig.1
dargestellt sind. '

Eingefiigt seien noch einige Bemerkungen, iiber die Verhdltnisse bei extrem
hohen Dichten, bei welchen fiir das homogene Elektronengas die unrelativistische
Druek-Dichte-Bezichung p = konst - n°a iibergeht in die relativistische Be-
ziehung p == const - n*/s, vgl. z.B. Hund [6]. Dies geschieht bei n'ls axg ~137/x
(fiir Eisen &~ 4). Fiir diese und noch grofere &-Werte mufl man natirlich
auch fir das Atom die relativistische Fermi-Gleichung benutzen [7b]. Hs
1aBt sich dann genau wie oben zeigen, daf (B) zu ersetzen ist durch

— np 4fa
p = const -n I3« (-_-«) . (6)
n
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Die relativistische Fermi-Gleichung des Atoms zur Berechnung von ny ist jedoch
nicht willkiirfrei zu losen, da die Gleichung uninittelbar am Kern iibergeht in
n = const - r3, also bei r = 0 stark singulér wird [7b]. Ich habe die Gleichung
nun fiir einige Falle numerisch durchgerechnet unter der naheliegenden Annahme,
n = 0 fir r < Kernradius, n nach der relativistischen Fermi-Gleichung fiir
r = Kernradius. Das Ergebnis ist fiir Fisen (7 = 26) bei & = 5: np/n = 0,96
+ 0,02; bei & = 10: np/n = 0,98 4 0,02. Der EinfluB der Kerne ist also -bei
diesen hohen Dichten, auch wenn man das Atom nach der relativistischen
Fermi-Gleichung behandelt, praktisch zu vernachldssigen. In der Fig. 8 ist die
strichpunktierte Kurve durch die beiden berechneten Werte gelegt.

Kompressibilitit. Fur Verschie.dene Anwendungen, insbesondere auch
fiir den ében durchgefithrten AnschluB an das experimentell erreichbare
Gebiet, ist noch die Kenntnis des Verlaufs der Kompressibilitdt » nétig.
Sie ist definiert durch

1 dp

=T M
In den oben bei Gleichung (6) eingefithrten Fermischen Emhelten gilt
nun nach (4) bis (5) p = const & und damit

1 dp
=5t aE
Weiter ist nach (4a) bis (5): p = const &5/ (£) und deshalb schlieBlich
1 5 1 & d4f
% =57(1+3 5 7 75" @

Die GroBe df/dé muBte graphisch bestimmt werden, dies war mit einer
Genauigkeit von einigen Prozent mdglich.
Im Grenzfall des homogenen Elektronengases ist f = 1 und 1/% =5 p,

der Ausdruck —— 51” -+ —;— ?E a—é mift demgemif die Abweichung von
diesem Grenzifall; er wird in Fig. 4 durch die punktierten Kurven dargestellt;
die zugehorige Ordinatenskala ist auf der rechten Seite der Figur markiert,
die Abszisse ist %log p in CGS.

Die Ordinate fir die ausgezogenen Kurven ist Olog (1/%), worin
wieder in CG8. Die Gerade III bezieht sich auf den Grenzfall 1/, = 5 p;
die Kurven I und II gemiB Gleichung (8) fir die Kernladungen Z = 54
bzw. 18. Wie man sieht, ist die Abhingigkeit von der Kernladung nicht
sehr stark, wenn man den Druck selbst und nicht etwa die Dichte als
Abszisse wihlt, Strichpunktiert sind wieder die experimentellen Werte
[1,1b]%) eingezeichnet, sie liegen bei p = 0 iber fast drei Zehnerpotenzen

1) Die Werte fiir Ba und Cs beip > 2 - 1029, d. h. jenseits der Umwandlungs-
punkte, wurden nach den Angaben bei Bridgman [16] roh abgeschatat.
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verstreut, das asymptotische Ubergehen in den theoretischen Verlauf wird
also zum Teil erst bei ziemlich hohen Drucken vor sich gehen. In Uberein-
stimmung mit der Fig.1 ist diese Tendenz bei den leichteren. und mittel
schweren Elementen bereits deutlich vorhanden.

: 76
Fig. 4. /
EKompressibilitit in CGS. :
pressibilititen # in 5 / ’
Abszisse: 1%og p. /
Linke Ordindtenachse: *%log 1.
* " / i 50
Ausgezogene Kurven:
I theoretisch fiir Z == 54,
II theoretisch fir Z =18, 77
IIT theoretisch fiir homogenes 25
Elektronengas. R
Strichpanktiert: g7 t
experimentelle Daten. 2 ”g’
Bechte Ordinatenachse, punk- 77
tierte Kurven: xp{x = Ver+
hiltnis der XKompressibi- o
litdt des homogenen Elek- o o] 75
tronengases zur hier be- 3
rechneten fiir Z = 54
bzw. 18. .
S % # o #
log p~—=-

Zum SchluB mochte ich Herrn Prof. Lenz danken fiir viele wertvolle
Besprechungen und vor allem fir den Hinweis auf die Moglichkeit des
Vergleichs mit geophysikalischen Daten. Ebenso bin ich Herrn Prof. Tams,
Hauptstation fir Krdbebenforschung, Hamburg, sehr zu Dank verpflichtet
firr viele Unterhaltungen iiber geophysikalische Fragen.

Hamburg, Institut fir theoretische Physik, Oktober 1938.

Anhang.

Uber die Anwendung der Fermi-Dirac-Gleichung ouf Metalle durck Slatey
und Krutter [11]. Im AnschluB an die Gleichung (2) seien hier einige Be-
merkungen angefiigt tiber die genannte Arbeit von Slater und Krutter.
Slater hatte gehofft [10], daB schon die Beriicksichtigung der Diracschen
Austausehikorrektion geniigte, um ein Verstindnis der metallischen Bindung
zu ermoglichen, auch wenn man die Atome ,,en bloc* behandelte in der Weise,
wie wir es hier bei hohen Drucken getan haben: Das metallische Gitter sollte
dargestellt werden durch eine Packung von Atomen mit der oben erdrterten
{durch Kugelsymmestrie zu ersetzenden) hohen Polyedersymmetrie. Man wiirde
eine Bindung erhalten, wenn sich bsi einem Atomradius, der etwa dem halben
experimentellen Gitterabstand entspricht, ein Minimum der Energie ergeben
wiirde. Slaterund Krutter haben dementsprechend die Fermi-Dirac-Gleichung
fitr Natrium und Kupfer numerisch gelost und fiir verschiedene Atomradien die
Enargie des Atoms durch Quadraturen berechnet. Es ergab sich aber, innerhalb
der numerischen Genauigkeit, kein Energileminimum.
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Dasg Ergebnis dieser numerischen Rechnungen war aber ohne weiteres vorher-
zusagen nach den Betrachtungen in [7], wo die analytische Rechnung gezeigt
hatte, daB das Fermi-Modell grundsitzlich nur Abstofungskrifte liefern kann,
— auch bei Einbeziehung des Austausches —, und dementsprechend fiir alle
Probleme der nichtpolaren Bindung unzureichend ist. Denn dort war gezeigt
worden, da der Radius des freien Atoms sich aus der Bedingung dE/d R = 0
bestimmt, fiir kleinere Radien steigt die Elektronendichte am Atomrand an,
so daB nach Gleichung (4) bis (5) in [7], bzw. Gleichung (2) dieser Arbeit, die
Ableitung der Energie nach dem Radius immer positiv ist und demgemaf
kein Energieminimum auftreten kann.

Weiter wird in der genannten Arbeit von Slater und Krutter fiir den
Fall des Fermi-Dirac-Atoms bei beliebigem Radius der Virialsatz erortert, fiir
den sie die Form vermuteten:

3pv=2Eg+ Ep + E4.

(Ex = gesamte kinetische Energie im Atom, Ep = gesamte elektrostatische
Energie, FE 4 = gesamte Austauschenergie) den sie aber nur durch numerische
Rechnung verifizieren konnten. Auch diese Relation. 148t sich jedoch leicht
analytisch herleiten durch eine einfache Erweiterung einer eleganten Methode
von V. Fock [4]. Es ist:

R R
By = ug j n’Bdr; E, = —x, j n4/3d1:;
r=o r=0
R R R
2 [ ) n ()
B — _ze | 2 e (1) ,
» e jrdr+2 j j————»lr_t,, dzd2.
r=0 re=o0 r'=o0

Man fithrt jetzt eine Hilfsfunktion ein: m, = 2* % (ir) und die Hilfsintegrale
R
E'}{ =g fnl dz
)
und entsprechend E?, und Efi, worin iiberall n durch n; und der Integrations-

rand R durch R/ ersetzt ist. Dann gilt einerseits mit B, = E’}( + E; + Ei,
vgl. [4]:

4z, . A

(vdT)1=1=2 K+EP+EA' ( 1)

Arnidererseits kann man auch die Ableitung von E nach A folgendermaBen be-
rechnien, vgl. [7]:

RIA 4 RjA
dEy (5 2y, 4 vy, Zet mr)
(d—z:)—jd"ﬂ{i"x"f—i"fi“f—T““ r_ﬂd*}
[ . L)
R

, R\ d(RBY) s 5, Ze o[ m)
+47t(—)' . HKnlla—-nAn}_’a——r-n}'-!—e‘n-Jl—r-:f,—l-d‘r R. (Az)
0

Jp==
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Setzt man darin jetzt 4 = 1, so 148t sich das Integral in (A,) mit Hilfe der
Fermi-Gleichung umformen, [7], in:

R
dn,

R § (717)1=1d1' (As)

0

R4
Dies 148t sich jedoch leicht auswerten, denn weil j.'n 2d7 = f 7 d 7 unabhingig
von A ist, so gilt: 0
R R

41,4 ) - -df(dn’l) —4nR:n(R) =0 (Ay)
(dl AT e T a7 Jr=1 : ¢

0 0
Setzt man nun (A,) und (A,) in (A,) fiir 2 = 1 ein, so ergibt sich, wenn man
nochmals die Fermi-Gleichung benutzt — ganz analog wie in [7], Gleichung (4}
bis (B) —, die Beziehung
d Ez)
(ﬂ/ A=1
letzteres nach Gleichung (2). Durch Gleichsetzen von (A;) und (A;) ergibt sich

so der Virialsatz in der von Slater und Krutter vermuteten Form 3 pv
=2Eg -+ Ep + L .

5/

2 1 4
= 4nR3-[§uKn B gy /3] =3v-p, (Ap)
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