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Von H .  J e n s e n  in  Hamburg. 
Mit 4 Abbildungen. (F, ingegangen am 28. Oktober 19380 

Auf Grund des Fermisehen Atommodells (einsehliel31ieh Austausch) wird die 
Druck-Diehte-Bezietlung fiir mehrere Kernladungen numeriseh bereehnet. 
Ubergang ins ModeH des homogenen Elektronengases bei sehr hohen Dichten 
(weil]e Zwerge). Anschlul3 an des experimentell erreiehte GelJiet (10 ~ Atm.). 

Geophysikalisehe Anwendungen. 

E~nleitung und Zusammenfassung. 
Die Druck-Diehtebeziehung weehselt bei niedrigem Druek sehr stark 

-con Element zu Element mit der Lage im periodischen System. Des liegt 
daran, dal3 fOr die Koh~sionskr~fte und damit den Platzbedarf nur die 
~ul3ersten Elektronen mal3geblich sind und die Peri0dizit~ten des Sehalen- 
baues sich im Verlauf der Dichten bei Druck Null widerspiegeln (L o t h a  r 
M eye r s  Kurve tier Atomvolumina). Man erwartet, dab bei zunehmendem 

Druck die Eigentfimliehkeiten der Schalenstruktur mehr und mehr ver- 

wischt werden, wei~ auch die inneren Elektronen sieh-in zuneb.mendem 
Male an den Wechselwirkungen beteiligen, und dal~ demgem~fi des Ver- 
halten der Elemente immer ~hnlieher wird. Experimentell ist dieses Gebiet 
freilich noch nicht erreicht, als Hinweis hierauf kSnnen wit nur den Umstand 

werten, dal3 alle Elemente yon geringerer Diehte eine grSt3ere Kompressi- 
bilit'~t besitzen und deshalb schon im experimentell zug~nglichen Gebiet 

die Dichteunte'rschiede benaehbarter Elemente bei zunehmendem D~uek 
lmmer geringer werden (vgl. Fig. 1). 

Zur theoretischen Berechnung des asymptotischen Verhaltens bei 
hSheren Drucken bietet sieh nun des T h o m a s - F e r m i s e h e  Atom~ 

modell [6, 11, 7] ~). Man taut3 sogar diesen Bereich Ms des sinnvollste An- 
wendungsgebiet j enes Modells bezeichnen, denn die grSbste Schema~isierung, 

die ihm zugrunde liegt, ngmlich des Absehen yon den ~einheiten des Schalen- 
baues, ist eben bier am ehes~en zul/~ssiga). Dabei wird andererseits des 

1) Z. T. vorgetragen auf dem Deutsehen Physiker- und Mathematikertag 
in Baden-Baden, 13. September 1938. - -  2) Zahlen in eekiger Klammer beziehen 
sieh auf die Nummer in der Literaturzusammenstellung am Schlul3 der Arbeit. 
__ s) Hinzukommt, dab das Fermisehe Modell die Verh~ltnisse nut dort gut 
wiedergibt, wo die Elektronendiehte verhgltnism~Big groB ist; dies ist in den 
~uBeren Bereichen eines freien A toms nicht tier 1%11, w~hrend bier, wegen tier 
starken Kompression, die Elektronendiehte iiberall betrgehtliehe Werte hat, 
so dal3 aueh in dieser Hinsicht die Bedingungen fiir die Anwendbarkeit des 
Fermi-Modells besonders giinstig !iegen. 
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Paulisehe Ausschlie~ungsprinzip -- welches fiir die Raumbeanspruchung 
der ]~lemente bei hShe~en Drueken entseheidend ist - -  in konsequenter 
und iibersichtlicher Weise beriieksichtigt. 

Das Ergebnis der un~en durchgefiihrten Rechnung ist in der Fig. 1 
zusammengefal~t. Als Ordinate ist die Diehte Q in g/cm s aufgetragen 
(logarithmische Skala), Abszisse ist der Log arithmus des Druckes (p in 
dyn/em~). Die theore~isehe Diehte ist bei vorgegebenem Druck - -  (nach dem 

Fig. 1. Drue  T M  . . . . . .  
D r u e k  p in dyn]r 

Ord ina t e  : 
A b s z i s s e  : 1 

husgezogen : theor~ 
b z w .  18. 

Un~s r b rochene  K u ~  
riieksichtigun g 

8 t r i e h p u n k t i e r t :  exp, 
Reehtes Gemdenpa~ 

genes Elek t rone  
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benutzten Fermi-Modell, das, wie eben erSr~rt, mit zunehmendem Druck 
die wirklichen Verh~ltnisse immer besser wiedergibt) -- eine glatte Fanktion 
der Ordnungszahl; die ausgezogenen Xurven beziehen sich auf die Kern- 
ladungen 54und 18. Ftir hShere Drucke wurde vonder Austauschkorrektion 
abgesehen (gebrochene Kurven). Man sieht, dal~ der Aus~ausch bis zu 
ziemlich hohen Drucken hinauf einen wesentlichen Einflu~ ha~l). 

In astro,#hys~kaZischen Untersuehungen [6] (weil3e Zwerge) ist das 
yon Fowler  eingeftihrte Mode!l des ,,vSllig zerquetsch~en Atoms" vielfach 
verwendet worden, in  dem man die Elektronen als homogenes entartetes 
Gas betracht, et und vom Einflul~ der Kerne vSllig absieht. Die sich hieraus 

*) Wegen tier :Bedeutung tier Austauschk0rrektion siehe unten S. 379. 
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ergebende Druek-Diehtebeziehung wurde als Geradenpaar eingezeichnetl). 

Man erkennt, dal~ noch bis hinauf zu sehr hohen Dichten der Einflu$ 

der Kerne sich sehr gel~end machO, selbst bei der Dich~e 5000 is~ noch der 
Druck um einen Faktor 2 bis 8 geringer als nach dem Fowl  erschen Modeit. 

Anschlufl am c~as exper~mentell erreichbare Geb~et ( B r i d g m a n  [:I, lb] ,  
p = einige 104 Arm.) a). Bei diesen verhi~ltnismii~ig geringen Drucken kann 

das Modell, wie eingangs gesagt, nur ein ,,mittleres" Yerhal~en der Elemente 
wiedergeben. Strichpunktiert sind in der Fig. 1 die experimentellen Druck~ 
Dichtekurven far die zu Z = 54 benachbarten Elemente Cs~, Ba~ und Las~ 
markiert. Sie soll~en nach der theoretischen Erwartung sich bei hSheren 
Drucken der ausgezogenen Kurve ftir Z = 54 3) anschmiegen; wie man aus 

der Fig. 1 entnimmt, ist diese Tendenz durchaus vorhanden. 

Bemerkenswer~ is~, da~ bei der Ausfiihrung der Rechnungen nut erst 
die experimentellen Daten bis zu p = 1,2.104 Arm. vorlagen. Hier schien 

das theoretisch geforderte asymptotiscbe Verhalten dutch die experimen- 
tellen Daten noch keineswegs gewghrleistet, die Xurve far Cs schien zu 
stark, die far Ba zu wenig gekriimmt zu sein. Inzwischen konnte B r i d g -  
m a n  [lb] seine Messungen far diese Elemente his zu p = 5 .104Atm.  

ausdehnen4). Dabei ergab sich in beiden Fallen bei etwa 20000 Atm. noch 

e in  Umwandlungspunkt. Die neuen Ku~rvenverlgufe sind nun mit de r  
theoretischen Erwartung v611ig im Einklang. Umgekehr~ d ~ f t e  man nun 

wohl auch in anderen F~llen, wenn sich zeig~e, da~ der gemessene u 

nicht recht zu dem theoretischen asymptofischen Verhalten stimmte~ 
einen Umwandlungspunk~ bei hSheren Drucken vorhersagen. 

Geophysikalische dnwendungen. Die Liicke zwischen den experi- 
mentetten und den asymptotischen Verl~ufen ist jedoch noch immer be- 
triichtlich. Sie lgI3t sich wenigsr far das Eisen ftberbriicken durch Be- 

nutzung yon geophysikalischen (seismischen) Daten. Nach i~berein- 
stimmender Ansicht der Geophysiker [13, 15] besteht der Erdkern (yon 
einer Tiefe yon etwa 8000 km an) aus metallischem Eisen. Die Temperatur 

~) Linke Gerade Z = 54, rechte Gerade Z = 18: Die geringfiigige Abhgngig- 
keit yon der Kernladung rtihrt hier lediglich vom Faktor A/Z her, siehe un~en 
Gleichung (4a) und H u n d  [6]. - -  ~) Noch h6here Druc'ke treten auf bei den 
yon Becker  studierten Detonationsvorggngen, R. Becket ,  ZS. f. Elektrochem. 
23, 40, 1917; ZS. f. Phys. 4, 393, 1921; Gehlhoffs Lehrbuch d. techn. Physik 
1, 376. Hier ist jedoch die Temperatur so hoch, dai3 ein umnittelbarer An- 
schluI~ an tuzsere Rechnungen nicht m6g]ich ist. - -  ~) Die fheoretischen 
Kurven fiir Z = 55 bis 57 fallen innerhalb tier Zeichengenauigkeit hiermit 
zusammen. ~ a) Herrn Prof. B r i dgm an  bin ich ffir die Zusendung seiner 
Arbeit sehr zu Dank verpfllehtet. 
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ist nach allen geophysikalischen Sch~tzungen unter 10000 ~ [12]. Man 
k a n n  sich nun tiberzeugen, wenn man den thermischen Ausdehnungs- 
koeffizienten nach B r i d g m a n s  Messungen[la] vorsichtig bis zu den 
Drucken im Erdinnern extrapoliert, dab man bei den in Frage kommenden 
Drueken ~o~t die Temperatur als Null ansehen kann (jedenfalls mit der 
Genauigkeit, mit der die zu verwendenden seismisehen Da~en bekannt 
sind, s. unten). Es ist deshatb ein unmittelbarer Ansehlul~ an unsere Be- 
reehnungen mSglieh. Nun ist aus den Laufzeitkurven der Erdbebenwellen 
die Geschwindigkelt der longitudinalen Wellen im  Erdinnern bereehnet 
worden [5]. An der Grenze des Erdkerns ist sie etwa 8 his 9 kin/see, im 
Erdmittelpunkt liegt sie zwischen 11 und 12. Diese Gesehwindigkeit c ist 

mit dem Druek-Dichtediagramm verkntipft dureh die Beziehung c 2 ~  - d p .  
dQ 

Wir kennen also mit der Schallgesehwindigkei~ die Tangentenriehtungen 
an die Druek-Dichtekurve. Freilich ist hier zun~iehst c als Funktion der 
Tiefe gegeben, w~hrend wit sie als Funktion des Druekes gebrauchen. 
Nun h~ingt der DruckverIauf mit der Tiefe ab yon der Massenverteilung 
in der Erde. Gliieklieherweise ergeben aber alle Ansiitze ftir die Massen- 
ve~eilung, welehe mit den iibrigen geophysikalisehen Daten im Einklang 
sind und insbesondere den richtigen Wert fiir das Tr~tgheitsmoment der 
Erde liefern, praktisch den gleichen Druekverlauf [15, 3] 1) (jedenfalls 
wieder mit der Genauigkeit, mit der die Sehallgeschwindigkeit bekannt 
sind). Innerhalb dieser Unsieherheit kSnnen wit also c ~ ~ dp/dQ als Funk- 
tion des Druckes als bekannt ansehen. Wit kSnnen jetzt eine Interpolations- 
formel aufstellen, welehe geniigend viele verfiigbare Konstanten enth~lt, 
um die folgenden Bedingung~n zu effiillen: 

1. An der AnsehluBstelle an das experimentelle Gebiet (p = 1,2 
-101~ dyn/cm ~) die richtigen Werte yon ~ und d~id p. 

2. Fiir sehr hohe Drucke asymptotisches (~bergehen in die theoretisehe 

Kurve. 
8. Bei p = 2,8.1012 dyn/em 2 (4500 km Tiefe) c ---- 10 kin/sect). �9 

Eine Reihe versuehsweise gew~hlter Formeln lieferten praktiseh den 
gleiehen Verlauf, die in Fig. 2 eingezeiehnete gebroehene Kurve hatte 
folgende Gestalt. Mit Qo(P) sei der the0retische Verlauf a) bezeiehnet, 

1) Vgl. insbesondere die Fig. 157 in [i5]. - -  2) Die Tiefe 4500 km wurde 
gew~hlt, well hier die Unsicherheit des Druckes und der Sehallgesehwindigkeit 
verh~ltnism~13ig am geringsten ist, vgl. die oben zitierte Fig. 157 in [15]. - -  
z) Die bei der Interpolation benutzten Werte d ~o/dp muBten graphisch be- 
stimmt werden, siehe unten. 
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danI~ setzen wit:  @ = @o + @z; @z ---- A (1 + a @o) e-=e~ mit den Werten 

A = 7,25, a ----- 0,285, ~ = 0,30 werden die genannten Bedingungen erffillt. 

In  Fig. 2 merden dureh die ~ric, hpunklier~e Kurve die experimentellen 
Damon ( B r i d g m a n ) ,  dutch die ausgezogene Kurve da s  asymp~otische 

theoretische u und sehlieBIieh dutch die gebrochene Kurve der 

Fig. 2. Interpolation zwis hen dem asymptotJsch- 
theoretischen u und dem experimentell er- 
teichten Goblet fiir Elsen, unter Benutzung der 
Geschwindigkeit der Erdb, benwellen im Erdkern. 

Koordinaten wie in Pig. 1. 
Ausgezogen: theoretischer Verlauf (Z--~ 26). 
Strlehpunktiert: ext entell. 
Unterbrochene Kurve: interpoliert. 
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eben be~echnete interpolierte u wiedergegeben. Natti~lich bean- 

spruch~ die Kurve keine groBe Genauigkei~; die Unsicherheit liegt, gemtiB 

den benutz$en Daten, bet 10~ 

Aus diesem, unter Benutzung der Schallgeschwindigkeiten, inter- 

polierten Verlauf ltil3t slch nun z. B. die Dichte im E~dmittelpunkt (p --~ 8,5 
106 Arm.) ablesen, sie hat  den Wert yon e~wa 11,5 g/cm a. Dieser verhtiltnis- 

mt~13ig hohe Wert steh~ im Einklang mit den neueren geophysikalischen 

Ans~tzen fiber die Massenverteilung in der Erde [3] und kann als physi- 
kalische Begrfindung der dort zum Tell noch willkiirlich gemachten An- 
nahmen angesehen werdenl). 

i) Ausftihrlichere ge0physikalische Anwendungen des bier berechneten 
Druck-Dichte-Diagramms sollen an anderer Stelle erscheinen. 

Zeitsohrlft fiir Physik. Bd. lll, ~5 
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Durchfahrungen der Bechnunyen. 

Die Verwendung des Fermi-Modells bringt die Yereinfachung mit sich, 
dal] wit uns auf die Behandlung eines einzigen kugelsymmetrisehen Atoms 
beschr~nken k5nnen. Denn heim absoluten Nullpunkt kSnnen wir uns 
die Atome im Gitter angeordnet denken, so dal] jedes Atom sehr sym- 
metriseh von seinen bTachbaratomen umgeben ist -- dieses ist sogar aueh 
noch im flttssigen Zustand der Fall (Debye), insbesondere bei den uns 
interessierenden hohen D~ueken -- .  Ziehen wit nun, nach dem Vorbild 
von Wigne r  und Sei~z [14], zwisehen einem Atom und allen seinen 
Naehbarn die Symmetrieebenen, so sehliel~en diese ein Polyeder sehr hoher 
Symmetrie -- das auf das betreffende Atom entfatlende Volumen ~ ein, 
das wir in guter bTfiherung dutch eine Kugel approXlinieren kSnnen. Die 
Randbedingung lautet dann, dal~ Diehte und Potential mit ihren Ab- 
leitungen beim ~Jbergang yon einer ,,Zelle" zu and'eren stetig sind, und 
alas bed.ingt wegen der Symmetrie, dal] die Ableitungen selbst Null sind. 

Mit diesen Bedingungen liefert das Fermisehe Modell eindeutig sine 
bestimmte kugelsymmetrisehe Elektronenve]:teilung n (r) und damit auch 
einen bestimmten Energieinhalt E des Atoms in Abh~ngigkeit veto Votu- 
men v -- bzw. veto Radius R, der dieses u approximierenden 
Kugel -- [7]. Beim Temperaturnullpunkt bestimmt sich nun der Druck 
aus: d E = - - ~ . d v ,  d.h. 

d E  1 d E  
? = dv -- 4~/~ ~ d R '  (1) 

/ 

worin v = 4/8 �9 ~ �9 gesetzt ist. Die GrSBe (1) wurde nun in einer friiheren 
Arbeit bereehnet -- [7], Gln. (4) his (5), dort steht a an Stelle yon B - - ;  
es ergab sieh der anschaulich zu interpretierende Ausdruek 

r ~ R  

worin ~r den Abstand veto Atomkern bedeutet, n~ (r) ist der veto Para- 
meter B abh~ngige Verlauf der Elektronendiehte. ~sc und ~ sind zwei 
universelle Kons~anten [7]: 

Der erste Term in (2) stellt den durch das Pauli-Prinzip bedingten Null- 
punktsdruek der Elektronen dar, der zweite Term ist bedingt dutch die 
sogenannte Austauschkorrektion. Wit schreiben zur Abkfirzung n R flit 
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die Elektronendichte n R (R) am Atomrand, d. h. in der Mitre zwischen 
z.wei Nachbavatomen. Dann ergibt sich: 

Im zweiten Ausdruck sind in der Klammer die numerischen Werte cler 
Konstanten eingesetzt, a~ ist der Bohrsche Wasserstoffradius. 

Sehen wit zun~chst yon der Austauschkorrektion ab, d.h.  setzen 
w i r ~  A : 0, so besagt (3), dab der Druck obenso groB ist wie in einem 
entarteten homogenen Elektronengas mit einer Dichte, wie sie am Atom- 
rand, d. h, in der Mitre zwischen zwei Atomen, herrscht. Dieses ResuRat 
haben auch S i a t e r  und K r u t t e r  in einer sp~teren Arbeit [11] f ~  das 
Fermi-Atom olme Austausch auf anderem Wege hergeleitetl). Den vollen 
Ausdruck (8) flit den Druck bei Beriicksichtigung des Austausches hatten 
sie vermutet, aber nicht analytisch begrttnden kSnnen. Die Austausch- 
korrektion nimmt, wie man aus (3) unmittelbar erkennt, mit zunehmendem 
Druck an Bedeutung ab; dal~ sie bis zu ziemlich hohen Drucken hinauf 
t~berhaupt einen merklichen EinfluB hat, liegt nicht daran, wie die Be- 
zeichnung ,,Austausch" zun~chst vermuten lieBe, dal~ etwa ein subtiler 
Quan~eneffekt sich hier geltend machte, sondern daran, dal3 dutch die 

sogenannte Austauschkorrektion vor allem eine zu grobe Schematisierung 
in der B:erechnung der elektrostatischen Energie wieder gut gemacht wird~ 

welche der t~rsprt~nglichen Fassung des Fermischen Modells anhaftete2). 
Zur  Berechnung des Druckes brauchen wit also nur die Elektronen- 

dichte als Funktion des Atomradius zu kennen, und diese l~l]t sich 
unmittelbar aus den bereits vorliegenden LSsungen der Fermi-Dirac- 
Gleichung a) entnehmen. An Stelle des Atomradius ff~hrt man noch zweck- 
m~Big die mittlere Elektronendichte ~ ein, die definiert ist dutch: 

4_~ R~" ~_ = Z = Kernladung = Elektronenzahl. (4) 
8 

Sie ist, wie man unmittelbar einsieht, mit der Massendichte verkntipft dutch 
die Beziehung (A ~- Momgewicht, 27 L = L o c h s ch m i d t sche Zahl) : 

A 

Da der Faktor A/Z ftir alle Elemente ziemlieh gleieh ist (aul~er fiir den 

Wasserstoff, far den ,unser Modell ohnedies nieht sinnvoll ist), ist ~ also 
praktiseh proportional zu n. 

1) Wie mir Prof. S la te r  brieflieh mitteilte, unabh~ngig von den t3ber- 
legtmgen in [7]. - -  ~) Vgl. z. B. [7 a] und dort besonders die Ful~note in w 2. 
__ 3) Siehe [8], Anhang; vgt. dort aueh insbesondere die Fuftnote auf S. 287. 

25* 
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In dem in der Astrophysik vielfach verwendeten Modell des ,,vStlig 
zerquetsehton Atoms", in dem man die Elektronen homogen verteilt annimmt, 
wiire der Druek 

2 
= ~- u~ ~%. (4b) 

Demgem~l~ ist der Ausdruek 

{1 0,129 ~15, ~. fl.~ (4 e) 
/ (*-) = ~- % n;~ j  v = 

direkt ein MaB ftir den Fehler des letztgenannten Modells, welches dem 
Umstand keine Reehnung tri~gt, da$ in der Umgebung der Kerne die 
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Fig. 3. Abweichungen  yore Modell des homo-  
genen Elek t ronengases  [Glelchungen (4)his  (5)]. 

Abszisse: ~ = Z--2/a �9 a H �9 n t /a  (log. Skala).  
Ordinate :  f (~) [Gleichung (4e)] (10g. Skala)~ 

Ausgezogen :  Fermi-Atom mi t  Aus tauseh  fiir 
Z ~- 5~, 36 und  18. 

Unterbroehene Kurve :  Fermi-Atom ohne Aus-  
tauseh.  

Oben angegebene Absz isse :  Zu $ gehSrige 
Werte  der  Massendichte fiir Z = 26. 

Elektronen sich konzentrieren und deshalb in den Zwisehengebieten die 
Elektronendiehte und damit aueh der Druek geringer wird. Falls m an  
die Austauschkorrektion vernachliissigt --  und das ist bei den astrophysi- 
kalisch interessierenden Diehten natttrlieh zuliissig -- ,  so gibt / (~) einfaeh 
das Verhiiltnis Randdiehte zu mittlerer Dichte an. 

In Fig. 8 ist [ (n) aufgetragen, als Abszisse ist die GrSBe ~ -~ Z -  * 3 
aH "~ 1/3 in logarithmischer Skala gewiihlt, diese Einheit ist deshalb zweck- 

mii$ig, well darm, wenigstens solange man veto Austausch absieht, [ eine 
universelle Funktion yon ~ ist Und nicht mehr expllzit yon Z abhi~ngt. 
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Denn wenn wir ffir die Rechnung die Fermischen Einheiten einfiihren 
- -  vgl. [8], Gleichung (5) bis (7), dort steht wieder a an Stelle yon B -- ,  so ergibt 

sich mit /~/~ = xo: 5 I ]3/s" 
= z  - ~ s ~ a ~ s ~  0,701 ! ( ~ ) =  - - + / ~  1 - (5) 

x0 ' 3 t ~  ~o ~l~- 

~0+z 
Wenn wir yore Austausch absehen (fi = 0), so h~ngt / (~) lediglieh yon 0~ o und 
damit yon ~ ab ; nur dutch die Austauschkorrektion fi = 0,21 Z- ~/a kommt eine 
explizite Abhi~ngigkeit yon Z zustande. 

Die gebrochene Kurve bezieht sieh auf die ~'ermi-Gleichnng ohne 

Austausch, ~.4 = 0, ich babe sie nach numerischen Daten yon S l a t e r  

und K r u t t e r  [11] und B a k e r  [2] berechnet. Ft~r sebx geringe Dichten 

~ 0,t weiehen die mlmerischen Daten yon B a k e r  und Sla~er  etwas 

voneinander ab, man kSnnte bier die genaueren numerischen L6sungen 

yon M r o w k a  und g e c k n a g e l  [9] benutzen; da aber hier, wie man aus 

Fig. 3 en{nimmt, der Einflul~ der Austausehkorrek~ion bereits sehr  wesent- 
lich ist, hat  die ~ortsetzung der Kurve zu kleineren Werten yon ~ geringes 

[nteresse. Die ausgezogenen Kurven ergeben sich nach der Fernfi-Gleichung 

mit Austauseh [8]. Hier geh{ die Kernladung explizit ein, die Kurven gelten 

f t i rZ = 5 4 ,  Z = 3 6 u n d Z  = 1 8 .  

Die Austauschkorrektion macht sieh in (3)un4 (4o) auf doppelte Weise 
geltend, eiIxmal wird f (n) verkleinert dureh den Ausdruck in der geschweiften 
Klammer, zWeitens bewirkt die Korrektion in der Fermi-Gleiehung, 4al~ im 
Atom selbst die Dichte raseher abf~llt, so dal3 bei vorgegebenem/~ bzw. ~- sich 
nn kleiner ergibt als naeh tier Fermi-Gleichung ohne Austausch. Beihe Effekte 
wirken im gleichen Sinne und sind, wie die Rechnung zeigt, in weitem Bereieh 
yon derselben GrSl3enordnung. 

Am oberen Rand der Fig. 3 sind der Anschaulichkeit halber noch die 

zu den betreffenden ~-Werten gehSrigen Massendichten ftir ein mi~tleres 

Atomgewieht (Eisen, Z ---- 26) angegeben. - -  Die in der Fig. 3 zusammen- 

gefal~Len Daten brauchen wit jetzt  nut  zur Berechnung des Druckes in die 

Gleiehung (4e) einzusetzen und erhal~en so die Werte, welche in der Fig. 1 
dargestellt sind. 

Eingeffigt seien noeh einige Bemerkungen, fiber die Verh~ltnisse bei extrem 
hohen Dichten, bei welehen ffir das homogene Elektronengas die unrelativistisehe 
Druck-Dichte-Beziehung p = konst. ~s/a fibergeht in die relativistisehe Be- 
ziehung p ~ const �9 n4]3, vgl. z.B. Hund /6 ] .  Dies geschieht bei nW:~ a~ r 
(ffir Eisen ~r 4). Fiir diese und noeh grSl3ere ~-Werte mul3 man natiirlich 
auch ffir das Atom die relativistisehe Fermi-Gleiehung benutzen [7b]. Es 
l~i~t sieh dann genau wie oben zeigen, dai~ (5) zu ersetzen ist dutch 

= const .  ~ ' / : , .  ( ~ ' )  . (~) 
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Die relativistische Fermi-Gleichung des. Atoms zur Bereehnung yon ~2 ist jedoch 
nicht willkiirfrei zu 15sen, da die Gleichung unmittelbar am Kern fibergeht in 

= const �9 r --3, also bei r = 0 stark singular wird [Tb]. Ich habe die Gleichung 
nun fiir einige l~ille numerisch durchgerechnet unter der naheliegenden Annahme, 

= 0 ffir r < Kernradius, ~ nach der relativistischen Fermi-Gleichung ffir 
r ~ Kernradius. Das Ergebnis ist fiir Eisen (Z = 26) bei ~ = 5: ~R/n = 0,96 
~= 0,02; bei ~ = 10: ~R./n = 0,98 =t= 0,02. Der Einflu~ der Kerne ist also bei 
diesen hohen Dichten, auch wenn man das Atom nach der relativistisehen 
Fermi-Gleighung behandelt, praktisch zu vernachl~ssigen. In der Fig. 3 ist die 
strichpunktierte Kurve durch die beiden berechneten Werte  gelegt. 

Kompressibilit~t. Ffir Verschiedene Anwendungen, insbesondere: auch 
fiir den eben durehgefiihrten Anseh!uB an das experimentell orreichbare 
Gebie~, ist noch die Kenntnis des Yerlaufs dot  Kompressibilit~t ~ nSiig. 
Sie ist definiert dutch 

d p  s = 

In  den oben bei Gleichung (6) eingef~hrten F e r m i s e h e n  Einheilen gilt 

nun naeh (4) bis (5) e = const ~a und damit 

1 1 d p  
= 

Weiter ist naeh (4a) bis (5): p = eons~ ~5 [~/3 (~) und deshalb sehlieBliCh 

1 5 1 ~ d /  

Die GrSl~e d//d~ muBte graphisch best immt werden, dies war mi~ einer 
Genauigkeit yon einigen Prozent mSglieh. 

I m  Grenzfall des homogenen Elektronengases is~ / = 1 und 1/u - -  ~ - -  ~ ,  
8 1 ~ d f  

der Ausdruck - -  1 + . . . .  miBt d e m g e m ~  die Abweiehung yon 

diesera Grenzfall; er wird in Fig. 4 dutch die punktierten Kurven darges~ellt; 
die zugehSrige Ordinatenskala ist auf der rech~en Seite der Figu~ markiert ,  

die Abszisse ist ~~ ix CGS. 
Die Ordinate ff~r die ausgezogenen Kurven ist ~~ (1/~), wofin 

5 wieder in CGS. Die Gerade I I I  bezieh~ sieh auf den Grenzfall 1/~ o = ~ ~;  
die Kurven I und I I  gem~B Gleiehung (8)ffir  die Kernladungen Z .-- 54 
bzw. 18. Wie man sieht, ist die Abh~ngigkeit yon der Kernladung nieht 
sehr stark, wenn man den Druck selbs~ und nich~ etwa die Dich~e a ls  
Abszisse w~hlt. Striehpunktiert  sind w~eder die experimentellen Werte 
[1, 1 b] ~) eingezeiehnet, sie liegen bei p = 0 ~ber fast drei Zehnerpotenzen 

1) Die Werte fiir Ba und Cs bei p ~ 2 �9 10 lc, d. h. jenseits der Umwandlungs- 
punkte, wurden nach den Angaben bei B r i d g m a n  [16] roh abgesch~tzt. 
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verstreu~, das asymptotische Obergehen in den theore~ischen Verlauf wird 
also zum TeiI ers~ bei ziemli~h hohen Drueken vor sieh gehen. In ~berein- 
s~immung mit der Fig. 1 is~ diese Tendenz bei den leiehteren, and mi~d-  
sehweren Elemen~en bereits deutlich vo~handen. 

/6 
Fig. 4. 

Kompressibilit~ten u in CGS. 
/5 

Abszisse : ~Olog p. 
Llnke Ordinar �9 ~Olog 1 
husgezogene Kurveu : 

I theoretisch ftir Z -~ 54, 
II theoretisch fiir Z = 18, ~ 1~ 

III theoretisch ffir homogenes | 
Elek~ronengas. ~-I~ 

Strichpunktiert: ~ 
experlmentelle Daten. 

Rechte 0rdinatenachse, punk- 17 
tierte Kurven : ~lz -~ Ver~ 
h~ltnis der Kompressibi- 
litRt des homogenen Elek- 
tronengases zur hier be- 
reehueten fiir Z ~ 54 
bzw. 18. 

I! 

) J  B.~ -~'~-" ~ ~Sgx' ' 

/ /  

1 

95 10 z ~2 13 ,~ ' z  ~,o 
Iogp--~ 

Zum SehluB mSchte ich Herrn Prof. Lenz danken fiir vide wer~volle 
Besprechungen und vor allem ftir den Hinweis auf die M5glichkei~ dos 
Yergleichs mi~ geophysikalisehen D aten. Ebenso bin ich Herrn Prof. T ares, 
ttauptstation ftir Erdbebenforschnng, Hamburg, sehr zu Dank verpfliehtet 
fi~r viele Unterbaltungen fiber geophysikalische Fragen. 

Hamburg, Institut ffir theoretisehe Physik, Oktober 1988. 

Anhang. 
Obe; die A~wen~luug der Ferra~-Dirac-Gl~ichung auf 2Vletalle durvh S la t e r  

un~l Kru t t e r  [11]. I m  An~chluB a a  die Gleichung (2) seien bier  einige Be- 
merkungen  ang~ffig~ fiber die genannte  Arbei t  yon S l a t e r  und  K r u t t e r .  
S l a t e r  h~t te  gehofft  [10], daft sehon die Berfieksichtigung der  D i r a e s c h e n  
Austauschkorrek~ion ganfig~e, u m  ein Verst~ndnis  der metal l isehen B indung  
zu  erm5gliehen, auch  wenn  m a n  die Atome ,,en bloc" behaadel te  in  4er  Weise, 
wie wir  es hier  bei hohen  Drucken  ge tan  haben :  Das metall ische Girder sollte 
4argestel l t  werden  durch  eine Packung  yon  Atomen  mi t  der  oben erSr te r ten  
(durch  Kugelsymmetr ie  zu ersetzenden) hohen  Polyedersymmetr ie .  Man  wfirde 
eine BincIung erhal ten,  wenn sich bpi e inem Atomradius ,  der e twa dem ha lben  
exper imente l len  Gi t t e r abs t and  entsprieht ,  ein Min imum tier Energie  ergeben 
wfirde. S 1 a t e r  un4  K r  u t t e r h a b e n  dementspreehen4 die Fermi-Dirae-  Gleiehung 
fiir N a t r i u m  und  Kupfer  numer isch  gelSst und  fiir verschiedene Atomrad ien  die 
Energie  des Atoms du tch  Q aad r a t u r en  bereehnet .  Es ergab sich aber, innerha lb  
tier numer i schen  GerLauigkeit, kein Energ iemin imum.  
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Das Ergebnis dieser numerischen Rechnungen war aber ohne weiteres vorher- 
zusagen nach den Betrachtungen in [7], wo die analytische Rechnung gezeigt 
hatte, dab das Fermi-Modell grundsiitzlich nur AbsteBungskr~fte liefern kann, 

auch bei Einbeziehung des Austausches ~ ,  und dementsprechend flit alle 
Probleme der nichtpolaren Bindung unzureichend ist. Denn dort war gezeigt 
worden, dal3 der Radius des freien Atoms sich aus der Bedingung d/~/d/~ = 0 
bestimmt, fiir kleinere Radien stelgt die Elektronendichte am Atomrand an, 
so dab nach Gleichung (4) his (5) in [7], bzw. Gleichung (2) dieser Arbeit, die 
Ableitung der Energie nach dem Radius immer posi t iv is t  und demgemiil~ 
kein Energieminimum auftreten kann. 

Welter wird in der genannten Arbeit yon S la te r  und K r u t t e r  fiir den 
Fall des Fermi-Dirac-Atoms bei beliebigem Radius der Virialsa~z erSrtert, ffir 
den sie die Form vermuteten: 

R 

EK = ~K I ~/a dr; 
r = 0  

3 p v  = 2 E K  § E p  § EA.  

(/~K = gesamte kinetische Energie im Atom, Ep ----- gesamte elektrostatische 
~,nergie, EA --~ gesamte Austauschenergie) den sie aber nut durch numerische 
Rechnung verifizieren konnten. Auch diese Relation l~13t sich jedoch leicht 
analytisch herleiten durch eine einfache Erweiterung einer eleganten Methods 
yon V. F o c k  [4]. Es ist: 

R 

~4/s d r ;  

r ~ 0  

R R R 

E~ = - - Z e  2 ---n d~ +-~- d~d~ ' .  
r = o . r r = o l ~  - ~  I r = 0  

Man fiihrt jetzt eine Hilfsfunktion ein: ~ =- ).~n (~r) und die Hilfsintegrale 

R/Z 

" ~ =  ~K f n z d ~  
0 

lind z lind entsprechend Ep EA, worin iiberall n dutch n~ und der Integrations- 

rand R durch R/~. ersetzt ist. Dann gilt einerseits mit E~ = E~c + / ~  + E~, 
vgl. [4]: 

(d~ 

Andererseits kalm man auch die Ableitung yon E naeh 2 folgendermaBen be- 
rechnen, vgl. [7]: 

RIZ RI~. 

0 0 

RIX 
, / R ~  ~ d (R]~.) [ Uo ~4i 3 Ze'2 , ? n~ (r') ] 

0 
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Setzt Inan darin jetzt ~ = 1, so laBt sich das Integral in (As) mi~ Hilfe der 
Fermi-Gleichung umformen, [7], in: 

R 

- -  ~ e \ d X ] z =  1 d r "  ( A ~ )  

0 
Rig R 

Dies ls sich jedoch leieht auswerten, denn weil ] nx dz = ] n d~ unabhs 
von A ist, so gilt: 0 o 

R/~ R 
f' / d n  x 

0 0 

Setzt Inan nun (A4) und (As) in (A~) ffir )~ = 1 ein, so ergibt sich, welm man 
nochlnals die Ferlni-Gleichung benutzt - -  ganz analog wie in [7], Gleiehung (4) 
bis ( 5 ) - - ,  die Beziehung 

~ ] Z = l =  4:~g~" zEn~13--y~A n% = 3v .p ,  (As) 

tetzteres naeh Gleichung (2). Durch Gleichsetzen yon (A1) und (A s) ergibt sieh 
so der u in der yon S l a t e r  und I Z r u t t e r  vermuteten Form 3 pv 
= 2 E K  + E~ -]- EA. 
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