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Ionen-  und  e l ek tronenopt i sche  Zy l inder l insen  
u n d  Pr i smen.  I. 

Von Richard Herzog in Wien. 

Mit 10 Abbildungen. (Eingegangen am 11. April 1934.) 

Es wird gezeigt, dab eine beliebige Kombination eines elektrischen Radialfeldes 
und eines dazu senkrechten Magnetfelde s eine elektronenoptische Abbildung 
liefert, die den gleichen Gesetzm~l~igkeiten gehorcht wie die Abbildung durch 
eine optisehe Zylinderlinse kombiniert mit einem Prisma. Die'Lage der Kardinal- 
punkte wird berechnet und die Ergebnisse der Theorie werden auf verschiedene 

Spezialf&lle angewandt. 

1. Einleitung. 

Die sprunghaf~e Entwicklung der Elek~ronenoptik in den le~zten 
Jahren zei~igte eine grol3e Anzahl theoretiseher und experimen~eller 
Arbeiten. Diese en~halten en~weder die allgemeins~en Grundgleiohungen 
der Elektronenop~ik oder deren Spezialisierung auf rotationssymmetrisehe 
Felder. Die Ergebnisse dieser Arbeiten sind Analoga zu den aus der Optik 
bekannten gewStmliehen Linsen und den dami~ zusammengesetz~en 
Apparaten. Die Analoga zu den Zylinderlinsen blieben bisher unbeachte~. 
Lediglieh eine kurze Arbeit yon C.I. Dav i s son  und C. I. Calbiek  1) 
befalBt sich, wie sieh jedoeh ers~ slo~r herausstellte2), mit Zylinderlinsen, 
die aus zwei langgestreekten, rech~eckigen und parallelen Blenden bes~ehen, 
die sieh auf versehiedenem Potential befinden. 

Es exisr jedoeh eine Anzahl ~lterer Arbeiten fiber Appara~uren 
zur e/m-Bes$immung yon Kathodenstrahlen und fiber Massenspektrometer, 
bei denen eine Richtungsfokussierung der Strahlen erreich~ wird. Es is~ 
dies die yon J. Classen s) und A. J. Demps~er  a) benutzte Fokussierung 
im homogenen Magne~feld naeh 1800 und die von A. Hughes  und V. Ro- 
j a n s k y  5) abgeleitete Fokussierung im radialen elektrischen Felde naeh 

~ 127 ~ Schliel]lieh wurde yon W. B a r t k y  und A. J. D e m p s t e r  e) 

eine Kombination eines homogenen magne~ischen un(l radialen elektri- 
sehen Feldes untersucht, bei der die Feldst~rken yon vornherein so gew~hlt 
wurden, dais die GesehwindigkeitsauflSsung verschwindet. Sic finden, 

1) C. J. Davisson u. C. I. Calbick, Phys. Rev. $8, 585, 1931. -- ~) C. J. 
Davisson u. C. I. Calbiok, ebenda ~2, 580, 1932. -- ~) J. Classen, Phys. ZS. 
9, 762, 1908. -- 4) A. J. Dempster ,  Phys. l~ev. 11, 316, 1918. -- ~) A. Hughes 
u. V. Rojansky ,  ebenda S~, 284, 1929. -- ~) W. B a r t k y  u. A. J. Dempster ,  
ebenda 33, 1019, 1929. 
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gg 
dab wieder naeh ~-~ ~ 1270 Riehtungsfokussierung auftritt. Zun~ehst 

war es klar, dab sich alle diese Ergebnisse als Spezialf~lle einer allgemeinen 
Kombination eines homogenen magnetisehen und radialen elektrisehen 
Feldes ergeben miissen, wenn hierbei der gegenseitige WeFt der Feld- 
st~rken often gelassen wird; dies wird in der folgenden Arbeit gezeigtl). 

Allen bisher genannten Arbei~en gemeinsam ist die Vorausse~zung, 
dab sich Quell- und Konvergenzpunkt der Strahlen innerhalb oder am 
Rande des Feldes befinden. In einer fri]heren Arbeir 2) wurde gezeigt, 
dab aueh dann eine Fokussierung erreieht werden kann, wenn sich nur 
einer der Punkte innerhalb oder am Rande des Feldes, der and.ere jedoeh 
aui~erhalb, und zwar in der E ntfernung 1 naeh dem Ende des elektrisehen 
RadiMfeldes befindet. Es ist darm die WinkelSffnung des Feldes gegeben 
dutch 

1 
~b = ~-~ aretg 

wobei r o den l~adius der mittleren Kreisbahn bedeutet. In der folgenden 
Arbeit wird ganz allgemein ein Strahlenbiisehel untersueht, das yon einem 
beliebigen Punkte - -  dem Objektpunk~e - -  divergiert und naeh Dureh- 
laufen des Feldes wieder in einem Punkte vereinigt wird. Diesen wollen 
wir das Bild des Objektpunktes nennen3). Es wird sieh ergeben, dab diese 
Abbildung den gleiehen Gesetzm~Bigkeiten gehoreht wie die Abbildung 
dutch optisehe Zylinderlinsen. 

w 2. Uber die Form der er/orderlichen elektromagnetischen Felder. 

Bei  der Berechnung der Bahn der Teilehen werden wir drei R~ume 
(siehe Fig: 1) zu betraehten haben. Als Raum I mit den Koordinaten x', y' 
bezeichnen wit den ~Raum vor dem elektromagnetisehen Felde und als 
Raum I Imi t  den Koordinaten x", y" den ~aum nach dem elektromagneti- 
sctien Felde. Da sowohl ttaum I als aueh Raum II feldfrei sin4, werden die 
Teilchen in beiden ~ u m e n  gerade Bahnen durchlaufen. Als Raum II I  
mit den Polarkoorddnaten r, ~ bezeichnen wit jenes Gebiet, in dem das 
elektromagnetisehe Feld vorhanden ist. Dieses setze sich zusammen: 

1) I~napp vor Absendung des Manuskriptes erhielt der Verfasser Kenntnis 
yon einer Arbeit yon W. I-tenneberg, Ann. d. Phys. 19, 335, 1934, in der 
dieser unter anderem den gleichen Gedanken ausfikhrte. -- 2) R. Herzog u. 
J. Mat tauch,  Ann. d. Phys. 19, 345, 1934; siehe such W. R. Smythe,  Phys. 
Rev. 45, 299, 1934. -- 3) Diese Abbildungseigenschaften sind in der Arbeit 
yon W. Henneberg  nicht enthalten. 
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1. kus dem radialen elektrisohen Felde, dessen Kraftlinien dureh 

den Ursprung P gehen und 4essen Feldst~irke 

1 X 

r ln R_~t 
R2 

erzeugt wird durch zwei metallene koaxiale Zylinder mit den Radien R 1 
und /~, zwisehen denen die Sparmungsdifferenz X (in abs. elst. Einh.) 
besteht. X bezeichnen wir als 
positiv, wenn die betraehCeten 
Teilehen im elektrisohen Felde 
allein gegen den Ursprung P 
konkave Bahnen beschreiben 
wiirden. 

2. Aus dem homogenen magne- 
tischen Felde, dessen Kraftlinien 
senkrech~ auf der (r, ~)-Ebene 
stehen. Die Feldstih'ke H (in 

~ / o 7 - s  

px~..g/ 

Ng. 1. 

GauB) sei dann positiv, Werm die betraohteten Teilehen im Magnetfeld 
alIein eine gegen den Ursprung. P konkave Balm beschreiben wiirden. 

Wir wollen vorderhand der "Einfaohheit halber annehmen, dab die 
Grenzfi~che zwischen den ~ u m e n  III  und I die Ebene x ' =  0 und 

zwischen clen R~umen III  und II die Ebene x" = 0 sei. Es sin4 zwar 
derartige abrupt aufhSrende Felder experimentell nieht streng herstellbar, 
doeh kann man diesem fiktiven Indealfall durch geeignete Abschirmtmg 
nahe kommen. Wir setzen das konstante Potential im l~aum I und II  
gleioh Null un4 verlangen, dab die Potentiale an den Zylinderkondensator- 
platten so gew~hlt seien, dab auch im Raum III  auf dem Kreis r = a das 
Potential gleieh Null ist. An der Stelle r wird das Potential: 

r 
l n - -  

�9 a X 
V : X .  In R, (r - -  a) R~ (1) 

R2 a In//--~ 

vorhanden sein. 

An den Grenzfl/~ehen zwisehen den R~umen III  und I sowie III  und II 
werden daher fiir r =f= a Potentialspriinge auftreten, die eine Gesehwindig- 
keits~nderung der Teilchen bewirken. Da wir nut Bahnen betrachten 
wollen, die nahe 4er Kreisbahn sind, wir4 auch die Geschwindigkeits- 
~nderung nur klein sein. In den experimentell realisierbaren F~llen wird 
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zwar kein Potentialsprung, sondern ein kurzes L~ngsfeld vorhanden sein, 
dessen Wirkung sich jedoeh duroh den Poten~ialsprung rechnerisch gut 
und e~nfaoh approximieren l~l~t. 

Die Feldsr seien so gewahlt, dal~ jene Teilehen der Masse m o 
and der Gesehwindigkeit v o, die in I l~ings der x'-Achse in negativer Riehtung 
laufen, in III  die Kreisbahn r = a beschreiben; in II werden sie dann 
l~ngs der x"-Aehse in posi~iver Rieh~tmg wei~erlaufen. Die Bedingung 
flit das Kr~ftegleiehgewieht dieser Teilchen in I I I  lautet: 

moV ~ = eX  ~- ev~ (2) 

a aln~_~ 

W~re yon diesem elektromagnetischen Felde nut das elektrisehe 
(magnetisehe) Feld allein vorhanden, so wiirden die gleiehen Teilehen 
Bahnen beschreiben, deren Krfimmungsradius ae, (am) in III  an der 
Stelle 0' (siehe Fig. 1) gegeben is~ dureh: 

a .  ln/~l 
m e  Vo~. / ~ .  (8 )  

ae = - - ,  
e X 

m o v o c (4)  
am - -  e H 

Diese ansehauliehen Konstan~en werden an 8~elle der Felds~/irken in den 
folgenden Reehnungen verwendel. Setz~ man (8) and (4) in (2) ein, so 
erh[il~ man: 

1 1 1 - = - + - - .  ( 2 a )  
a ae am 

3. Berechnung der Bahn der Teilchen. 

Im Raum I sei die Gleiehung der Bahngeraden 

Y' = Yl + s " x' (5) 

gegeben. In ihr seien ~ und yl/a gegen 1 kleine GrS~en, deren Quadrate 
vernachl~sigt werden kSnnen. 

Die Gesehwindigkeit der Teilchen in I sei gegeben dutch 

% = % ( 1  +fl i ) ;  (6) 

um spaCer aueh die MassenauflSsang bereehnen zu kSnnen, wollen wit 
auch die Masse der Teilohen in der Form 

m = m o (1 -{- 7) (7) 
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ansetzen. Aueh in (6) und (7) bedeuten fl, and 7 kleine GrS•en, deren 
Quadrate vernaehliissigt werden kSrmen. 

Das Gebiet I I I  werden die Teilehen an der Stelle 

Vl = a 7~ Yl (8) 

betreten. ]Jare Gesehwindigkeit viii, die dutch den Potentialsprung ver- 
~indert wurde, ergibt sieh aus dem Energiesatz: 

� 89  ~ = � 8 9  + eV. 

Das Potential V wird, wie aus (1), (3) und (8) folgt, gegeben sein dutch: 

m o v 2 1 
V = Yl . . . . .  

6 a e 

Setzt man dies sowie (6) und (7) ill den Energiesatz ein mad vernaehliissigt 
die Quadrate der ]deinen GrSBen, so erh~ilt man: 

v m = v o �9 (1 + fl~-- y~/aJ. (9) 

SohlieBlieh erhalten wir unter den gleiehen u die Kom- 
ponenten der Anfangsgesehwindigkeit: 

~o = - -  ~' vm - -  - -  ~'Vo; (10) 

~o -- a + vmy, --" v~ l + f l '  Ylae Yl). (11) 

Die Bewegungsgleiehungen im Polarkoordinaten lauten: 

dr  H d ( r . ~ r ~ )  r . e . ~ 7 . ~ - ;  (19,) 
dt 

d~r = m r ~  - _ _ e ' X  r~__.H. (13) 
~ ' d - ~  i ~  e c 

r .  /~ 

Gleiehung (12) l ~ t  sieh sofort einmal integrieren, wobei man erhs 

r? 1 e l l ( 1  r?~ 
/o = 7 ~ o  + ~ - - ~  - - V / .  (12a) 

Da wir nttr Bahnen betraehten wollen, die wenig yon der Kreisbahn 
r = a abweiehen, maehen wit den LSsungsansatz: 

r = a (1 q- z). (14) 

z 2 sowie Produkte yon z mit den anderen kleinen GrS/3en wollen wir ver- 
naehlassigen. Aus (14) and (8) folgt: 

r~ -- 1 + 2 ~ - - 9 , z .  (15) a 
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Setzt man (4), (7) und (15) in (12a)ein,  so erhfi, lt man:  

am a \ a m 

Setzt man hierin noch (11) ein, so erh/ilt man unter Beri~cksiehtigung 
yon (2a): 

Aus Gleiohung (18) folgt, unter Beri~cksichtigung yon (8), (4). und (14): 

d ' z  Vo~{(~oo~)' (v~ . )  ,noa moa 
d t ~ - -  -~ r " mare m ae ~ 

z a r --(~oo r  "4- m a e J l  
[(~_~o. ~ a .  moa moal/" + 

Im eckigen Klammerausdruck kann man alle kleinen Glieder vernach-  
!s (wegen der Multiplikation mit z) und man erh/~lt nach Einsetzung 
yon (16) und unter Beriicksiehtigung von (2a) trod (7): 

{[ ( ) ]  [ a•] } d~-z vo ~ a a -[- z �9 
= - 2 a - :  

Fiihren wir noch zur Abkiirzung 
a 2 ( ~ ) 2  (~ )~  

n~ = 2 a - 4 - - -  = l - t -  1 - -  = 1-4-  (17) 
a e a.~ 

sowie 

ein, so erhalten wir sehliel31ich die Differentialgleichung: 

d~z Vo ~ 
d t ---~ = ~ ~ (~ - -  z). (19~ 

Die Anfangsbedingungen ergeben sich aus (14), (8) und (10): 
Far  t = 0 . . .  z o = y l /a  ... (dz/dt)o = - - ~ "  vo/a. 

Das Integral von (19) lautet: 

z ----- - -  s inn  . t + ~  t -4- c o s n - - . t .  (20) a 

Um die Bahngleichung zu erhali~en, mfissen wit t m i t  Hilfe von (16) 
in (9.0) eliminieren, l)a alle Sinus- tmcl C0sinusglieder kleine Gr61~en als 
Faktor enthalten, brauehen wir im Argument kleine GrS$en iiberhaupt 
nieht mehr zu beriieksichtigen. Wir erhalten d_aher aus  (16) und aus den 
Anfangsbedingungen t = 0 . . .  q = 0: 

= t .  Vo/a. (21) 
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Setz~ man in. (14) Gleiehung (20) und (21) ein, so erhglt man die Bahn- 
gleiehung im Gebiet III :  

r = a 1 - - - - s i n ~ + d ( 1 - - c o s ~ ) + Y ~ c o s ~ c p  (22) 
a 

Die Teilehen verlassen das elekfromagnetische Fel4 an der Stelle q~ = ~b 
und r ---- a + y~, worin 

] Y2 ---- a. - -  --  sinu~b + ~ (1 --  c o s ~ )  + cos~b  (22a) 
~g 

ist und unter 4em Winkel 
, ,  1 (d_~) 

a , p = a ~  

a 

Im feldfreien Raum II lautet die Gleiehung der Bahngeraden: 

] Y" -~ Y2 + ~'' x" = a. - - - - s i n u r  + (5(1 - - c o s ~ )  + YteosN~b a 

+ x" .  [ - -  ~t 'cos~5 + d~s inx~b--  Y~a ~ s i n ~ b ] .  (28) 

4. Diskussion der Bahngleichung. 

Wir betraehten im :Raum I ein Strahlenbiindel, das yon 4er Stelle 
x' ----l' und  y' ~ -b '  ausgeh~; seine Gleiehung laute~: 

y' = ~ '  ( x ' - - l ' )  W b', 

wobei or in einem kleinen Intervall alle Wer~e annimmr Die Eintritts- 
stelle Yl des Btin4els in d as Feld finder man for x' = . 0  zu 

Yl ~ b' - -  s l'. 

Dies in (23) eingesetzt und alle or enthaltenden "Glieder zusammen- 
geraint, ergib~ : 

y,, = , .  a s i n ~  __ l, eos :c~  + x,, " - - e o s ~ ( b + - - ~ s i n ~ b  
7r a 

+ 0 a i n u  s i n ~ b  + 1 - - c o s e C ]  

sin ~ ~b - -  - - b ' . [ ~  cos ~ ]  (24) 
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Aus (24) sehen wit, dab dem Strahlenbiindel im Raum I auch im Raum II 
ein Strahlenbfindel entsprieht. Der Vereinigungspunkt aller Strahlen 
hat die Eigensehaft, dal~ y "  yon s unabhitngig ist; seine Abszisse x "  = l"  

in (24) eingesetzt, mug den geschlungenen Klammerausdruek zum Ver- 
sehwinden bringen: 

_ _  _ / ' / "  
a s i n z ~ - - ( l ' - f - / " )  eos~qb + - - ~ s i n ~  ---- 0. a 

Bringt man das Cosinusglied auf die andere Seite, und dividiert dutch 

sin z r  (l' + l"), so erh~ilt man: 
a 

a 2 
/ , / -  _ _ 

~2 a 

- -  e o t g  z ~b .  ( 2 5 )  
l' q- l" u 

Wit untersuehen nun die dutch (25) dargestellte Abbildung und lassen 
uns hierbei veto optisehen Vorbilde, den Zylinderlinsen, leiten. Zu diesem 
Zweeke ftihren wit nun die neue Konstante g ein dureh die Gleichung: 

a 
g = - -  eotg ~ ~ .  (26) 

Riiekt tier Objektpunkt ins Unendliche l' ---- r dann finde~ man aus (25) 
die Lage des hinteren Brennpunktes an 4er Stelle l"  = g. I s t  l' -~ g, so 
wird l"  -~ ~ ; l' = g i s t  daher der vordere Brennpunk~. 

Zur Berechnung der Lage der ttauptebenen benutzen wit deren 
Eigenschaft, dal3 sie sieh aufeinander ohne LateralvergrSl3erung abbilden. 
Aus (24) folgt die Ordinate des Brides: 

l"  s i n ~ b J - - b ' [ ~ s i n ~ 5 - - c o s u r  (27) b" . ~  (Sa[(1 - - c o s u ~ )  -~ a g 

Fiir die Hauptebenen setzen wit b" -~ b' u n d  l "  -~ h;  aus (27) folgt dann: 

a .  ~ ~ 5  ( 2 8 )  h---- ~ - tg  2 

Um die Lage der zweiten Hauptebene zu finden, setzen wit in (25) l" --~ h 
ein und finden, dal~ aueh l' -= h ist. Aus (27) sieht man aueh, dal3 fiir 
l" ~-- h tier Koeffizient yon ~ versehwindet. Das heil3~, alle Strahlen mit 
versehiedenem 8, abet gleiehem ~', sehneiden sich in der zweiten Haupt- 
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ebene. Die Brennweite [ ist der Abstand zwischen Brennpankt und Haupt- 
ebene, also gegeben dutch: 

[ = g - -  h. (29) 

Setzt man aus (28) un6 (26) die Werte yon g u~d h ein, so erh/ilt man: 

a 1 
[ = ~ s i n ~  (80) 

Da die vordere und hintere Brennweite einander gleich sind, fallen 
die Knotenpunkte mit den Hauptpankten zusammen. Mit Hilfe der 
GrSBen g, h and ] liif3t sieh Gleichung (25) auf die in der Optik bekannten 
Ges~alten bringen. Nach einer kurzen Zwischenrechnung ergibt sieh: 

(l' - -  g ) .  ( l"  - -  g) = f2;  (31 )  

~ / ( r  - -  h) + 1 / ( r '  - -  h) = U / .  (8~) 

Wit haben bisher nut die Abszisse des Brennpunktes bereohnet. 
Seine Ordinate YF bekommen wir aus der Bedingung 

b" = yF + .  1' - -  g ' (83) 

die aus der elemen~aren Bildkons~ruk~ion folg~. Gleiehung (27) vereinfaehen 
wit mit Hilfe yon (26), (30) und (31), wobei wit erhalten: 

b" ---- r a -t- ((~ a - -  b'). l' f (84) 
- - 9  

Dutch Vergleich yon (88) and (84) finden wir: 

YF = a- (~. (85) 

Es sell noeh gezeigt werden, da$ Strahlen, die mit a' = 0 dutch den 
vorderen Brennpunkt gehen, im Felde eine Kreisbahn mi~ dem Radius 

a* = a q - y F = a ( 2 q - ~ )  (86) 

besehreiben. Dies ergib~ sieh sofort aus der Bahngleiehang (22) air a' = 0 

und Yl --~ a~. 

Warde man von Haus aus a so gew~hl~ haben, da$ 3 --~ 0 wird, so 
warden die Kardinalpunkte auf tier x'- and x'-Aehse liegen. Fiir Strahlen 
anderer Masse and Gesehwindigkeit wird sich im allgemeinen aueh ein 
anderer Kreisbahnradius a ergeben and somit eine andere Lage tier Kar- 
dinalpunkte. Der geomefrisehe Oft aller dieser Punkte sind Geraden, 
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Ffihrt man noeh die dort eingezeiohneten die dutch P (Fig. 2) gehen. 
Winkel ~o und Z ein, so erh~It man: 

tg ~ g 1 . . . .  c o t g ~  ; (87) 
a ~r 

h I ~g . (88) t g z  --  a --  

Wenn r klein ist, gehen diese Gleiehungen fiber in: 

7~ 
~P = 2 ~r q~ ; (87 a) 

z = - -  �89 ~ .  (88 a) 

Aus (88a) folgt, dab die Hauptpunkte auf der Winkelsymmetrale 
des Feldes liegen. Aus tier oben angegebenen Eigensehaft der zweiten 
Hauptebene ergibt sieh daher als Spezialfall die bekannte Eigensehaft 
magneti~eher sowie ebener elektriseher ~elder, einen Strahl, der hinsioht- 
l ieh seines Impulses bzw. seiner Energie heterogen ist, derartig in ein 
Bfindel yon Strahlen aufzulSsen, da6 ihr Sehnittpunkt auf dem Mittel- 
quersehnitt des durehlaufenen ~eldes liegt. 

Wit wollen noeh den Spezialiall betraehten, bei dem der Anfangs- 
punkt 0' (Fig. 1) des Feldes, in den Endpunkt 0" abgebildet wird. Dann 
folgt aus (81) 9 = - 4 - / ;  ffir ~ = ~b erhalten wit daher die Bedingung 
eos z~b~-= 4- 1. Der Riehtungsfokussierungswinkel besitzt also den 

Weft: n.  
�9 ~ = - - .  n = 1, 2, 3, . . .  (89) 

Ffir r = ~b rfieken alle Kardinalpunkte ins Unendliehe. Es ist dies 
das Analogon zur teleskopisehen Abbildung. 

W. B a r t k y  und A. J. D e m p s t e r  1) untersuehen den Spezialfall, 
dab Teilehen versehiedener Gesehwindigkeiten die gleiehe Bahai besehreiben. 
Dies wird dann der Fall sein, werm in  (18) der Koeffizient yon flI ver- 
sehwindet. Wir erhalten a M = �89 a und aus (9.a) a t = -  a; d.h.,  das 
elektrisehe 1%1d zieht die Teilehen ebenso stark naeh att6en wie die 
Zentriiugalkraft und das magnetisehe Feld doppelt so stark naeh irmen. 
Aus (17) folgt ~ = ]/2- und aus (89~ der l~iehtungsfokussierungswinkel 

76 
O~ = . ~  ---" 19.7 ~ W/ihrend jedoeh bei W. B a r t k y  nnd A. J. D e m p s t e r  

nut der Spezialfal! l' = l" = 0 behandelt wird, ist bier l' und  l" beliebig. 
Im w 11 wir4 untersueht, bei weleher Anordnung yon l' und  l" die reduzierte 
AuflSsung ein Maximum ist. 

~) Vgl: W. B a r t k y  u. A. J. D e m p s t e r ,  P h y s .  Rev., a. a. O. 
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w 5. Das radiale elektrische Feld a~ Spezial/all. 

In diesem Falle wird a,~ = oo und a = ae. Man erh/il~: 

ze ----- ~/2"; (17 e) 

(Der Index I wird nicht mehr gebrauzht.) 

a e ge = ~-~" COtgt/~Oe; (26e) 

1 
tg ~oe -~ ~-~ cotg ~/2r ; (87 e) 

h e =  ~ /g tg  ; (~8e) 

t g z = - ~  ~g ; (3Se) 

- -  ae " ( 3 0  e )  

(z'~ - -  g~) (z~' - -  ge) = / ~ ;  (sl e) 

,, ( ,, /e ~ , le (~4e) be = ae(fl + �89 1-P l __g J be'l-~- g~; 

~ ,  c, ] ]~,  �9 n ;  n = 1 ,  2, 8 . . . .  (89 e) 

A. t t u g h e s  und V. R o j a n s k y  1) betraehten nut dan Speziaffall, 
dal~ des Objek~ am Beginn und des ]~ild am Ende des Feldes liegt. F ~  
die erforderliehe Winkell/~nge des Feldes erhielten sie Gleichung (39e). 

Allgemeiner sind die Reehnungen yon R. t t e r z o g  und J. M a t t a u e h  ~) 
bzw. W.R.  Smythea) ,  bei denen nur eines der feldfreien Sttieke ~uli 
gesetzt wurde. Fiir l: : 0  erh/ilt man aus (31e ) . . . l : '  :ge---/~e/g~; 
setzt man aus (26e) und (30e) die Werte ein, so erh/ilt man die dort ab- 
geleitete Formal: 

,, a e  , - -  

Sehlie~lieh sei noah an einem speziellen Beispiel die Bildkonstruktion 
durehgefiihrL Gegeben ist der Winkel ~ des Yeldes (in der Fig. 2, 75~ 
die Lage des Objektpunktes und sehliel~lich Masse und Gesehwindigkeit 

1) A. Hughes u. V. RojanskY, Phys. Rev., a. a. O . -  2) R. Herzog u. 
J . )~at tauch,  Ann. d. Phys., a. a. O. -- 8) W. R. Smythe,  Phys. Rev., a. 8. O. 
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der Teilchen, sowie die elektrisehe Feldst~rke. Zun~chst berechnen wir 
aus (37e) T = -  13 o 20' und aus (38e) Z = -  440 30' und zeichnen diese 
Geraden, auf denen die Kardinalpunkte liegen mfissen, in das Feld ein. 
Sodann berechnen wit a e aus (3) und zeichnen in diesen Abstand die 

x'-~ 0 ~ _ = = : :  . . . . .  ~ , __'F' 

.+= 
"i'.-./ /\ / ,, 

w=- l , r~ '  I - 4 " ' - / ' /  . . .-"X~' %" '  ~ .  

' i  , .  , ,  

V"%r 

optischen Aehsen, auf denen die Kardinalpunkte F, H und K liegen. Die 
tibrige Bildkonstruktion ist aus der geometrischen 0ptik bekannt. 

VergrSl~ern wir die Geschwindigkeit der Teilehen um 5% oder ihre 
*de r  neuen Kreisbahn, wie aus (36) Masse um 10%, so ist tier Radius a e 

und (18 e) Iolgt, aueh um 5% grSl~er als ae. Auf die gleiehe Weise wie 
friiher erhalten wir den Bildpunkt dieser Strahlen. Es sei noeh darauf 
hingewiesen, dal~ sich die Bilder des Strahles A"0', also die Strahlen F " .4 "  
und F * ' A * ' ,  in der zweiten ttauptebene schneiden. Es sei noeh eine 
andere Bildkonstruktion (- . . . . . .  ) erw~hnt, die namentlich flit die 
Abbildung yon Aehsenpunkten geeignet ist. Man versehiebe x" parallel, 
so dal3 H"  mit H'  zusammenf~llt; diese Aehse nennen wit Y'. Sodann 
zeiehne man iiber x' und ~" einen Rhombus mit den Seiten [, dessen Eck- 
punkt S ist. Man bringe A ' S  mit ~" zum Schnitt und zeichne dutch diesen 
Punkt eine Parallele zu H ' H " .  Ihr Schnittpunk~ mit x" is~ das Bild A". 

Beweis  : 

(A' F') : (F' S) - - ( S  F ' )  : (F" A") = (S F ' )  : (F"  A"), 
oder 

(l'  - -  g ' ) :  [ = [ :  ( l"  - -  g ' )  
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in Ubereinsgmmung mit (31). Der Vorteil dieser Konstruktion liegt in 
der Vermeldung der schleifenden Schnitte. Besonders zweekm~l~ig ist 
diese Konstruktion fiir magnetisehe Linsen, da hierbei, wie aus dem fol- 
genden Paragraphen sofort klar wird, ; / '  mit x" and S mit P Zusammen- 
f~llt. Die Verbindangsgerade yon Objektpunkt and Bildpunkt 1/~uft also 
durch den Sektormittelpunkt. 

6. Das. homogene magnetische Feld als Spezial/all. 

In diesem Falle wird a, = ~ und a = a,~. Man erh~lt: 

~m = 1; (17m) 

~m = / / +  7; 0sin) 
gm = am eotg q~ ;  (9,6 m) 

7~ 
~ = ~ - -  ~b m; (37 m) 

h,n = - -  a,n tg �89 Cm; (9.8 m) 

zm = - -  �89 q~m; (38 m) 

fm am 
- - - -  sin Cm ; (gOre) 

(l~ - -  gm) (l'~ g,,) = /~m ; (31 m) 

bm ~- am(fl-4-y) 1-4-1; n Z  - - b ~ n ~ ;  (34m) 
m - -  g ~  

~b m~ = r  n = 1, 9., 3 . . . .  (89m) 

Aus (87m) sieht man, dab die Geraden, auf denen die Brennpunk~e 
liegen, parallel sind zur anderen optisehen Aehse. Aus (38m) sieht man, 
dab die Haup~- und Knotenl~unkte auf der Winkelsymmetralen des Feldes 
~liegen. Im Falle eines reinen magnetischen Feldes ist der Ursprung des 
Polarkoordinatensystems im Raume III  dutch das Feld allein noch nicht 
gegeben. Er lieg~ hier im Mittelpunkt jener Kreisbahn, die senkreeht 
in das Magnetfeld eintritt. Voraussetzung for die Richtigkeit der bis- 
herigen Rechnungen ist, dab diese Balm aueh senkrech~ aus dem Magnet- 
feld austritt. Die Kriimmung des Polschuhes an der Eintritts- und Aus- 
trittsstelle des Strahles is~ jedoeh ftir die Abbildung dutch Glieder ers ter  
Ordnung gleiehgilltig. I m w  8 machen wir ans frei yon der Voraussetzang 
des senkrechten Strahl6in- und Austrittes. 

Als Anwendung der  bisher entwickelten Theorie sei die Linienbreite 
bei der neuen Astonschen Appara~ur 1) berechnet. Die KoUimator- 

1) F. W. Aston, Proc. Roy. Soc. London (A) 115, 487, 1927. 
Zeitschrift ffir Physik. Bd. 89. 31 
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schlitze S i, S~ befinden sich in der Distanz yon 20 cm und besitzen die 
Weite yon 0,02 ram. Bei S 2 beginnt das elektrische Feld mit dem Radius 
ae --" 30 em und dem 01fnunswinkel ~b~ ~ i/e ~ 90 33'. 13 em naeh dem 
Ende des elektrischen Feldes beginnt das Magnetfeld mit dem mittleren 
Radius aM =- 22,5 cm and dem mittleren Ablenkwinkel r  ~ 380 12'. 
In der mittleren Entfernung yon 15 em nach dem magnetischen Feld 
befindet sich die photographisehe Platte, die mater dem Winke] yon 190 6' 
yon den Strahlen getroffen wird. A s t o n  bereehnet die Linienbreite 

elementar aus der geometrisehen Strahlverbreitermag und schieien Insidenz 
und erh~lt 0,36 ram. TatsiichlJeh beobachtet er (allerdings bei der alien 

Apparatur), dal~ die Linien sch/irfer sind als die auf diese Art bereehneten 
und gibt als Ursaehe hierfi~r die nieht genau rechteekige Sehlitzform an. 

Wit werden jedoch sehen, daI3 r Ursaehe sieh zwanglos aus der Linsen- 

wirkung der :Pelder ergibt. Durch Anwendmag der imw 5 mad 6 angegebenen 

Formeln erh~lt man: 
1. Das Bild yon S i in der Distanz yon 104,6 em naeh dem Ende des 

Magnetfeldes und dessen Breite yon 0,056 ram; 
2. das Bild yon S 2 in der Distanz yon 96,4 era vor dem Ende des 

Magnetfeldes und dessen Breite yon 0,071 ram. 
Aus dem rein geometrisehen Strahlenverlauf zwischen diesen Schlitz- 

bildern erhAlt man die Linienbreite 0,20 ram. Auf diese Weise lassen sich 

aueh die giinstigsten Apparatkonstanten bestimmen. Es sei jedoeh noch 
bemerkt, dal~ die theoretisehe Voraussetzung des senkreehten Ein- und 
Austrittes namentlieh bei der neuen Apparatur nur ngherungsweise erfiillt ist. 

Eine AnwendungsmSgliehkeit der magnetisehen Linse ist die Aufnahme 
des Energiespektrums yon ~-Strahlen. Wollte man naeh der alten Dempster- 
Methode die Fokussierung nach 1800 anwenden, so warden sehr grol~e mad 
starke Magnetielder nStig sein, die in den seltensten F/~llen zur Verff~gung 
stehen. Mit Hilfe der bier entwiekelten Theorie gelingt es jedoch dutch 
die Verlegung der Schlitze in den feldfreien /~aum mit beliebig kleinen 

Ablenkwinkeln und Magnetfeldern das Auslangen zu finden, ohne auf 
Richtmagsiokussierung verziehten zu miissen. 

7. Das W iensche Geschwindigkeitsfilter (kompensierte Strahlen) 

aIs SpezialfalI. 

Bei der Wi enschen Anordnung heben sich die elektrisehen und magneti- 
schen Krifte far den Hauptstrahl gerade gegenseitig auf. Es ist also a = 
und a n = - -  a e. Far diesen Fall versagen die Gleiehungen (26), (28) und (30) 
zur Bestimmung der Kardinalpunkte, da sowohl a und u [wie aus 
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Gleiehung (17) ersiehtlieh ist] unendlieh werden, ale aueh �9 versehwindet. 
F~xrt man die L~nge L der Kondensatoren ein, so erh~lt man f~r grol~e 
a . .  : . .  L = a.  O. Ferner folgt aus (17) f~r grebe Werte yon a . . .  ~ ~ a /an .  

Dies in (26), (98) und (80) eingesetz~, liefert die Koordinaten der Ka~dinal- 
punkte: 

g -~ a~. eotg (L/a,~), 

h = ~ am" tg  (L /~  am), 

[ = am/sin (L/am). 

(26w) 

(~s~) 

(8ow) 

Es sei besonders hervorgehoben, dab des Wiensche Gesehwindigkeits- 
fil~er das volle Analogon zu einer optisohen Zylinderlinse darstetlt, da hier 
der Hauptstrahl (~' = 0) unabgelenkt passiert. Alle anderen ~elder 
wirken wie eine Zylinderlinse, kombiniert mi~ einem Prisma. Aus (18): 
sieht man, dab des MassenauflSsungsvermSgen verschwindet und 

8 . a = - - a  m.~I (18w) 

wird. Die Ordinate des Bildpunktes erh/~l~ man aus (34): 

Par den Spezialfall, da~ der Objektsehlitz am Begirm und sein Bild 
am Ende des Feldes liege, erh~lt man aus der Abbildungsgleiehung (31) 
g ----- • f oder cos (L/am) : • 1; es muB daher 

L~ = a n . n . z ~  far n = 1 , 2 , 8  . . . .  (89w) 
sein. 

Besitzt des GesehwindigkeitsfiRer die Lgnge L~, so werden sieh also 
Strahlen, die aus einem Punkte am Beginn des Feldes divergieren, am 
Ende des Feldes wieder vereinigen und divergent auftreten. Besitzt des 
Geschwindigkeitsfilter eine der dazwischen liegencten L/~ngen 

L = a ~ - ~ - ( n - -  �89 
so wird ein Parallels~rahlenb~mdel maximaler Dieke austreten. 

K. T. Ba inbr idge  1) verwendet in seinem Massenspektrometer ein 
Wiensches Gesehwindigkeitsfilter und danaeh ein homogenes Magnetfeld 
gleicher St/~rke. Er beobaehtet eine symmetrische Infensit/~tsverteilung 
in einer Massenspektrallinie und behauptet, da]] dies auf des Fehlen jeg- 
lieher Riehtungsfokussierung zurfickzufiihren sei. Seiner Ansichb nach 
treten die Strahlen untereinander parallel aus deft Geschwindigkeitsfilter 
in das Magnetfeld, sehneiden sich naeh 900 un~ verlassen das Feld ;~ach 

~) K. T. Bainbridge,  Phys. Rev. 42~ 1, 1932. 
31" 
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180 ~ wieder untereinander parallel. Wegen der oben besproehenen ~o- 
kussierungswirkung des Gesehwindigkei~sfilters wird es zwar einen Satz 
~on Bahnradien am im Magnetfeld geben, bei denen dies tatsi~chlich zutrifft. 
Es sind dies die Radier~ a~ -~ L / ( n  ~ �89 ~. Dazwischen gibt es jedoch einen 
Satz t~adien a~ ~ L / n z ,  ffir die gerade das Gegenteil zutrifft; auf diesen 
Bahnen finder also divergenter Ein~ritt in das Magnetfeld und l~iehtungs- 
~okussierung start. Die photographische Platte bei der Appa~atur yon 
B a i n b r i d g e  liegt zwisehen diesen beiden Extremfi~llen. Dal3 trotzdem 
Linien mit symmetriseher Iutensit~tsverteilung erhalten werden, liegt 
offenbar an icier geringen Divergenz :r der zu fokussierenden Strahlen. 
Die vSllige Klarstellung der Verhi~ltnisse bei dieser Apparatur wiirde eine 
eingehende Untersuehung erfordern, die iiber den Rahmen dieser Arbeit 
hinausginge. 

8. Verallgemeinerung der Theorie au/ belieb~g begrenzte. Magnet/elder. 

Da elektrisehe Radialfelder prak~iseh nur mit radialer Feldbegrenzung 
hergestellt werden 'kSnnen, wollen wit bier ausschliel~lieh reine homogene 

L ~ - ~ ,  

~ 2  

vP 
Fig. 3. 

Magnetfelder betrachten, die 
jedoeh durch beliebig geformte 
ebene Polschuhe erzeugt werden 
kSnnen. Auch bier wollen wit 
yon der Kriimmung der Pol- 
schuhe an der Ein- und Aus- 
trittsstelle des Strahles absehen, 
da diese bei Beriieksiehtigung 
yon Gliedern erster Ordnung 
keinen Einflul3 auf clas Resultat 

hat, vorausgesetzt, dal~ der Kriimmungsradius grol~ gegen die Breite 
des eintretenden Biindels ist. Gegeben sei (Fig. 3) die mittlere Riehtung 
des einfallenden Strahlenbiindels "X ~ und die Riehtung 4er Normalen 
4er Feldbegrenzung n' an der Eintrittsstelle des !Ylittelstrahles. Es 
sei s ' =  ,~  (n', X') dann positiv, wenn n' im positiven Quadranten 
der X', Y'-Ebene liegt. Aus (4) l~l~t sich dann die Balm des Mittel- 
strahles sowie (tessen'Aus~rittsstelle 0"  un4 Rieh~ung X" aus dem Magnet- 
feld bestimmen. Aueh an dieser Stelle sei die Normale n" zur Feldbegrenzung 
gegeben; e" ~ ~ (n~', X ' )  sei positiv, wenn n" im positiven Quadranten 
der X", Y"-Ebene liegt. Mit dem 0ffnungswinkel ~ der Feldbegrenzung 
besteht der Zusammenhang: 

Q = �9 - -  ~' - - :  e " .  (40 )  
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Die Gleichungen (22a) und (22b) spezialisieren sich f t i r  ein reines 

Magnetfeld (~ = 1) wie folgt: 

Y'~ = a[- -c t ' s inqS  + d ( l - - c ~  + Y~c~ (22a, m) 

s  = - -  a '  cos r Jr ~ sin q~ - -  Yl sin ~b. (22 b, m) 
a 

Hierbei ist zu beachten, dal~ o:' und s  der Ableitung gem/iS, gegen die 
Normalen ~' und ~" der l~adien an der Eintrit ts- bzw. Austrit~sstelle zu 
z~hlen is~. Bezeichnen wir mit  A'  den Winkel eines einfallencIen Strahles 
gegen die X'-Achse und mit  A"  den Winkel des abgelenkten Strahles 
gegen die X"-Achse, so ergibt sich: 

~ '  = A'  - - A q ~ '  = A'  - - Y ~ t g e ' ;  
a 

(41)  

~" = A " - -  A ~ "  -= A " - -  Y~ tg e". 
a 

Lau~e~ die Gleichung des eintretenden Strahles 

Y'  = Yi + A ' X ' ,  (5a) 

so erh/il~ man jene des aus~retenden Strahles dttrch Substitution yon (22 a, m), 
(22b, m) und (41) in Y "  =- Y2 4- A " X " .  FaBt man alle (~ enthaltenden 
Glieder zusammen, und vereinigt die trigonometrischen Funktionen, so 

erh/ilt man:  
cos (~b - -  e '!)  

---- ~ \ . ' A ' a s i n q ~  + Yl ~ s '  
y , ,  

/ 

X "  [A '  cos (qi e") Yl sin (qi - -  e' - -  ~")l 
... cos s"  + a co~ ~co--s e ' -~  ] 

-4- (~ {a (1 - -  cos ~b) -4- X "  [sin r -4- tg s"  (1 - -  cos ~b)]}. (42) 

Wit betrachten nun wie4er ein Strahlenbtindel, das yon der Stelle X '  = l', 
Y' = b' ausgeht, und suchen jene Stelle X "  = l", Y" = b", an der, nach 
Durchlaufen des Feldes, Wiedervereinigung stattfindet. Das Sgrahlcnbtindel 
betri t t  alas Fel4 an der Stelle Yi = b ' ~  A'l ' .  Setzt man  dies in (42) ein, 
und beachtet,  dab an der Fokussierungsstelle Y"  yon a'  unabh/4ngig sein 
mug, so erh~lt man als Fokussierungsbedingung die Forderung, dab der 
Koeffizient yon A'  verschwindet. Dieser lautet:  

= o .  

cos @ - -  s') 
- -  a sin ~b - -  l' 

COS ~ 

L 
k cos s a cos s' cos s"  J 
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W i t  versuchen auch diese Gleichung auf  die aus 4er geometr isehen 

Opt ik  bekann te  Ges ta l t  (l' - -  g ' ) ,  (l" - -  g'*) = / ' / "  zu bringen.  D .~eh  

Vergleich der K o n s t a n t e n  erh~lt  m a n :  

Sin (P cos 8' COS 8" 
l '  l "  - -  g'  g" ---- a S sin (~b - - e '  - - 8 " )  ; (44) 

cos d cos ( ~  - -  8").  
g' ---- a s in (~b - -  e '  - -  e") ' (45') 

cos 8" cos (~b - -  8') 
g" = a sin (q) - -  8 '  - -  8") (45") 

Duroh die Gleichungen (45) is~ die Lage  der B rennpunk te  gegeben. 

U m  die Lage  4er H a u p t p u n k t e  un4  4ami t  die Brennwei te  zu f inden,  be- 

nu tzen  wir  wieder  die Eigensohaft ,  dab  die Latera lvergrSBerung ver-  

schwind.et:  b" ---- b' fttr l '  ---- h '  und  l" ---- h".  h u s  (42) uncl (43) folgt  fiir 

(~ = 0 :  
�9 b' s in (~b - -  8' - -  8") b" ---- b' cos ( r  - -  e') l"  

cos 8' a cos 8' cos e"  

Also erh~lt  m a n :  
cos 8" COS (~b - -  8') - -  cOS 8' COS 8" 

h" ---- a sin (q) - -  8' - -  8") (46") 

Die Lage  des zwei ten  H a u p t p u n k t e s  f inder  m a n  l e i t h ,  du t ch  die Uber-  

legung, dab  der  S t rah lenweg u m k e h r b a r  sein mu$.  Es  kSnnen daher  

Grbl~en m i t  e inem Str ieh  und  solche mi t  zwei S t r iehen ver tauseh~ werden.  

W i t  e rha l t en :  
cos 8' cos (q~ - -  8") - -  cos 8' cos 8" 

h '  = a sin (q) - -  8' - -  8") (46') 

Die Brennwei te  ergibt  sich aus den Gleichtmgen:  f = g " - - h ' ;  

it" = g" - - . h " .  Man finder,  daB / '  = f '  = i t i s , ,  wobei  m a n  fiir f die 

Gleiehung erhKlt:  
C0S 8' C0S 8" 

] = a sin (~b - -  s '  - -  g ' )  (47) 

Die Abbi ldungsg le iehung  in d iesem al lgemeinen YaH lau te t  a lso:  

(l'  - -  g ' ) -  ( l"  - -  g")  = fa, (48)  
oder  

1/(I' - -  h') q- 1/(l" - -  h " )  = 1 / / .  (49)  

Auoh bier  fal len die K n o t e n p u n k t e  mi t  den H a u p t p u n k t e n  zusammen,  

da  vordere  trod h in tere  Brennwei te  e inander  gleich sind. 
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Wir betrachten noeh die Abbildung dureh Strahlen, fOx die ~ ungleich 
Null ist. In diesem Falle hat man noch das dritte Glied der Gleiehung (42) 
zu berticksichtigen. Under Verwendung yon (45") un4 (47) erhiilt man: 

b" ---- b' g'' - -  l" + ~ {a (1 - -  cos 6i) + l" [sin ~b -[- tg ~" (1 - -  cos ~b)]}, (50") 

oder, da einfach und doppelg gestfichene GrSl3en vertauseht werden kSnnen: 

b' = b" g' --  l' - - ~  + (~ {a(1 - -  c o s t )  d- l' [sin~b d- ~ s ' ( 1  - - cos t ) ] } .  (50') 

Besonderes Interesse verdient der Fall, dab yon versehiedenen Objekg- 
punkten b' Strahlen versehiedener Gesehwindigkeit austreten, jedoeh 
derart, dal3 alle an der Stelle b" = 0 vereinigt werden. Die Bedingung fla' 
diese Geschwindigkeits/okussierung lautet demnaeh: 

b' ---- (~ {a(1 - -  cos ~b) d- / '  [sin~b + tge '  (1 - -  cos ~b)]}- (51) 

Hieraus folgt under Beaehtung yon (18m) und (6), dab die Ordinate des 
Objektes proportional der Gesehwindigkeigsabweiehung sein mug. Dies is~ 
praktiseh dadurch zu er- 
reiehen, dab als Objekt das 
Bild eines Schhtzes ver- 
wendet wird, das dutch ein 
a nderes elek~romagnetisches 
~eld entworfen wird; denn 
die Ordinate dieses Brides 
ist ebenfalls, wie aus Glei- 
chung (97) ersichtlich ist, der 
Geschwindigkeitsabweiehung 
proportional Stimmen beide 
Proportionaht~tskonstanten 
iiberein, so finder naeh dem 
zweiten Feld Gesehwindig- 
keitsfokussierung start. 

n' 
"~-. t~' 2" 

\ ~ ( . . . / / /  

~X" a' 

Am Schlusse dieses Paragraphen sei an Hand yon Fig. 4 noch ein 
konstruktives Verfahren zar Bestimmung tier Kardinalpunkte beschrieben. 
Alle gegebenen Linien (X', Y' ,  X" ,  Y" ,  n', n") warden voll gezeiehnet. 
Alle zur Konstraktion erforderliehen Linien warden strichpunktier~ und alle 
zar methematischen Begrtindung dienenden Linien warden strichliert. 

Gang der Konstruktion. Zuni~ehst bestimme man M, den Schnittpunkt 
yon n' und n";  die Projektion yon M auf X '  bzw. X "  liefert H' bzw. H". 
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Sodann bestimme man P, den Sehnittpunkt yon Y' und Y". Da P der 
Mit~elpunkt der Xreisbahn 0',  0 "  sein sell, mug die Angabe die Bedingung 
P O '  = P O "  befriedigen. Man zeichnet sodann P Q '  parallel zu n"  und P Q "  

parallel zu n'. Die Projektion yon Q' auf X '  bzw. yon Q" auf X "  liefert 
die Brennpunkte F '  bzw. F" .  
Beweis: P O '  = P O "  = a; 

I~' M = S '  O" = T '  O' - -  T '  S '  = a . cos s" - -  a. cos (~b - -  s"); 

O" M ---- R '  M / s i n  (qb - -  e' - -  e") ; O' H '  ---- O' M . cos s' = - -  h'. 

Daraus ergibt sioh ;3bezeinstimmung mit Gleichung (46'); Gleiohung (46") 
wird analog verifiziert. 

U ' M  = T ' O "  = a .  cos ~"; Q ' M  = U ' M / s i n  ( ~ - - s ' - - s " ) ;  

H '  F = Q' M . cos ~' = / .  

Man sieht die Ubereins~immung mit Gleiehung (47). 

w 9. Anwendung  au/ einige praktische vorkommende Polschuh/ormen. 

A .  Sektor/6rmige Begrenzung mi t  s ' - ~  ~ " =  O. Die Formeln (45), 
(46) und (47) gehen fiber in die ~ormeln (26m), (28m) und (30 In). Diese 
gelten aueh dann noch, wenn der Polschuh kreisfSrmig begrenzt is~ und der 
Strahl zentral eintritt. Denn, wie aus Fig. 5 ersichtlieh ist, tritt dann der 
Strahl ffir jeden Bahnkreis zentral aus. Zwischen dem Ablekungswinkel und 
dem Bahnradius besteht die Beziehung: a = R.  cotg �89 ~b, wobei R den 
Polschuhradius bedeutet. Diese ben5tigt man, wenn man die Bilder ffir 
stark verschiedene Massen oder Geschwindigkeiten bereehnen wilt. 

~ m 

Fig. 5. Fig. 6. 

B.  Schr~iger Eintri t t  in  einen kreis[Srm~gen Polschuh. Dies ist eine 
Verallgemeinerung des obigen Falles. Wie aus Fig. 6 hervorgeht, ist bier 
aus Symmetriegriinden s' z s" = s. Es liegen daher aueh die vorderen 
und hinteren Kardinalpunkte symmetrisch zum Feld. Aus Gleichung (45') 

oder (45") folgt: cos e cos ( r  - -  e) 

g =  a sin (~b --- 2 e) 
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Ebenso aus Gleichung (46') oder (46"):  

cos ~ .  [cos  ( r  - -  ~) - -  cos  dt 
h ~ a  

sin (O - -  2 s) 

und schliel~lich aus Gleichung (47): 
COS 2 

~ = a . 
s m  ( ~  - -  9,-~) ' 

(Dieselben Gleichungen gelten auch far beliebige Feldbegrenzungen, wenn 
Ein- und Aus~rittswinkel einander gleich sind. Pa r  Strahlen mif ver- 
schiedenen Bahnradien erft~ilt jedoch nur der kreisfSrmige Polschuh durch- 
wegs diese Bedingung.) Wie aus Dreieck PO'M, folgL besfeht bier der 

Zusammenhang: ( cos (~- - - e )  

~b e) R a----- R \ ~ c o s e c o t g ~  + s i n  / = 
s i n ~  

C. Halbkre~s/frmige Polschuhbegrenzung mit zentralem, senkrechtem 
Eintritt. Wie aus Fig. 7 folgt, ist bier d ---- 0 und d'  = ~b. �89 Man erhi~lt aus: 

(45') . . .  g' = a- cotg �89 (/i, 

(45") . . .  g" ~- a. co~g �89 ~b. cos ~5, 

(46') . . . h '  : O, 

(46") . . .  h" ~ - -  a- sin ~b, 

(47) . . . /  = a . c o t g � 8 9  

Wie aus Dreieck P M O "  folgt, besteh~ bier der Zusammenhang: 

a =  R/(2. sin �89 ~b). 

Fig .  7. 

, ~( 

IY' 

Fig .  8. 

D. Eintritts- und Austrittsebene /allen zusammen. Wie aus Fig. 8 er- 
sichtlich, is~ bier d --~ d '  ~ e.~ Da ~Q ---- 180 ~ folgt aus Gleichung (40): 
r --- e' - -  e" = ~. Ftir diesen Spezialfall versagen die Gleichlmgen (45), 
(46) und (47), da der ~Telmer vers0hwindeL Um die Abbildung Zu~ erhalten, 
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mu$ auf Gleichung (48) zuri~ckgegangen werden. Diese vereinfacht sich fiir 
diesen Spezialfall zu: 

a.  sin 2 e + 1' + l" -~ O. (52) 

Diese Gleichung erinnert an eine Spiegelung in der Strahlenoptik. Es sind 
jedoch bier die Verhgltnisse komplizierter, da der reflektierte Strahl auch 
eine Parallelversehiebung erleidet, die yon der Masse und Gesehwindigkeit 
der Strahlen abhiingig ist. 

w 10. Ein/lufl der Streu[elder. 

Die bisher entwickelte-Theorie besitzt noch einen SehSnheitsfehler: 
Es ist prinzipiell praktiseh unmSglich, Felder herzustellen, die abrupt auf- 
hSren. Streng genommen witd daher stets das Feld erstens in den Raum I 
und I I  (Fig. 1) iibergreifen und zweitens im Raum III  nieht yon ~o tmab- 
h~ngig sein, sondern gegen den Rand zu abnehmen. Diese Tatsaehe wtirde 
den praktisohen Wert der bisherigen Reehnungen in Frage stellen. Tat- 
siiehlioh ist es jedoeh racist mSglieh, die Streufelder klein zu halten, so da$ 
die dureh sic verursaehten StSrungen gering sin& Im Falle eines reinen 
magnetischen und reinen elektrisehen Feldes sollen die VerhAltnisse n~her 
untersueht werden. 

A. Magnetisches Feht. Der Einflu$ des Streufeldes wurde fiir ein eben 
begrenztes Magnetfeld erstmalig yon A. J. D e m p s t e r  1) untersucht. Es sell 
gezeigt werden, wie sich die Rechnungen yon D e m p s t e r  in die bier ent- 
wiekelte allgemeine Theorie einbauen lassen. In der Praxis wird es immer 
mSglieh sein, durch geeignete Absehirmungen das Streufeld auf so kleinen 
Raum zusammen zu dr~ngen, da$ nur die Riehtungsablenkung, nleht aber 
die Versehiebung des Strahles beriieksichtigt werden braueht. Wird ein 
yon der Anode A ausgehendes Strahlenbiindel dutch ein elektrisches 
Feld senkreeht zur Polsehuhbegrenzung besehleunigt, so ist, wie leicht 
einzusehen ist, der Winkel beim Eintritt in das praktisch homogene 

Feld H o gegeben dutch: 

1 I H(n)  dn,  t~g ~ = a H o " 
0 

Aus Gleichung (52) folgt ftir den Dempster-Fall/" = 0, 4a6 l' = - -  a- sin 2 e 
sein mug. Der erforderliohe senkreehte Abstand b des Sehlitzes vom homo- 
genen Feldbeginn wird gegeben sein durch: 

b ---- / 'eose ---- - - 2 a t g e .  (1 + tgU s)--3/*. 

t) Vgl. A. J. Dempster ,  Phys. Roy., a.a. 0., der an Stollo yon g . . .  
-- ~,, n . . . .  �9 und a �9 -- r o eirfftihrt. 
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Fiir kleine Werte yon s (und nur far solehe ist die Integraldarstellung yon 
tg e riehtig), geht diese Formel in jene yon Dempster t~ber: 

A 

2 ,[ H(n) dn. 
0 

Dureh die Vorversetzung des Sehlitzes um die Disganz b bleibt trotz Vor- 
handenseins des 8treufeldes die Fokussierung erhalten. Eine ~fliehe 
~berlegang isg aueh in den anderen praktiseh vorkommenden F/~llen mSglieh. 

B. Elektr@ehes Feld. Es wurde das Feld am Rande eines Kondensators, 
der yon einer Blende begrenzt ist, bereetmet. Es wurde untersueht, 
welehen Abs~and die Blende veto Kondensator haben mug, damit die 
ablenkende Wirkung dieses tatsgchlieh realisierbaren Feldes gleieh ist 
jener eines Idealkondensators, dessen Feldstgrke innerhalb der Konden- 
satorplatten konstant und aul~erhalb derselben gleieh Null ist. Das Ergebnis 
dieser im Druok befindlichen Untersuehung sei bier an Hand der maS- 
stgblichen Fig. 9 vorweggenommen. Je nach der Weite der Blende im 
Verhgltnis zum Kondensatorplattenabstand 
ergibt sich ein verschiedener B l e n d e n - ~  I ~/,,dp [ 
abstand; bei fes~gehaltenem Xondensator- 
plattenabstand mnl~ tier Eekpunkt der 
Blende auf der eingezeieJaneten Kurve k 

liegen. Der Reehnung wurde zwar unend- - -  ~ i , ~  
liehe Blendendieke und Kondensatorlgnge 
zugrunde gelegt, doch hat dies auf die ~ : n s ~ r p / ~  
praktisehe Anwendbarkeit dieses Ergeb- 
hisses keinen Einflul3, da sieh die Feld= Fig. 9. 
stgrke beiderseits sehr raseh exponentiell dem Wert Null bzw. dem 
konstanten Weft nahert. Es ist praktiseh vollkommen ausreiehend, 
eine solehe Blendendicke zu verlangen, dal3 die Feldst~rke auf 1% oder 
l~ des Wertes im Kondensator herabsinkt. Far diese Falle wurde in 
Fig. 9 die Blendendieke als Funktion der Blendenwei~e eingezeiehneL Die 
deft enthaltenen Kurven geben also den geometrischen Oft des anderen 
Eckpunktes der Blende an. Die Rechnung wurde zwar nur far ebene 
Kondensatorplatten ausgefiihrt, doch last sieh das Ergebnis sinngem~13 
auch auf elektrische Radialfelder anwenden, wenn nut der Plattenabstand 
klein gegen den Radius ist. Der 0ffnungswinkel ~b-des Feldes ist dann die 
Winkell~nge der Xondensatorplatten und nich~ jene der Blenden. Eine 
geringe Neigung der Blenden warde nur einen Fehler hSherer Ordnung 
verursaehen. 
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5S 11. Welcher der beiden zur Strahlbegrenzung er[orderlichen Koll~mator- 

schlitze ~st der Abbildung zugrunde zu legen und welches ist die g~nstigste 

Anordnung der Schlitze ? 

Die Beantwortung dieser Frage richte~ sich nach dem Zweck der 
Anordnung. 

A. BestmSgliche Vereinigung eines Strahlenb~ndels yon Teilchen gleicher 
Masse und Geschwindigkeit (Abbildung). Far die Form eines dutch zwei 
Schlitze S'1 und S'~ (siehe Fig. 10) ausgeblendeten Strahlenbandels sind zwei 

:_" ....................... D 

. . . . -~  I ,  .................................. 

F i g .  10. 

Punkte M' 1 und M~ mal3gebend. Das Bild dieses Strahlenbiindels ist wieder 
ein. Strahlenbandel, das dutch die Bilder S~', S~' der SchlRze ausgeblendet 

tt 
gedacht werden kann. Das BtindeI ist daher bei S~ oder S~' ann engsten, 
je nachdem das Bild yon S' 1 kleiner oder grSl3er ist als das Bilcl yon S' 2. 
Eine elennentare Uberlegung liefer~ die ~Regel: Liegt der vorcIere Brennpunkt 
F'  aul]erhalb (innerhalb) der Strecke M'I, M'2, so ist beim Bild des innerhalb 
(aul~erhalb) M'~, M' 2 liegenclen Schlitzes das Bandel ann engs~en; dieser 
is~ der Rechnung zugrunde zu legen. Es nnul~ also immer zwischen denn 

t r 
al~zubildenden Schlitz und denn Brennpunkt einer der Punk~e M 1 oder M 2 

t r rr ir 
liegen. F~llt F '  mit MI oder M2 zusammen, so liegt M 1 oder M~ inn Un- 
endlichen und es ist gleichgflltig, mit welchenn Schlitz gerechnet wird. 
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]3. Bestm6gliche Zerlegung eines heterogenen Strahlenbfzndels (grSfite 

reduzievte Au/16sung). &Is Aufl6sung D bezeiehnen wit den Koeffizienten 

yon ~ in den Gleiehungen (27) bzw. (50"). Wir finden: 

D = a (1 - -  cos ~r r  + l"  x sin ~ q) 
b z w .  

D ~ a (1 - -  cos q~) -}- l" [sin q~ + tg e" (1 - -  cos ~b)]. 

Wit sehen, dal~ in beiden F~llen D eine lineare Funktion yon l" ist; die 
Nullstelle yon D bezeiehnen wir mit  l~. I m  ersten Falle finden ~ r  aus (28) : 

,, a (1 - -  cos ~ ~b) 
l~ = ~ sin~q5 = h. 

In diesem Falle befindet sieh also die Nullsfielle yon D (wir wollen sie im 
folgenden kurz P tmkt  D nennen) im zweiten Hauptpunkt .  I m  zweiten Falle 
erhalten wir: 

~b 
a ( 1 - -  cos ~5) a sin -~ cos s" 

l~ = sinq~ q- t g e " ( 1 - - e o s q ~ )  = 

In Fig. 4 wurde nach dieser Gleiehung Punkt  D konstruiert ( . . . ) .  Man 
bestimm~ hierzu zuerst den Schnit tpunkt E der Winkelsymraetralen yon q~ 
mit  ~"  und projiziert sodann E auf X " ;  es is~ leich~ einzusehen, da~ O"D 
~- - -  l~' is~. Ff~r den ~pezialfall e' ~ e" ~ 0 f~llt D mit  H '  und H "  zu- 
sammen. 

Bei der praktisehen Anwendung kommt  es jedoeh nieht auf die Auf- 
15Sung D selbst an, sondern aaf ibx Verh/~l~nis zur Strahlbreite, das wit 
kurz die reduzierte AuflSsung d bezeiehnen wollen. Diese ist also stiick- 

~f rr 

weise proportional einem Ausdruek der :Form: ( l " - - /o) ' :  (l" --1M,, ). In  
Fig. 10 ist d als Funktion von l" zu sehen. Eine elementare Uberlegung 

zeigt, dal~ das Maximum yon d, falls i~berhaupt ein solehes vorhanden ist, bei 
einem der Blendenbilder liegt, und zwar bei jenem Blendenbild, das yon der 

r rr 

Nullstelle D gerade dureh einen der Punkte  M,  oder M 2 getrennt wit4. 
An dieser Stelle isf also der eigentliche Piltersehlitz anzubringen. 

Es sei noeh die Frage untersueht, welehe Schlitzanordnung die giinstigste 
ist. Aueh bier wird es praktisch clarauf ankommen, daf~ die reduzierte Auf- 
15sung d m6gliehst grol~ ist. Dies ist dann der Fall, wenn das Fel~t ein 
mSgliehst stark verkleinertes Bild des Sehlitzes entwirft. Hierzu mull, ~vie 
aus (84) und (50') far ~ ~ 0 sofort ~ ersichtlich ist, l" mSgliehs~ grol~ und 
l" - -  g" sein. 
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Es ist noch yon Interesse, welcher 0ffnungswinkel q~, bei fest- 
gehaltenem l', am giinstigs~en ist. Hierzu Iniissen wit d als •unktion 
yon l' und ~b ableiten; zu diesem Zweck vertausche man in (27) die einfach 
und doppelt gestrichenen GrSBen, wobei sich ergibt : 

�9 l' ~ sin ~ b ]  b" ~ ] .  b' = ~a [(1 - - c o s ~ b )  + a - - [ - ~ -  ~ sin~q} - -  cos ~ 

t 
Bezeiehnet man die Objektsehlitzbreite mit Y0, so erh~lt man die reduzierte 
AuflSsung: 

, ] 
Das Maximum von d erh/ilg man aus: 

[ ] dd ~a, s i n ~ + - - ~ c o s ~ b  = 0 ;  l' = ___a t g x ~ .  
d~b Yo a 

Aus (25) finder Inan, dab dann l" = 0 sein muB. Es sollen sich also die 
Kollimatorschlitze in mSglichs~ groBer Distanz vor dem Feld befinden, 
dessen Offnungswinkel aus der obigen Gleiohung berechnet, nur wenig 
grSl3er als zt/9~ k ist; der Fil~erschlitz befindet sich dann am Ende des Feldes. 

~iir ein Magnetfeld beliebiger Polschuhform findet man analog aus (50') : 

o{ } 
d = ~ (1 - -  cosq}) -4- a [sinq~ + tg e' ( 1 - -  cos q})] �9 

Bei konstanteln l' wird d ein Maximum fiir 

dd a {  l' } 
. . . .  [cos ~b -4- tg a' :sin Cb] = 0 dq} Yo s i n ~ +  a 

bzw. 
a 

tg e' + cotg q} 

Aus (48) folgt, dab dann l" ---- 0 ist; mach~ man l' sehr groB, so wird r - -  e' 
= �89 zt. Aus der Gleiehung ftir d ist ersichtlich, dab d fiir e - -  ~/2 sehr groB 
wird. Maximalste Aufl5sung ware also dutch streifenden Eintritt eines 
Strahls in ein Magnetfelcl zu erreiehen, in dem der Strahl um 1800 abgelenkt 
wird. Praktisch wird dies jedoch, wegen des Streufeldes, nur sehwer 
realisierbar sein. 

Z usammen/ ass~tng. 

Es wird die Bahn von Teilchen beliebiger Anfangsbedingtmgen in einer 
Kombination eines radialen elektrischen und dazu senkrechten homogenen 
magnetischen ~eldes untersucht and gezeigt, dab Strahlen, die yon einem 
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beliebigen Objektpunkt ausgehen, naeh Durehlaufen des Feldes in einem 
Bildpunkt vereinigt werden. Die Gesetzm~l~igkeiten dieser Abbildung sind 
die gleichen wie in der Optik der Zyhnderlinsen. Es werden Formeln zur 
Be~eehnung der Lage der Haupt- und Brennpunkte abgeteitet; auoh eine 
Konstruktion der Kardinalpunkte aus der geometrischen Feldanordnung 
wird angegeben. Ferner wird untersucht, welches die zur Erreiehung 
grSBter AuflSsung gttustigste Setflitzanordnung ist. Alle bisher bekannten 
derartigen Feldkombinationen sind in dieser allgemeinen Theorie als Spezial- 
fall enthalten. SchlieBhch werden die Ergebnisse angewandt auf die Theorie 
der Massenspektrometer yon Aston, Bainbridge und Dempster ,  
sowie B a r t k y  und Dempster.  

Ein zweiter Tell mit der Berechnung der aplanatischen Fl~chen wird 
folgen. 

Die Anregung zu dieser Arbeit, flit die ieh Herrn Dr. J. Mat taueh 
danke, gab eine Idee yon ibm zu einem Massenspektrographen mit Riehtungs- 
und Geschwindigkeitsfokussierung, die in einer folgenden hrbeit behandelt 
wird. 

Auch tier 5sterreichisch-deutschen Wissensehaftshilfe, dureh deren 
Untersttitzung mir die Ausfiihrung dieser Arbeit ermSghcht wurde, sei 
bier w~rmstens gedankt. 

Wien, I. Physikahsches Institut der Universitiit. 


