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Auf der Grundlage der Gibbsschen Thermodynamik der Phasengrenzfliichen wer- 
den Gleichungen fiir die Schmelzpunktverschiebung kleiner isolierter Kiigelchen in 
Metallaufdampfschichten abgeleitet, die hinab bis zu Teilchenradien yon mindestens 
100 ~ Giiltigkeit haben und den Einflul3 yon Adsorptionsfilmen auf den Teilchen- 
oberfl~chen mitzuberficksichtigen verm6gen. Zur Gewinnung dieser Gleichungen 
werden Gleichgewichts-, Stabilit~ts- und Koexistenzfragen eingehend diskutiert. 
Das Problem des sog. Oberfl~Lchenschmelzens wird angeschnitten. Seine aus- 
fiihrliche Behandlung ist in einer nachfolgenden Ver6ffentlichung vorgesehen. 

Problemstellung 
Es ist  bekannt ,  dab  di inne Meta l laufdampfsch ich ten  be im Tempern  

im V a k u u m  in vielen F~illen schon weir un te rha lb  der  Schmelz tempera-  
tu r  aufreiBen. Dabe i  b i lden sich auf der  Tr~gerfolie isol ier t  l iegende 
Tei lchen mi t  nahezu kugelf6rmig abgerunde ten  Oberfl~ichen 1, aber  gut  
ausgebi lde tem Kr i s t a l lg i t t e r  2. Als e infachstes  t he rmodynamisches  Mo- 
dell  einer  solchen aggregier ten Schieht  kann  man  daher ,  solange man  
m6gliche Einfli isse der  Tr~gerfolie auBer Be t r ach t  lfiBt, ein Sys tem aus 
gleich groBen, ge t rennt  l iegenden Metal lkt igelchen in e inem umgebenden  
Gas raum ansehen. Die vor l iegenden Unte rsuchungen  machen  es sich 
zur  Aufgabe,  t he rmodynamische  Aussagen fiber das  Schmelzen dieses 
Model lsys tems zu finden, da  fiber diese Frage  in der  L i t e r a t u r  wei t -  
gehende Uns icherhe i t  herrscht .  So wurde des 6fteren fiir das  genannte  
Sys t em eine Verschiebung der Schmelz tempera tu r  im Sinne der  Thorn- 

2 alest/flfissig M T s (4,) 
sonschen Gleichunga A T S = - -  Lfest/fltissig 0fest r 

(T s = Schmelzpunkt  des k o m p a k t e n  Materials ,  a - -  Grenzfl~ichen- 
spannung,  r = Tei lchenradius ,  9 = Dichte,  L / M  = spezifische Schmelz-  

* Auszugsweise vorgetragen auf der Tagung der Nordwestdeutschen Physi- 
kalischen Gesellschaft am 17.4. 1958 in Bad Neuenahr. 

** Braunschweig, Physikalisch-Technische Bundesanstalt. 
1 Vgl. z.B. HA•SZEN, K.-J.: Z. Physik 150, 527 (1958), Fig. 3 u. 4. 
2 Vgl. z.B. HA~SZEN, K.-J.: 1. c. 1 insbes. S. 532, ferner Phys. Verh. Mosbach 

8, t93 (1957). 
a THOMSO~r, W.: Phil. Mag. (4) 42, 448 (187t). 
Z. Physik. Bd. 157 36 
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w~rme) angenommen  4. TAI~AGI 5 wies aber  bere i t s  da rau f  hin,  dab  diese 
Gleichung auf das Zweiphasengle ichgewicht  : , ,feste Teilchen in einer  aus-  
gedehnten  F l t i s s igke i t "  anzuwenden ist  [vgl. G1. (29c) dieser  Arbe i t ] ,  
n icht  aber  auf alas den Schmelzpunkt des betrachteten Systems kenn- 
zeichnende Dreiphasengleichgewicht: /este und /li~ssige Teilchen in einem 
gemeinsamen Damp/raum. Die Verfasserin g laubte  al lerdings,  dab  die 
Thomsonsche  Gleichung f f i r  den Schmelzpunkt  der  Ktigelchen im 
D a m p f r a u m  Gfi l t igkei t  erh~lt ,  soba ld  ein dt inner  Oberfl~ichenfilm ge- 
schmolzen ist  und  s ieht  demzufolge in der  Anwendung  dieser  Gleichung 
auf die Verschiebung der  Schme lz t empera tu r  dfinner Schichten  keine 
Prob lemat ik .  W i r  k6nnen uns jedoch diesen Folgerungen  n icht  an- 
schliel3en und  ha l t en  eine Bea rbe i tung  dieser Frages te l lung  auf s t reng 

t h e r m o d y n a m i s c h e r  Grundlage  fiir notwendig .  
U m  bisweilen anzut ref fende  Irr t t~mer auszuschliel3en, sei da rauf  

hingewiesen,  dal3 du rch  unsere BeschrSnkung auf die  ph~inomenologische 
Methode  nur  die E r m i t t l u n g  der  thermodynamischen Schmdztemperatur 
m6glich is t  (im vor l iegenden Fal le  also der  T e m p e r a t u r  des s tab i len  
Gleichgewichts  im Sys tem : , ,Ieste und  flfissige Ktigelchen gleicher Masse 
in e inem gemeinsamen  Gas raum") ,  die bei  vorgegebener  S tof fver te i lung 
eine e indeut ige  F u n k t i o n  yon Druck  und  Tei lchenmasse  ist. Ke ine  
Aussagen k6nnen dagegen fiber die Tempera tu r e n  gemach t  werden,  bei  
denen das  Schmelzen und  Er s t a r r en  in konkre t en  F~llen wirkl ich  ein- 
setzt ,  da  diese Tempera tu r en  n icht  no twendig  Gle ichgewich t s tempera -  

tu ren  darzus te l len  b rauchen .  

Es wird zwar im allgemeinen angenommen, dab das Schmelzen der festen 
Kiigelchen praktisch bei der oben definier~cen Schmelztemperatur einsetzt. Beim 
Erstarren der geschmolzenen Kfigelchen k6nnen dagegen erhebliche Unterktih- 
lungen auftreten. Diese finden nach den Untersuchungen yon TORNBULL ~ und 
TAKAGI ~ ihre hinreichende Erkl~trung in dem Umstand, dab in Teilchen gentigender 
Kleinheit keine Fremdkeime mehr vorhanden sind, so dab die Erstarrtlng der 
TrSpfchen einzig und allein dutch Keime der vonder  Thomsonschen Gleichung 
geforderten kritischen Gr6Be aus Schwankungserscheinungen ~ in Gang gesetzt 
werden muB. -- Solche Unterkiihlungen sollen in der vorliegenden Arbeit also nicht 
berechnet werden. 

Gleichgewichtsbetraehtungen 
Eine dtinne Schicht  s tel l t  zusammen  mi t  dem umgebenden  Gas- 

r aum ein Mehrphasensys tem dar.  Sie selbst  mul3 in den meis ten  Ffillen 

4 Vgl. z. B. MAYER, H. : Physik d/inner Schichten, Tell II, S. 24 ff. Stuttgart 1955. 
Nach einer Bemerkung yon H. K6NIG diirften die in der Tabelle 5 dieses Buches 
angegebenen numerischen Werte um den Faktor des Molekulargewichts zu grol3 sein. 

a TAKAGI, M. : J. Phys. Soc. Japan 9, 361 (1954). 
6 TURNBULL, D.: J. Appl. Phys. 21, to22 (195o). 

VOLMEI~, M., u. A. WEBER: Z. phys. Chem. 119, 277 (1926). -- NECKER, R., 
u. W. D6RING: Ann Phys. (5) 24, 719 (1935). Neuere zusammenfassende Dar- 
stellung der tfeimbildungstheorie: HOLLOMON, J.H., u. D. TURNBULL: Progr. 
Met. Phys. 4, 333 (1953). 
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auch als ein Mehrkomponentensystem angesehen werden, da nach den 
frfiheren Darlegungen 1 auf den Oberfl~ichen adsorbierte Fremdschichten 
das physikalische Erscheinungsbild wesentlieh mitbestimmen. Da sich 
insbesondere die vorliegenden Untersuchungen mit Oberfl~icheneffekten 
zu beschMtigen haben, ist es also erforderlich, alas eingangs gew~ihlte 
Modell als mehrkomponentiges Mehrphasensystem aufzufassen. Ftir ein 
solches System sollen zun~chst die Gleichgewichtsbedingungen in all- 
gemeiner Form auf der Grundlage der Gibbsschen Methode angegeben 
werden. Um die r nieht zu sehr zu komplizieren, sei aus- 
geschlossen, dab sich zwei der stets als kugelf6rmig angenommenen 
Phasengrenzfl~ichen direkt beriihren. 

Das Phasengleichgewicht unter Beri~cksichtigung des Ein/lusses 
der Phasengrenz/ldchen 

Wir betraehten ein System, in dem N Komponenten auf ~v Phasen 
verteilt sind. ~o--1 dieser Phasen sollen kugelf6rmige Gestalt besitzen 
und in die gemeinsame Aul3enphase ~ eingelagert sein. Es liegen also 
~v- 1 gegenseitige Phasengrenzfl~ichen vor. 

Nach GIBBS 8 stellen wir uns vor, dab sich die Komponenten bis zu 
den als geometrische Unstetigkeitsfl~ichen betrachteten Phasengrenz- 
fl~ichen (,,Teilungsfl~ichen") homogen ausdehnen und setzen die Energie- 
und Entropiewerte in beiden Phasen als reine Quantit/ttsgr6Ben wie in 
unendlich ausgedehnten Medien an. Der tats~chliche Zustand unter- 
seheidet sich dadurch yon dem gedachten, dal3 in der Umgebung der 
Teilungsfl~ichen (positive oder negative) ~berschi~sse der Energie- und 
Entropiedichten, und wegen der Adsorptionsfilme auch solche in den 
Massendichten bestehen. Diese l]berschfisse, auf die Fl~icheneinheit 
bezogen, seien nach GiBBs als Energie-, Entropie- und Massendichte 
der Oberfl~chen definiert. 

Die Fundamentalgleichungen ffir die Phasen unseres Systems lauten 
dann N 

dE ~= 2"~dS~--p~dV~ + 2#~dm~;  (v =o:, f l  . . . .  ,~v); (2a) 
i--i 

und die Fundamentalgleichungen fiir die Phasengrenzfl~ichen 9 
N 

dE ~1~ = T ~#' dS ~#' + a ~#' dO ~I~ + 2 #:#' d m~l~; (vlo~ = fll~, 7/~,.. . ,  WI~) ; (2 b) 
$=1 

s GIBBS, J .W.:  The collected Works, S. 2t@22t, 365/366. New York 1928. 
9 Das Fehlen yon kriimmungsabh~Lngigen Gliedern in (2b) setzt eine ganz 

bestimmte Lage der Teilungsfl~chei1 voraus, vgl. J .W. GIBBS 1. c. s, S. 227. Im 
Gegensatz zu den VerhS.ltnissen bei ebenen Oberfig~chen (GIBBS S. 234) /St es also 
bei gekrfimmten OberflS.chen selbst im Einkomponentensystem nicht mehr m6glich, 
Masseniiberschiisse in der OberflS~ehenschicht durch geeignete Wahl der Lage der 
Teilungsfl~che zum Verschwinden zu bringen. ~3ber die Anwendung yon kriim- 
mungsabh~Lngigen Gliedern in der FundamentMgleichung vgl. BUFF, F .P . :  J. 
Chem. Phys. 19, 1591 (1951). 
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wo die n/iher indizierten Gr6gen T, p, V und m i die Temperaturen, 
Drucke, Voluinina und Massen, E, S und /z  i die Energien, Entropien 
und chemischen Potentiale in den Phasen bzw. den Phasengrenzfl~ichen, 
0 die Grenzfl/ichen und a die Grenzfl~chenspannungen (also a dO die 
reversiblen Oberfl~tchenarbeiten) bedeuten. 

Betrachtet  man dieses System als abgeschlossen, d.h. : 

dE s + dE~ + ... dE ~ + dE ~/~ 4- dE ~/~ 4- .. .  dE ~/~ = 0;  

d m~ 4- d m~ 4- . . .  d m~ 4- d m~/~ 4- d m~/~ 4- . . .  d m~/~ = O; 
(3) 

(i = t ,  2 . . .  N ) ;  

dV  ~ 4- dV~ + . . . d V  ~ = O; 

und beachtet man ferner den Zusainninenhang zwisehen Oberfl~iche und 
Voluinen der Phasen: 

0 ~/~ = 4 ~  (r"/~) 2 = 3 v~  . (4a) 

dO~/~'= r--~dV~; (4b) 

(r = Radius der Phasengrenzfl/iche), so gewinnt man aus dein Gleich- 
gewichtskriterium ffir das Gesamtsystem* (dlS)E,v , ,~,=O naeh dem 
Lagrangeschen Verfahren die Gleichgewiclitsbedingungen 

T ~ -- T~ . . . .  l v  = T~/~= T m = . . .  T~/% (5) 

P"=P~'4-  r./~ ; " ' "  

#~ ~- t~  . . . . .  y r  = #{ I~ = ~/~ . . . . .  yr/~; (i = 1, 2 , . . . ,  N) . (7) 

Liegen die Phasen c~, f t . . .  ~v ineinandergeschachtelt vor, und ist ~o die 
innerste, ~ die ~iul3erste Phase, so gilt ffir den Gleichgewiehtsdruck der 
Phase ~o an Stelle yon (6) 

p~ = fl~ + 2 \ ~  4- rZ/~ 4 - " "  r ~ ] "  

Die cheinischen Potentiale der verschiedenen Koinponenten in den 
einzelnen Phasen 

ei =ai Ei/m~ 

ff~ = e'~ - T s'~ + p~ v~; s~ =di S~/m~ (8) 

sind als Funktionen yon T, p" und den (N- -1 )  Massenbriachen y~- auf- 
zufassen, so dab gilt 

U-l~ 

* Vgl. G1. (32b). 
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und die chemischen Potentiale der Komponenten in den Phasengrenz- 
fl~ichen 

,u~ I~ = e~ i~ --  T s'~ I~ --  cF i~< o~ i~' ; ~ =~s Oilmi (9) 

als Funktionen von T, a ~1~' und den (N -- l) Massebriichen y~l~,, so dab gilt 

N-I ~ , . ~ / ~  , 
d~/~ = -  s~lVdT --  o~l~da "/~ + ~,  ~ dy~ '~. (ga) 

j = l  

Diese Gleichungen sollen in Folgendem auf einige Spezialf~ille ange- 
wandt werden. 

A bhdngigkeit des Gleichgewichtsdrucks und der Gleichgewichtstemperatur 
vom Teilchenradius im Mehrkomponentensystem 

Zur Beantwortung der gestellten Frage sind an erster Stelle Aus- 
sagen t~ber das Druck- und Temperaturgleichgewicht des mehrkompo- 
nentigen Zweiphasensystems: kugelf6rmige Innenphase v und ausge- 
dehnte Aul3enphase ~ erforderlich. Fiir den Fall, dab die Aul3enphase 
Gasphase ist, lassen sich die Rechnungen bei Anwendbarkeit der idealen 
Gasgleichung" 

~ Vff P~ R T V ~ . . . .  p~;  ( t0)  

mit 
N 

p~=dsp~x~ und ~ p ~ = p ~  (la) 
i = l  

(R = Gaskonstante, M i = Molekulargewicht, p~ = Partialdruck, x i = Mo- 
lenbruch) auf die in dieser Phase enthaltenen Komponenten weitgehend 
in geschlossener Form durchftihren. 

Da bei dem zur Diskussion stehenden heterogenen Gleichgewicht 
zwar alle Komponenten in der Gasphase, nicht aber in den kondensier- 
ten Phasen aufzutreten brauchen, sind in Anlehnung an die tats~ch- 
lichen Verh~ltnisse in dtinnen Schichten folgende Vereinfachungen an 
unserem Modell m6glich: 

Die Innenphase v kann als eine einkomponentige Metallphase an- 
gesehen werden. Wir setzen das Metall als so edel voraus, dab bei den 
im Hochvakuum vorliegenden Drucken, denen die Probe beim Tem- 
pern ausgesetzt ist, in tier weitereI1 Nachbarschaft des Schmelzpunkts 
keine chemischen Verbindungen des Metalls, insbesondere keine Oxyde 
in fester Form mehr existent sind, d.tl. dab die zu dell betreffenden 
Temperaturen geh6rigen Zersetzungsdrucke unterschritten sind*. Che- 
mische Verbindungen mit dem Metall k6nnen also nut  in der Gas- 
phase vorkommen und dort als Partialdrucke eine Rolle spielen oder 

* Zur  Or ien t i e rung  einige Z a h l e n a n g a b e n :  Ag20 ulld PbO 2 s ind  im Hoch -  
v a k u u m  y o n  10 .5 T o r t  schon  bei Z i m m e r t e m p e r a t u r ,  die K u p f e r o x y d e  t oberha lb  
400 ~  m e h r  bestgmdig, WO., is t  dagegen  bei t500 ~ und  t0  .5 Tor r  Sauer-  
s to f fd ruck  noch  bestAndig. 
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in Adsorptionsfilmen auf der Metalloberfl~iche auftreten. AuBerdem 
miissen die im Vakuum noch vorhandenen Restgase im Ansatz ftir die 
Gasphase und die Phasengrenzfl~tche bertieksichtigt werden. Zur Ver- 
einfachung der Schreibweise fassen wir alle Fremdstoffe als eine einzige 
Komponente mit dem Index 2 zusammen. Die Komponente t stelle das 
Metall selbst dar. Es mul3 wegen seines endlichen Dampfdruckes auch 
in der Gasphase, und wegen der nicht verschwindenden Massentiber- 
schfisse in der Grenzfl~iche 9 auch dort mitgez~ihlt werden. 

Gleichgewichts-Metalldampfdruck p~ in A bhdngigkeit vom Phasen- 
radius r ~/~ und vom Fremdgasdruck p~ bei konstanter Temperatur. Dutch 
Variation des Partialdruckes p~ fiihren wit das angegebene zweikom- 
ponentige Zweiphasensystem bei festgehaltener Temperatur aus einem 
Gleichgewichtszustand in einen neuen. Fiir die Druck/inderung in der 
Gasphase gilt dann nach (11) 

d e" dp ~ = d p ~  + p~, (t2) 

und ftir die Druck/inderung im Ktigelchen nach der Gleichgewichts- 
bedingung (6), wenn der Einfachheit halber die Indizes v/e bei r und a 
weggelassen werden : 

2a dr  + 2 da.  (13) dp ~ = dp~ + dp~ --  ~ -  ~- 

Hiermit lauten die Anderungen der chernischen Potentiale (8a) und 
(9a) unter Beachtung yon (t0) und (tl) 

( 2a dr  -5 2 da); (t4a) d[~[ = v ~ d y  = v" dp~ + dp~ --  ~x- r 

ay M~ p~ 2v2~ x ~ (t4b) 
R T V ~ 

- -  d ~  - -  d . ~  ~ -  Mlp~ r l - - ~  r l ,  

d l ~ = v ~ d p ~  + a/~ d(l _ y~) - R T  a(t ~ y~) M~p~ dp~. (14c) 

Aus der Gibbs-Duhemschen Beziehung fiir die Grenzfl~ichenphasen 

N 

S~/~dT-/Oq~daq~ + ~m~/~dr v = f l ,  T ...~o (15) 
i=1  

gewinnt man ftir das Differential der Grenzfl/ichenspannung 

m~'~ ~ f~  d,, ~/~ --  z~d#~/~' --  ~d#~/~. (t6) da~/~ --  o ~  d#~/~-- o ~ -  ~2 =di 

Beriicksichtigen wir nun die aus (7) folgenden Gleichgewichtsbedingungen 

v _ _  v l o ~ _  " I d/~ = d/~ -- d/~ --d/d#~' ? (t 7) 

d/2~ = d,u~ ~ = ~  d ~ ;  J 



Ober  den  S c h m e l z p u n k t  kle iner  Ki igelchen 529 

so erhalten wir bei der Einsetzung von (16) in (t4a) unter Beachtung 
yon (4a) 

(1 + ~ ) a # :  = (t + 3 m:'~) d ~ : ~  
(t8) ( ~ d r - 2 ~ 2  ) = v  ~ dp~ + d p ~ - -  ~ -  ~ d ~ 2  . 

Entsprechend k6nnen wit hier (t4b) und (14c) einsetzen und erhalten 

Die Anwendung yon (t9) auf ein reales System ist nur dann sinnvoll, 
wenn die Teilungsfl:iche mit der physikalischen Unstetigkeitsfl~iche 
zwischen beiden Phasen zusammenffillt. Das ist naeh GIBBS 1~ erfiillt, 
solange tier Kriimmungsradius grog gegeniiber der Dicke der inhomo- 
genen Grenzfl~tehenschicht ist. In diesen F~illen gilt aber 

m~/aKKm~; oder x:K<r/v ~. (20) 

Augerdem gilt ffir die spezifischen Volumina v ~ und V~/m~ des Metalls 
im Tr6pfchen und im Dampfraum bei allen zur Diskussion stehenden 
Drucken w 

v~<< m~ (2t) 

Mit d iesen Vernachl:issigungen erh~lt (t9) unter Einffihrung der Dichte 
N 

~' Z m ~ - - V  ~' v ~1 (22) e : - , . ;  r  e : -  
folgende Gestalt i=: 

O~ v V ~ o V R T  2a dr 2 ~ R T  m~ d p ~ -  M~p~ dp~ = dp l - -  7 -  r~p~2 dpi" (23) 

Die Integration dieser Gleichung fiber r~.lo~i#~ und rl~ ~ unter der An- 
nahme, dab ~" praktisch unabMngig yon p~, sowie a und z~ praktisch 
unabh~ngig von r sind, ftihrt zu 

vl~ 2 R T  f 2a(pa . . . . .  n~/c~ d (In p~) 
a 2 =v ;  M2 . 

RToV in P:(r,i~) __ ~ @ o (24) 
M1 o: fvlo: P: (oo, o) 

Ffir kleine Druekdifferenzen wird hieraus 

- p :  (o~, o) A P~I~ 

P~(%o) af G,'~ 

/ M1 c~ _ ~T~ #~+ ~o 

'~ GII~BS, J . W . :  1. c. s, S. 227. 
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Gleichgewichtstemperatur T in Abhdngigkeit von Phasenradius r #~ 
und vom Fremdgasdruck p~ bei konstantem Metalldamp/druck p~. In ent- 
sprechender Weise k6nnen wir das Temperaturgleichgewicht aus den 
Anderungen der chemischen Potentiale 

dl~ i : - -  s; d T  q- v~(dp~ - 2~drr + ~2d@ ; r  

d /~  = --  s~ d T ; 

R T 
d#~ = --  s= d T  + M2P~ dp~ 

(25 a) 

(25b) 

(25c) 

und  der Gibbs-Duhemschen Beziehung 

berechnen. 

,,o, d,#~ m~ I~ dl~!~ 
�9 d a  "1~ - -  o~/~ d T  - -  o ~ / ~  t*~ o~1~ 

= ~s - ~ d T - -  ~ di ,~ I~ - -  ;~2 d ~ l ~  

Wir erhalten so 

(26) 

--O ~ 1 +  3 ~ ] s ~ - -  

2 a  dl ) 2 ~ R T  2(r -- ~s~) / = d p ~ - - - y  rM2p ~ dlS~-- r d T .  

(27) 

Unter Berticksichtigung von (20) gewinnen wir unter Einffihrung von 

v L ~  l~ 
S1 - -  Sl =d] M1 T (28) 

[L = molare Obergangsw~irme, L / M  = spezifische f3bergangsw~irme 
(Schmelz-, Verdampfungswfirme usw.)] aus (27), wenn neben den frfiheren 
Vernachl~issigungen noch L als unabh/ingig yon T angesehen wird n, 
die Beziehung 

L[I~ Ov r(r,p~) 
In 

Mi :c(~o,0) #7 T(r,P~ ) 

0 T(oo, 0) 

11 L(T)=L(T(r))I Die r-Abhgngigkeit yon L i s t  im allgemeinen sehr klein, 
vgl. DEFAY, R., U. J. PRIGOGINE, Tension superficielle et adsorption, Liittich 1951, 
S. 184ff. In die obigen Gleichungen k6nnen also die makroskopischen Werte ffir L 
eingesetzt werden. 
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und fiir kleine Temperaturdifferenzen 

T(r  ' p~) - -  r ( ~ ,  o) __ A Tvl ~ 

T(oo, o) d I  T~lc ~ 
P~ 

2/a(p~=o/ p~) 

Diskussion der Ergebnisse. Die Endgleichungen (24a) und (29a) 
sind Anwendungsbeispiele der bekannten Tatsache, dab sich der Gleich- 
gewichtsdampfdruck einer kondensierten Phase unter Pressung erh6ht 
und die Gleichgewichtstemperatur erniedrigt. Im vorliegenden Fall 
geschieht die Pressung einmal dureh den Fremdgasdruek p~, zum 

vle~l vie anderen nach (6) dureh den Kapillardruek zap~lr ,der yon der durch 
Adsorptionsfilme modifizierten Grenzfl/ichenspannung a2* 

P~ 
v~ . . . .  Io: R T  f (30) 

hervorgerufen wird. 0 
Der Kapillardruck ist bei den vom Elektronenmikroskop der 13eob- 

achtung ersehlossenen Teilchengr613en erheblich: Fiir ein Silberkiigel- 
chen von r - - i 0 0  A ergibt sich bei sauberer Oberfl~iehe mit afe~t/g~s~ 
1000 erg/cm 2 ein Kapillardruck von 106 Torr**. Dieser Wert wird nach 

* Ailf welchem Wege die Fremdstoffe in das System gelangt sind, ist flit die 
Anwendbarkeit der obigen Gleichungen unerheblicb. Von Bedeiltung ist nur, dab 
sie sich im Endeffekt ins Adsorptioilsgleichgewicht gesetzt habeil. So k6nilen 
(24a) und (29a) auch angewaildt werdeil, wenn die Fremdstoffe bei der Herstellung 
der Schicht in das Innere der Teilchen eingelagert und erst wS~hrend des Temperils 
an die Grenzfl~tchen gedr~ngt wurden und sich dort mit der Gasphase ins Gleich- 
gewicht gesetzt haben. Keine Aussagen k6nneil dagegen ails unseren Gleichungen 
fiber Systeme mit Reaktioilshemmilngen gemacht werden. Solche Zust~nde 
k6nnen vorliegen, wenn die Fremdschichten fern vom thermodynamischeil Gleich- 
gewicht (z.]3. durch Einwirkilng des Elektroneilstrahls auf die Fremdgase) auf 
den Phasengrenzfl~chen abgeschieden wilrden. Wenn diese Schichten auBerdem 
Dicken erreicht haben, die die Stiirke der spontailen Adsorptionsschichten wesent- 
lich fiberschreiten und die Oberfl~chen der Teilchen nur teilweise bedecken, so 
dab mehrere Phasengreilzfi~chen aneinanderstogen, so liegeil Verh~ltnisse vor, 
denen die Voraussetzungen dieser Rechnungen keinesfalls mehr entsprechen. 
Es ist daher Ilicht verwuilderlich, dab beim Vorhandensein solcher Bedeckungen 
neuartige Erscheinungen beobachtet wurden 1. 

** Die Kenntnis des enorm hohen Druckes p ~ - - p o ~ +  2 a i r  in den kleinen festen 
Teilcheil hat  STRANSKI la im Gegensatz zu der allgemein vertretenen Auffassung 4, s 
zu der Feststellung geffihrt, dab kleine KristS.11chen bei hdherer  Temperatur als eine 
groBe Kristallmasse schmelzen mfil3ten, da der Schmelzpunkt mit steigendem Druck- 
im allgemeiilen ebenfalls ansteigt. DaB ein soleher Einflul3 all der Schmelzpunkt- 
verschiebung tatsiichlich beteiligt ist, werden die spS~tereil Uiltersuchungen zeigen. 

12 GIBBS, J .W.:  1. e. s, S. 235ff. 
13 STRANSKI, I .N.:  Z. Physik 119, 22 (t942); vgl. iilsbes. S. 32. 
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(30) durch die in al len p rak t i s ch  v o r k o m m e n d e n  F~tllen anzutref fende 
positive Adsorp t ion  des F r e m d g a s e s *  (also ~ ; /~>  0) erniedrigt .  Genaue 
W e r t e  fiir die adso rp t ionsbed ing te  Grenzfi~ichenspannungserniedrigung 
s ind n icht  bekannt .  Nach  KNACKS und  STRANSKI 14 ist  je nach Be- 
deckungsgrad  und  T e m p e r a t u r  eine Ern iedr igung  yon einigen bis 
einigen hunde r t  erg/cm ~ anzusetzen.  Dieser  Effekt  f~illt also ins Ge- 
wicht ,  wenn der  Schmelzpunkt  im Tempera tu rbe re i ch  merkl icher  
Belegungsdichte  l iegt.  In  j edem Fa l l  gi l t  aber  

2a~/r ' l~  >> p~, (3t) 

da  der  rechts  in der  Ungle ichung aufgefi ihrte  P a r t i a l d r u c k  al lenfalls  

im Bereich einiger 10 -4 Torr  liegt.  Mit  (30) und (3t) k6nnen wir  den 
Bedingungen  fiir das  Druck-  und Tempera tu rg le ichgewich t  (24a) und  
(29a) un t e r  Berf icks icht igung yon (10) und  (22) folgende einfache 
Ges ta l t  geben 

zl P~I~ 2xvslap~ 2Q1 af,~ . 
P,Ia RrqVrVl ~ '  AP~I~-- ~ r m '  (24b) 

- -  L , l~q,rm (29b) 

Diese Gleichungen sind, abgesehen yon deln adsorp t ionsabh~ngigen  
Zusa tzg l ied  15 in @~, mi t  den en tsprechenden  Gleichungen ftir das  
E i n k o m p o n e n t e n s y s t e m  ident isch.  

Die Dampfd rucke rh6hung  ist  nach  (24b) um den F a k t o r  ~ / ~  
kle iner  als der  Kap i l l a rd ruck .  Dieses Verh~ltnis  der  Dich ten  l iegt 
z .B.  ftir Si lber  bei  700 ~ in der  Or613enordnung von t0  -la. F(ir  ein 
Kiigelchen von r ~ 100 • z .B.  e rg ib t  sich d a m i t  bei  dieser T e m p e r a t u r  

eine re la t ive  Dampfd rucke rh6hung  yon 30%. 

* Im Experiment handelt es sich in den meisten F~llen um die Adsorption 
yon Kohlenwasserstoffen, aus denen sich das Restgas einer Hochvakuumapparatur 
hauptsS~chlich zusammensetzt. 

14 KNACI(E, O., U. I.N. STRANSKI: Z. Elektrochem. 60, 816 (1956). Nach der 
Feststellung dieser Autoren kann die tierabsetzulig der OberflXchenenergie ein- 
zelner Kristallfl~chen so welt gehen, dab eine neue Gleichgewichtsform, also eine 
neue Traeht entstehL Auch die eingallgs der vorliegenden Arbeit erwAhnte Ab- 
rulidulig der Kristalle zu kugel~hnlichen Gebildeli ist im wesentlicheI1 auf diesen 
EinfluB zurtickzufiihren. 

15 Die Fremdstoffe wirkeli auf die Gleichgewichtsverschiebungen also nut dutch 
ihren Einflul3 auf den Innelidruck der Teilehen, den sie fiber p~ oder a ausfiben. 
Anders ist es mit dem Einflul3 yon geriligsten Fremdstoffen auf die Aufhebung 
einer Unterkiihlung, also auf eilien irreversibleli Vorgang. ttierbei k6nnen sie als 
Kondensationskeime wirken und das Umschlageli in den stabileli Gleichgewiehts- 
zustand bei h6heren Temperaturen als die statistischen Schwankuligen einleiten, 
vgl. TURNBIJLL, D., u. R.E. CECIl: J. Appl. Phys. 21, 804 (1950) insbes. S. 809. 
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Die wesentliche Begrenzung des Anwendungsbereiches der Gln. (24b) 
und (29b) ist durch die Vereinfachung festgelegt, dag a als unabMngig 
vom Teilchenradius angesehen werden soll. Diese Annahme gilt nur, 
solange das Teilchen grog gegenfber der Wirkungssph~ire der mole- 
kularen Kr~ifte in der Grenzsehicht ist, also hinab bis zu Teilchen- 
radien yon mindestens 100 A. Da bis zu diesem Weft auch (20) als erffllt  
angesehen werden darf 16, steht also der Anwendung der Endgleichungen 
auf alle Teilchen fiber t00 A Radius unter Einsetzung der f f r  aus- 
gedehnte Materialien bekannten a-Werte nichts im Wege. 

Gleichgewichtsdruck und Gleichgewichtstemperatur zwischen 
zwei kondensierten Phasen in Abhgngigkeit vom Radius der Innenphase 

Zum Schlug sollen noch einige Aussagen fiber das Gleichgewicht in 
kondensierten Phasen gemacht werden. Da diese nach unserer Voraus- 
setzung als einkomponentig angesehen werden sollen, k6nnen wir die 
Ergebnisse sofort aus (19) und (27) durch entsprechende Spezialisierung 
gewinnen. Betrachten wir sowohl die Innenphase # wie auch die Augen- 
phase v als inkompressibel, so erhalten wir die Gleichungen 

2 ~ . / ~  (24c) 
A p , l .  - -  (5" - o r) r , / .  ; 

z] L/v = -- 2 ~aZ, M 1TI~I, . (29C) 

yon denen die letzte mit  der zur Diskussion gestellten G1. (t) der Form 
nach fbereinst immt.  Diese Gleichungen gelten auch dann, wenn die 
Phase v al s kugelf6rmige Phase in den AuBenraum ~ eingelagert ist, 
solange die' Grer~zfl~che #Iv mehr als molekularen Abstand yon der 
Grenzfl~iche v/~ hat, wenn also das feste Kfgelchen # in ein druck- 
homogenes Gebiet des Flfssigkeitstr6pfchens v eingelagert ist. 

Stabilit/itsfragen 
F f r  die weitere Anwendung der gewonnenen Gleichungen ist ent- 

scheidend, ob sie sich auf stabile Gleichgewiehtszust~inde beziehen 
lassen. Dieser Punkt  mug jetzt n~iher untersueht werden. 

Ein stabiler Gleichgewichtszustand eines durch E, V, m i =cons t  
abgeschlossenen Systems ist dureh ein Maximum der Entropie SE, v,,~ 

16 Vgl. GIBBS, J.W.: I.c. s, S. 232 ill Verbindung mit S. 227. Zllr Abhiingig- 
keit der Grenzfl~ichenspannung yore Kriimmullgsradius vgl. ferner TOLMAN, R.C.: 
J. Chem. Phys. 17, 333 (t949), wo allerdings im Gegensatz zll den Feststellungen 
voll GIBBS ;~1 = 0 gesetzt wird ; II. I(IRKWOOD, J.G., u. F.P. BUFF: J. Chem. Phys. 
17, 338 (1949). 
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ausgezeichnet. Ftir eine virtuetle Verriickung aus dem stabilen Gleieh- 
gewichtszustand ist also zu fordern 17 

~ ~ a~S 6zk6z l=d]61S+62S<O; 6 S =  as 6z k + ~ k; = - - - - -  
k = l  azk 1 az~azl 

mit 
d 1S -- 0 (32b) 

und 
d "~ S < o, (32 c) 

Bei anderer Ab- 

(32a) 

wenn zk, zz die unabh/ingigen Variablen darstellen. 
grenzung des Systems sind entsprechende Forderungen an die anderen 
thermodynamischen Potentiale zu stellen: Ffir ein System unter den 
Bedingungen T, V, m i =cons t  muB z.B. fiir die freie Energie F ge- 
fordert werden : 

w 

6F = )_~ aF 6 z , , + Z  a2F bz,~dz,=-dld1F + d 2 F >  0; (33a) 
n*=l azm 2 m ; n = l  aZmdZn 

mit 
~ F  = 0 (33 b) 

und 
62F > o. (33 c) 

Unseren frtiheren Untersuchungen war lediglich die Gleichgewichts- 
bedingung (32b), die ein Extremum der Entropie gewghrleistet, zu- 
grunde gelegt worden. Es mug also rmch festgestellt werden, unter 
welchen Umst~inden dieses Extremum im Sinne der Stabilitdtsbedingung 
(32c) ein Maximum oder ein anderer station~trer Wert ist und damit 
einen stabilen oder instabilen Gleichgewichtszustand beschreibt. DaB 
sich die Gleichungen ftir die Radiusabh~ngigkeit des Druck- und Tem- 
peraturgleichgewichts nicht notwendig auf stabile Zust/inde zu  be- 
ziehen brauchen, zeigt ihre erfolgreiche Anwendung in der Keimbildungs- 
theorie 7 auf wachstumsf~hige Keime, also auf instabile Teilchen. Um 
den Anschlul3 an diese Untersuchungen zu gewinnen, sollen die folgenden 
Betrachtungen unter Anwendung kinetischer f3berlegungen durch- 
gefiihrt werden. 

Klassi/izierung der Gleichgewichle im Zweiphasensystem 

Wit betrachten das bereits behandelte zweikomponentige Zwei- 
phasensystem unter den Nebenbedingungen konstanten Gesamtvolu- 
mens V und konstanter Temperatur T. Es unterliegt hiermit der Sta- 
bilit~tsforderung (33@ Im Gasraum sei ein beliebiger Druck p ~ =  

1: GIBBS, J.W.: 1. c. s S. 56f. 
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P~ -t- P~, vorgegeben, wobei der Partialdrttck p~ der nicht dem Gleich- 
gewiehtsdruck (24b) entspricht. Durch Verdampfung des Ktigelchens 
oder Kondensation am Ktigelchen kann sich p~ so lange ~ndern, bis der zu 
der vorliegenden Teilchengr6Be geh6rige Gleichgewichtsdruck erreicht ist. 

Es soll jetzt berechnet werden, bei welchen Teilchenradien Gleich- 
gewicht herrscht. Unter Anwendung des idealen Gasgesetzes (t0) ergibt 
sich ffir das Differential dp~ des Drucks im Dampfraum in Abh~ingigkeit 
yon der durch die Kondensation oder die Verdampfung bedingte Vo- 
lumen~inderung d V  :~ und Masse~inderung dm~ 

R T d mO~ m~ R T  d V  ~ + M - ~  ~" (34) d p~ - -  M~ ( V~) 2 

Unter Beachtung der im betrachteten System geltenden Nebenbe- 
dingungen 

dm~ = - - ( d m ~  + d m [  #') = - - ( e l  4 ~ r  ~ + ~ [ / ~ 8 7 ~ r ) d r  I (35) 
d V  ~ : - -  dV" = - -  4 ~ r 2 d r  [ 

wird hieraus mit  (21) und (22) 

d p ~  - -  ~ v~, 

Dutch Integration tiber r l~ ~ gewinnen wir, sofern die Vernachl~issi- 
gung (20) sowohl ttir r~ wie ftir r b s ta t thaf t  ist, das Kiigelchen als 
inkompressibel angesehen und die sehr geringe r-Abh~ngigkeit von V ~ 
vernachl~ssigt werden kann, 

~ R T @  v 4~ ( r~- -  r~). (37) ~51(r~) --  Pl(r~) M V ~ 3 

Gleichgewicht besteht an j enen Punkten des p - - r -Diagramms,  an denen 
die Kurve (37) die S~tttigungsdruckkurve (24b) schneidet. Nach Fig. t 
werden bei ~bers~ittigung stets zwei Schnittpunkte auftreten: die 
Gleichgewichtsbedingung ist also bei zwei  verschiedenen Teilchenradien 
r I u n d  r, t  erftillt*. DaB diese beiden Gleichgewichtszust~knde physi- 
kalisch nicht ~iquivalent sind, geht aus folgenden ~]berlegungen hervor: 

Gaskinetisch ist der Gleichgewichtszustand dadurch gekennzeichnet, 
dab in der Zeiteinheit ebenso viele aus dem Dampfraum auf die Teilchen- 
oberfl~iche auffallende Molekeln kondensieren wie yon dort abdampfen. 

* Einige numerische Angaben m6gen die Sachlage veranschaulichen: Betrachtet 
man ein Gef~B yon I Liter VoluminhMt, das bei Raumtemperatur mit einem 
t0% tibers~ttigten -Wasserdampf geftillt ist, und 1/~Bt die Kondensation nur all 
einem einzigen Tr6pfchen zu, dann liegen r~ und rst e~cwa bei 80 .s und I ram. 
Ist das gleiche Gefg~13 bei 700 ~ mit 10% tibersS.~tigtem Silberdampf gefiillt, so 
wtirde sich r l etwa bei 300 ~, rst bei 2 �9 10 -3 rnm befinden. 
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Liegt der Dampfdruck in der Gasphase zu hoch, so finder eine resul- 
tierende Kondensation start, wobei der Druck in der Gasphase ab- 
nimmt. Liegt er zu fief, so resultiert eine Verdampfung des Teilchens 
unter Erh6hung des Dampfdrucks in der Gasphase. Einen Gleich- 

~,/~ 

p~l~gr =oo) 

T'~'l'/C/leni'(idlVS p ,v/~. 

stdr 

._/Cibl'/es Ole/chgewi'cM 

s/a#iles 

, i p 

b r~/~ re#c~eMrad/usr y/~ r~/~ 
Fig. 1 a u. b. Gleiehgewichte bei der Kondensation eines 
Dampfes in der Gasphase e an einem kleinei1 festen oder 
flfissigen Teilehen y unter der Bediltgung V = const, a Ab- 
h/ingigkeit des t ats~ichlichen Dampfdruckes p~ (ausgezogene 
Kurve) und des Gleichgewiehtsdampfdruekes ])v/g (gestri- 
chelte Kurve) yore Teilchenradius rV/~. b Abhfingigkeit der 
Freielt Energie F des Systems vom Teilchenradius fvlcc 

beim Wachsen des Teilchens 

gewichtszustand wird man 
dann als stabil ansehen, wenn 
das System nach einer kleinen 
Verrfickung aus dem Gleich- 
gewicht wieder fre:iwillig in 
dieses zurfickkehrt. Insbeson- 
dere liegt im betrachteten 
System ein stabiler Gleich- 
gewichtszustand vor, wenn 
beim Anwachsen eines Gleich- 
gewichtsteilchens durch Kon- 
densation yon Molekeln aus 
dem Dampfraum der dort 
herrschende Druck unter den 
Gleichgewichtsdruck absinkt, 
bei der Aufzehrung eines 
Gleichgewichtsteilchens dutch 
Abgabe yon Molekeln an den 
Dampfraum aber fiber den 
Gleichgewichtsdruck ansteigt. 
Ein solcher Zustand ist often- 
bar der rechte Gleichgewichts- 
zustand im Diagramm nach 
Fig. t. Die freie Energie hat 
bier in AbhSngigkeit yore 
Teilchenradius ein Minimum. 

Im linken Gleichgewichts- 
punkt liegen die Verh~ltnisse 
gerade umgekehrt: eine ge- 
tinge Verschiebung aus dem 
Gleichgewicht, die durch sta- 

tistische Schwankungen immer eintreten kann, ffihrt nach links zu 
einer vollstXndigen Verdampfung, nach reehts zu einer stetig zunehmen- 
den Kondensation, his der im Bild rechts dargestellte stabile Gleieh- 
gewichtszustand erreicht ist. Der zum linken Gleichgewichtszustand 
geh6rige Teilchenradius rz gibt somit den kleinsten Keimradius an, der 
bei vorgegebener ~bers~ttigung wachstumsf~ihig ist. Die Tatsache, dab 
sich das linke Gleichgewicht auf einen spontan waehstumsf~ihigen, d.h. 
/abilen Zustand des Systems bezieht, in dem also in Abh~ngigkeit yon r 
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ein Maximum der freien Energie vorliegen mug ~s, verleiht ihm die 
bereits erw~ihnte Rolle in der Keimbildungstheorie. 

Die Tatsache, dab die Gln. (24a--c) und (29a--c) auger dem labilen 
Gleiehgewichtszustand einen weiteren stabilen zu beschreiben verm6gen, 
ist weitgehend eine Folge unserer Verfiigung tiber die willktirlichen Zu- 
standsvariablen, insbesondere eine Folge der geforderten Konstanz des 
Gesamtvolumens. Hierdurch f~illt die tats~ichliche Druckkurve im Dampf- 
raum mit wachsendem Teilchenradius so stark ab, dab sie die Kurve 
fiir den Gleichgewichtsdruck bei 
h6heren r-Werten im Sinne des 
stabilen Gleichgewichts wieder 
sehneidet. 

Betrachtet man dagegen z. B. 
in einem Einkomponentensy- 
stem den Druck in der Augen- 
phase als willktirliche Variable 
und h~lt ihn, wie in Fig. 2 
dargestellt, konstant (unter die- 
ser Annahme betrachtet man 
gew6hnlich das System: kri- 
stallines Teilchen in einer 
Schmelze), dann tritt  nur ein 
einziger Schnittpunkt der bei- 
den Kurven auf, und zwar 
iener, der das instabile Gleich- 

lab/les stab/leg 
_~Glel'dlgem'cht Gleic~ 'ewic/r 

I \ \ 
\ 

vim TellChenra#ius i" vl'~ Vs~a "-' 

Fi I. 2. Gleiohgewicht bei der Kolldensation ehles Darapfes 
im Gasraum ~ an einem Meinen festen oder fliissigen 

Teilchen v unter der Bedingung p~ = const. 
(Einkolnpoaentensystem) 

gewicht bezeichnet 19. Das stabile Gleichgewicht ist in diesem Falle 
erst dann erreicht, wenn die ~iugere Phase vollst~indig aufgezehrt ist. 
Es wird durch den nicht auI der Gleichgewichtskurve liegenden Punkt 
(rs~; p~) beschrieben. Die auf ein /estes Tei/chen in eimr Schmelze an- 
zuwendenden Oln. (24c) und (29c) = (1) verm6gen also bei konstant 
gehaltenem Augendruck nur eine Aussage dartiber zu machen, wie 
klein das Teilchen bei einem bestimmten Druck, der gr6t3er ist als der 
zur eingestellten Temperatur geh6rige Schmelzdruck des ausgedehnten 
Materials, (bzw. bei einer bestimmten Temperatur, die kleiner ist als 
die zum eingestellten Druck geh6rige Sehmelztemperatur des ausgedehn- 
ten Materials) sein daft, um bis zur v611igen Aufzehrung der Schmelze 
weiter wachsen zu k6nnen. Wir gelangen somit zu dem Ergebnis, dab 
sich (29c) keinesfalls in der Indizierung (1) auf ein kondensiertes Teilchen 

18 HOLLOMON, J.H., U. D. TURNBULL sowie BECKER, I~., "d. ~/. I)ORING: 1. C.7; 

ferner TURNBULL, D., U. J.C. FISHER: J. Chem. Phys. ]7, 7i (1949); eine rein 
thermodynamische Ableitung folgt aus DEFAu R., u. J. PRIOOGINE: I.C. II 
S. 245 ff. 

19 Vgl. auch DEFAY, R., u. I. PRIGOGINE: I. C. 11, S. 176f. 
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in einer Gasphase anwenden l~Bt und demzufolge auch keine Aussagen 
fiber die Schmelztemperatur eines solchen Teilchens zul~igt. 

Abschliel3end sei erw~ihnt, dab die VerMltnisse von Fig. 2 auch ftir 
einen festen Keim v gelten, der sich im druckhomogenen Gebiet eines 
unterkfihlten Tr6pfchens/5 befindet, das selbst wiederum in eine Gas- 
phase c~ mit dem Druck p~ eingelagert ist [ineinandergeschachtelte 

2 o'~/~ Phasen, vgl. (6a)l, sofern in der Figur p~ durch pa=p~-~ rP/~ 

ersetzt wird. Erst am Aul3enrand des Tr6pfchens, wo der tats/ichliche 
Druck steil yon pa auf p~ abf/illt, treten neue Verh/iltnisse auf. Die 
Frage, ob an dieser Stelle ein weiterer, stabiler Gleichgewichtszustand 
erwartet werden darf, wird am SchluB dieser Arbeit zur Diskussion 
gestellt und in einer nachfolgenden Arbeit eingehend untersucht. 

Allgemeine Klassi/izierung der Gleichgewichte 

Die folgenden Ausftihrungen sollen zeigen, dab die Entropie bzw. 
die freie Energie in komplizierteren Systemen nicht wie in Fig. t als 
Kurve fiber einer einzigen Variablen dargestellt werden kann. In 
einem System aus ~o Phasen und N Komponenten ist sie vielmehr 
eine Fl~iche tiber N(~o--t) Variablen: 

Nach (2) ist die Entropie eine Funktion der ~ Phasenenergien E ~ 
und der ~0 Phasenvolumina V ' , d e r  (~o--I) Oberfl~ichenenergien E ~1~ 
und der (~o--t) Oberfl~chen 0 ~1~, der N.~o Massen m~ in den Phasen 
und der N(~o- 1) Massen m~/~ in den Grenzfl~ichen, insgesamt also von 
(N+2) (2~+t) Variablen. Da im Gleichgewicht die gleiche Anzahl 
von Bedingungsgleichungen (3) bis (7) bestehen, ist das System in 
diesem Zustand eindeutig festgelegt. In den yon uns betrachteten 
Nichtgleichgewichten sollen zwar die Bedingungen (3) bis (6), nicht mehr 
jedoch die 2N(~0--1) Bedingungen (7) erhalten bleiben. Wir setzen 
aber voraus, dab auch im Nichtgleichgewicht die Qualit~it der Phasen- 
grenzfl/ichen eindeutig durch die Qualit/it der angrenzenden Phasen 
bestimmt ist, dab also zus/itzlich N(~o--t) Bedingungen der Form 

~/~ = 1 ( ~ ; ~ ) ;  (i = i, 2 ... N;  v =/5, ~ . . .  ~o) (za) 

erffillt sin& Den ( N + 2 ) ( 2 ~ + t )  Variablen stehen daher in den be- 
trachteten Nichtgleichgewichten nur (N + 2) (2~0 -- t) -- 2N(~0 -- t) Be- 
dingungsgleichungen gegenfiber. Es bestehen also, wie zu zeigen war, 
ffir die Entropie N ( ~ -  1) Variationsm6glichkeiten. 

Ffir die freie Energie gewinnt man aus den zugeh6rigen Nebenbe- 
dingungen die gleiche Zahl. Will man also bei vorgegebenem T und V 
eine vollst/indige Auskunft fiber die Gleichgewichte gewinnen, so muB 
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man  die stationfiren Punkte  der F-Fl~che tiber den N(~Om~x--t) Va- 
riablen ermitteln (~Om~x = Maximalzahl der m6gliehen Phasen im be- 
t rachte ten  System). An H a n d  der verschiedenen station~iren Punkte  
kann  dann, ~ie  in folgender Aufstellung ftir zwei Variable gezeigt wird, 
eine Klassifizierung der Gleichgewichte 2~ durchgefiihrt werden:  

t. Absolutes Minimum der Freien Energie ~ absolut stabiles Gleichgewicht. 

2. Relatives Minimum der F re ienEnerg ie~metas tab i l e s  Gleichgewicht. 

3. Horizontaler  Graben 

4. Horizontaler  Grat 

5. Sattel 

6. Relatives Maximum 

7. Absolutes Maximum 

~-~ neutrales Gleichgewicht. 

~ labile Gleichgewichte. 

~-~ absolut instabiles 
Gleichgewicht. 

Ftir mehr  als zwei Variable mul3 diese Eintei lung sinngem~iB erweitert 
werden. 

Insbesondere sind die Gleichgewichte t. und 2. stets durch einen 
Grat oder einen Sattel  voneinander  getrennt.  Dieser mug beim lJber- 
gang vom metastabi len in den absolut stabilen Zustand durch Keim- 
bi ldung iibersehritten werden*. L~ings des hierbei verfolgten Weges 
wird also ein Maximum der Freien Energie durchlaufen, das allerdings 
auf der F-Fl~iche als Ganzes gesehen nur  ein station~irer Punk t  nach 
4. oder 5. zu sein braucht .  An diesem Punk t  herrscht Gleichgewicht, 
weil d lF  = 0 und  Labilit~t, weil in der Fortschrei tungsrichtung b~F > 0 
ist. Aus dieser Tatsache leitet sich die Berecht igung der Bezeichnung 
,,labiles Gleichgewicht" her. 

Forderungen der Form ~o =const<~0m~x schr~inken die Bewegungs- 
freiheit auf der F-Fl~iche ein. Im  besprocbenen System z.B. ftihrte 
uns die Forderung ~0 = 2 zu der Bewegung l~ings einer Linie auf der 
F-Fl~iehe. Die dabei in Fig. t beobachteten Maxima und Minima 
brauchen daher auf der Gesamtfl~iche keinesfalls absolute Maxima oder 
Minima zu sein**. 

* Es ist auch der Fall denkbar, dab die Keimbildung zwischen zwei Minima 
gleicher Tiefe vermittelt. Wir woUen die Vereinbarung treffen, in solchell F/illen 
beide Minima als stabile Gleichgewichte zu bezeichllen. 

** Bei willkiirlichell Schnitten durch die F-Fl~iche brauchen die l~ings des 
Schllittes entstehenden Extrema noch nicht einmal llotwendig Gleichgewichts- 
zust~nde zu sein, da ein llicht in der Schllittrichtullg liegendes ~F/~z k =I= 0 seill kanll. 

s0 Diese Klassifizierung deckt sich im weselltlichen mit der voll R. MANSE in: 
Thermodyllamik der Mischphasen, Berlill-G6ttingen-Heidelberg 1956, w 37ff., 
S. t35If. -- allerdings ohlle Beriicksichtigung der Grenzfl~chen -- gegebenen 
Klassifizierung. 
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Koexistenzfragen 
Zur Berechnung des Schmelzpunktes kieiner Teilchen sind einige 

Kenntnisse tiber den EinfluB der Grenzfl~ichenspannung auf die 
Koexistenzbedingungen mehrerer Phasen erforderlich. Ihnen widmet 
sich der folgende Abschnitt. 

Der Phasenbegrl// 
Zun~ichst ist eine n~ihere Festlegung des Begriffes Phase notwendig. 

Als Phase bezeichnet man homogene Teilgebiete gleicher physikalischer 
Eigenschaften und gleicher chemischer Zusammensetzung; das auch 
dann, wenn sie in r~umlich getrennte Gebiete zerfallen. Nun bewirkt 
aber der Kapillardruck nach (6), dal3 in solchen Teilgebieten mit sonst 
gleichen physikalischeI1 und chemischen Eigenschaften bet ungleichem r 
und a nicht der gleiche Druck herrscht. Sie kSnnen somit bet strenger 
Behandlung nur dann zur gleichen Phase gerechnet werden, wenn sie 
gleichen Radius besitzen oder an die gleichen Nachbarphasen grenzen. 
Zwei Metalltr6pfchen im Gasraum stellen in diesem Sinne also schon 
dann zwei verschiedene Phasen dar, wenn sie ungleiche Gr613e besitzen; 
oder zwei feste Metallktigelchen gleicher Gr6tle stellen schon dann zwei 
verschiedene Phasen dar, wenn das eine in eine Fliissigkeit, das andere 
in einen Gasraum eingebettet ist. In einem Einkomponentensystem 
sind somit nicht maximal drei verschiedene Phasen, sondern eine mehr- 
fach unendliche Mannigfaltigkeit von Phasen denkbar. Ein Teilchen 
durchl~iuft beim blol3en Wachsen im obigen Sinne schon eine kontinuier- 
liche Folge verschiedener Phasen 21. 

Das Phasengesetz 
Man gewinnt eine Aussage tiber die Zahl der Freiheitsgrade yon 

Svstemen im Gleichgewicht -- ob letzteres stabil oder labil usw. ist, 
wird yon diesen Betrachtungen nicht bertihrt -- durch Abz~ihlung der 
inneren Variablen 22 und der Bedingungsgleichungen, in denen nut 
innere Variable vorkommen. Nach den Angaben yon (Sa) und (9a) 
ist die Qualit~it unseres Systems durch eine Temperatur, ~ Drucke*, 

* Man kann nach (6) die ~v Drucke auch durch einen Druck und (~v -- I) Grenz- 
fliichenradien ausdrficken. Man ersetzt durch diese Manipulation (~v--I) innere 
Variable durch gleich viele alldere, fibt dadurch aber keinen EinfluB auf die Varianz 

des Systems aus. 
21 Diese Folgerung s teht  in engem Zusammenhang mi t  der bereits yon BECKER, 

Theorie und ~V~irme, Berlin t955, S. 53 und 58 festgestellten Tatsache, dab dureh 
Einffihrung der Phasengrenzfl/ichen als unabh~ingige Variable das fibliche System 
der Qualit~its- und Quantit/itsgr6Ben gest6rt wird. 

32 Der Begriff , ,Innere Variable" wird im Sinne yon M: PLANCK, Einf/ihrung 
in die theoretische Physik, Bd. 5, Leipzig, 2. Aufi. t932, S. 89f. bzw. Vorlesungen 
fiber Thermodynamik,  t0. Aufl., Berlin ~954, S. 179f, verwendet, ebenso der 
Begriff , ,Komponente" .  
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('~0 -- t) Grenzfi~chenspannungen und ~0 (N-- 1) + (~p -- 1) (N -- t) Massen- 
brfiche, insgesamt also dutch N(2~v- t) + 1 innere Variable festgelegt. 
Die Zahl der inneren Bedingungsgleichungen (7) ist aber 2N(~p--t). 
Man erNilt aus diesen Angaben ffir die Zahl der Freiheitsgrade 23 q) 

+ 2 N ( ~ - - t ) = N ( 2 ~ o - - t ) + ! ;  ] 
also / (38) 

q ~ = N + t .  

An dieser Gleichung ist bemerkenswert, dab die Zahl der Freiheitsgrade 
bei Bert~cksicht~gung der Grenzfl~ichenspannungen nicht mehr durch 
die Zahl der Phasen, sondern allein durch die Zahl der Komponenten 
bestimmt ist. Diese Gleichung, die an die Stelle des Gibbsschen Phasen- 
gesetzes tritt, ist somit kein Pbasengesetz mehr, da sie nichts mehr fiber 
die Zahl der Phasen auszusagen vermag. Diese Tatsache darf aber nicht 
zu tier Annahme verffihren, die Phasenzahl sei keinerlei Beschr~inkungen 
unterworfen. DaB nicht beliebig viele aus der mehrfach unendlichen 
Mannigfaltigkeit yon Phasen im Gldchgewicht koexistieren k6nnen, 
kann leicht ffir das frfiher behandelte BeispM gezeigt werden: 

Das ehemische Potential der Phase v mit dem Radius r ~/~ kann wie 
folgt aufw werden: 

v v v rV]O~ 
#it, p~, ~'~)= #cr, p~, ~) + A #cr, p~) ,=oo, (3 9) 

wobei sich ff(~,p~, oo) auf das ausgedehnte Material im entsprechenden 
Aggregatzustand bezieht. Durch Aufl6sen von (t4) bis (t7) nach d y  
und dr ~/~ gewinnt man bei T =eons t  und p~ =eons t  

A v/~ 
, z%~ dr,/~ ( 4 0 )  2 . . . . .  i ~ 1 ~ x  (r~/~)2 �9 

Unter den frfiheren VernachlXssigungen wird hieraus 

A f ( r ,  p l }  [, ,=oo - -  ,,,,~, �9 (41 )  

if" is t  als0 innerhalb des Gfiltigkeitsbereiches unserer Gleichungen eine 
mit r ~/~ monoton abnehmende Funktion. Das chemische Potential 
zweier Teilehen gleicher chemischer Zusammensetzung im gleichen 
Aggregatzustand, die an die gleiche Nachbarphase angrenzen, kann 
also unter den gleichen ~uBeren Bedingungen niemals fibereinstimmen: 
Solehe Teilchen k6nnen daher nach (7) weder im stabilen noch im 
labilen Gleiehgewich t koexistent sein. 

a3 Entsprechellde Gleichungen, zum Teil auch fiir kompliziertere Grenzfl~tchen- 
verh~ltnisse wurden bereits yon I)EFAY, R., Etude  thermodynamique de la Tension 
Superficielle, Paris t934, S. 64If. und 247ff. angegebe~a. Da diese Ergebnisse 
I~ach unseren Erfahrungen nicht allgemein gelS.ufig zu sein scheinen, wurde hier 
noch einmal obige kurze AbzS~hlung gebracht. 
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Folgerungen 

Nach den obigen Feststellungen hat unser zweikomponentiges Modell- 
system unabh~ingig yon der Zahl der Phasen drei Freiheitsgrade. Besteht 
es nur aus den beiden Phasen: Gasraum und eingelagertes festes oder 
flt~ssiges Kfigelchen, so k6nnen z.B. Temperatur (bzw. Metalldampf- 
druck), Fremdgasdruck und Masse der Innenphase als Freiheitsgrade 
gew~ihlt werden, denn die Gleichgewichtskurven im p -  T-Diagramm 
h~ingen nactl (24a) und (29a) auger yon den Iestgehaltenen Werten T 

VePdampfuneskuPvo 
�9 . �9 . .~<r,~pj 

a p ,  

Ps I ~ \Dre/p~aseD-Kaex/sienzpuaki r 
r #it m ~'- ra ~= oo 

~= gesf#mi~ 

..v ocu61/'mal/'ansgurYe I 

Temperalur T 
Fig. 3. Verschiebung der GIeichgewichtskutwen und des Schmdzpunktes in dem System: . festes  Kfigelchen/ 
Gasraum/fl~issiges TrGpfehen" (vgL Fig. 4 a). Der Variationsbereich des KoeMstenzpunktes der ~ 'ei  Phasen 
n Abh~ngigkeit yon m f l  und m ~' ist das doppelt yon Kurven i~berdecMe C-ebiet. Mit Ausnahme der Linie 

-o-o-o-) die stabile Gleichgewichte beschrdbt,  umfaBt dieses Gebiet metastabfle Gleiehgewiehtszust~nde. 
p,g ist der Totaldruek, P~S und das festgehaltene p~ sind die beiden Partialdrucke in der Gasphase am 

Sehmelzpunkt 

(bzw. p~) und p~ aul3erdem noch yon m r =l(r ~I~) ab. Aber auch im 
System: Gasraum, eingelagertes festes und fltissiges Ktigelchen, also bei 
drei koexistierenden Phasen, bleiben drei Freiheitsgrade erhalten: denn 
selbst bei festgehaltenem p~ kann die Lage des Dreiphasen-Koexistenz- 
pnnkts durch die Wahl der beiden nunmehr vorhandenen Massen der 
Innenphasen noch in doppelter Weise variiert werden (unabh/ingige 
Verschiebung der beiden Gleichgewichtskurven fest/gasf6rmig und 
flfissig/gasf6rmig in Fig. 3 ; der Variationsbereich des Koexistenzpunktes 
ist in der Figur durch das doppelt mit Gleichgewichtskurven tiber- 
deckte Gebiet gekennzeichnet). So hat z.B. das in Fig. 4a skizzierte 
System einen anderen Koexistenzpunkt, wenn r ~I~ = o0, d.h. m r =  oo 
gesetzt wird (ausgedehnte feste Phase) als wenn rr oo, d.h. me=  oo 
gesetzt wird (ausgedehnte Flfissigkeit). Es sei,sehon jetzt vermerkt, dab 
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die einzelnen Punkte des Variationsbereiches nicht gleichwertig sind. 
Eine Unterteilung dieser Gleichgewichte wird sp/iter durchgeffihrt. 

Bei genauerer Untersuehung der Verh~ltnisse an dem durch den 
Fremdgasdruck und die Massen der beiden Ktigelchen testgelegten 
Koexistenzpunkt zeigen sieh weitere 
Komptikationen: W~ihrend der Drei- 
phasen-Koexistenzpunkt makroskopi- ~ @ , / ~  ~ ~  
scher Systeme durch den Schnitt- 
punkt aller drei Gleichgewiehtskurven 
festgelegt ist (Umgang um diesen 
Koexistenzpunkt: die Energie kehrt 
zum Anfangswert zurtiek), kann eine 
solche Aussage ffir die hier betrachteten 
Systeme im allgemeinen nicht gemaeht 
werden. Das sei in dem in Fig. 4a 
dargestellten System erI~iutert, a~ 

In diesem System existieren n~m-  
lieh prim~ir nut die ~3bergangskurven 
fest/gasf6rmig und fltissig/gasf6rmig, 
nicht dagegen die {3bergangskurve 
fest]flfissig, da eine gemeinsame Grenz- 
fl/iche dieser Phasen fiberhaupt nicht 
vorhanden und ein direkter {3bergang 
zwischen beiden Phasen nicht m6glich 
ist. (Der Koexistenzpunkt kann bier a~ 
nicht umlaufen werden.) Das Gleich- / -~- - ,~  "~ 
gewicht des Systems ist also dutch 
den Schnittpunkt der Gleichgewichts- 
kurven fest/gasf6rmig und fl%sig/ o'~ 
gasf6rmig ohne direkten Bezug auf 
die Gleichgewichtskurve fest/fliissig 
festgelegt. Ahnlich w~ire in einem Fig. 4a--c. Dreiphasensyst . . . .  it unter- 
System nach Fig. 4b far den Ko- schiedttehe~ Grenzfl~iehenverh~Imissen. 

Feste Phase ~, nnd flfissige Phase fl dutch 
existenzpunkt nur die Lage der ~ie Gasphase ~ voneinander getrennt, b feste 
Gleichgewichtskurven fest/fltissig und ph . . . .  ~a Gasphase dutch die Flfissigkeit 

voneinander getrelmt, e alle Aggregat- 
fltissig/gasf6rmig kennzeichnend. Nach zust~inde in Bertihrung 

den frfiheren Feststellungen kann es 
sich in diesem System jedoeh nur um eine instabile Koexistenz 
der drei Phasen handeln, die spontan in das Zweiphasensystem fest/ 
gasf6rmig iibergeht. Ein gemeinsamer Sctlnittpunkt aller drei Gieich- 
gewichtskurven kann nur ffir ein System nach Fig. 4c gefordert werden. 
Verabredungsgem/il3 sollen aber solche Systeme hier nieht weiter unter- 
sucht werden. 



544 KARL-JOSEPH HANSZEN: 

Die Schmelzpunktverschiebung kleiner Teilchen 
in einem umgebenden Gasraum 

Wir sind jetzt in der Lage, Aussagen tiber den Schmelzpunkt unseres 
Modells ftir die dtinne Schicht zu machen. Den gasf6rmigen Zustand 
kennzeichnen wit yon jetzt ab stets durch den Index c~, den fltissigen 
durch den Index fl und den festen dutch den Index ~. 

DefinitiOn des Schmelzpunktes kleiner Teilchen 
in einem umgebenden Gasraum 

Als Schmelzpunkt eines Systems aus kleinen Teilchen der Masse m 
soll jener Zustand bezeichnet werden, bei dem feste -und fltissige Teilchen 
dieser Masse mit dem sie gemeinsam umgebenden Gasraum im stabilen 
Gleichgewicht stehen. Die Bezeichnung ,,stabil" ist hierbei in dem 
frfiher festgelegten Sinne zu verstehen: Es ist nicht nur ein Minimum 
der Freien Energie in bezug auf die vorhandenen Phasen : ,,feste Teilchen 
der Masse m/Gas/flfJssige Teilehen der Masse m" zu verlangen, sondern 
ebenfalls in bezug auf m6gliche neue Phasen. Als solche kommen vor 
allem feste Keime innerhalb der flfissigen Tr6pfchen in Betracht. Die 
Voraussetzung des stabilen Gleichgewichtes ftihrt somit zu der Forde- 
rung, dab kein kleinster fester Keim rnit einer Masse, die merklich yon 
derjenigen der fltissigen Tr6pfchen abweicht, wachstumsf~thig sein dart. 
Wfirden n~tmlich innerhalb tier Tr6pfchen Keime mit kleinerer als der 
Tr6pfchenmasse wachstmnsf~hig sein, so l~tge Unterkfihlung und damit 
ein metastabiler Zustand vor. Wfirde aber der feste Keim mit der 
Tr6pfchenmasse selbst nicht zur Erstarrung ausreichen, so k6nnten 
die im System vorliegenden festen Teilchen der gleichen Masse nicht 
mit den betrachteten Tr6pfchen in stabilem Gleichgewichtszustand ko- 
existieren; es l~ige somit ,,~berhitzung" der festen Teilchen und damit 
ebenfalls ein metastabiler Zustand vor. 

Die auf diese Weise definierten Schmelzpunkte kleiner Teilchen in 
Abh~ingigkeit yon ihrer Masse bedecken nach den vorangegangenen 
13berlegungen in ihrer Gesamtheit die in Fig. 3 dargestellte, vom Drei- 
phasen-Koexistenzpunkt ftir m = oo ausgehende Linie -o-o-o-*. Die 
rechts und links an diese Linie angrenzenden Bereiche des Dreiphasen- 
Koexistenzgebietes beschreiben dagegen nicht stabile, sondern nur 

* Im einkomponentigen Dreiphasensystem ( p ~ = 0 ) i s t  der zur Diskussion 
stehende Dreiphasen-Koexistenzpunkt der gew6hnliche Tripelpunkt. Die Linie 
o -o -o-beschre ib t  dann die Abh~ngigkeit des Tripe!punktes yon der Teilchen- 
masse. Unter VernachlS~ssigung des Einflusses yon p~ k6nnen wir also den obeI1 
definierten Schmelzpunkt der diinnen Schicht und seine Abh~ngigkeit yon der 
Teilchenmasse mit dem Tripelpunkt und seiner entsprechenden Abh~ngigkeit 
identifizieren. 
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metastabile Zust~nde. So ist z.B. das durch dell Koexistenzpunkt A 
gekennzeichnete System ,,ausgedehnte Fltissigkeit/Gas/kleiner Kristall" 
metastabil, weil dieser Punkt auf der Verdampfungskurve der ausge- 
dehnten Fltissigkeit unterhalb des Tripelpunkts liegt und somit durch 
Keime geeigneter Gr613e zum Erstarren gebracht werden kann*. 

Die obige Definition des Schmelzpunktes geht yon der stillschwei- 
genden Voraussetzung aus, dab im Innern der kleinen fliissigen Tr6pf- 
chen, ebenso wie in ausgedehnten Fliissigkeiten, im stabilen Gleiehge- 
wicht keine Iesten Teilchen existent sein k6nnen. Es wird also voraus- 
gesetzt, dab eingebrachte Keime, soweit sie sich nieht spontan aufl6sen, 
immer zur vollstiindigen Erstarrung der Tr6pfchen fiihren. Wie in 
einem frtiheren Abschnitt dieser Arbeit aber bereits erw~thnt wurde 
und sp~ter noch genauer er6rtert werden soll, unterliegt das Wachstum 
der Keime im Tr6pfchen neuen Bedingungen, sobald diese die Fltissig- 
keitshaut erreicht haben. Ob die Erstarrung hier unter Aufrechterhal- 
tung einer geschmolzenen Oberflfichenschicht im Sinne yon STRANSKI, 
HOTTI~G U. a. 24 zum Stillstand kommen kann, mul3 Gegenstand geson- 
derter i3berlegungen bleiben. An dieser Stelle soUen solche Zust~inde 
grunds~tzlich yon der Betrachtung ausgeschlossen werden. 

Nach dieser Beschdinkung werden wit in zwei Schritten zn Aussagen 
iiber den Schmelzpunkt kleiner Teilchen gelangen: Beim ersten Schritt 
beziehen wir uns nur auf die Tatsache der stabilen Koexistenz 
,,fest/gasf6rmig/fliissig", beim zweiten dagegen auf die Unm6glichkeit 
wachstumsf~higer Keime in der Fliissigkeit. 

Der Schmelzpunkt als stabiler Gleichgewichtszustand 

Nach den vorstehenden Ausfiihrungen kann der Begriff ,,Schmelz- 
punkt" als stabiler Gleichgewichtspunkt nur auf ein System mit festen 
und flfissigen Teflchen gleicher Masse angewandt werden. Zwischen 
den Radien der festen und fltissigen Teilchen besteht also die folgende 
Beziehung: 

r#,, \3 
oder 9~=~ [ ~ ) .  (42) 

Setzt man die dieser Forderung unterworfenen Teilchenradien und den 
Fremdgasdruek den experimentellen Verh~iltnissen entspreehend in die 

* Bei isothermer Erstarrung stellt sich zun~chst sogar ein Nichtgleichgewichts- 
zustand ein (kleiner Kristall/Gas/ausgedehnte feste Phase), der dann durch 
Aufzehrung des kleinen Kristalls auf Kosten der ausgedehnten festen Phase in 
das stabile Zweiphasengleichgewicht iibergeht. 

~ S'rRANSKI, I ,N.:  Naturwiss. 30, 425 (1942). -- Z. Physik 119, 22 (1942). -- 
ttOTTING, F. G. : Kolloid. Z. 98, 263 (1942), insbes. S. 273 f. 
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Gleichungen ffir das Schmelzgleichgewicht ein, so ist tiber die drei Frei- 
heitsgrade verfiigt; das System ist nonvariant.  Sehmelztemperatur 
und Schmelzdruck liegen also eindeutig lest. 

Schmelztemperatur. Das Schmelzgleichgewicht unseres Systems ist 
dutch den Schnit tpunkt der nach (24b) um den Betrag 2 ~ / r ~ / * ~  ~ 
gehobenen Verdampfungskurve pa/~ =]p~(T, m) und der um den Betrag 
2a~ e~[rV/~ e ~ gehobenen Sublimationskurve pv/~: /p~( T, m) best immt 

(vgl. Fig. 3). Sieht man die Gleichgewichtskurven im p -  T-Diagramm 
im Bereich der vorgenommenen Verschiebungen als linear an, so be- 

AT, 
rechnet sieh die relative Schmelzpunktverschiebung ~r~-- gegenfiber dem 

Schmelzpunkt ffir unendlich ausgedehnte Phasen unter Verwendung 

der Clausius-Clapeyronschen Gleichung dP'l~ L'r dT -- T3/I 1 angen~ihertzu~S 

- = ] ( 4 3 )  

Ts T l ~  dT ] 

Unter Beachtung von (42) wird hieraus mit  L[ I~-L{/~ =L~I# 

I 

o~ = gasf6rmig; /~ = fltissig; y ~ lest. 

(44) 

Diese ffir den Schmelzpunkt kleiner, nicht oberfl~ichengeschmolzener 
Teilchen in dtinnen Aufdampfschichten gtiltige Gleiehung unterscheidet 
sich also grundlegend yon der frtiher vorgeschlagenen ~, 5 G1. (1) = (29@ 
W~hrend die letztgenannte Gleichung far alle Teilchenradien Schmelz- 
punkterniedrigungen angab, entnehmen wit der G1. (44), dab die Schmelz- 
punktverschiebung X 0 ist, je nachdem ob a ~I~ (~/~)~ X a ~I~ ist. Aul3er- 
dem sind m6gliche Adsorptionseinfltisse auf den beiden OberfEichen in 
den ~p~ gem~13 (30) berticksichtigt. 

35 D~FAY, R., u. I. PRIGOGINE: 1. C. 11, S. 198f. leiten die entsprechendc Glei- 
chung fiir das Einkomponentensystem direkt aus dell chemischen Potenfialen ab, 
beziehen sich aber auf Teilchenradien r/~/~ und rV/C~, zwischen denen keine Kopp- 
lung im Sinne yon (42) besteht, also im allgemeinen auf mefastabile ZustSnde. Die 
yon den genannten Autoren f~r Systeme nach Fig. 4b angegebenen Gleichungen 
beziehen sich sogar nach dem frfiher Gesagten im allgemeinen auf labile Zust~nde, 
sind also ffir die Anwendung auf Schmelzpunktprobleme ungeeignet. 
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Schmelzdruck. Nach Fig. 3 ist die Verschiebung der Schmelztem- 
peratur auch mit einer Ver~inderung des Schmelzdruckes verbunden. 
Sie betfiigt angen~ihert 

. dPyla dP~l~ 2M1 PlS \ ~nr~lc ~ - - -  
ZIPS = d ' P # l e ~  - -Apyl~  d T  = OYr vIe* ] 

d Pv/o* d p~/~ R T L v/~ 

d T  d T  
(45) 

Sie ist ~ O, je nachdem ob L~i<<~sm(q~'l~~ ~ L~i~<a vi~  ̀ist. 
Wichtig an unseren Ergebnissen ist die Nonvarianz des Koexistenz- 

punktes. Man kann vor alleln tiber den Druck am Schmelzpunkt nicht 
fret verftigen*, eine Tatsache, auf welche die frtiher f~ilschlich auf den 
Schmelzpunkt dtinner Schichten angewandte G1. (t) keinen Bezug 
nehmen konnte. 

Der Schmelzpunkt als Grenz[all metastabiler Gleichgewichlszust~nde 
Zu weiteren Folgerungen gelangen wir, wenn wir im oben angegebenen 

Sinn das Schmelzgleichgewicht als den Grenzfall aller unterkfihlten 
Zust~inde betrachten, der dadurch gekennzeichnet ist, dab ein zur Er- 
starrung ftihrender Keim praktisch die Masse des fltissigen Tr6pfchens 
selbst besitzen mug. Da die Einbeziehung wachstumsf~thiger Keime 
in unsere Betrachtung auf die Untersuchung des direkten {3bergangs 
fest/fltissig ftihrt, sind wir nunmehr in der Lage, auch die bisher tiber- 
gangene Oberfl~ichenspannung fest/fltissig a vln in unsere LTberlegungen 
einzuschlieBen. 

Zur Durchftihrung dieser Absicht sind einige Betrachtungen tiber 
den Zustand im hmern des Tr6pfchens erforderlich. W/ihrend nach 
Fig. 5 a im p -- T-Diagramm der Zustand der Dampfphase am Schmelz- 
punkt durch den Punkt (Ps; Ts--ATs) festgelegt ist, herrscht im 
Tr6pfcheninnern nach (6) bet der gleiehen Temperatur der erh6hte Druck 

Pe = Ps + /1~ �9 (46) 

�9 Dieses Ergebnis steht mit der experimentellen Erfahrung in {3bereinstim- 
mung, dab das Silber auch in allerdiinnsten Aufdampfschichten durch Erhitzungen 
in Elektronenbeugungsapparaturen, ill denen ein Druck < 10 -4 Torr herrscht, 
nieht zum Schmelzen gebracht werden kann [HANSZEN, K.-J. : Phys. u 8, 
193 (1957)]. Es sublimiert vielmehr beim Tempern oberhalb 700 ~ aus der festen 
Phase vollstgndig, cla der Schmelzdruck, der in der Gegend des Tripelpunktes 
fiir das ausgedehnte Material (also bet .~ 10 -2 Torr) liegen muB, wesentlich unter- 
schritten ist. 
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Wit nehmen an, dab der Anstieg des Druckes auf diesen Wert im Bereich 
einer kleinen Zahl n von Atomlagen de r  Dicke a erfolgt,,so dal3 beim 
Radius (r ~/~ -- n a) der Innendruck erreicht ist*. Innerhalb yon der ange- 
gebenen Grenzschicht ist der Zustand des Tr6pfchens in Fig. 5 a also 
dutch den Punkt  (p~; Ts- -ATs)  gekennzeichnet. Dieser Punkt  liegt 
aber in dem Gebiet, das yon der durch die Wirkung des Kapillardruckes 
2avlr v/~ um die Betrfige 

t 

~ = ~  

AT~/~ -- 2M, Tcda (47) 
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Fig. 5a u. b. Zustandsdiagramme eines flfissigei1 Kfigelchens am Schmelzpunkt. a p -- T-Diagramm. Die 
Schrnelzpunkterniedrigung A T 8 setzt sich additat iv aus den beiden Anteilen A T y l f l  und A Tp  zusammen. 

b p -- r-Diagramm. Die durch a ~lfl festgelegte Gleiehgewichtskurve der Keime im TrSpfchen (Kurve I V  
aus der Schar I ,  ! I . . .  V)  darf die Kurve der tats~ichlichen Druckverteilung (dick ausgezogene Kurve) 

gerade nicht mehr schneiden 

nach links verschobenen Schmelzkurvenschar tiberstrichen wird. Nach 
unseren Irtiheren Feststellungen beziehen sich diese Kurven auf feste 
Teilchen vom Radius r v/n, die sich mit der umgebenden Flttssigkeit im 
labilen Gleichgewicht befinden; auf kleinste Keime also, die unter den 
im Diagramm angezeigten Temperatur- und Druckverh/tltnissen spon- 
tan wachstulnsf~thig sind. Insbesondere bezieht sich die den Punkt 
(pn; Ts- -ATs)  schneidende Kurve dieser Schar auf den Radius des 
kleinsten Keims, der im Innern des druckhomogenen Gebiets des betrach- 

* Die folgenden Betrachtungen stellen insofern eine gewisse Ergiinzung zu 
der Gibbsschen GrellZfiXchenthermodynamik dar, als nunmehr auf das kontinuier- 
lithe Druckgefitlle in der GrenzflS~che fltissig/gasf6rmig Rficksicht genommen wlrd. 
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teten Tr@/chens gerade noch waehstumsf~ihig sein darf. Da der Punkt 
(p~; T s -  JTs) aber den Zustand im Innern des Tr6pfchel!s am Schmelz- 
punktbeschreiben soll, darf nach den friiheren Darlegungen.kein solcher 
Keimradius r~d ~ e xistieren, der kleiner oder gleich ( / /~- -na)  ist. Mit 
dieser Forderung gilt also nach (47) fiir die in Fig. 5 a eingezeichnete 
Verschiebung der Schmelzkurve: 

2M 1 T a y/~ (48) 

Diese Temperaturverschiebung ist aber nach der aus Fig. 5 a folgenden 
Beziehung 

A T  s = A T  e + AT,//~ (49) 

mit der in (45) angegebenen Schmelzpunktverschiebung A T  s und der 
mit der Neigung der Schmelzkurve zusammenh~ingenden Temperatur- 
verschiebung d2r) in Verbindung zu bringen. Ffir letztere gilt nach 
CLAUSIUS-CLAPEYRON 

M 1 T ( I  1 / 

worin d Ps nach, (45) einzusetzen ist. 

Wir gelangen so zu dem bemerkenswerten Ergebnis, dab sich die 
Verschiebung der Schmelztemperatur aus zwei Anteilen zusammensetzt : 
Einmal aus der bereits yon STRANSK114 vermuteten Versehiebung d T i, der 
Schmelztemperatur durch die Druckerh6hung 2ar e/~ im Tr6pfchen, 
zum anderen aus der nach der tiblichen Thomsonschen Gleichung zu 
erwartenden Schmelzpunkterniedrigung AT)/r Entgegen ihrer friiheren 
Benutzung bezieht sich die Formel fiir den letztgenannten Anteil aber 
nicht auI den Radius des Tr6pfchens selbst, sondern auf den Radius 
eines das druckhomogene Innere des Tr6pfchens vollst/indig ausffillenden 
Keimes im labilen Gleichgewicht. 

Der letzte Effekt wirkt immer im Sinne einer Erniedrigung der 
Schmelztemperatur, der erste wegen der im allgemeinen positiven Stei- 
gung der Schmelzkurve normalerweise im Sinne einer Erh6hung der 
Schmelztemperatur. Je nachdem welcher Effekt iiberwiegt, resultiert 
eine positive oder negative Verschiebung der Schmelztemperatur. Nur 
bei Substanzen mit irregul~trer Druckabhingigkeit der gew6hnlichen 
Schmelzkurve (z. B. bei Wasser) kann man ohne weiteres eine Erniedri- 
gung tier Schmelztemperatur kleiner Teilchen voraussagen. 

AbschlieBend mug auf eine interessante Folgerung aus (49) aufmerk- 
sam gemacht werden. DJese Gleiehung besagt, dab die Verschiebung 
der Schmelztemperatur entweder nach (44) unter ausschlieBlicher Be- 
rt~cksichtigung der Grenzfl/ichenspannungen fest/gasf6rmig und fltissig/ 
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gasfOrmig oder  nach (48) und  (50) un te r  Hinzuz iehung  der  d r i t t e n  
Grenzfl~ichenspannung fest/fliissig e rmi t t e l t  werden kann.  Das  l~Bt 
da r au f  schliel3en, dab  die Wer t e  dieser  drei  Grenzfl~ichenspannungen 
n icht  unabh~ngig  vone inander  s in& Tats~chl ich  folgt durch  Aufl6sen 
von (49) eine Ungle ichung der  F o r m * :  

~/~ > / (. ~/~- ~/~ ./, (5 ~) . . , p ~ ,  vp~ . . ,  

die in (52) rechner isch wei ter  un te r such t  werden soll. An  dieser  Stelle 
is t  nur  die Ta t sache  yon Interesse,  dab  aus den Gle ichungen fiir den 
Schmelzpunk t  k le iner  Teilchen im Gas raum eine Bed ingung  ftir die n ich t  
d i rek t  ins Spiel  t r e t ende  Grenzfl~ichenspannung fest/fltissig hervorgeht .  

Die gewonnenen Zusammenh~inge f inden nach  Fig.  5b im p - - r -  
D i a g r a m m  ihre anschaul iche  Deutung.  Die d ick  ausgezogene K u r v e  
bezeichnet  den ta t s~chl ichen Druckve r l au f  innerha lb  und  auBerhalb  
eines Tr6pfchens.  Der  Schmelzdruck  Pr/~(,=oo):/p~ (T) einer ausgedehn-  
ten  Fl t iss igkei t ,  die der  gleichen T e m p e r a t u r  T s - - A  T s wie das  be t r ach -  
te te  Tr6pfchen unter l ieg t ,  i s t  nach  der  Kons t ruk t i onsg rund lage  von 
Fig.  5 a durch  den yon  der  Schmelzkurve  fiir das  ausgedehnte  Mater ia l  
bei  der  T e m p e r a t u r  T s - - A T  s fes tgelegten W e r t  gegeben**.  E r  is t  die 
A s y m p t o t e  f l i t  die hyperbel~thnliche*** Gle ichgewichtskurve  pv/a= 
/p~; T (r) der ]esten Keime in tier ausgedehnten Flt iss igkei t ,  wenn der  Ke im-  
radius  t iber alle Grenzen zun immt .  W i r  be t r ach t en  nun die Grenz-  
f l / ichenspannung fltissig/fest als u n b e k a n n t  und  t ragen  in A b M n g i g k e i t  
von d iesem P a r a m e t e r  a{/~ eine Schar  yon  Gle ichgewichtskurven  
p~/~ (~/~) in die F i g u r  ein. 

Die Gle ichgewichtskurven  der ]esten Keime im Tr@/chen s ind inner-  
ha lb  des d ruckhomogenen  Gebietes ,  also im Bereich 0 < r via < (r ~/~ --  n a) 

* Es mug betont werden, dab es sich bei den in die GI. (51) eingehenden Orenz- 
fl~chenspannungen fest/gasf6rmig und flfissig/gasf6rmig um die unter Umstiinden 
durch Fremdadsorption modifizierten GrOgen handelt. Die Grenzfl~chenspannung 
fest/flfissig bezieht sich auf den im Tr6pfchen herrschenden Druck, der fiber den 
Kapillardruck ebenfalls yon der Fremdadsorption an der Grenzfl~che Ilfissig/ 
gasf6rmig abh~ilgt. 

** DaB tier Zustand (Pv/fl(r=oc); TS--ATS) bei einer negativen Schmelzpunkt- 
verschiebung, wie z.B. in Fig. 5 c dargestellt, nicht absolut stabil ist, ist ffir die 
obige Begriffsbildung unerheblich. 

*** Bei Keimen mit kleineren Radien als dem Tr6pfchenradius bewegen wir 
uns allm~hlich aus dem Gfiltigkeitsbereich der angegebenen Gleichungen heraus. 
Wit dfirfen aber annehmen, dab auch hier der Verlauf der Gleichgewichtsdrucke 
noch ,,hyperbel~Lhnlich" ist. -- Da in unserem Modell Flfissigkeit ulld feste Phase 
als einkomponenfig vorausgesetzt wurde, k6nllen wir nichf mehr allnehmen, daB 
die festen Keime in der Fltissigkeit durch die Einwirkung von Adsorptionserschei- 
ilungen kugelf6rmig abgerundet sind. Auch dieses stellt kein Hindernis fiir die 
Anwendung der obigen Betrachtungen dar, da fiir kleine (Wulffsche) Kristalle 
gleichlautende Formeln gelten (vgl. z. ]3. R. D~FAu u. I. PRIGOGINE : 1. C. 11, S. 232ff.). 
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die gleichen wie in der betrachteten F1/assigkeit. Fiir Keime aber, 
deren Gr6Be sich kaum vonder  Tr6pfchengr6Be unterscheidet, die also 
nut yon einem extrem diinnen Fliissigkeitsfilm umgeben sind, ist a vIe nicht 
mehr unabMngig vom Keimradius, sondern geht ftir r v/p -+ r~/~(~r162 
kontinuierlich in den Wert ~7~ fiber*. Bei diesen r-Werten muB 
also der hyperbolische AbfaU der Gleichgewichtskurven wesentlich ge- 
st6rt sein: Sie enden beim Abszissenwert fiar den Radius r m des v611ig 
erstarrten Tr6pfchens. l]ber den zugeh6rigen Ordinaten-Endwert 
k6nnen folgende qualitative Aussagen gemaeht werden: 

a) Jene Gleichgewichtskurven der angenommenen Schar, welche 
die Kurve des tats~ichlichen Druekverlaufes im Tr6pfchen schneiden 
(also in Fig. 5 b die Kurven I bis ! I I ) ,  legen dort im Sinne yon Fig. 2 
labile Gleichgewichtszust~inde fest. Sie k6nnten also nur zu unCer- 
ki~hlten Zust~inden des Tr6pfchens geh6ren. Als Gleichgewichtskurven 
mtil3ten sie bei r vl~ im Gleichgewichtsdruck des v611ig erstarrten 
Tr6pfchens enden. Da dieser Endzustand als absolur stabil angesehen 
wird, muB der zugeh6rige Gleichgewichtsdruck, und somit auch die 
Endordinate der betrachteten Gleichgewichtskurven, tiefer als der ent- 
sprechende Weft ft~r das Tr6pfchen am Schmelzpunkt liegen. 

b) Jene Kurven der Schar, welche so hoch liegen, dab sie den tat- 
s~chlichen Druckverlauf im Tr6pfchen nicht mehr schneiden (in Fig. 5 b 
also Kurve V), k6nnten entsprechend nur auf Tr6pfchen oberhalb des 
Schmelzpunktes bezogen werden und mfiBten demnach bei r ~/~ oberhalb 
des Schmelzdrucks des Tr6pfchens enden. 

c) Die Gleichgewichtskurve, welche die beiden Teilscharen a) und b) 
voneinander trennt (in der Figur die Kurve I V ) ,  geh6rt zum stabilen 
Schmelzpunkt. Sie endet be i r  m i m  Schmelzdruck des Tr6pfchens. 

Voraussetzungsgem~U3 sollte unsere Figur die Verh~iltnisse am 
Schmelzpunkt darstellen. Demzufolge kann nur die unter c) beschriebene 
Kurve die gesuchte Gleichgewiehtskurve aus der Schar der hypotheti- 
schen Kurven sein. Ft~r diese ergibt sich aber aus der Figur sofort mit 
(24c) der die G1. (5 t) in anschaulicher Weise best~itigende Zusammenhang 

(~v - -  ~)  O, ~#< _ <, . )  > (/-- p : , i ~ ( , = o ~ ) )  

"> ~ i (52) - p~ IJ I~ 
--  rm~, + A P s + A T s  

Mx r ( t / ~ - -  tleV) 

Den vorstehenden Oberlegungen haftet noch eine gewisse Speziali- 
sierung an, da keine Uberschneidungen der beiden fraglichen Kuryen 

Ebenso ist zu erwarten, dab der Wert fiir die GrenzflXchenspannung ty/~/e 
bei wachsendem Keim in der Fliissigkeitshaut in anderer Weise auf Null absinkt 
als ohne einen solchen. 
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im Bereich der Fltissigkeitshaut berficksichtigt wurden. Es steht aber 
gedanklich nichts im Wege, auch dort noch Schnittpunkte zuzulassen. 
W~re es aber m6glich, dab z.B. die zu einer Unterktihlung geh6rige 
Gleichgewichtskurve kurz vor ihrem Endpunkt die tats~chliche Druek- 
kurve noch einmal, und zwar im Sinne eines stabilen Gleichgewichts 
schnitte, so wiirde eine nur wenige Atomlagen starke geschmolzene 
Oberfl~chenschicht auf dem erstarrten Teilchen im stabilen Gleich- 
gewieht zurtickbleiben. Der oben betrachtete Endpunkt der Gleieh- 
gewichtskurve brauchte sich dann nicht mehr auf ein stabiles Gleich- 
gewicht zu beziehen. Seine Lage bliebe in der vorliegenden Betrach- 
tungsweise unbestimmt. Das Vorhandensein solcher Schichten wfirde 
eine eingehende Kritik des Schmelzpunktbegriffs zur Folge haben. 

So ftihren aueh diese ~)berlegungen zum Problem des sog. ,,Ober- 
fl~chenschmelzens". Es soll in einer /olgenden Arbeit unter Verwen- 
dung thermodynalnischer Mittel ausffihrlicher behandelt werden. 

Zusammenfassung 
Ftir die Schmelzpunktverschiebung kleiner kugelf6rmiger Teilchen 

in Abh~ingigkeit yon ihrer Masse werden Gleichungen angegeben, die 
unter der Voraussetzung gtiltig sind, dab auf der Oberfl~che der festen 
Teilchen keine geschmolzenen Oberfi~chenschichten vorhanden sind. 
Als Schlnelztemperatur wird die Tempcratur der stabilen Koexistenz 
fester und fliissiger Teilchen gleicher Masse in einer gemeinsamen Gas- 
phase definiert, d.h. inSbesondere die Telnperatur, bei der im Innern 
der fitissigen Tr6pfchen kein fester Keim wachstumsf~hig ist. 

Zur Berficksichtigung yon Adsorptionserscheinungen auf den Phasen- 
grenzfl~chen wird in der Gasphase neben der Grundsubstanz das Vor- 
handensein eines Fremdgases angenommen. Da die Zahl der Freiheits- 
grade des Systems ,,kleines festes Teilchen/Gasraum/kleines fltissiges 
TeilChens" -- entgegen den Angaben des Gibbsschen Phasengesetzes flit 
Systeme mit vernachl~ssigbaren Grenzfl~chenerscheinungen -- un- 
abh~ngig yon der Zahl der Phasen um eins gr6Ber als die Zahl der Kom- 
ponenten ist, h~ngt die Lage des Koexistenzpunktes dieser Phasen von 
den beiden Teilchenlnassen und deln Partialdruck des Frelndgases ab. 
Letzteres beeinflul3t den Koexistenzpnnkt praktisch nut durch die 
Erniedrigung der Oberfl~chenspannungen iln Sinne des Gibbsschen 
Adsorptionsgesetzes. 

Die bei festgehaltenem Zusatzgasdruck in Abh~ngigkeit von den 
beiden Teilchenmassen noch verbleibende doppelte Mannigfaltigkeit 
von Koexistenzpunkten beschreibt iln Mlgelneinen metastabile Zu- 
st~nde. Nur jene Koexistenzpunkte, welche der zus~itzlichen Bedingung 
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unterliegen, dab sie sich auI feste und fliissige Teilchen gleicher Masse 
beziehen sollen, beschreiben stabile Zust~nde. Diese einfache Mannig- 
faltigkeit ist fiir die gesuchte Schmelzpunktverschiebung kleiner Teil- 
chert i n Abh~ngigkeit von ihrer Masse zust~tndig. Damit sind Schmelz- 
temperatur und Schmelzdruck eindeutig dutch die Thomsonsche Ver- 
schiebung der Sublimatiorfskiirve und der Verdampfungskurve fest- 
gelegt. 

Wie die n~ihere Untersuchung des Zustands eines Tr6pfchens im 
p -- T-Diagramm lehrt, setzt sich die Ver schiebung der Schmelztempera- 
tur aus zwei Anteilen zusammen: a) der durch den Kapillardruck der 
fliissigen Teilchen verursachten (in Systemen mit regul~irer Schm~lz- 
kurve stets positiven) Schmelzpunktverschiebung und b) der durch 
die Thomsonsche Verschiebung des Gleichgewichtsdruckes der labilen 
Keime in den flttssigen Teilchen bedingten Schmelzpunkterniedrigung. 
Ob insgesamt eine Schmelzpunkterh6hung oder -erniedrigung resultiert, 
muB yon Fall zu Fall entsehieden werden. Nut bei Substanzen mit 
irregul~irer Schmelzkurve sind beide Anteile negativ, und es ist mit 
Bestimmtheit eine Schmelzpunkterniedrigung vorauszusagen. 

Zwischen den Grenzfl~ichenspannungen der festen und fltissigen Teil- 
chen gegeniiber dem Gasraum und der Grenzfl~tehenspannung fester 
Keime im fltissigen Teilchen l~13t sich ein Zusammenhang in Form einer 
Ungleichung herleiteu. 

Die Aul3erachtlassung geschmolzener Oberfl~ichenschichten erscheint 
als echte Einschr~nkung. !21ber n~here Untersuchungen zu diesem 
Thema wird sp~tter zu berichten sein. 

Herrn Professor KOI~LER danke ich fiir zahlreiche fruchtbare Diskussionen zu 
diesem Thema, Herrn  Professor HAASE fiir einige wertvolle schriftliche Hinweise 
und Herrn Professor KRATZER Iiir die Durchsicht  eines Entwurfs  dieser Arbeit.  


