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Theoretische Untersuchungen
iiber den Schmelzpunkt kleiner Kiigelchen

Ein Beitrag zur Thermodynamik der Grenzflichen*

Von
KARL- JosEPH HANSZEN **
Mit 5 Figuren im Text
(Eingegangen am 18. September 1959)

Auf der Grundlage der Gibbsschen Thermodynamik der Phasengrenzflichen wer-
den Gleichungen fiir die Schmelzpunktverschiebung kleiner isolierter Kiigelchen in
Metallaufdampifschichten abgeleitet, die hinab bis zu Teilchenradien von mindestens
100 A Giiltigkeit haben und den EinfluB von Adsorptionsfilmen auf den Teilchen-
oberflichen mitzuberiicksichtigen vermégen. Zur Gewinnung dieser Gleichungen
werden Gleichgewichts-, Stabilitdts- und Koexistenzfragen eingehend diskutiert.
Das Problem des sog. Oberflichenschmelzens wird angeschnitten. Seine aus-
fithrliche Behandlung ist in einer nachfolgenden Verdffentlichung vorgesehen.

Problemstellung

Es ist bekannt, daf diinne Metallaufdampfschichten beim Tempern
im Vakuum in vielen Fallen schon weit unterhalb der Schmelztempera-~
tur aufreiBen. Dabei bilden sich auf der Trédgerfolie isoliert liegende
Teilchen mit nahezu kugelférmig abgerundeten Oberflichen?, aber gut
ausgebildetem Kristallgitter? Als einfachstes thermodynamisches Mo-
dell einer solchen aggregierten Schicht kann man daher, solange man
mogliche Einfliisse der Trigerfolie auller Betracht 148t, ein System aus
gleich groBen, getrennt liegenden Metallkiigelchen in einem umgebenden
Gasraum ansehen. Die vorliegenden Untersuchungen machen es sich
zur Aufgabe, thermodynamische Aussagen iiber das Schmelzen dieses
Modellsystems zu finden, da iiber diese Frage in der Literatur weit-
gehende Unsicherheit herrscht. So wurde des 6fteren fiir das genannte
System eine Verschiebung der Schmelztemperatur im Sinne der Thom-
sonschen Gleichung3 AT, — — 2 glest/fiiissig 37 T W

J fest/fliissig Ofest?
(Iy = Schmelzpunkt des kompakten Materials, ¢ = Grenzflichen-
spannung, » = Teilchenradius, ¢ == Dichte, L/M = spezifische Schmelz-

* Auszugsweise vorgetragen auf der Tagung der Nordwestdeutschen Physi-

kalischen Gesellschaft am 17. 4. 1958 in Bad Neuenahr,
** Braunschweig, Physikalisch-Technische Bundesanstalt.

1 Vgl. z.B. Hanszen, K.-J.: Z. Physik 150, 527 (1958), Fig. 3 u. 4.

2 Vgl. z.B. Hanszen, K.-J.: L c. ? insbes. S. 532, ferner Phys. Verh. Mosbach
8, 193 (1957).

2 THomsoN, W.: Phil. Mag. (4) 42, 448 (1871).
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wirme) angenommen?. TAKAGI® wies aber bereits darauf hin, dal diese
Gleichung auf das Zweiphasengleichgewicht: , feste Teilchen in einer aus-
gedehnten Flissigkeit” anzuwenden ist [vgl. Gl. (29¢) dieser Arbeit],
nicht aber auf das den Schmelzpunkt des betrachteten Systems kenn-
zeichnende Dreiphasengleichgewicht: feste und fliissige Teilchen in einem
gemeinsamen Dampfraum. Die Verfasserin glaubte allerdings, daB die
Thomsonsche Gleichung fiir den Schmelzpunkt der Kiigelchen im
Dampfraum Giiltigkeit erhilt, sobald ein diinner Oberfldchenfilm ge-
schmolzen ist und sieht demzufolge in der Anwendung dieser Gleichung
auf die Verschiebung der Schmelztemperatur diinner Schichten keine
Problematik. Wir kénnen uns jedoch diesen Folgerungen nicht an-
schlieBen und halten eine Bearbeitung dieser Iragestellung auf streng
thermodynamischer Grundlage fiir notwendig.

Um bisweilen anzutreffende Irrtiimer auszuschlieBen, sei darauf
hingewiesen, dall durch unsere Beschrinkung auf die phdnomenologische
Methode nur die Ermittiung der thermodynamischen Schmelztemperatur
moglich ist (im vorliegenden Falle also der Temperatur des stabilen
Gleichgewichts im System: ,,feste und fliissige Kiigelchen gleicher Masse
in einem gemeinsamen Gasraum‘), die bei vorgegebener Stoffverteilung
eine eindeutige Funktion von Druck und Teilchenmasse ist. Keine
Aussagen kénnen dagegen iiber die Temperaturen gemacht werden, bei
denen das Schmelzen und Erstarren in konkreten Fallen wirklich ein-
setzt, da diese Temperaturen nicht notwendig Gleichgewichtstempera-
turen darzustellen brauchen.

Es wird zwar im allgemeinen angenommen, dal3 das Schmelzen der festen
Kiigelchen praktisch bei der oben definierten Schmelztemperatur einsetzt. Beim
Epystarven der geschmolzenen Kiigelchen koénnen dagegen erhebliche Unterkith-
lungen auftreten. Diese finden nach den Untersuchungen von TURNBULL® und
Taxaci® ihre hinreichende Erklirung in dem Umstand, da8l in Teilchen geniigender
Kleinheit keine Fremdkeime mehr vorhanden sind, so daf3 die Erstarrung der
Tropfchen einzig und allein durch Keime der von der Thomsonschen Gleichung
geforderten kritischen GroBe aus Schwankungserscheinungen? in Gang gesetzt
werden muf3. — Solche Unterkithlungen sollen in der vorliegenden Arbeit also nicht
berechnet werden.

Gleichgewichtsbetrachtungen

Eine diinne Schicht stellt zusammen mit dem umgebenden Gas-
raum ein Mehrphasensystem dar. Sie selbst mul in den meisten Fallen

4 Vgl. z. B. MavER, H.: Physik diinner Schichten, Teil II, S. 24 {f. Stuttgart 1955.
Nach einer Bemerkung von H. K6N1G diirften die in der Tabelle 5 dieses Buches
angegebenen numerischen Werte um den Faktor des Molekulargewichts zu grof sein.

5 Takact, M.: J. Phys. Soc. Japan 9, 361 (1954).

6 TurnBULL, D.: J. Appl. Phys. 21, 1022 (1950).

7 VoLMER, M., u. A. WEBER: Z. phys. Chem. 119, 277 (1926). — BECEKER, R.,
u. W, D6riNG: Ann Phys. (5) 24, 719 (1935). Neuere zusammenfassende Dar-
stellung der Keimbildungstheorie: Horromon, J.H., u. D. TurnNsuLL: Progr.
Met. Phys. 4, 333 (1953).
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auch als ein Mehrkomponentensystem angesehen werden, da nach den
fritheren Darlegungen?® auf den Oberflichen adsorbierte Fremdschichten
das physikalische Erscheinungsbild wesentlich mitbestimmen. Da sich
insbesondere die vorliegenden Untersuchungen mit Oberflicheneffekten
zu beschiftigen haben, ist es also erforderlich, das eingangs gewihlte
Modell als mehrkomponentiges Mehrphasensystem aufzufassen. Fiir ein
solches System sollen zunichst die Gleichgewichtsbedingungen in all-
gemeiner Form auf der Grundlage der Gibbsschen Methode angegeben
werden. Um die Uberlegungen nicht zu sehr zu komplizieren, sei aus-
geschlossen, dafBl sich zwei der stets als kugelférmig angenommenen
Phasengrenzflichen direkt beriihren,

Das Phasengleichgewicht unter Beviicksichtigung des Einflusses
der Phasengrenzflichen

Wir betrachten ein System, in dem N Komponenten auf y Phasen
verteilt sind. ¢ —1 dieser Phasen sollen kugelftsrmige Gestalt besitzen
und in die gemeinsame AuBenphase o eingelagert sein. Es liegen also
 — 1 gegenseitige Phasengrenzilichen vor.

Nach GiBBs® stellen wir uns vor, daB sich die Komponenten bis zu
den als geometrische Unstetigkeitsflichen betrachteten Phasengrenz-
flichen (,, Teilungsflichen®) homogen ausdehnen und setzen die Energie-
und Entropiewerte in beiden Phasen als reine QuantititsgréBen wie in
unendlich ausgedehnten Medien an. Der tatsichliche Zustand unter-
scheidet sich dadurch von dem gedachten, daB in der Umgebung der
Teilungsflichen (positive oder negative) Uberschiisse der Energie~ und
Entropiedichten, und wegen der Adsorptionsfilme auch solche in den
Massendichten bestehen. Diese Uberschiisse, auf die Flicheneinheit
bezogen, seien nach Gies als Energie-, Entropie- und Massendichte
der Oberfldchen definiert.

Die Fundamentalgleichungen fiir die Phasen unseres Systems lauten

dann N
AL = 174S" — p"dV* + Xyt dmt; =08 ..., 9); (2a)
i1

und die Fundamentalgleichungen fiir die Phasengrenzflichen ®
N
QB = T¥lx g Sl ol g Ol 1 > M;f/oz dml{/cc; (¥ = Blo, v/, ..., pla); (2b)
=1

8 GiBBs, J.W.: The collected Works, S.219/221, 365/366. New York 1928.

® Das Fehlen von kriimmungsabhingigen Gliedern in (2b) setzt eine ganz
bestimmte Lage der Teilungsflichen voraus, vgl. J.W. Giess L c. 8, S.227. Im
Gegensatz zu den Verhiltnissen bei ebenen Oberflichen (GisBs S. 234) ist es also
bei gekriimmten Oberflichen selbst im Einkomponentensystem nicht mehr méglich,
Massentiberschiisse in der Oberflichenschicht durch geeignete Wahl der Lage der
Teilungstliche zum Verschwinden zu bringen. Uber die Anwendung von kriim-
mungsabhéngigen Gliedern in der Fundamentalgleichung vgl. Burr, F.P.: J.
Chem. Phys. 19, 1591 (1951).
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wo die ndher indizierten GroBen T, p, V und m, die Temperaturen,
Drucke, Volumina und Massen, £, S und y; die Energien, Entropien
und chemischen Potentiale in den Phasen bzw. den Phasengrenzflichen,
0 die Grenzflichen und ¢ die Grenzflichenspannungen (also ¢ dO die
reversiblen Oberflichenarbeiten) bedeuten.

Betrachtet man dieses System als abgeschlossen, d.h.:
AE* 4 dEF ... dEY + dEPl* L gEvI* | ... JEYIe = ();
dm +dwmb - dmlf + dmbl* L dwll* 4. Al =0,
(t=1,2...N);
aAve - dvt 4 ... dvv =0;

(3)

und beachtet man ferner den Zusammenhang zwischen Oberfliche und
Volumen der Phasen:

O =4 (Plyr = 277 (42)
A0 = F%cn/v ; (4b)

(r = Radius der Phasengrenzfliche), so gewinnt man aus dem Gleich-
gewichtskriterium fiir das Gesamtsystem* (8'S)z y ,,, = O nach dem
Lagrangeschen Verfahren die Gleichgewichtsbedingungen

To — T8 — ... T% — Thle — Tl — .., Tw/oc, (5)
Lun ol
=1+ im, =B v, (©

pi=pl =t == =gt (1=1,2,...,N).  (7)
Liegen die Phasen a, § ... ¢ ineinandergeschachtelt vor, und ist y die
innerste, o die duBerste Phase, so gilt fiir den Gleichgewichtsdruck der
Phase ¢ an Stelle von (6)
(62)

gw/x oxl® obla )

Die chemischen Potentiale der verschiedenen Komponenten in den
einzelnen Phasen

e; =y Eifm;
wi=e — T s; 4 p"v; 8 =ap Silm; 8)
v; =41 Vifm;

sind als Funktionen von 7, p” und den (N —1) Massenbriichen y} aui-
zufassen, so daf gilt

Ay = — sdT + v} dp”—i—z 8’% ayy; (8a)

* Vgl. GL (32b).
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und die chemischen Potentiale der Komponenten in den Phasengrenz-

flaichen
= e — TS — o™l o, =4 Oifm, )

als Funktionen von T, ¢”*und den (N — 1) Massebriichen %%, so daB gilt

VOL

de/a _ v/och _ Ov/a Ao’ + Z y;""‘. (9 a)

v/o:

Diese Gleichungen sollen in Folgendem auf einige Spezialfille ange-
wandt werden.

Abhdngigkett des Gleichgewichtsdrucks und der Gleichgewichistemperatur
vom Teilchenradius im Mehvkomponentensystem

Zur Beantwortung der gestellten Frage sind an erster Stelle Aus-
sagen iiber das Druck- und Temperaturgleichgewicht des mehrkompo-
nentigen Zweiphasensystems: kugelférmige Innenphase » und ausge-
dehnte Aullenphase o erforderlich. Fiir den Fall, daB3 die AuBenphase
Gasphase ist, lassen sich die Rechnungen bei Anwendbarkeit der idealen
Gasgleichung- W . RT e

P*pH* = _*_ ;
- k]
v ml M; md o

(10)
mit .
pf =4 " %; und Zlﬁ =p" (11)

(R == Gaskonstante, M; = Molekulargewicht, ¢, = Partialdruck, x; = Mo-
lenbruch) auf die in dieser Phase enthaltenen Komponenten weitgehend
in geschlossener Form durchfiithren.

Da bei dem zur Diskussion stehenden heterogenen Gleichgewicht
zwar alle Komponenten in der Gasphase, nicht aber in den kondensier-
ten Phasen aufzutreten brauchen, sind in Anlehnung an die tatsich-
lichen Verhiltnisse in diinnen Schlchten folgende Vereinfachungen an
unserem Modell mdglich:

Die Innenphase » kann als eine einkomponentige Metallphase an-
gesehen werden. Wir setzen das Metall als so edel voraus, daB bei den
im Hochvakuum vorliegenden Drucken, denen die Probe beim Tem-
pern ausgesetzt ist, in der weiteren Nachbarschaft des Schmelzpunkts
keine chemischen Verbindungen des Metalls, insbesondere keine Oxyde
in fester Form mehr existent sind, d.h. daB die zu den betreffenden
Temperaturen gehorigen Zersetzungsdrucke unterschritten sind*. Che-
mische Verbindungen mit dem Metall kénnen also nur in der Gas-
phase vorkommen und dort als Partialdrucke eine Rolle spielen oder

* Zur Orientierung einige Zahlenangaben: Ag,0 und PbO, sind im Hoch-
vakuum von 107® Torr schon bei Zimmertemperatur, die Kupferoxyde! oberhalb

400 °C nicht mehr bestindig, WO, ist dagegen bei 1500 °C und 107® Torr Sauer-
stoffdruck noch bestidndig.
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in Adsorptionsfilmen auf der Metalloberfliche auftreten. AuBerdem
miissen die im Vakuum noch vorhandenen Restgase im Ansatz fiir die
Gasphase und die Phasengrenzfliche beriicksichtigt werden. Zur Ver-
einfachung der Schreibweise fassen wir alle Fremdstoffe als eine einzige
Komponente mit dem Index 2 zusammen. Die Komponente 1 stelle das
Metall selbst dar. Es mul wegen seines endlichen Dampfdruckes auch
in der Gasphase, und wegen der nicht verschwindenden Masseniiber-
schiisse in der Grenzfliche® auch dort mitgezihlt werden.

Gleichgewichts-Metalldampfdruck p% in Abhingigkeit vom Phasen-
radius v""* und vom Fremdgasdruck p% bei konstanter Temperatur. Durch
Variation des Partialdruckes $% fithren wir das angegebene zweikom-
ponentige Zweiphasensystem bei festgehaltener Temperatur aus einem
Gleichgewichtszustand in einen neuen. Fiir die Druckédnderung in der
Gasphase gilt dann nach (11)

dp* =dpy +dp5; (12)

und fiir die Druckinderung im Kiigelchen nach der Gleichgewichts-
bedingung (6), wenn der Einfachheit halber die Indizes v/ bei # und ¢
weggelassen werden:

dpr = dps +dps— 25 dr + 2 do. (13)

Hiermit lauten die Anderungen der chemlschen Potentiale (8a) und
(9a) unter Beachtung von (10) und (11)

Qi = dpt = (ap3 + g — i;’_dr + ida); (14a)
6 o
dps —viape 4+ 2 gy = BT gy KT g
o0y M ;D M x (14b)
_ ET oL Ve d?t)oc.
= g g
o o o opg o ET o
dus=v3dp ‘l‘ﬁduﬁy):‘mdpz- (14¢)

Aus der Gibbs-Duhemschen Beziehung fiir die Grenzflichenphasen

N
ST AT + O d 4 Y mile e =0; v =By ...y (15)

=1

gewinnt man fir das Differential der Grenzflichenspannung

do"’* = —

Ov/oc dﬂﬂ'/a Ovla d[u”/a =af % api® — d/uy/a (16)

Beriicksichtigen wir nun die aus (7) folgenden Gleichgewichtsbedingungen

dpi =dp; = dp™ =4 duy; }

(17)
duy = d#’é/ =414 g;
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so erhalten wir bei der Einsetzung von (16} in (14a) unter Beachtung
von (4a)

(1+2”V1)du _( L2 2 my )dm

3

18)

v o 20 2, A
— <d;‘)1 gy — 2 dr— 2 dpy).
Entsprechend kénnen wir hier (14b) und (14c) einsetzen und erhalten

(142280 v ast=v (apy— Spar - ZaTian). o)

m$ | m§ M, p%

Die Anwendung von (19) auf ein reales System ist nur dann sinnvoll,
wenn die Teilungsfliche mit der physikalischen Unstetigkeitsfliche
zwischen beiden Phasen zusammenfillt. Das ist nach GiBps!® erfiillt,
solange der Kriimmungsradius groll gegeniiber der Dicke der inhomo-
genen Grenzflichenschicht ist. In diesen Fallen gilt aber

mi* < m¥;  oder <L 7jv". (20)
AuBerdem gilt fiir die spezifischen Volumina »* und V*m$ des Metalls

im Tropfchen und im Dampifraum bei allen zur Diskussion stehenden
Drucken

(21)

Mit diesen Vernachldssigungen erhilt (19) unter Einfithrung der Dichte
N

¥ : v __ y v 1 "

Qiz%; 9_201_%:W (24)
folgende Gestalt i=1

_ ORT j0 g4 _ 2w, RT 5,
= N dﬁ #d? dV VML dp (23)

Die Integration dieser Gleichung iiber ;bgjg‘i‘ und 7|72 unter der An-
nahme, dall ¢” praktisch unabhingig von $%, sowie ¢ und x, praktisch
unabhingig von 7 sind, fithrt zu

£
2RT
2045 _g) — —p | Ay
RTg¥ Ibl(vf) '
In % «y - (24)
Ml pl(oo 0) 4
Fiir kleine Druckdifferenzen wird hieraus
P%(y,pgt) — plie,0) Ay
P, 0) 4 poga
P2 A
RT 24a
2( (vﬁ‘ 0~ [”5'“‘1(1“?%)) (242)
M, o« | 2g
" RT Qv p2 prIeL

‘) GieBs, J.W.:l c. 8 S. 227
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Gleichgewichistemperatur T in Abhdngigkeit von Phasenvadius v
und vom Fremdgasdvuck p% bei konstantem Metalldampfdruck p¢. In ent-
sprechender Weise kénnen wir das Temperaturgleichgewicht aus den
Anderungen der chemischen Potentiale

dlu;:_s’idT+v”(d;b;‘—276d7+%dU); (254)
dps = — 2 dT; (25b)
dpy = — 5dT + - pa a3 (25¢)

und der Gibbs-Duhemschen Beziehung

) Sv/oc mv/o: v
do"l* = — aT — 21 g+ — D/a d[u @

o oM (26)
— AT —owmd ™ — wydpif*
berechnen. Wir erhalten so
vfor
—gv[(1 + )si‘—sda
21, RT %) (@7)
F ”2 o 20— #ys5)
=dpi — 7—2 7 M, 2 aps— . ar.

Unter Berticksichtigung von (20) gewinnen wir unter Einfithrung von

Lvlo(
- sl =df M T

(28)

[L = molare Ubergangswirme, L/M = spezifische Ubergangswirme
(Schmelz-, Verdampfungswirme usw.)] aus (27), wenn neben den fritheren
Vernachldssigungen noch L als unabhingig von I angesehen wird!,
die Beziehung

Ly* g 1 Tosp
= _ln -
My T(oo,o)

t2 T, pw
(29)

—2 W41 d(In pF) + (¢~ 2 s)AT

— (3 0 T(ooo .
—_pz i »

U I(T)=L(T(»)! Die r-Abhingigkeit von L ist im allgemeinen sehr klein,
vgl. DEFAY, R., u. J. PrRIGOGINE, Tension superficielle et adsorption, Liittich 1951,
S. 1841ff. In die obigen Gleichungen kénnen also die makroskopischen Werte fiir L
eingesetzt werden.
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und fiir kleine Temperaturdifferenzen

Topm — T, ATy,
T(o,0) Y L
‘ %
RT 20a
2(6%%:0) A/ %%’“d(lnpg)> (292)
. % i
- La{kxgv pZ 3

Diskussion. der Eygebmisse. Die Endgleichungen (24a) und (29a)
sind Anwendungsbeispiele der bekannten Tatsache, daB sich der Gleich-
gewichtsdampfdruck einer kondensierten Phase unter Pressung erhéht
und die Gleichgewichtstemperatur erniedrigt. Im vorliegenden Fall

geschieht die- Pressung einmal durch den Fremdgasdruck %, zum

anderen nach (6) durch den Kapillardruck 263g/7/*, der von der durch

Adsorptionsfilme modifizierten Grenzflichenspannungi?*

%
RT
0l = a0y~ 7 | ¥4 (30)

hervorgerufen wird. 0

Der Kapillardruck ist bei den vom Elektronenmikroskop der Beob-
achtung erschlossenen TeilchengréBen erheblich: Fiir ein Silberkiigel-
chen von #=100 A ergibt sich bei sauberer Oberfliche mit o' ~
1000 erg/cm? ein Kapillardruck von 108 Torr**. Dieser Wert wird nach

* Auf welchem Wege die Fremdstoffe in das System gelangt sind, ist fiir die
Anwendbarkeit der obigen Gleichungen unerheblich. Von Bedeutung ist nur, daB
sie sich im Endeffekt ins Adsorptionsgleichgewicht gesetzt haben. So kénnen
(24a) und (29a) auch angewandt werden, wenn die Fremdstoffe bei der Herstellung
der Schicht in das Innere der Teilchen eingelagert und erst wihrend des Temperns
an die Grenzflichen gedringt wurden und sich dort mit der Gasphase ins Gleich-
gewicht gesetzt haben. Keine Aussagen kénnen dagegen aus unseren Gleichungen
iiber Systeme mit Reaktionshemmungen gemacht werden. Solche Zustinde
kénnen vorliegen, wenn die Fremdschichten fern vom thermodynamischen Gleich-
gewicht (z.B. durch Einwirkung des Elektronenstrahls auf die Fremdgase) auf
den Phasengrenzflichen abgeschieden wurden. Wenn diese Schichten auBerdem
Dicken erreicht haben, die die Stirke der spontanen Adsorptionsschichten wesent-
lich iiberschreiten und die Oberflichen der Teilchen nur teilweise bedecken, so
dafl mehrere Phasengrenzflichen aneinanderstofen, so liegen Verhiltnisse vor,
denen die Voraussetzungen dieser Rechnungen keinesfalls mehr entsprechen.
Es ist daher nicht verwunderlich, daB beim Vorhandensein solcher Bedeckungen
neuartige Erscheinungen beobachtet wurdent.

** Die Kenntnis des enorm hohen Druckes p” = $*+ 2¢/r in den kleinen festen
Teilchen hat Stranski!® im Gegensatz zu der allgemein vertretenen Auffassung% 3
zu der Feststellung gefithrt, daf kleine Kristillchen bei hdherer Temperatur als eine
groBe Kristallmasse schmelzen miiten, da der Schmelzpunkt mit steigendem Druck-
im allgemeinen ebenfalls ansteigt. Dal ein solcher EinfluB an der Schmelzpunkt-
verschiebung tatsdchlich beteiligt ist, werden die spateren Untersuchungen zeigen.

12 Gigms, J.W.: L c. 8, S. 2351f.

13 Stranski, I N.: Z. Physik 119, 22 (1942); vgl. insbes. S. 32.
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(30) durch die in allen praktisch vorkommenden Féllen anzutreffende
positive Adsorption des Fremdgases* (also x* > 0) erniedrigt. Genaue
Werte fiir die adsorptionsbedingte Grenzflichenspannungserniedrigung
sind nicht bekannt. Nach KNACKE und STRANSKI ! ist je nach Be-
deckungsgrad und Temperatur eine Erniedrigung von einigen bis
einigen hundert erg/cm? anzusetzen. Dieser Effekt fillt also ins Ge-
wicht, wenn der Schmelzpunkt im Temperaturbereich merklicher
Belegungsdichte liegt. In jedem Fall gilt aber

205517 > 3, (31)

da der rechts in der Ungleichung aufgefithrte Partialdruck allenfalls
im Bereich einiger 107 Torr liegt. Mit (30) und (31) kénnen wir den
Bedingungen fiir das Druck- und Temperaturgleichgewicht (24a) und
(29a) unter Berticksichtigung von (10) und (22) folgende einfache
Gestalt geben

Aty 2 M, o 208 02/9?
e = RT o’"I* ; ?v/zx = Wi (24b)
AT 2M10';;%x
T T DrRgpe (29b)

Diese Gleichungen sind, abgesehen von dem adsorptionsabhingigen

Zusatzglied!® in G;](g, mit den entsprechenden Gleichungen fiir das

Einkomponentensystem identisch.

Die Dampfdruckerhthung ist nach (24b) um den Faktor gf/¢’
kleiner als der Kapillardruck. Dieses Verhiltnis der Dichten liegt
z.B. fiir Silber bei 700 °C in der GréBenordnung von 10723, Tiir ein
Kiigelchen von # ~~100 A z.B. ergibt sich damit bei dieser Temperatur
eine relative Dampfdruckerhthung von 30%.

* Im Experiment handelt es sich in den meisten Fillen um die Adsorption
von Kohlenwasserstoffen, aus denen sich das Restgas einer Hochvakuumapparatur
hauptsidchlich zusammensetzt. )

14 KnackE, O., u. I.N. Stranski: Z. Elektrochem. 60, 816 (1956). Nach der
Feststellung dieser Autoren kann die Herabsetzung der Oberflichenenergie ein-
zelner Kristallflichen so weit gehen, daf3 eine neue Gleichgewichtsform, also eine
neue Tracht entsteht. Auch die eingangs der vorliegenden Arbeit erwidhnte Ab-
rundung der Kristalle zu kugeldhnlichen Gebilden ist im wesentlichen auf diesen
EinfluBl zuriickzufiihren.

15 Die Fremdstoffe wirken auf die Gleichgewichisverschiebungen also nur durch
ihren EinfluB auf den Innendruck der Teilchen, den sie iiber p2 oder ¢ austiben.
Anders ist es mit dem EinfluB von geringsten Fremdstoffen auf die Aufhebung
einer Uunterkiiblung, also auf einen irreversiblen Vorgang. Hierbei kénnen sie als
Kondensationskeime wirken und das Umschlagen in den stabilen Gleichgewichts-
zustand bei hoheren Temperaturen als die statistischen Schwankungen einleiten,
vgl. TurNBULL, D., u. R.E. CeEcH: J. Appl. Phys. 21, 804 (1950) insbes. S. 809.
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Die wesentliche Begrenzung des Anwendungsbereiches der Gln. (24b)
und (29b) ist durch die Vereinfachung festgelegt, daf ¢ als unabhingig
vom Teilchenradius angesehen werden soll. Diese Annahme gilt nur,
solange das Teilchen groB gegenfiber der Wirkungssphire der mole-
kularen Krifte in der Grenzschicht ist, also hinab bis zu Teilchen-
radien von mindestens 100 A. Da bis zu diesem Wert auch (20) als erfiillt
angesehen werden darf'$, steht also der Anwendung der Endgleichungen
auf alle Teilchen itber 100 A Radius unter Einsetzung der fiir aus-
gedehnte Materialien bekannten ¢-Werte nichts im Wege.

Gleichgewichisdruck und Gleichgewichistemperatur zwischen
zwer kondensierien Phasen in Abhingigkeit vom Radius der Innenphase

Zum SchluB sollen noch einige Aussagen itber das Gleichgewicht in
kondensierten Phasen gemacht werden. Da diese nach unserer Voraus-
setzung als einkomponentig angesehen werden sollen, kénnen wir die
Ergebnisse sofort aus (19) und (27) durch entsprechende Spezialisierung
gewinnen. Betrachten wir sowohl die Innenphase p wie auch die AuBen-
phase » als inkompressibel, so erhalten wir die Gleichungen

207 g#l?

Aﬁﬂh’:m; (24(3)

o 200 M Ty
AT = Lol guyuly? (29¢)

von denen die letzte mit der zur Diskussion gestellten Gl. (1) der Form
nach ibereinstimmt. Diese Gleichungen gelten auch dann, wenn die
Phase v als kugelformige Phase in den AufBlenraum o eingelagert ist,
solange die' Grenzfliche u/v mehr als molekularen Abstand von der
Grenzfliche v/o hat, wenn also das feste Kiigelchen u in ein druck-
homogenes Gebiet des Fliissigkeitstropfchens » eingelagert ist.

Stabilitdtsfragen

Fiir die weitere Anwendung der gewonnenen Gleichungen ist ent-
scheidend, ob sie sich auf stabile Gleichgewichtszustinde beziehen
lassen. Dieser Punkt muB jetzt nidher untersucht werden.

Ein stabiler Gleichgewichtszustand eines durch E, V, m,; =const
abgeschlossenen Systems ist durch ein Maximum der Entropie Sg y ,,

16 Vgl. Gises, J.W.: L.c. ¥, S.232 in Verbindung mit S. 227. Zur Abhingig-
keit der Grenzflichenspannung vom Kriimmungsradius vgl. ferner ToLman, R.C.:
J. Chem. Phys. 17, 333 (1949), wo allerdings im Gegensatz zu den Feststellungen
von GIBBS »; = 0 gesetzt wird; u. Kirgkwoon, J.G., u. F.P. Bugr: J. Chem. Phys.
17, 338 (1949).
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ausgezeichnet. Fiir eine virtuelle Verriickung aus dem stabilen Gleich-
gewichtszustand ist also zu fordern??

6S = Z—é + 3 BM 02,02 =48 S +2S<0; (32a)
kyl=1
mit
oS =0 (32b)
und

#S <0, (32¢)

wenn z,, z; die unabhingigen Variablen darstellen. Bei anderer Ab-
grenzung des Systems sind entsprechende Forderungen an die anderen
thermodynamischen Potentiale zu stellen: Fiir ein System unter den
Bedingungen 7, V, m,=const muB z.B. fiir die freie Energie F ge-
fordert werden:

oF = oF 52’m+1 > 02,, 02, =4 OF + 0*F > 0; (333

= Oz w1 azmdzn
mit
BF =0 (33 )
und
0*F > 0. (33¢)

Unseren fritheren Untersuchungen war lediglich die Gleichgewichts-
bedingung (32b), die ein Extremum der Entropie gewihrleistet, zu-
grunde gelegt worden. Es mufB also noch festgestellt werden, unter
welchen Umstiéinden dieses Extremum im Sinne der Stabilitéisbedingung
(32¢) ein Maximum oder ein anderer stationirer Wert ist und damit
einen stabilen oder instabilen Gleichgewichtszustand. beschreibt. DaB3
sich die Gleichungen fiir die Radiusabhingigkeit des Druck- und Tem-
peraturgleichgewichts nicht notwendig auf stabile Zustinde zu be-
ziehen brauchen, zeigt ihre erfolgreiche Anwendung in der Keimbildungs-
theorie? auf wachstumsfihige Keime, also auf instabile Teilchen. Um
den AnschluB an diese Untersuchungen zu gewinnen, sollen die folgenden
Betrachtungen unter Anwendung kinetischer Uberlegungen durch-
gefiithrt werden. »

Klassifizz’émng der Gleichgewichie tm Zweiphasensystem

Wir betrachten das bereits behandelte zweikomponentige Zwei-
phasensystem unter den Nebenbedingungen konstanten Gesamtvolu-
mens V und konstanter Temperatur 7. Es unterliegt hiermit der Sta-
bilititsforderung (33¢). Im Gasraum sei ein beliebiger Druck p* =

17 GreBs, J.W.: L c. 8, S. 561
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P% -+ p%, vorgegeben, wobei der Partialdruck p7 der nicht dem Gleich-
gewichtsdruck (24b) entspricht. Durch Verdampfung des Kiigelchens
oder Kondensation am Kiigelchen kann sich ¢ so lange dndern, bis der zu
der vorliegenden TeilchengroBe gehorige Gleichgewichtsdruck erreicht ist.

Es soll jetzt berechnet werden, bei welchen Teilchenradien Gleich-
gewicht herrscht. Unter Anwendung des idealen Gasgesetzes (10} ergibt
sich fiir das Differential 4% des Drucks im Dampfraum in Abhingigkeit
von der durch die Kondensation oder die Verdampfung bedingte Vo-
lumendnderung dV* und Masseinderung dmi‘

o ml RT AL o
iy = — A ave 4 S . (34)
Unter Beachtung der im betrachteten System geltenden Nebenbe-
dingungen

Amg = — (dm + dmil*) = — (& 4n® + #/*87r)dr 35)
AVe= —dV’ = — 4nr2dr
wird hieraus mit (21) und (22)

dps = sz (¢ 4707? + 2% S7vr) d. (36)

Durch Integration iber 7‘,3 gewinnen wir, sofern die Vernachléssi-
gung (20) sowohl fir 7, wie flir 7, statthaft ist, das Kiigelchen als
inkompressibel angesehen und die sehr geringe »-Abhingigkeit von V*
vernachldssigt werden kann,

Pon =Bl — 3 -0 —72). (37)
Gleichgewicht besteht an jenen Punkten des p —#-Diagramms, an denen
die Kurve (37) die Sattigungsdruckkurve (24b) schneidet. Nach Fig. 1
werden bei Ubersittigung stets zwei Schnittpunkte auftreten: die
Gleichgewichtsbedingung ist also bei zwei verschiedenen Teilchenradien
7, und #,, erfiillt*. DalB diese beiden Gleichgewichtszustinde physi-
kalisch nicht dquivalent sind, geht aus folgenden Uberlegungen hervor:

Gagkinetisch ist der Gleichgewichtszustand dadurch gekennzeichnet,
daB in der Zeiteinheit ebenso viele aus dem Dampiraum auf die Teilchen-
oberfliche auffallende Molekeln kondensieren wie von dort abdampfen.

* Einige numerische Angaben mggen die Sachlage veranschaulichen: Betrachtet
man ein GefiBl von 1 Liter Voluminhalt, das bei Raumtemperatur mit einem
10% tibersidttigten Wasserdampf gefiillt ist, und 148t die Kondensation nur an
einem einzigen Tropfchen zu, dann liegen #; und 7y, etwa bei 80 A und 4 mm.
Ist das gleiche Gefal bei 700 °C mit 109 tbersittigtem Silberdampf gefiillt, so
wiirde sich #; etwa bei 300 &, 7, bei 2+ 10-% mm befinden.
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Liegt der Dampfdruck in der Gasphase zu hoch, so findet eine resul-
tierende . Kondensation statt, wobei der Druck in der Gasphase ab-
nimmt. Liegt er zu tief, so resultiert eine Verdampfung des Teilchens
unter Erhshung des Dampfdrucks in der Gasphase. Einen Gleich-
gewichtszustand wird man
dann als stabil ansehen, wenn
das System nach einer kleinen
Verriickung aus dem Gleich-
gewicht wieder fréiwillig in
dieses zurtickkehrt. Insbeson-
dere liegt im betrachteten
System ein stabiler Gleich-
. gewichtszustand vor, wenn
Sstatyies . . )
Gleichgewioht belrp Anwe.Lchsen eines Gleich-
—_—_ gewichtsteilchens durch Kon-
e B - densation von Molekeln aus
7 T - dem Dampfraum der dort
L Tejlchenradivs r% TS herrschende Druck unter den
Gleichgewichtsdruck absinkt,
bei der Aufzehrung -eines
Gleichgewichtsteilchens durch
Abgabe von Molekeln an den
Dampfraum aber tber den
Gleichgewichtsdruck ansteigt.
Ein solcher Zustand ist offen-
bar der rechte Gleichgewichts-
zustand im Diagramm nach
7 T Fig. 1. Die freie Energie hat
Y Teitchenragius P S hier in Abhingigkeit vom
Fig. 1a u. b. Gleichgewichte bei der Kondensation eines Teilchenradius ein Minimum.
Dampfes in der Gasphase o an einem kleinen festen oder . . .
fliissigen Teilchen y unter der Bedingung V = const. a Ab- Im linken Glelchgewmhts—
b s teieblen Dupiewesposteotas punikt liegen die Verhiltnisse
chelte Kurve) vom Teilchenradius 77/%. b Abhangigkeitder ~ gerade umgekehrt: eine ge-
Freien I-Energleb eli"mdvevsacsh};setrfxrésesvlo‘glci‘:llshenradlus i I’il’lg e Verschi ebung aus dem
Gleichgewicht, die durch sta-
tistische Schwankungen immer eintreten kann, fithrt nach links zu
einer vollstindigen Verdampfung, nach rechts zu einer stetig zunehmen-
den Kondensation, bis der im Bild rechts dargestellte stabile Gleich-
gewichtszustand erreicht ist. Der zum linken Gleichgewichtszustand
gehérige Teilchenradius 7; gibt somit den kleinsten Keimradius an, der
bei vorgegebener Ubersittigung wachstumsfihig ist. Die Tatsache, daf3
sich das linke Gleichgewicht auf einen spontan wachstumsfihigen, d.h.
labilen Zustand des Systems bezieht, in dem also in Abhdngigkeit von 7

labyles Gleichgemich!

Druck p

3

latyles Glerchgewicht
-

stabrles
Glelchgewnch!

Frere fpergre F

on
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ein Maximum der freien Energie vorliegen muB8, verleiht ihm die
bereits erwidhnte Rolle in der Keimbildungstheorie.

Die Tatsache, daB die Gln. (24a—c) und (29a-—c) auBer dem labilen
Gleichgewichtszustand einen weiteren stabilen zu beschreiben vermégen,
ist weitgehend eine Folge unserer Verfiigung iiber die willkiirlichen Zu-
standsvariablen, insbesondere eine Folge der geforderten Konstanz des
Gesamtvolumens. Hierdurch fillt die tatsichliche Druckkurve im Dampf-
raum mit wachsendem Teilchenradius so stark ab, daf3 sie die Kurve
fiir den Gleichgewichtsdruck bei
héheren 7-Werten im Sinne des \ /abiles Stabiles.

. . . . Glelchgewioht Llelchgewioht
stabilen Gleichgewichts wieder -%4 = %
schneidet. \ P

Betrachtet man dagegen z. B. \
in einem Einkomponentensy- \
stem den Druck in der AuBen- \
phase als willkiirliche Variable P\v}
und hilt ihn, wie in Fig. 2 NG
dargestellt, konstant (unter die- 25, /w(r=:)\§§‘-_
ser Annahme betrachtet man |7+ —————————— ———
gewdhnlich das System: kri- 73 e
stallines  Teilchen in einer ! Terlehenradivs P
Schmelze), dann tritt nur ein Fig. 2. Gleichgewicht bei der Kondensation eines Dampfes
ciniger Schnittpunkt der bei- I G« e s et o s
den Kurven auf, und zwar (Einkomponentensysten)
jener, der das instabile Gleich-
gewicht bezeichnet®. Das stabile Gleichgewicht ist in diesem Falle
erst dann erreicht, wenn die duBere Phase vollstindig aufgezehrt ist.
Es wird durch den nicht auf der Gleichgewichtskurve liegenden Punkt
(#¢s; ™) beschrieben. Die auf ein festes Teilchen in einer Schmelze an-
zuwendenden Gln. (24¢) und (29¢) = (1) vermogen also bei konstant
gehaltenem AuBendruck nur eine Aussage dariiber zu machen, wie
klein das Teilchen bei einem bestimmten Druck, der gréfer ist als der
zur eingestellten Temperatur gehorige Schmelzdruck des ausgedehnten
Materials, (bzw. bei einer bestimmten Temperatur, die kleiner ist als
die zum eingestellten Druck gehorige Schmelztemperatur des ausgedehn-
ten Materials) sein darf, um bis zur volligen Aufzehrung der Schmelze
weiter wachsen zu konnen. Wir gelangen somit zu dem Ergebnis, daf3
sich (29c¢) keinesfalls in der Indizierung (1) auf ein kondensiertes Teilchen

Druck p

18 HorromoN, J.H., u. D. TURNBULL sowie BECKER, R., u. W. DérinG: L.c.?;
ferner TurnsuLL, D., u. J.C. Fisaer: J. Chem. Phys. 17, 71 (1949); eine rein
thermodynamische Ableitung folgt aus Drray, R., u. J. Pricocing: 1. c. 11,
S. 245 1f.

19 Vgl. auch DeFAY, R., u. I. PricoGINE: L. c. 11, S. 176f.
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in ewmer Gasphase anwenden JaBt und demzufolge auch keine Aussagen
iiber die Schmelztemperatur eines solchen Teilchens zuldfBt.

AbschlieBend sei erwdhnt, da die Verhiltnisse von Fig. 2 auch fiir
einen festen Keim v gelten, der sich im druckhomogenen Gebiet eines
unterkithlten Trépichens g befindet, das selbst wiederum in eine Gas-

phase « mit dem Druck p* eingelagert ist [ineinandergeschachtelte
. B

Phasen, vgl. (6a)], sofern in der Figur $* durch pﬁzgﬁ“—}—gfﬁ#

¥l o
ersetzt wird. Erst am AuBenrand des Trépfchens, wo der tatsichliche
Druck steil von $# auf p* abfillt, treten neue Verhiltnisse auf. Die
Frage, ob an dieser Stelle ein weiterer, stabiler Gleichgewichtszustand
erwartet werden darf, wird am SchluB dieser Arbeit zur Diskussion

gestellt und in einer nachfolgenden Arbeit eingehend untersucht.

Allgemeine Klassifizierung der Gleichgewichie

Die folgenden Ausfithrungen sollen zeigen, daB3 die Entropie bzw.
die freie Energie in komplizierteren Systemen nicht wie in Fig. 1 als
Kurve iiber einer einzigen Variablen dargestellt werden kann. In
einem System aus w Phasen und N Komponenten ist sie vielmehr
eine Fliche tiber N(yp—1) Variablen:

Nach (2) ist die Entropie eine Funktion der ¢ Phasenenergien E*
und der 4 Phasenvolumina V”, der (y —1) Oberflichenenergien E"™
und der (y—1) Oberflichen 0”%, der N-y Massen 2 in den Phasen
und der N{yp—1) Massen #2* in den Grenzflichen, insgesamt also von
(N +42) (29 +1) Variablen. Da im Gleichgewicht die gleiche Anzahl
von Bedingungsgleichungen (3) bis (7) bestehen, ist das System in
diesem Zustand eindeutig festgelegt. In den von uns betrachteten
Nichigleichgewichten sollen zwar die Bedingungen (3) bis (6), nicht mehr
jedoch die 2N(yp—1) Bedingungen (7) erhalten bleiben. Wir setzen
aber voraus, daBl auch im Nichtgleichgewicht die Qualitdt der Phasen-
grenzflichen eindeutig durch die Qualitit der angrenzenden Phasen
bestimmt ist, daB also zusdtzlich N(yp—1) Bedingungen der Form

plF = pd); (G=1,2..N;, v=8y..9) (7a)

erfilllt sind. Den (N -}2)(2y+1) Variablen stehen daher in den be-
trachteten Nichtgleichgewichten nur (N +2) (29 -—1) —2N(y —1) Be-
dingungsgleichungen gegeniiber. Es bestehen also, wie zu zeigen war,
fir die Entropie N(yp — 1) Variationsméglichkeiten.

Fiir die freie Energie gewinnt man aus den zugehérigen Nebenbe-
dingungen die gleiche Zahl. Will man also bei vorgegebenem 7" und V
eine vollstindige Auskunft tiber die Gleichgewichte gewinnen, so muf}
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man die stationdren Punkte der F-Fliche iiber den N(yy,.—1) Va-
riablen ermitteln (yy., = Maximalzahl der moglichen Phasen im be-
trachteten System). An Hand der verschiedenen stationiren Punkte
kann dann, wie in folgender Aufstellung fiir zwei Variable gezeigt wird,
eine Klassifizierung der Gleichgewichte? durchgefiihrt werden:

1. Absolutes Minimum der Freien Energie«>absolut stabiles Gleichgewicht.
2. Relatives Minimum der Freien Energie<> metastabiles Gleichgewicht.

3. Horizontaler Graben <>neutrales Gleichgewicht.

4. Horizontaler Grat

5. Sattel <>labile Gleichgewichte.

6. Relatives Maximum

7. Absolutes Maximum <>absolut instabiles
Gleichgewicht.

Fir mehr als zwei Variable muB diese Einteilung sinngemil erweitert
werden.

Insbesondere sind die Gleichgewichte 1. und 2. stets durch einen
Grat oder einen Sattel voneinander getrennt. Dieser muB beim Uber-
gang vom metastabilen in den absolut stabilen Zustand durch Keim-
bildung iiberschritten werden*. Lings des hierbei verfolgten Weges
wird also ein Maximum der Freien Energie durchlaufen, das allerdings
auf der F-Fliche als Ganzes gesehen nur ein stationirer Punkt nach
4. oder 5. zu sein braucht. An diesem Yunkt herrscht Gleichgewichi,
weil O F =0 und Labilitit, weil in der Fortschreitungsrichtung 82F >0
ist. Aus dieser Tatsache leitet sich die Berechtigung der Bezeichnung
,,labiles Gleichgewicht® her.

Forderungen der Form y =const<y,,; schrinken die Bewegungs-
freiheit auf der F-Fliche ein. Im besprochenen System z.B. fiihrte
uns die Forderung v =2 zu der Bewegung lings einer Linie auf der
F-Fliche. Die dabei in Fig.1 beobachteten Maxima und Minima
brauchen daher auf der Gesamtfliche keinesfalls absolute Maxima oder
Minima zu sein **.

* Es ist auch der Fall denkbar, dafl die Keimbildung zwischen zwei Minima
gleicher Tiefe vermittelt. Wir wollen die Vereinbarung treffen, in solchen Fillen
beide Minima als stabile Gleichgewichte zu bezeichnen.

** Bei willkiirlichen Schnitten durch die F-Fliche brauchen die lings des
Schnittes entstehenden Extrema noch nicht einmal notwendig Gleichgewichts-
zusténde zu sein, da ein nicht in der Schnittrichtung liegendes 0F/8z, = 0 sein kann.

20 Diese Klassifizierung deckt sich im wesentlichen mit der von R. HaasE in:
Thermodynamik der Mischphasen, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1956, § 371f,,
S.135ff. — allerdings ohne Beriicksichtigung der Grenzflichen — gegebenen
Klassifizierung.

Z. Physik. Bd. 157 37
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Koexistenzfragen

Zur Berechnung des Schmelzpunktes kleiner Teilchen sind einige
Kenntnisse tiber den EinfluB der Grenzflichenspannung auf die
Koexistenzbedingungen mehrerer Phasen erforderlich. Ihnen widmet
sich der folgende Abschnitt.

Der Phasenbegriff

Zunichst ist eine nidhere Festlegung des Begriffes Phase notwendig.,
Als Phase bezeichnet man homogene Teilgebiete gleicher physikalischer
Eigenschaften und gleicher chemischer Zusammensetzung; das auch
dann, wenn sie in rdumlich getrennte Gebiete zerfallen. Nun bewirkt
aber der Kapillardruck nach (6), daB in solchen Teilgebieten mit sonst
gleichen physikalischen und chemischen Eigenschaften bei ungleichem »
und o nicht der gleiche Druck herrscht. Sie kénnen somit bei strenger
Behandlung nur dann zur gleichen Phase gerechnet werden, wenn sie
gleichen Radius besitzen oder an die gleichen Nachbarphasen grenzen.
Zwei Metalltropfchen im Gasraum stellen in diesem Sinne also schon
dann zwei verschiedene Phasen dar, wenn sie ungleiche GroBe besitzen;
oder zwei feste Metallkiigelchen gleicher Grofe stellen schon dann zwei
verschiedene Phasen dar, wenn das eine in eine Fliissigkeit, das andere
in einen Gasraum eingebettet ist. In einem Einkomponentensystem
sind somit nicht maximal drei verschiedene Phasen, sondern eine mehr-
fach unendliche Mannigfaltigkeit von Phasen denkbar. Ein Teilchen
durchliduft beim bloBen Wachsen im obigen Sinne schon eine kontinuier-
liche Folge verschiedener Phasen®L. ‘

Das Phasengesetz

Man gewinnt eine Aussage tber die Zahl der Freiheitsgrade von
Systemen im Gleichgewicht — ob letzteres stabil oder labil usw. ist,
wird von diesen Betrachtungen nicht berithrt — durch Abzdhlung der
inneren Variablen?? und der Bedingungsgleichungen, in denen nur
innere Variable vorkommen. Nach den Angaben von (8a) und (9a)
ist die Qualitit unseres Systems durch eine Temperatur, ¢ Drucke¥,

* Man kann nach (6) die y Drucke auch durch einen Druck und (y — 1) .Grenz-
flichenradien ausdriicken. Man ersetzt durch diese Manipulation (y — 1) innere
Variable durch gleich viele andere, iibt dadurch aber keinen EinfluB auf die Varianz
des Systems aus.

2t Diese Folgerung steht in engem Zusammenhang mit der bereits von BECKER,
Theorie und Wiarme, Berlin 1955, S. 53 und 58 festgestellten Tatsache, dafl durch
Einfiihrung der Phasengrenzflichen als unabhingige Variable das iibliche System
der Qualitits- und QuantititsgroBen gestort wird.

22 Der Begriff ,,Innere Variable” wird im Sinne von M. PLaNck, Einfiihrung
in die theoretische Physik, Bd. 5, Leipzig, 2. Aufl. 1932, S. 891f. bzw. Vorlesungen
iiber Thermodynamik, 10. Aufl, Berlin 1954, S. 179f. verwendet, ebenso der
Begriff ,,Komponente‘.
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(v — 1) Grenezflichenspannungen und ¢ (N —1) + (y — 1) (N — 1) Massen-
briiche, insgesamt also durch N(2¢—1) 41 innere Variable festgelegt.
Die Zahl der inneren Bedingungsgleichungen (7) ist aber 2N(y—1).
Man erhdlt aus diesen Angaben fiir die Zahl der Freiheitsgrade® ¢

<P+2N(1P"1)=N(2¢*1)+1;}
¢ =N-4+1.

An dieser Gleichung ist bemerkenswert, dal die Zahl'der Freiheitsgrade
bei Beriicksichtigung der Grenzflichenspannungen nicht mehr durch
die Zahl der Phasen, sondern allein durch die Zahl der Komponenten
bestimmt ist. Diese Gleichung, die an die Stelle des Gibbsschen Phasen-
gesetzes tritt, ist somit kein Phasengesetz mehr, da sie nichts mehr iiber
die Zahl der Phasen auszusagen vermag. Diese Tatsache darf aber nicht
zu der Annahme verfiihren, die Phasenzahl sei keinerlei Beschrinkungen
unterworfen. Dal nicht beliebig viele aus der mehrfach unendlichen
Mannigfaltigkeit von Phasen im Gleichgewicht koexistieren kénnen,
kann leicht fiir das frither behandelte Beispiel gezeigt werden:

Das chemische Potential der Phase ¥ mit dem Radius #”/* kann wie
folgt aufgespalten werden:

also

(38)

JT, 52, 19 = T, 53, 00) - Apir, 4 [11%, (39)

wobei sich u(r, 2 o) auf das ausgedehnte Material im entsprechenden
Aggregatzustand bezieht. Durch Auflésen von (14) bis (17) nach dy’
und 47" gewinnt man bei T =const und p} = const

2022
» . % dyrle
d//‘(T, P = (1— g%t + z%.-mzi/a/mtic) (e {40)
Unter den fritheren Vernachlissigungen wird hieraus
vjo
vlo 20’Pq
A, | = - (41)

@ ist also innerhalb des Giiltigkeitsbereiches unserer Gleichungen eine
mit #* monoton abnehmende Funktion. Das chemische Potential
zweier Teilchen gleicher chemischer Zusammensetzung im gleichen
Aggregatzustand, die an die gleiche Nachbarphase angrenzen, kann
also unter den.gleichen duBeren Bedingungen niemals iibereinstimmen :
Solche Teilchen kénnen daher nach (7) weder im stabilen noch im
labilen Gleichgewicht koexistent sein.

2 Entsprechende Gleichungen, zum Teil auch fiir kompliziertere Grenzflichen-
verhéltnisse wurden bereits von DeFay, R., Etude thermodynamique de la Tension
Superficielle, Paris 1934, S.64ff. und 247ff. angegeben. Da diese Ergebnisse
nach unseren Erfahrungen nicht allgemein geliufig zu sein scheinen, wurde hier
noch einmal obige kurze Abzdhlung gebracht.
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Folgerungen

Nach den obigen Feststellungen hat unser zweikomponentiges Modell-
system unabhingig von der Zahl der Phasen drei Freiheitsgrade. Besteht
es nur aus den beiden Phasen: Gasraum und eingelagertes festes oder
fliissiges Kiigelchen, so kénnen z.B. Temperatur (bzw. Metalldampf-
druck), Fremdgasdruck und Masse der Innenphase als Freiheitsgrade
gewidhlt werden, denn die Gleichgewichtskurven im $ — T-Diagramm
hdngen nach (24a) und (29a) auBler von den festgehaltenen Werten T

o Verdamptungskurve
3 =Alissiy S OSI y=loge (7)
2 .
%
2,
e
. N
py=rest =,
=
N | &
\\f, Aps
> } 7| lrejphasen- Koexistenzpurkt
S y fir m % mA=oo
a=gastirmlg
[N
T G Sublimafionskurve
TW A oo>Tg SMy SMp > MY
a P - AG —
e const

Ts
Temperatur T

Fig. 3. Verschiebung der Gleichgewichtskurven und des Schmelzpunktes in dem System: , festes Kiigelchen/

Gasraum/fliissiges Trapichen® (vgl. Fig. 4a). Der Variationsbereich des Koexistenzpunktes der drei Phasen

n Abhingigkeit von P und m? ist das doppelt von Kurven iiberdeckte Gebiet. Mit Ausnahme der Linie

-0-0-0-, die stabile Gleichgewichte beschreibt, umfaBt dieses Gebiet metastabile Gleichgewichtszustinde.

pg ist der Totaldruck, p;g und das festgehaltene pg sind die beiden Partialdrucke in der Gasphase am
Schmelzpunkt

(bzw. $%) und p% auBerdem noch von s’ =f(#"*) ab. Aber auch im
System: Gasraum, eingelagertes festes und fliissiges Kiigelchen, also bei
drei koexistierenden Phasen, bleiben drei Freiheitsgrade erhalten: denn
selbst bei festgehaltenem p% kann die Lage des Dreiphasen-Koexistenz~
punkts durch die Wahl der beiden nunmehr vorhandenen Massen der
Innenphasen noch in doppelter Weise variiert werden (unabhingige
Verschiebung der beiden Gleichgewichtskurven fest/gasférmig und
fliissig/gasférmig in Fig. 3; der Variationsbereich des Koexistenzpunktes
ist in der Figur durch das doppelt mit Gleichgewichtskurven tiber-
deckte Gebiet gekennzeichnet). So hat z.B. das in TFig. 4a skizzierte
System einen anderen Koexistenzpunkt, wenn 7= co, d.h. m? = oo
gesetzt wird (ausgedehnte feste Phase) als wenn 77% = oo, d.h. m’ = oo
gesetzt wird (ausgedehnte Fliissigkeit). Es seischon jetzt vermerkt, daB
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die einzelnen Punkte des Variationsbereiches nicht gleichwertig sind.
Eine Unterteilung dieser Gleichgewichte wird spéter durchgefiihrt.

Bei genauerer Untersuchung der Verhiltnisse an dem durch den
Fremdgasdruck und die Massen der beiden Kiigelchen festgelegten

Koexistenzpunkt zeigen sich weitere
Komplikationen: Wihrend der Drei-
phasen-Koexistenzpunkt makroskopi-
scher Systeme durch den Schnitt-
punkt aller drei Gleichgewichtskurven
festgelegt ist (Umgang um diesen
Koexistenzpunkt: die Energie kehrt
zum Anfangswert zuriick), kann eine
solche Aussage fiir die hier betrachteten
Systeme im allgemeinen nicht gemacht
werden. Das sei in dem in Fig.4a
dargestellten System erlautert.

In diesem System existieren nim-
lich primar nur die Ubergangskurven
fest/gastérmig und fliissig/gasformig,
nicht dagegen die Ubergangskurve
fest/fliissig, da eine gemeinsame Grenz-
fliche dieser Phasen tiberhaupt nicht
vorhanden und ein direkter Ubergang
zwischen beiden Phasen nicht méglich
ist.. (Der Koexistenzpunkt kann hier
nicht umlaufen werden.) Das Gleich-
gewicht des Systems ist also durch
den Schnittpunkt der Gleichgewichts-
kurven fest/gasformig und {liissig/
gasférmig ohne direkten Bezug auf
die Gleichgewichtskurve fest/fliissig
festgelegt. Ahnlich wire in einem
System nach Fig. 4b fiir den Ko-
existenzpunkt nur die Lage der
Gleichgewichtskurven fest/fliissig und
fliissig/gasférmig kennzeichnend. Nach
den fritheren Feststellungen kann es

o
6%
o
@
[24
7’ g
o
oo

Fig. 4a--c. Dreiphasensysteme mit unter-
schiedlichen Grenzflichenverhiltnissen.
a Feste Phase y und fliissige Phase 8 durch
die Gasphase « voneinander getrennt, b feste
Phase und Gasphase durch die Fliissigkeit
voneinander getrennt, ¢ alle Aggregat-
zustinde in Beriihrung

sich in diesem System jedoch nur um eine instabile Koexistenz
der drei Phasen handeln, die spontan in das Zweiphasensystem fest/
gasformig tibergeht. Ein gemeinsamer Schnittpunkt aller drei Gleich-
gewichtskurven kann nur fiir ein System nach Fig. 4¢ gefordert werden.
VerabredungsgemiB sollen aber solche Systeme hier nicht weiter unter-

sucht werden.
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Die Schmelzpunktverschiebung kleiner Teilchen
in einem umgebenden Gasraum

Wir sind jetzt in der Lage, Aussagen iiber den Schmelzpunkt unseres
Modells fiir die diinne Schicht zu machen. Den gasférmigen Zustand
kennzeichnen wir von jetzt ab stets durch den Index o, den fliissigen
durch den Index f und den festen durch den Index y.

Definition des Schmelzpunkies Rleiner Teilchen
in einem umgebenden Gasraum

Als Schmelzpunkt eines Systems aus kleinen Teilchen der Masse
soll jener Zustand bezeichnet werden, bei dem feste und fliissige Teilchen
dieser Masse mit dem sie gemeinsam umgebenden Gasraum im stabilen
Gleichgewicht stehen. Die Bezeichnung ,,stabil® ist hierbei in dem
frither festgelegten Sinne zu verstehen: Es ist nicht nur ein Minimum
der Freien Energie in bezug auf die vorhandenen Phasen:, feste Teilchen
der Masse /Gas|fliissige Teilchen der Masse *‘ zu verlangen, sondern
ebenfalls in bezug auf mégliche neue Phasen. Als solche kommen vor
allem feste Keime innerhalb der fliissigen Tropfchen in Betracht. Die
Voraussetzung des stabilen Gleichgewichtes fithrt somit zu der Forde-
rung, daB kein kleinster fester Keim mit einer Masse, die merklich von
derjenigen der fliissigen Trépfchen abweicht, wachstumsfihig sein darf.
Wiirden ndmlich innerhalb der Trépfchen Keime mit kleinerer als der
Tropfchenmasse wachstumsfahig sein, so lige Unterkiihlung und damit
ein metastabiler Zustand vor. Wiirde aber der feste Keim mit der
Tropfchenmasse selbst nicht zur Erstarrung ausreichen, so kénnten
die im System vorliegenden festen Teilchen der gleichen Masse nicht
mit den betrachteten Tropfchen in stabilem Gleichgewichtszustand ko-
existieren; es lige somit ,,Uberhitzung® der festen Teilchen und damit
ebenfalls ein metastabiler Zustand vor.

Die auf diese Weise definierten Schmelzpunkte kleiner Teilchen in
Abhingigkeit von ihrer Masse bedecken nach den vorangegangenen
Uberlegungen in ihrer Gesamtheit die in Fig. 3 dargestellte, vom Drei-
phasen-Koexistenzpunkt fiir m = oo ausgehende Linie -0-0-o-*. Die
rechts und links an diese Linie angrenzenden Bereiche des Dreiphasen-
Koexistenzgebietes beschreiben dagegen nicht stabile, sondern nur

* Im einkomponentigen Dreiphasensystem (p%==0) ist der zur Diskussion
stehende Dreiphasen-Koexistenzpunkt der gewdhnliche Tripelpunkt. Die Linie
0-0-0- beschreibt dann die Abhingigkeit des Tripelpunktes von der Teilchen-
masse. Unter Vernachlissigung des Einflusses von p% konnem wir also den oben
definierten Schmelzpunkt der diinnen Schicht und seine Abhangigkeit von der
Teilchenmasse mit dem Tripelpunkt und seiner entsprechenden Abh#ngigkeit
identifizieren.
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metastabile Zustdnde. So ist z.B. das durch den Koexistenzpunkt 4
gekennzeichnete System ,,ausgedehnte Flilssigkeit/Gas/kleiner Kristall”
metastabil, weil dieser Punkt auf der Verdampfungskurve der ausge-
dehnten Fliissigkeit unterhalb des Tripelpunkts liegt und somit durch
Keime geelgneter GroBe zum Erstarren gebracht werden kann*.

Die obige Definition des Schmelzpunktes geht von der stlllschvvel-
genden Voraussetzung aus, daB im Innern der kleinen fliissigen Tropf-
chen, ebenso wie in ausgedehnten Fliissigkeiten, im stabilen Gleichge-
wicht keine festen Teilchen existent sein kénnen. Es wird also voraus-
gesetzt, daB eingebrachte Keime, soweit sie sich nicht spontan auflésen,
immer zur wvollstindigen Erstarrung der Trépfchen fithren. Wie in
einem fritheren Abschnitt dieser Arbeit aber bereits erwidhnt wurde
und spéter noch genauer erdrtert werden soll, unterliegt das Wachstum
der Keime im Trdpfchen neuen Bedingungen, sobald diese die Flussig-
keitshaut erreicht haben. Ob die Erstarrung hier unter Aufrechterhal-
tung einer geschmolzenen Oberflichenschicht im Sinne von STRANSKI,
HOTTING 1. 2.2 zum Stillstand kommen kann, mulBl Gegenstand geson-
derter Uberlegungen bleiben. An dieser Stelle sollen solche Zustinde
grundsitzlich von der Betrachtung ausgeschlossen werden.

Nach dieser Beschrinkung werden wir in zwei Schritten zu Aussagen
iber den Schmelzpunkt kleiner Teilchen gelangen: Beim ersten Schritt
beziehen wir uns nur auf die Tatsache der stabilen Koexistenz
,fest/gasformig/fliissig”, beim zweiten dagegen auf die Unmdglichkeit
wachstumsfidhiger Keime in der Fliissigkeit.

Der Schmelzpunkt als stabiler Gleichgewichtszustand

Nach den vorstehenden Ausfithrungen kann der Begriff ,,Schmelz-
punkt’ als stabiler Gleichgewichtspunkt nur auf ein System mit festen
und fliissigen Teilchen gleicher Masse angewandt werden. Zwischen
den Radien der festen und fliissigen Teilchen besteht also die folgende
Beziehung:

7\4 /e \3
yPlo = yrio (L’ ) ; oder of = “’(7 . 42
7 =0\ "5 (42)

Setzt man die dieser Forderung unterworfenen Teilchenradien und den
Fremdgasdruck den experimentellen Verhiltnissen entsprechend in die

* Bei isothermer Erstarrung stellt sich zunichst sogar ein Nichtgleichgewichts-
zustand ein (kleiner Kristall/Gas/ausgedehnte feste Phase), der dann durch
Aufzehrung des kleinen Kristalls auf Kosten der ausgedebnten festen Phase in
das stabile Zweiphasengleichgewicht iibergeht.

24 Srranski, ILN.: Naturwiss. 30, 425 (1942). — Z. Physik 119, 22 (1942). —
HtrtiNg, F. G.: Kolloid. Z. 98, 263 (1942), insbes. S. 273 f.
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Gleichungen fir das Schmelzgleichgewicht ein, so ist itber die drei Frei-
heitsgrade verfiigt; das System ist nonvariant. Schmelztemperatur
und Schmelzdruck liegen also eindeutig fest.

Schmelztemperatur. Das Schmelzgleichgewicht unseres Systems ist
durch den Schnittpunkt der nach (24b) um den Betrag 2095 of/r#* o
gehobenen Verdampfungskurve pg, =y« (7, m) und der um den Betrag
20%{?@{/7”“@” gehobenen Sublimationskurve ., = fp2(7, m) bestimmt
(vgl. Fig. 3). Sieht man die Gleichgewichtskurven im p — 7-Diagramm
im Bereich der Vorgenommenen Verschiebungen als linear an, so be-

Schmelzpunkt fiir unendlich ausgedehnte Phasen unter Verwendung
Pv/oc . Lvie Qct
TTM,

2M( G’Z{% U;é% )

der Clausius-Clapeyronschen Gleichung angendhert zu?

ATy (Apgy— Aty LA g7

e NT
Is . ( abyy d?g/a) Ly i
aT aT

(43)

Unter Beachtung von (42) wird hieraus mit L}/* — L#* = L7/

AT _ 2y (e (PPN
Iz gy o e | UPE v Oy

2M, ArAET
Lv/li‘ o7 ) {Gﬁ? (? %% | -

o = gasférmig; p = fliissig; y = fest.

Diese fiir den Schmelzpunkt kleiner, nicht oberflichengeschmolzener
Teilchen in diinnen Aufdampfschichten giiltige Gleichung unterscheidet
sich also grundlegend von der frither vorgeschlagenen4:® GL (1) = (29c).
Wihrend die letztgenannte Gleichung fiir alle Teilchenradien Schmelz-
punkterniedrigungen angab, entnehmen wir der Gl. (44) daB die Schmelz-
punktverschiebung =0 ist, je nachdem ob o?*(¢?/o?)} = ¢”* ist. AuBer-
dem sind mégliche Adsorptionseinfliisse auf den beiden Oberflichen in
den oye gemidB (30) berticksichtigt.

25 DEFAY, R., u. I. PrRiGoGINE: L. c. 11, S, 198f. leiten die entsprechende Glei-
chung fiir das Einkomponentensystem direkt aus den chemischen Potentialen ab,
beziehen sich aber auf Teilchenradien #f/* und #¥/%, zwischen denen keine Kopp-
lung im Sinne von (42) besteht, also im allgemeinen anf metastabile Zustdnde, Die
von den genannten Autoren fiir Systeme nach Fig. 4b angegebenen Gleichungen
beziehen sich sogar nach dem friither Gesagten im allgemeinen auf labile Zustinde,
sind also fiir die Anwendung auf Schmelzpunktprobleme ungeeignet.
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Schmelzdruck. Nach Fig. 3 ist die Verschiebung der Schmelztem-
peratur auch mit einer Verinderung des Schmelzdruckes verbunden.
Sie betrdgt angendhert

vl Bl Blo. vl
dpy P g0 PPon oa o _ Bom
dpe— g7 — APy g7 B 1718 oF e o 7

’ WPy _ “Ppa RTLTP )

a T (45)
My 2
_ 20 o Bl [ N g | u_ Mipys
- L?’/ﬂgrw {Ll Gg‘} ‘95 Ll 0'1,%1 ; mit of = o

Sie ist = 0, je nachdem ob L}#gf/* (g7]o™) <= LAlu g7/ ist.

Wichtig an unseren Ergebnissen ist die Nonvarianz des Koexistenz-
punktes. Man kann vor allem iiber den Druck am Schmelzpunkt nicht
frei verfiigen*, eine Tatsache, auf welche die frither filschlich auf den
Schmelzpunkt diinner Schichten angewandte Gl (1) keinen Bezug
nehmen konnte.

Der Schmelzpunkt als Grensfall metastabiler Gleichgewichiszustinde

Zu weiteren Folgerungen gelangen wir, wenn wir im oben angegebenen
Sinn das Schmelzgleichgewicht als den Grenzfall aller unterkiihlten
Zustinde betrachten, der dadurch gekennzeichnet ist, daB ein zur Er-
starrung fithrender Keim praktisch die Masse des fliissigen Tropfchens
selbst besitzen muB. Da die Einbeziehung wachstumsfihiger Keime
in unsere Betrachtung auf die Untersuchung des direkten Ubergangs
fest/fliissig flibrt, sind wir nunmehr in der Lage, auch die bisher iiber-
gangene Oberflichenspannung fest/fliissig 6"/ in unsere Uberlegungen
einzuschlieBen.

Zur Durchfithrung dieser Absicht sind einige Betrachtungen iiber
den Zustand im Invern des Tropichens erforderlich. Wihrend nach
Fig. 5a im p — T-Diagramm der Zustand der Dampfphase am Schmelz-
punkt durch den Punkt (pg; Tg— AT) festgelegt ist, herrscht im
Tropicheninnern nach (6) bei der gleichen Temperatur der erhéhte Druck

205
P =bs+5, - (46)

* Dieses Ergebnis steht mit der experimentellen Erfahrung in Ubereinstim-
mung, daB das Silber auch in allerdiinnsten Aufdampfschichten durch Erhitzungen
in Elektronenbeugungsapparaturen, in denen ein Druck < 1072 Torr herrscht,
nicht zum Schmelzen gebracht werden kann [IHawxszew, K.-J.: Phys. Verh, 8,
193 (1957)]. Es sublimiert vielmehr beim Tempern oberhalb 700 °C aus der festen
Phase vollstindig, da der Schmelzdruck, der in der Gegend des Tripelpunktes
fiir das ausgedehnte Material (also bei a 1072 Torr) liegen muB, wesentlich unter-
schritten ist.
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Wir nehmen an, daf3 der Anstieg des Druckes auf diesen Wert im Bereich
einer kleinen Zahl #» von Atomlagen der Dicke a erfolgt,.so daBl beim
Radius (#*—na) der Innendruck erreicht ist*. Innerhalb von der ange-
gebenen Grenzschicht ist der Zustand des Trépfchens in Fig. 5a also
durch den Punkt (pP; Ty — ATg) gekennzeichnet. Dieser Punkt liegt
aber in dem Gebiet, das von der durch die Wirkung des Kapillardruckes
20"Fly"F um die Betrige

_ 2MTeP
ALop == 30 47)
\ Sthmelzkurvensihar o4,
it wditiy
Zusiand ter: |
28 o<r<r®ena |/ L
/
A -2q 1
IS
T P 3
§ rarAe | S
N Ps fﬁm/zpwz,ﬁ‘ 7 Ps
[ Drejphasen-Hoewstenz-
punkt fiir mEEmP=co
- %’/7' AT gty
Y
i 4% LAz oeg . <o
A —wlgn
7 2”=m/2.9‘ A - P 2“:50/5,{ T -
lemperatur 7 Keimradien r¥ jip der Hilssiphert
a E b

Fig, 5a 1. b. Zustandsdiagramme eines fliissigen Kigelchens am Schmelzpunkt. a p — T-Diagramm. Die
Schmelzpunkterniedrigung 4T g setzt sich additativ aus den beiden Anteilen ATWﬂ und AT p zusammen,

b p —r-Diagramm. Die durch VB festgelegte Gleichgewichtskurve dér Keime im Trépfchen (Kurve IV
aus der Schar I, I7...V) darf die Kurve der tatsichlichen Druckverteilung (dick ausgezogene Kurve)
gerade nicht mehr schneiden

nach links verschobenen Schmelzkurvenschar dberstrichen wird. Nach
unseren fritheren Feststellungen beziehen sich diese Kurven auf feste
Teilchen vom Radius 7%, die sich mit der umgebenden Fliissigkeit im
labilen Gleichgewicht befinden; auf kleinste Keime also, die unter den
im Diagramm angezeigten Temperatur- und Druckverhiltnissen spon-
tan wachstumsfihig sind. Insbesondere bezieht sich die den Punkt
(p?; Ty — AT;) schneidende Kurve dieser Schar auf den Radius des
kleinsten Keims, der im Innern des druckhomogenen Gebiels des betvach-

* Die folgenden Betrachtungen stellen insofern eine gewisse Erginzung zu
der Gibbsschen Grenzflichenthermodynamik dar, als nunmehr auf das kontinuier-
liche Druckgefille in der Grenzfliche fliissig/gasformig Riicksicht genommen wird.
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teten Tropfchens gerade noch wachstumsfihig sein darf. Da der Punkt
(p?; Ts — ATs) aber den Zustand im Innern des Tropichens am Schmelz-
punkt beschreiben soll, darf nach den fritheren Darlegungen kein solcher
Keimradius #/# existieren, der kleiner oder gleich (##*—mna) ist. Mit
dieser Forderung gilt also nach (47) fiir die in Fig. 5a eingezeichnete
Verschiebung der Schmelzkurve:

. 2M; T o
ATy < LB (P gy (48)
Diese Temperaturverschiebung ist aber nach der aus Fig. 5a folgenden
Bezichung
ATs = ATy + ATy (49)

mit der in (45) angegebenen Schmelzpunktverschiebung ATs und der
mit der Neigung der Schmelzkurve zusammenhingenden Temperatur-
verschiebung A7, in Verbindung zu bringen. Fiir letztere gilt nach
CLAUSIUS-CLAPEYRON

~Bfa \
M T 1 1 204
,ATPNW(?_?M e +A¢S), (50)

worin 4pg nach.(45) einzusetzen ist.

Wir gelangen so zu dem bemerkenswerten Ergebnis, dafl sich die
Verschiebung der Schmelztemperatur aus zwei Anteilen zusammensetzt :
Einmal aus der bereits von STRANSK1 vermuteten Verschiebung AT, der
Schmelztemperatur durch die Druckerhéhung 20%%/7#* im Tropfchen,
zum anderen aus der nach der iiblichen Thomsonschen Gleichung zu
erwartenden Schmelzpunkterniedrigung A7,,5. Entgegen ihrer fritheren
Benutzung bezieht sich die Formel fiir den letztgenannten Anteil aber
nicht auf den Radius des Trépfchens selbst, sondern auf den Radius
eines das druckhomogene Innere des Trépfchens vollstindig ausfiillenden
Keimes im labilen Gleichgewicht.

Der letzte Effekt wirkt immer im Sinne einer Erniedrigung der
Schmelztemperatur, der erste wegen der im allgemeinen positiven Stei-
gung der Schmelzkurve normalerweise im Sinne einer Erhthung der
Schmelztemperatur. Je nachdem welcher Effekt {iberwiegt, resultiert
eine positive oder negative Verschiebung der Schmelztemperatur. Nur
bei Substanzen mit irregulirer Druckabhingigkeit der gewdhnlichen
Schmelzkurve (z.B. bei Wasser) kann man ohne weiteres eine Evntedyi-
gung der Schmelziemperatur Kleiner Teilchen voraussagen.

AbschlieBend muB auf eine interessante Folgerung aus (49) aufmerk-
sam gemacht werden. Diese Gleichung besagt, dal die Verschiebung
der Schmelztemperatur entweder nach (44) unter ausschlieBlicher Be-
riicksichtigung der Grenzflichenspannungen fest/gasférmig und {liissig/
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gasférmig oder nach (48) und (50) unter Hinzuziehung der dritten
Grenzflichenspannung fest/fliissig ermittelt werden kann. Das 148t
darauf schlieBen, daB die Werte dieser drei Grenzflichenspannungen
nicht unabhingig voneinander sind. Tatsdchlich folgt durch Auflésen
von (49) eine Ungleichung der Form *:

o > f(... ol ol ..}, (51)

/

die in (52) rechnerisch weiter untersucht werden soll. An dieser Stelle
ist nur die Tatsache von Interesse, daBl aus den Gleichungen fiir den
Schmelzpunkt kleiner Teilchen im Gasraum eine Bedingung fitr die nicht
direkt ins Spiel tretende Grenzflichenspannung fest/fliissig hervorgeht.

Die gewonnenen Zusammenhidnge finden nach Fig. 5b im $—#-
Diagramm ihre anschauliche Deutung. Die dick ausgezogene Kurve
bezeichnet den tatsichlichen Druckverlauf innerhalb und auBerhalb
eines Tropfchens. Der Schmelzdruck p,s(,—o0) = fpz (1) einer ausgedehn-
ten Flissigkeit, die der gleichen Temperatur 75 — AT wie das betrach-
tete Tropfchen unterliegt, ist nach der Konstruktionsgrundlage von
Fig. 5a durch den von der Schmelzkurve fiir das ausgedehnte Material
bei der Temperatur T3 — ATy festgelegten Wert gegeben**. Er ist die
Asymptote fiir die hyperbelihnliche*** Gleichgewichtskurve p,,;=
foz; 7 (r) der festen Keime in der ausgedehnten Flilssigkeit, wenn der Keim-
radius iiber alle Grenzen zunimmt. Wir betrachten nun die Grenz-
flichenspannung fliissig/fest als unbekannt und tragen in Abhdngigkeit
von diesem Parameter o?” eine Schar von Gleichgewichtskurven
pop(027) in die Figur ein.

Die Gleichgewichtskurven der festen Ketme im Tropfchen sind inner-
halb des druckhomogenen Gebietes, also im Bereich 0<<#"# < (¥¥* — na)

* Es muB betont werden, daB es sich bei den in die GL (51) eingehenden Grenz-
flichenspannungen fest/gasformig und fliissig/gasférmig um die unter Umstinden
durch Fremdadsorption modifizierten GroBen handelt. Die Grenzflichenspannung
fest/fliissig bezieht sich auf den im Tropfchen herrschenden Druck, der iiber den
Kapillardruck ebenfalls von der Fremdadsorption an der Grenzfliche fliissig/
gasférmig abhéngt.

** DaB der Zustand (p,8(,—c0); Ts~—~ A7) bei einer negativen Schmelzpunkt-
verschiebung, wie z. B. in Fig. Sc dargestellt, nicht absolut stabil ist, ist fiir die
obige Begriffsbildung unerheblich.

***x Bei Keimen mit kleineren Radien als dem Trépfchenradius bewegen wir
uns allmahlich aus dem Giiltigkeitsbereich der angegebenen Gleichungen heraus.
Wir diirfen aber annehmen, daf§ auch hier der Verlauf der Gleichgewichtsdrucke
noch ,,hyperbeldhnlich** ist. — Da in unserem Modell Fliissigkeit und feste Phase
als einkomponentig vorausgesetzt wurde, kdénnen wir nicht mehr annehmen, daG
die festen Keime in der Flissigkeit durch die Einwirkung von Adsorptionserschei-
nungen kugelférmig abgerundet sind. Auch dieses stellt kein Hindernis fiir die
Anwendung der obigen Betrachtungen dar, da fiir kleine (Wulffsche) Kristalle
gleichlautende Formeln gelten (vgl. z. B. R. DEFAY u. I. PricoGinNE: L ¢. 11, 5. 2321f.).
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die gleichen wie in der betrachteten Ilissigkeit. Fiir Keime aber,
deren GréBe sich kaum von der TrépfchengroBe unterscheidet, die also
nur von einem extrem diinnen Fliissigkeitsfilm umgeben sind, ist ¢?/% nicht
mehr unabhingig vom Keimradius, sondern geht fiir 77/ — /7% (gf[o%)}
kontinuierlich in den Wert aﬂg iber*. Bei diesen #-Werten mu8
also der hyperbolische Abfall der Gleichgewichtskurven wesentlich ge-
stort sein: Sie enden beim Abszissenwert fiir den Radius #7/* des vollig
erstarrten Tropfchens. Uber den zugehdrigen Ordinaten-Endwert
koénnen folgende qualitative Aussagen gemacht werden:

a) Jene Gleichgewichtskurven der angenommenen Schar, welche
die Kurve des tatsichlichen Druckverlaufes im Trdpifchen schneiden
(also in Fig.5b die Kurven I bis I1I), legen dort im Sinne von Fig. 2
labile Gleichgewichtszustinde fest. Sie kénnten also nur zu wnter-
kithlten Zustinden des Tropfchens gehéren. Als Gleichgewichtskurven
miiBten sie bei 7" im Gleichgewichtsdruck des véllig erstarrten
Tropichens enden. Da dieser Endzustand als absolut stabil angesehen
wird, mul der zugehdrige Gleichgewichtsdruck, und somit auch die
Endordinate der betrachteten Gleichgewichtskurven, tiefer als der ent-
sprechende Wert fiir das Tropfchen am Schmelzpunkt liegen.

b) Jene Kurven der Schar, welche so hoch liegen, daf sie den tat-
sdchlichen Druckverlauf im Trépfchen nicht mehr schneiden (in Fig. 5b
also Kurve V), kénnten entsprechend nur auf Tropichen oberhalb des
Schmelzpunktes bezogen werden und miilten demnach bei #¥/* oberhalb
des Schmelzdrucks des Trépichens enden.

c) Die Gleichgewichtskurve, welche die beiden Teilscharen a) und b)
voneinander trennt (in der Figur die Kurve IV), gehtrt zum stabilen
Schmelzpunkt. Sie endet bei ##/* im Schmelzdruck des Trépfchens.

VoraussetzungsgemifBl solite unsere Figur die Verhidlinisse am
Schmelzpunkt darstellen. Demzufolge kann nur die unter c) beschriebene
Kurve die gesuchte Gleichgewichtskurve aus der Schar der hypotheti-
schen Kurven sein. Fiir diese ergibt sich aber aus der Figur sofort mit
(24¢) der die Gl (51) in anschaulicher Weise bestétigende Zusammenhang

2 Qﬂ gt
@ — &) ¢F* —an)
20800
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Den vorstehenden Uberlegungen haftet noch eine gewisse Speziali-
sierung an, da keine Uberschneidungen der beiden fraglichen Kurven

* Ebenso ist zu erwarten, daB der Wert fiir die Grenzflichenspannung obla
bei wachsendem Keim in der Fliissigkeitshaut in anderer Weise auf Null absinkt
als ohne einen solchen.
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im Bereich der Fliissigkeitshaut beriicksichtigt wurden. Es steht aber
gedanklich nichts im Wege, auch dort noch Schnittpunkte zuzulassen.
Wire es aber moglich, daBl z. B. die zu einer Unterkithlung gehorige
Gleichgewichtskurve kurz vor ihrem Endpunkt die tatsichliche Druck-
kurve noch einmal, und zwar im Sinne eines stabilen Gleichgewichts
schnitte, so wiirde eine nur wenige Atomlagen starke geschmolzene
Oberflachenschicht auf dem erstarrten Teilchen im stabilen Gleich-
gewicht zurtickbleiben. Der oben betrachtete Endpunkt der Gleich-
gewichtskurve brauchte sich dann nicht mehr auf ein stabiles Gleich-
gewicht zu beziehen. Seine Lage bliebe in der vorliegenden Betrach-
tungsweise unbestimmt. Das Vorhandensein solcher Schichten wiirde
eine eingehende Kritik des Schmelzpunktbegriffs zur Folge haben.

So fithren auch diese Uberlegungen zum Problem des sog. ,,Ober-
flichenschmelzens®. Es soll in einer folgenden Arbeit unter Verwen-
dung thermodynamischer Mittel ausfithrlicher behandelt werden.

Zusammenfassung

Fiir die Schmelzpunktverschiebung kleiner kugelférmiger Teilchen
in Abhédngigkeit von ihrer Masse werden Gleichungen angegeben, die
unter der Voraussetzung giiltig sind, daB auf der Oberfliche der festen
Teilchen keine ‘geschmolzenen Oberflichenschichten vorhanden sind.
Als Schmelztemperatur wird die Temperatur der stabilen Koexistenz
fester und fliissiger Teilchen gleicher Masse in einer gemeinsamen Gas-
phase definiert, d.h. insbesondere die Temperatur, bei der im Innern
der fliissigen Tropichen kein fester Keim wachstumsfihig ist.

Zur Berficksichtigung von Adsorptionserscheinungen auf den Phasen-
grenzflichen wird in der Gasphase neben der Grundsubstanz das Vor-
handensein eines Fremdgases angenommen. Da die Zahl der Freiheits-
grade des Systems ,kleines festes Teilchen/Gasraum/kleines fliissiges
Teilchens'* — entgegen den Angaben des Gibbsschen Phasengesetzes fiir
Systeme mit vernachlissigbaren Grenzflichenerscheinungen — un-
abhingig von der Zahl der Phasen um eins grofer als die Zahl der Kom-
ponenten ist, hingt die Lage des Koexistenzpunktes dieser Phasen von
den beiden Teilchenmassen und dem Partialdruck des Fremdgases ab.
Letzteres beeinfluBt den Koexistenzpunkt praktisch nur durch die
Erniedrigung der Oberflichenspannungen im Sinne des Gibbsschen
Adsorptionsgesetzes.

Die bei festgehaltenem Zusatzgasdruck in Abhingigkeit von den
beiden Teilchenmassen noch verbleibende doppelte Mannigfaltigkeit
von Koexistenzpunkten beschreibt im allgemeinen metastabile Zu-
stande. Nur jene Koexistenzpunkte, welche der zusitzlichen Bedingung
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unterliegen, daB3 sie sich auf feste und flissige Teilchen gleicher Masse
beziehen sollen, beschreiben stabile Zustinde. Diese einfache Mannig-
faltigkeit ist fiir die gesuchte Schmelzpunktverschiebung kleiner Teil-
chen in Abhingigkeit von ihrer Masse zustindig. Damit sind Schmelz-
temperatur und Schmelzdruck eindeutig durch die Thomsonsche Ver-
schiebung der Sublimationskurve und der Verdampfungskurve fest-
gelegt.

Wie die ndhere Untersuchung des Zustands eines Tropichens im
p — T-Diagramm lehrt, setzt sich die Verschiebung der Schmelztempera-
tur aus zwei Anteilen zusammen: a) der durch den Kapillardruck der
fliissigen Teilchen verursachten (in Systemen mit regulirer Schmelz-
kurve stets positiven) Schmelzpunktverschiebung und b) der durch
die Thomsonsche Verschiebung des Gleichgewichtsdruckes der labilen
Keime in den fliissigen Teilchen bedingten Schmelzpunkterniedrigung.
Ob insgesamt eine Schmelzpunkterhthung oder -erniedrigung resultiert,
muB von Fall zu Fall entschieden werden. Nur bei Substanzen mit
irreguldrer Schmelzkurve sind beide Anteile negativ, und es ist mit
Bestimmtheit eine Schmelzpunkterniedrigung vorauszusagen.

Zwischen den Grenzflichenspannungen der festen und fliissigen Teil-
chen gegeniiber dem Gasraum und der Grenzflichenspannung fester
Keime im fliissigen Teilchen 148t sich ein Zusammenhang in Form einer
Ungleichung herleiter.

Die AuBerachtlassung geschmolzener Oberflichenschichten erscheint
als echte Einschrinkung. Uber nihere Untersuchungen zu diesem
Thema wird spiter zu berichten sein.

Herrn Professor KoRLER danke ich fiir zahlreiche fruchtbare Diskussionen zu

diesem Thema, Herrn Professor Haase fiir einige wertvolle schriftliche Hinweise
und Herrn Professor KratzER fiir die Durchsicht eines Entwurfs dieser Arbeit.



