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Bemerkung zur mathematischen Behandlung 
komplizierter Diffusionsprobleme. 

Von 

W. JOST. 

Mit 2 Textabbildungen. 

(Eingegangen a,rz 17. September 1949.) 

Es wird gezeigt, dab die BOLTZMANNsche Methode ffir die Behandlung der Diffe- 
rentialgleichung ffir eindimensionale Diffusion mit konzentrationsabh~nglgem 
Diffusionskoeffizienten auch noch beim Vorliegen einer Unstetigkeit anwendbar 
bleibt. Damit  l~Bt sich die Diffusion in zweiphasigen Systemen behandeln; auf 
mehr als zweiphasige Systeme l~Bt sich die Methode anwenden, wenn die Grenz- 
tl~chen sich proportional mit der Wu~zel aus der Zeit bewegen. Auch dieser Fall 
ist physikalisch wichtig, er entspricht dem Wachstum neu entstehender Phasen. 

I .  

Die Different ia lgle ichung ftir e indimensionale  Diffusion mi t  konzen- 
t r a t i onsabNing igem Diffusionskoeffizienten lau te t  

~c ~2c dD [ ~c ~2 
~U ~ = D ~ 2  + t i c -  \-~x] ' (t) 

wo c die Konzen t r a t i on  und  D der  Diffusionskoeffizient  ist. Wegen der  
Nicht-Lineari t~i t  l~tBt sie sich nicht  al lgemein integrieren.  Ffir  die Aus.  
wer tung  yon Diffusionsmessungen ist  das  aber  auch nicht  no twendig ;  
denn  es k o m m t  nur  da rauf  an, aus empir ischen Konzent ra t ionsver te i -  
lungen D (c) zu bes t immen.  D a z u  geht  man  nach BOI.TZMANN 1 SO vor,  

d a b  man  eine L6sung yon (I) in der  F o r m  sucht  c = c(x/Vt ) = c(y), 
und  erh~ttt 

d ( D d C l =  dc 
d ~ \  7yy] - - 2 y  d y  " (2) 

Der  Ansa tz  is t  nur  zul~issig, wenn sich auch Anfangs-  und  Randbed in -  
gungen in y ausdrficken lassen. Das heiBt, man  mug ein in der  x-Rich-  
tung  unendl ich  ausgedehntes  Sys t em haben,  mi t  der  Anfangsver te i lung  

c = c o ffir  x < 0 und  t = 0 (d. h. ftir y = - -  co), ] 
nnd  ~ (3) 

c = q ffir x > 0 und  ! ----- 0 (d. h. fl i t  y = + ~ ) .  ] 

1 BOLTZMAN~-, L.: Wiedernanns Ann. 53, 959 (1894). Siehe auch FRANK- 
MISES: Differential- und Infegralgleichungen der Physik, Bd. II, S. 538. Braun- 
schweig 1935. 
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Dann folgt aus (2) 

~o } (4) 
C 

dc 
da D ~ - y  = 0  ffir c = q  und ffir c = c  o . Da  die GrSgen rechts sich 

empiriseh ermitteln lassen, kann D als Funkt ion yon c aus den Versuchen 
en tnommen werden. 

II .  

Der obige BOLTZMANNsche Ansatz  ist aber von wesentlich allgemei- 
nerer Gfiltigkeit, als man bisher bemerkt  hatte.  Die Methode kann  
unver~ndert  auch dann Iloch angewendet werden, welln fiir y ~ 0 
(d. h. x = 0, t > 0) eine Unstetigkeit  erhalten bleibt, und zwar sowohl 
in D a ] s  auch in c (das letztere kommt  in dem elltsprechenden W~rme- 
leitungsproblem nicht vor) .  Dies entspricht  dem Fall der Diffusion in 
einem zweiphasigen System, wobei die Phasen in der Ebene x ~- 0 an- 
einallder grenzen. Prakt isch verwirklieht ist das bei der Diffusion eines 
gel6sten Stoffes aus einem L6sungsmittel  in ein anderes (bei festen 
Stoffen z. B. der Diffusion von Kohlellstoff aus Eisen in einen legiertell 
Stahl). Dann fordert  die Kontinuit~it, daB an der Grenzfl~tche 

D_ ~ _  +kaz]+ ftir x = 0, (5) 

wo die Indizes + und - -  sich auf die Seiten positiver und  negativer x 
beziehell. Ftir konstantes t gilt die allaloge Beziehung auch in y fiir 
y ----0. Dazu k o m m t  eille Bedillgung fiir c der Fo rm 

/(c+, c_) = 0 ftir x • 0 (bzw. y = ,0 ) .  (6) 

Ftir den speziellen Fall 
D_ und D+ unabh~ingig yon c (und yon x bzw. y), und 

! (c+, c_) =c+/c_  - k - -  o ,  

NERNSTscher Verteilungssatz ffir gleichen Molekularzustand in beiden 
Phasen, ha t te  der Verfasser 1 frfiher LSsungen angegeben. In  tats~ieh- 
lichen Versuchen (DARKEN 2, SEITI~ ulld BARTSCltAT 8) sind abet  die 

1 JosT, W. : Diffusion und Chemische Reaktion ill festen Stoffen. Leipzig u. 
Dresden: Steinkopff t937. 

DARKEN, L. S.: AIME Techn. Publ. Nr. 2443' (1948). 
8 SEITH, W . ,  U. F.  BARTSCHAT: Z .  Me ta l l k .  $4, 125 (1942). 
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Diffusionskoeffizienten nicht k0nstant. AuBerdem braucht der •ERNST- 
sche Verteilungssatz in seiner einfachsten Form nicht zu gelten (wie 
z. B. in dell Versuchen von REINHOLD 1 fiber die Diffusion in dem System 
Cu2S + 2 AgJ = AgeS + 2 CuJ. Alle diese F~ille sind naeh der BOLTZ- 
MANNschen Methode zu behandeln. Man fiberzeugt sich sofort, dab 
bei der Integration von (4) fiber die Unstetigkeitsfl~che hinweg der 
richtige Sprung in D gem~iB (5) erhalten wird. AuBerdem ist es nicht 
n6tig, dab die Randbedingung linear ist. Eine Bedingung wie 

d 
= = k,  (7) s 

NERNSTscher Verteilungssatz ffir Einfaeh- und Zweifaeh-Molekfile, 
bringt keinerlei Komplikationen mit Sich. 

Notwendig ffir die Anwendung der Methode ist jedoeh, dab die Rand- 
bedingung nicht die Zeit explizit enth~It. 

III. 

Von Interesse w~ire noch der folgende Fall, bei dem aber die Methode 
versagt. An der Grenzfl~che tr i t t  eine Hemmung ein, es ist nicht Gleich- 
gewieht zwischen beiden Phasen eingestellt, sondern man hat eine 
endliche f3bergangsgeschwindigkeit 

/ = ~ (c+, c_), (s) 

wo J der Strom der diffundierenden Substanz durch die Grenzflgche 
ist. Aus Griinden der Kontinuit~it muB dann gelten 

0c 
+to~t+ - ~ ( c + ,  c ) .  (9) 

Dabei wird dann die Differenz l c . -  c_ I gr6ger als im Fall eingestellten 
Gleichgewiehts sein 2. Diese Bedingung ist mit dem BOLTZMANNsehen 
Ansatz nieht mehr zu erffillen. Denn in y folgt aus (9) 

D ( d ~ /  d~ - - t ~ i -  = - - D + ( ~ - ) +  ---- p7. ~(~+, ~_); (~o) 

die Randbedingung enth~lt jetzt die Zeit t. Immerhin kann man auch 
jetzt  noch aus dem empirischen Konzentrationsverlauf das Vorliegen 
einer Bedingung wie (9) ersehlieBen und auch das Verh~ltnis D+/D 
bei x = 0 richtig bestimmen. Anwendung von G1. (4) liefert nun zwar- 

1 "J'uBANDT, C., u. H. REINHOLD: Z. phys. Chem. I40, 291 (t929). 
2 Dies gilt ffir den speziellen Fall, wie er in Abb. I gezeichnet ist. Allgemein 

muB ein Sprung der absoluten Aktivit~t auftreten, welche bei ungehemmtem 
Durchtr i t t  durch die Grenzfl~che stetig verl~uft. 

'i2" 
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nicht mehr die richtigen Diffusiollskoeffizienten, aber so ermittelte 
D-Werte werdell noch yon der richtigen GrSBenordnung sein und quali- 
tativ die richtige Konzentrationsabh~ingigkeit aufweisell. 

IV. 

ldber den Konzentrationsverlauf lassen sich folgende allgemeine 
Aussagen machen. Wenn ftir endliches t-----t 1 die Kollzentrationsver- 
teilung der Abb. t entsprickt, dann gehell, wegen der Abh~llgigkeit von 

x/Vt, die Kollzentrationsverteilullgen ftir andere t aus dieser durch 

affine Streckung der x-Achse im Verh~iltnis V///tl hervor. Daraus folgt 
insbesondere, dab die Punkte c+, c_ bei x = 0 zeitlich unver~tnderlich 

c. 

c~ 

Abb. t .  Konzentrationsverlauf bei der Diffusion 
in zweiphasigem System. Sprung an der 
Phasengrenze (es kann auch c+ > c_ sein). 

,c'- 
,C_ 

Abb. 2, Wie Abb. t .  Gestrichelt: Kurvenverlauf 
bei Hemmung des Durchgangs durch die 

Grenzflliche. 

sind. Dagegen h~tte man in dem Fall von I I I  die Verh~ltnisse der Abb. 2, 
�9 7 r ! .. 

gestrichelte Kurve. Hier liegen &e V~ erte c_ und c+ uber bzw. unter den 
frtiheren Werten. Diese Werte ~indern sick jetzt mit der Zeit und gehen 
fiir t -+ co in solche tiber, die der Gleichgewichtsbedingung (6) entspre- 
chen, die aber nicht mit den frtiheren Werten identisch zu sein brauchen. 
Denn G1. (6) allein legt noch nickt die Absolutwerte yon c+ und c lest. 

Hat  man ein System von mehr als 2 Phasen, so lassen sick unter 
speziellen Voraussetzungen die Randbedingungen in dem System der y 
~ormulieren, wenn n~mlich die Grenzfl~chen bei y = const liegen. Das 

bedeutet, dab die Begrenzung bei x ---- x0 V ~ liegen muB. Dieser Fall 
l~Bt sick z. B. verwirklichen, wenn als Folge der Diffusion von zwei 
bei x = 0 aneillandergrenzendelll Phasen eine neue Phase entsteht, 

welche sich yon x = 0 bis x = x 0 V ~ erstreckt. Ein solches Verhalten 
ist gelegentlich experimentell beobachtet. ,,Parabolisches Wachstums- 
gesetz." ' 

In diesem Falle gilt an der Unstetigkeitsfl~che nicht mehr die Rand~ 
bedingung (5), sondern statt dessen eine Bedingullg, die ausdrtickt, da(~ 
die Differenz der zur Grenzfl~tche hinzu diffundierellden ulld der voll 
dieser weg diffundierenden Substallz zum Aufbau des Konzentrations- 
unterschieds ( c -  c+) in der neugebildeten Schicht verwendet wird. Diese 
Bedingung kann man aus (4) ableiten. Integriert man einmal bis c_ und 
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dann bis c+, welche beide zum gleichen Wert y ~ ~ geh6ren, so erh~lt 
man 

C 

f -- _ ~ /  +D+ +=2 ydc=2~(c_--c+). (it) 
C+ 

Oder auch, mit ~1 = ~/V t, ~ Oft der Grenzfl~che, 

~c ~c dE 

deren physikalische Bedeutung offensichtlich ist. 

Ffir Diskussionen tiber das obige Problem bin ich den Herren 
M. KRAFFT und H. TIETZ ZU Dank verpflichtet. 

Marburg, 30. August t949. 


