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Zur B e r e c h n u n g  der E i g e n f u n k t i o n  
und Energie  des  Grundzus tandes  der Va lenze l ek tronen  

in Erdalka l ia tomen.  
Von Paul Gomb~s in Szeged (Ungarn). 

Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 27. Mai 1940.) 

Auf Grund des Variationsverfahrens wird eine Methode ausgearbeitet, welehe 
fiir Erdalkaliatome die Berechnung der Eigenfunktion und Energie der Valenz- 
elektronen im Grundzustand erm6glicht. Die Polarisation des Atomrumpfes 
und der Austauscheffekt der Valer~elektronen mit den Rumpfelektronen 
bleiben dabei unberticksichtigt. DasVerfahren wird auf das Ca-Atom angewendet. 
Die berechneten Werte der ersten und zweiten Ionisierungsenergie des Ca sind 
5,78 e-Volt bzw. 11,19 e-Volt, welche mit den empirischen Werten 6,09 e-Volt 
bzw. 11,82 e-Volt gut iibereinstimmen. Empirische oder halbempirische Kon- 

stanten werden nicht zu Hilfe genommen. 

1. Einleitung. Das Ziel der vorliegenden Arbei~ ist die yore Verfasser 
fiir freie Alkaliatome ausgearbeitete ]~1e~hode 1) zur Bereehnung der Eigen- 

funkUon und Energie des Valenzelektrons im Grundzustande auf freie 

Erdalkaliatome, also auf Atome mit zwei Valenzelektronen zu erweitern. 

Das Wesentliche in der Metho4e ist, dal~ man das Pauli-Prir~zip bzw. die 

daraus folgende Besetzungsvorsehrift dadurch einbezieht, dab man zum 

S ehr  6 d inge  r sehen Energieausdruek der Valenzelektronen die iimderung 

der Fe rmisehen  kinetisehen NuUpunktsenergie der Elektronen des Ions 

hinzuaddiert, welehe sich ergibt, wenn man zu den Elektronen des Ions 

die Valenzelektronen hinzunimmt. Es wurde gezeigte), dab man diese 
~nderung der Fe rmi sehen  Iqullpunktsenergie bei Vernachl~issigung yon 

Glieder, welche yon h6herer Ordnung klein sind, dadurch beriicksiehtigen 

kann, dab man start des elektrostatischen Potentials des Ions g das 

Potential 
v = z - ~ ( A z )  '/', (1) 

1 / 3 z \ * h  ,/ 
Y" ~- T~T) e,"an (2) 

einfiihrt, wo A den Laplaceschen Operator, ~ die posi$we Elementar- 

lad~g und a~ den ersten H-Radius bezeicl~eB. 

~) P. Gombis, Ann. d. Phys. (5) 8~, 65, 1989. -- ~) P. Gombls, ZS. f. 
Phys. 108, 509, 1938; 111, 195, 1938. Man vgl. hierzu auch eine Arbeit yon 
H. H e l l m a n n  (Acta Physicochimica 1, 913, 1935), in welcher die Ersetzung 
der Besetzungsvorschrift dureh das Potential -- ~ (A Z)*/3 schon friiher diskutiert 
wurde, aber auf eine andere Weise wie bei uns zur Anwendung gelangte, und 
zwar zur Berechnung der Bindung der K 2- und I{H-Molektile. 
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Die Eigenfunktion tier Valenzelektronen im Grundzustand erh~ilt man, 
wenn man mit ciem Potential V den SchrSding, erschen Energieausdruck 
bildet mad aus diesem die Eigenflmktion des tiefsten Energiezustandes 
der Valenzelektronen mit Hilfe tier Variationsmethode bestimmt. Die Be- 
setzungsvorschrift fiir die Valenzelektronen hat man dabei nicht mehr zu 
berficksiehtigen, da ihr durch das Glied -- 7, (d Z) "/" in V schon Reehnang 
getragen ist. Die Energie der u im Grundzustande gibt 
im wesentlichen das Energieminimum, welches man mit Hilfe der u 
methode bestimmt. Bei 4er Bereclmtmg tier Energie der Valenzelektronen 
hiitte man noch die weiter oben erw~hnten yon hSherer 0rdnung tdeinen 
Glieder 4er ~mderung der F e r m ischen Nullpunktsenergie zu beriicksichtigen. 
Da abet diese Gl[eder nut eine kleine Korrektion geben, wollen wit sie bier 
vernaehl~ssigen. Ebenso vernaehl~ssigen wir die Energie, welche yon der 
Polarisation des Atomrumpfes dureh die Valenzelektronen herriihrt und die 
Energie, welche der Austausehweehselwirkung der Valenzelektronen mit 
den Rumpfetektronen Rechmmg tri~gt, weft deren Berectmung auf Sehwierig- 
keiten stSl]t. 

Im folgenden wenden wit diese Methode auf freie Erdalkaliatome zur 
Bereehntmg tier Eigenfunkfion and Energie der Valenzelektronen im Grund- 
zustanr an. Wit haben bier also ein zweifaches Ion und zwei Valenz- 
elektronen, im iibrigen ist alles weitgehend analog zu 4er schon zitierten 
entsprechenden Axbeitl), welche r anatoge Problem ffir Mkaliatome 
behandelt. Da wir ans nut auf den Grundzustand beschr~inken, ist 4as 
Problem kugelsymmetrisch. 

Zum Schlul] wird die ~[ethode auf das Ca-Atom angewendet, unc[ zwar 
werden sowohl die Eigenfunktion und Energie der Valenzelektronen des 
neutralen Ca-Atoms bestimmt als auch die Eigenfunktion und Energie 
des Valenzelektrons des einfaeh ionisierten Ca-Atoms. Die Resultate, welche 
mit den empirischen gut fibereinstimmen, werden ausffihrlich diskutiert. 

2. Die Methode. Der SchrSdingersche  Energieausdruck der beiden 

Valenzelektronen is~ der folgende 

E : - - f ? f l * [ V ( r l ) +  V(r2)-~l~]8"t])d'~--l~,gattjyt*A~dz. (3) 

Hier bedeute~ ~0 die auf 1 normierte Eigenflmktion der beiden Valenz- 
elek~ronen, rl trod r 2 die Entfemung 4er beiden Valenzelektronen yore 
Kern, r12 (tie Entfernung der beiclen Vaienzelektronen ,r dv ist 
das Volumenelement des Konfigarationsraumes. Zu integrieren ist fiber die 
Koordinaten beider Elektronen auf den ganzen Raum. 

1) p .  Gombs Ann. d. Phys., 1. c. 
Zeitschrift !iir Physik. Bd. 116. 13 
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Wenn man das elektrostatische Potential des zweifaohen Ions Z in 

einen Coulombsehen  und einen n icht -Coulombschen Anteil zerlegt, 

so zerf~llt E in folgende Anteile: 

r , [2e 2 __ 
E c  (4) 

1`'2 ] 

[ [ 2 e ~ 2 e 2] 
E.T = ~ dr ,  (5) 1`i 1` J 

E~ = ,,~ J" V* IEAz ("~):]'~ + I -&  (1`Ji"'} ~, dr, (6) 

Ew = I ~* ~2 ~ dr, (;) 
�9 1"12 

1 , 
E K =z ~ .~ 82 a H f "~ /1 ~ d r, (8) 

E : E e 47 Eo --~ EF -@ E w  --~ E K . (9) 

Die Bedeutung yon E c, E j ,  E F u n d  E K ist eine ganz analoge, wie bei 
Alkaliatomenl). Der Energieterm E W, welcher bei Alkaliatomen fehlt, 

gibt die elektrostatische Wechselwirkungsenorgie der beiden Valenz- 
2e 

elektronen. Das n ich t -Cou lombsche  elektrosta.tisehe Potential Z - - - -  
r 

und die Elektronendichte A Z des zweifachen Ions kann man, sofem sio 

vorliegen, aus den H a r t r e e s c h e n  Tabellen entnehmen bzw. bereotmen. 
Da nns im folgenden nur die Summe der obigen Energiete~me interessiert, 

2e 
z ( A z )  *h dnrch eine einfache ist es zweckm:,igig, die Fnnk~ion 7. r 

analytische Funktion h (r) zu approximieren. Es zeig~ sich, dab man eine 

gute Approximation mit einer Funktion yore folgenden Typ erzielen kann 

h (r) = --  ~rSe -.~r. (10) 

Hier sinds und u so gew'~hlt, dab sich h (r) mSglichst gut an Z --  2 _ _  _ .  ( A z ) ' : ' ~  
i " r 

anpagg; dabei kommen allerdings ft~r s mtr ganzzahlige Werte in Betraeht, da 

man sonst bei d_er Durehftihrung der zweiten N~herung (vgl. weiter unten) 
auf mathematisehe Sehwierigkeiten stSBt. Diese Einsehriinktmg yon s 

ist far die Anpassungsfiihigkeit der Fnnktion h (~') ziemlieh unwesentlieh. 
Die Konstange e wircI aus der Forderung 

oc oc 

= g(AZ)'/* r e d r  (11) 
r 

o 

bestimmt. Ni~heres beztNlieh der Approximation find_et man in einer 
frttheren Arbeit des Verfassers2). Aus Kontrollreehnungen fi~r Ca ergab 
sieh, dal3 der durch die Approximation verursaehte Fehler unbedeutend ist. 

1) p. Gombs  Ann. d. Phys., 1. e. -- 2) p. GombAs, ZS. f. Phys. 108, 
509, 1938. 
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Mit h (r) erhiil~ man also 

E j  + E F = -- ~ V* [h. (rl) + h (re)] ~ ~o d~. (12) 

Wenn man sich fttr die Werte yon E.1 und E F im einzelnen interessiert, 
2e 

- - -  auf einc analoge Weise so is~ es zweckm~l~ig, aueh die Funktion Z r 

zu approximieren, wodureh man E j  lind somit auch E F fiir beliebige V 
einfach bereetmen kann. 

Zur Durchftihrung der Variationsmethode hat man ~f als Funktion 
yon unbestimmten Parametern in einer zweekm~llligen Form anzusetzen, 
wodurch man mit Hilfe der obigen Formeln E als Funktion dieser Parameter 
erh~ilt. Die Parameter werden aus der ~[inimumsforderung der Energie 
festgelegt, womit die Eigenfunktion bestimmt ist. Die Energie der Valenz- 
elektronen im Grun4zustande ist das 5[inimum yon E, welches wit mit Emi~ 
bezeichnen. [E~i~l gibt die Abtrenmmgsarbeit der beiden Valenzelel~tronen, 
]E~,i, [ is~ also die Summe der ersten und zweiten Iol~isierungsenergie des 
Erdalkalia~oms. Die zweite Ionisierungsenergie, also die Abtrennungs- 
arbeit des Valenzelektrons im einfach ionisierten Erdalkaliatom, kann man 
auf dieselbe Weise wie die erste Ionisierungsenergie, also die Abtrennungs- 
arbeit des Valenzelektrons bet neutralen Alkaliatomen theoretisch be- 
stimmenl). Hiermit ist daml auch die erste Ionisierungsenergie des Erd- 

alkaliatoms theoretiseh bestin~rat. 
Die l~ethode kann man natiirlich auch auf solehe Ionen mit zwei 

Valenzelektroden anwenden, deren Yalenzelektronen sich im C:~rundzustande 
in s-Zust~nden befinden. 

3. Erste NShe,ruT~g. Im Grun4zustand befinden sich beide Valenz- 
elektroncn der Erdalkaliatome in einem zur selben Hauptquantenzahl 
gehSrenden s-Zustand. Wir machen dementsprechend fiir die Eigen- 
funktion V der Valenzelektronen des neutralen Atoms in der ersten N'~herung 
folgenden Produktansatz: 

~t , n  V : V~'V.~ = A'/~r~'e-~~'-4'~:r~ e-~''~ ~- -4r~- e-~(n+r') (13) 

we A den Normierungsfaktor bezeichnet. ~ ist ein Variationsparameter, 
n bedeutet eine positive ganze Zahl, beide werden auf die weiter unten 
geschilderte Weise aus der Minimumsforderung der Energie bestimmt. 

Aus der Normierungsbedingung 

t V*V dr  : 1 (14) 
erh~lt m,~n 

A : (2;)2'~+3 (15) 
4n (2n+2)!  " 

1) p. Gomb~is. Ann. d. Plays., 1. c. 
13" 
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Mit dem Ansatz (18) folgt 

4 ~ (16) Ev --  n + 1 e2, 

E j - - ~ E I ~ :  2or ( 2 n + s + 2 ) !  (2 ~t)e n + ~ 
(2n+2~! (23 .k_ ~)~n+8 + ~' (17) 

2 n + 2 - - i  2n 
Ew --  (2n-f- 2)~ 2~ ~ i j j  s2, (18) 

2 2 n + 2  i ~ o  

).~ 
EK --  2 n § 1 82 an. (19) 

Hiermit ist also E ale Funktion yon n und ~t gegeben. Man kann nun 
zu jedem ganzzahligen n dasjenige 2 bestimmen, fiir welches E (n,).) ein 
Mirfimum aufweist. Fiir n wi~hlen wir diejenige positive ganze Zahl, for 
welehe E (n, 2) ale Funktion yon 2 das tiefste Minimum aufweist, ftir ~t 
wi~hlen wir den zu diesem Minimum gehSrenden )~-Wert. Hiermi~ sind n 
und 2 in ers~er N~iherung festgelegt und v 2 und Era/n in erster Niiherang 
bestimmt. 

Fiir die Eigenfunktion des u des einfach ionisierten 
Er4alkaliatoms setzen wir ~fl = A 1/2 r '~ e - ~ ,  womit wir auf ganz analoge 

Weise wie bei Alkaliatomen E (n, 2) bereetmen kSnnen. Der Energieterm E W 

tritt hier nieh~ auf und man hat zu beaehten, dab bier das Coulombsche 

Potential des Ions entspreehend tier zweifachen Ionenladung 2_~_s betragt. 

Das Minimum yon E (n, ~) wird auf dieselbe Weise festgestellt wie beim 
neutralen Atom. Ftir ~p und Em~n erh~lt man auf diese Weise beim einfaoh 
ionisierten Erdalkaliatom schon eine gute Approximation, da es sich bier 
um ein EinkSrperproblem handelt, beim neutralen Atom hat man aber 
noch mindestens eine weitere Nfiherung zu beriicksichtigen. 

4. Zweite N~iherung. In zweiter N~herung ist es zweekmiil~ig ftir die 
Eigenfunktion der Valenzelektronen des neutralen Atoms folgenden Ansatz 
zu maehen, welcher der Wechselwirkung der beiden Elektronen Reeimung 
trhgt, 

= A r ~ r ~ e  ~(~+~)  (1 + cr~2). (~0) 

Hier be4eu~et r 12 den gegenseitigen Abstan4 der beic[en Elektronen, A be- 
zeielmet wieder den Normiertmgsfaktor. Dieser Ansatz ist entspreehen([ 
den Arbeiten yon H y l l e r a a s  1) iiber He gew~hlt worden, aus welchen 
hervorgeht, daft ftir die hSheren N~herungen in der Eigenfunktion das Glied 
mit .r12 wesentlieh ist. c ist ein weiterer Variationsparameter, weleher 
zusammen mi~ ~ aus der Minimumsforderung der Energie zu bestimmen is~. 

~) E. A. Hyl le raas ,  ZS. f. Phys. 54, 347, 1929; 65, 209, 1930. 
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n bestimmen wir in 4er zweiten N~,herung nicht yon neuem, sondem wir 

behalten den in der ersten N~herung festgestellten Wert. 

Wit fiihren nun, ganz ahalich wie H y l l e r a a s ,  als Koordinaten r~, 

r 2 und r12 ein. In 4iesen Koor~naten  erh~ilt man ffir den La.pla.ceschen 

Operator folgenden Ausdruck~): 

02 2 ~ ._L 02 2 0 02 4 0 
a , . ;  ' + 

+ Or lorl .  ~ + Or.~Orl2" (0,1) r~ rr~ r~ r12 _ 

Im Ausdruck (3) der Energie ist der Integrand eine Funktion yon r 1, 
ru und r12. Die Berechnung yon E bereitet keinerlei prinzipielle Schwierig- 

keiten. ~ber jene C~lie4er, welche r12 nicht enthalten, kann man die 

In te~a t ion  sofort durckf~hren. Etwas mfihsam ist die Berechnung jener 

Integrale, in welehen im Integranden rl 2 vorkommt. Diese kam~ mart in 

folgende Typen einteilen: 

i ~: - . r ,  e-br,  (0,0,) Kik = j rl re r1.2 e dr ,  
I 

i k 2 e--ar~ e- -br:  Li k ~ rl r2 r12 dz', ] 

wo '~ und k positive ganze Zahlen sind. 

Diese IntegrMe kalm man ftir beliebige positive ganzzahlige i und. k 

folgenderlnaBen sehr einfaeh berechnen. Wenn man start rl, r 2 liD.d ?'12 

die sogenalmten H y l l e r a a s s c h e n  Koordinaten s ---- rl + ?'s, t = ?.1 - -  rs, 
u = rlz einftihrL so gilt folgende Mlgemeine Transformationsformel 

zo s + u  

0 0 - - u  

mit deren Hilfe mail sehr einfaeh finder, dal~ 

1 
Hoo --- [ l e - a r ' e - b r : d ' r  "~- 32=2 [a,~b,2~-a+b> + ab[a'+b)'] 

.J .r 1 ~ 

a ~ _ (0,4) 

a~b~(a+b) a~be(a+b)~] ' 

I + ~ -  ? . 1 2  e - a r ~  e - b r ~  d T  ~ ,a~ o 

~) Man vgl. E. A. H y l l e r a a s ,  ZS. f. Phys. 54, 347, 1929. 
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Mit Hilfe dieser l~ormeln kann man dutch partielle Differentiation 
nach a lind b die Integrale (22) leicht berechnenl). So gilt z .B .  

oi~k 
H ~  ~- (--  l y + k 0 a  i obkHOo.  

Auf diese Weise kann man E als Funktion der Variationsparameter einfach 
bereclmen und die Variationsparameter aus der Minimumsfor4ertmg der  

Energie bestiYnmen, womit man die Eigenfunktion und Energie der Yalenz: 
elektronen in zweiter N~iherung erh~lt. 

Ial den hSheren N~herungen h~tte man ftir ~p einen entsprechend 
erweiterten Ansatz mit weiteren Parametem zu machen, welcher jedoch die 

0 

- I  

-j 

-~,! 

- 5  

- 6  

/ ' t  1 2 J 
I i l 

Fig. 1. u der aus den Hartreeschen 
Tabelien fiir Ca berechneten Funktion 

[Z--?--z(JX)2]3] .r2 

mi t der ana]ytischen N~herungsfunktion h (r) - r 2. 
Die Abszisse gibt r in a H Einheiten. Auf die 
Ordinatelsind die genannten Funktionen in 

:i~ a H Einheiten aufgetragen. 

Resultate nicht mehr wesentlioh verbessert. Da aul3erdem hier die Polari- 

sation des Atonlrumpfes durch dieValenzelektronen, welche zur h_btrennungs- 

arbeit der Valenzelektronen einen bedeutend ~513eren Beitrag liefert, als 

die hSheren N~iherungen, nicht berticksichtigt ist, geniigt es, die Rechnungen 
bis zur zweiten N~herung 4urchzufiihren. 

5. Resultate/~t.r Ca und Ca +. Wir haben die 1~Iethode zur Bestimmung 

der Eigenfunktion und Energie der Valenzelektronen des Ca-Atoms und 

zur Bestimmung der Eigenfunktion und Energie des Valenzelektrons des 
Ca+-Ions angewendet. 

2e 
Y. (zig)'/3 kann man aus den H a r t r e e s c h e n  Die Funktion Z r 

Tabellen des Ca++-Ions 2) einfach berechnen, da in den H a r t r e e s c h e n  

1) Man vgl. hierzu auch H. H e l l m a n n ,  Einfiihrung in die Quantenchemie, 
Leipzig und Wien, F. Deuticke, 1937, S. 336. -- 3) D. R. H a r t r e e  u. 
W. H a r t r e e ,  Proc. Roy. Soc. London (A) 164, 167. 1938. 
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Tabellen alas elektros~atische Potential Z and die radiale Elektronendich~e 

1__ A z r  s des Ca++-Ions angegeben is~, and zwar diese mit mid ohne Bertick- 

sichtigang des Elektronenaustausches. Wir benutzten die mi~ Beriieksichti- 
gung des ~lektronenaustausches berechnete radiale ~lektronendichte. 

Die Parameter der yon uns benutzten N/~herungsfunktion tt (r) sind 

a ~- 42,282 .~-, s 2, 3 (25) 
a? H ---- ~ - -  a l l .  

Die Giite der Approximation ist aus Fig. 1 zu sehen. Wie aus einigen 
Kontrollreehmmgen festgestellt wurde, ist 4er dureh die Approximation 

be4ingte Fehler mlbedeuten6, so 4a13 eine genauere Approximation nieht 

erforderlieh ist. 

Ftir das Ca-Atom erh'~lt man aus 4er Minimumsforderung der Ener~e 

folgende Parameterwerte 

n---- 2, ~t = 0,837 --,1 (26) 
a H 

womit die Eigenfunktion bestimmt ist. FOx die Energie der Valea~zelektronen 

ergibt sieb 

E~. ,  ~ - -  0,595 97 e~ ~- - -  16,14 e-Volt. (27) 
t t  H 

In der zwe[ten N~herung erhi~lt man 

1 _ ,  ( 2 s )  n = 2, 2 ~ 0 , 9 5 8 ~  c ~ 2,16 1 
a H 

Em~. = - -  0,626 75 . . . .  16,97 e-Volt. (29) 
a H 

]Ffir alas Ca+-Ion findet man 

Emi~ ~ - -  0,413 11 

1 

). = o245 ~ ,  (so) 

8 2 
- -  11,19 e-Volt. (31) 

a t i  

Mit ('29) mid (31) ist die erste und zweite Ionisierungsenergie des 

Ca-_~_toms, welche wit mit 11 bzw. 12 bezeicbmen, bestimm~. Der Betrag 
yon (129) gibt n~mlich 11 + 12, w-~hren4 der Betrag yon (31) nf i t /2  identiseh 

ist. Es wird also 

11 ~ 5,78 e-Volt, 12 ~ 11,19 e-Volt. (32) 
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In Fig. 2 ist die normierte Eigenfunktion des 4 s-Zustaades ffir das 
neutrale Ca-Atom (in erster N~b_erung) und flit das Ca+-Ion eingezeicbnet. 

\ 
\ 

0 1 2 3 q 5 6" ? 8 9 
z'Lf~tt E/'r,'he#e.~/ 

Fig .  2. Die  n o r m i e r t e  E i g e n f u n k t i o n  des  4~ -Zus t andes  fi ir  Ca 
{in e r s t e r  N~ihcrung) und Ca + a l s  Funk t ion  yon r. 

6. Diskussio~z. Wie ein Vergleieh der Energiewerte (27) un4 ('2.9) zeigt, 
erh~ilt man in der zweiten Niiherung eine nm 0,83 e-Volt tiefere Energie, 
als in der ersten N~ihernng. Das Glied mit ,flu in der Eigenfunktion bedeutet 
also eine wesentliehe Verbesserung der Energie im Einklang mit den 
Hyl leraasschen Resultaten fiir He. Der Wert yon c, also des Koeffizienten 
yon r 12 ist ftir Ca jedoeh um einen Fak~or yon rnnd 7 grSl3er, als bei He, 
was bedeutet, dal~ die Kopplung der beiden Valenzelektronen des Ca-Atoms 
wesentlieh stiirker ist, als die der beiclen Elektronen des He. Dies wird 
verst~.ndlieh, wenn man beaehtet, daI~ die Valenzelektronen des Ca an den 
Atomrumpf wesentlich lockerer gebunden sind, als. die Elektronen des He. 

Die empirisehen Werte far 11 und 12 sind 6,09 e-Volt bzw. 11,82 e-Volt, 
wit welchen die bereelmeten gut iibereinstimmen. Bemerkenswert ist, 
dai3 die berechneten Ionisiemmgsenergien kleiner sind als die empirischen. 
In den berechneten Werten der Ionisierungsenergie ist niimlich die ans der 
Polarisation des Atomrnmpfes dutch die Valenzelektronen bzw. dureh das 
Valenzelektron resultierende Energie und die Austauschenergie der Valenz- 
elektronen bzw. des Valenzelektrons mit den Rumpfelektronen nieht inbe- 
griffeu. Es ist zu erwarten, dab die Berficksiehtigung dieser Energien, da 
sie yon der GrSl~enordmmg der fehlenden Energie sind, die Resultate 
verbessert. Die Berechnung dieser Energien fiihrt jedoeh zu Sehwieri~- 
keiten. Die auffallen4 gute Uberefl]stirmnung der berectmeten ersten 
Ionisierungsenergie mit dem empirisehen Wert ist darauf zuriiekzuftihren, 
dal~ man I~ als Differenz der Energien (29) und (31) erh~tlt un4 die oben- 
erw~ihnte Polarisationsenergie und Austausehenergie sowohl in (29) als i1~ 
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(31) vernachl/issigt is~, woduroh sich tier durch die Vernachl/~ssignng dieser 
Energien verursach~e Fehler weitgehen4 kompensiert. 

Neben tier Folarisationsenergie und der aus &m Austauscheffekt tier 
Valenzelektronen wait den l:~umpfelektronen resultierenden Energien h/itte 
man auch nooh die eingangs erw/ihnten yon hOherer Ordnung kleinen 
Olieder der _Knderung der Fermisohen Nullpunktsenergie der Elektronen- 
wolke des zweifaohen Ions zu beriicksiohtigen, welche sich durch Hinzu- 
nahme der Valenzelektronen zu den 1Rmnpfelektronen ergibt. Wie eine 
rohe Soh/itzung zeigt, wiirden diese Glieder 4on Be~rag der Energie ebenfails 
et.was vergr6Bern. Mit Beriicksichtigung dieser Olieder h~itte man fiir I~ 
einen et~as grSl3eren Wert zu erwarten, w~hrend sich 12 zufolge einer weiter 
oben erw~ihnten analogen Kompensation dieser Korrektionen nur ganz 
unbedeutend erh5hen wiirde. 

Von H a r t r e e  wurde die Eigenfunktion und. Energie der Valenz- 
elektronen des neutralen Ca-• und des Valenzelekt~rons des einfach 
ionisierten Ca-Atoms re_it dot Methode des ,,self-consistent field" berechnetl). 
Der Betrag der Eigenfunktionen stimmt mit 4em Betrag her yon uns be- 
reohaeten Eigenfunktionen in den Gebieten aul~erhalb des Ato~umpfes  
ziemlich gut aberein. Im Innem des Ions gibt aber der yon uns berechnete 
Betrag 4er Eigenfunktionen nut ninon I~[ittelwer~ des Betrages der ent- 
spreohenden I-Iartreoschen Eigenfunktionen. Die Har t r eeschen  Eigen- 
funktionen weisen im Imlern des Ions mehrere Knoten auf, wiihrend unsere 
nur bei r  = 0 verschwinden. Dieser Unterschied ist darauf zuriickzufiihren, 
dal] bei uns die Besetzuagsvorschrift nioht wie bei H a r t r e e  durch die 
0rthogonalit'atsforderungen fiir die Eigenfunktion, sondern durch das 
Zusatzpotential - - x  (AZ)'/" berticksichtigt wurde, wodurch man in dem 
fiir die moisten F~ille unwesentlichen irmeren Gebiet des Ions nur ninon 
Durchschni~swert for die Eigenfunktion erwarten kaml. Mit Beriick- 
sichtigung des Elektronenaustausches un4 olme Beriieksichtigung der 
Polarisation des Atomrumpfes erh~lt H a r t r e e  ftir die Ionisiertmgsenergien 
des Ca-Atoms I 1 ~ 5,10 e-Volt, I.~ ~ 11,28 e-Volt. Efil Vergleioh dieser 
Resultate mif den unseren kann nicht vorgenommen werden, denn die 
t t a r t r eeschen  Werte wurden mit Beriicksichtigung des Elektronen- 
austa.usches erhalten, w~ihrend bei den unseren (lies nicht der Fall ist. 

Den Herren B. K o z m a ,  A. K 6 n y a  ~md F. Be ren cz  danke ich fiir 
die Durchfiihrung der numerischen Rechnungen. 

Szeged (Ungarn), Institut f. theor. Physik der Universitat, Mai 1940. 
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