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U b e r  d i e  i n n e r e  B e w e g u n g  d e s  E l e k t r o n s .  H I .  

Von H. H~nl und A. Papapetrou. 

Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 20. Mai 1940.) 

Es wird der korrespondenzms Zusammenhang zwischen Dirac-Elektron 
und Pol-Dipol-TeLLchen untersucht. Die korresponder~m~ifligen Parallelen 
lassen sich durch Unterscheidung der geraden und ungeraden AnteLLe der Opera- 
toren des Dirac-Elektrons und durch Bereclmung typischer Erwartungswerte 
~iir diese besonders deutlich veffolgen (Abschnitt 1). Die Methode wird an- 
gewandt auf die Einzelheiten der Makro- und Mikrobewegung (Zitterbewegung) 
des Elektrons (Abschnitt 2), des Eigenimpulsmoments (Abschnitt 3) und die 
Energiefunktion (Abschnitt 4). In allen F~llen zeigt sieh eine sehr genaue 
Entsprechung, welche es nahelegt, das Pol-Dipol-Teilchen als das klassische 

Modell des Dirac-Elektrons anzusehen. 

Der vorliegende dritte Teil der Untersuchung fiber die innere Bewegung 
4es Elektrons verfolgt das Ziel, den korrespondenzm/iBigen Zusammenhang 
des in den beiden ersten Teilen beschriebenen, als Pol-Dipol-Teilchen 
charak~erisierten physikalisehen Systems 1) mit dem Diracsehen Elektron 
im einzelnen naehzuweisen. Der einfache relativistische i~assenpunkt 
kann jedenfalls nicht als korpuskulares Gegenstfick zum Dirac-Elektron 
aufgefaBt werden, da er keine irmeren Freiheitsgrade besitzt, welche dem 
Elektronenspin korrespondieren. Oanz anders verh/ilt sieh das Pol-Dipol- 
Teilchen, da es vermSge seiner inneren rotatorischen Bewegung ein Eigen- 
impulsmoment besitzl, das mit dem Elektronenspin in Parallele gesetz~ 
werden kann. Es soll nun untersueht werden, wie weir diese Korrespondenz 
im Einzelfall reieht, d.h.  inwiefem das Pol-Dipol-Teilehen fiberhaupt als 
ldassisehes Modell des Dirac-Elektrons gelten kann. Die Au/gabe des 
Modells erbl~ckvn wit darin, ei~ korpusk~dares Gegenbild zum Well~nbild der 
D iv a c schen Wellen~echan~k des Sp~eZektro~s da~'zustellen, das sieh zu diesem 
~hnlieh verh~l~, wie der einfaehe (relativistisehe) l~assenpunkt zur skalaren 
de B r o g l i e - S e h r S d i n g e r s c h e n  Materiewelle. 

Wit wollen uns bei dem durehzufiihrenden Vergleich auf die kr5fte{reie, 
Bewegung beschr/~nken. - -  Das Dirac-Elektron wird in diesem Falle in be- 
kannter Weise dutch die We]lengleiehung 

h 0~p 
HyJ -~ ~- -b-/ ~- 0 (1) 

~) H. H6nl  u. A. P a p a p e t r o u ,  TeLL I: ZS. f. Phys. 112, 512, 1939; TeLL II:  
ebenda 114, 478, 1939 (im folgenden als I u n d  I I  zitiert). 
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mit dem Hamilton-0perator 

H = c (czlP1 ~ r ~ ~.3P3) ~ ~4/~o c'~, (2) 

beschrieben, wobei die Vertausehungsrelationen gelten: 

Pk xz -- x~ Pk = ~. Ok z (k, 1 = 1, "2, 3), (8 a) 

~ ~ + ~ ~ = 9~ ~.~ (y., 2 = 1, 2, 8, 4). (Sb) 

(Eo = tl0 c~ Ruhenergie des Elektrons). Wie zuerst B re i t  1) bemerkt und 
SchrSdinger~) eingehend veffolgt hat, ist beim Dirac-Elektron der 
,,triviale", yon der Mechanik der Punktmassen her bekannte Zusammen- 
hang zwisehen Impuls und Gesohwindigkeit aafgehoben. Bildet man 
n~mlieh die zeitliehe Ableitang der Koordinate xk, so erh~lt man nach 
der allgemeinen Vorsohrift fiber die Bildung der zeitlichen Ableitung eines 
Operators nach (2), (3a) and (3b): 

dx~ i 
dt ~--- h(HXk--x~H) = c~x~, (4) 

d.h.  eine Gr613e, deren Eigenwerte J= c sind. Der Erwartungswert yon 
d xk/d t wird 4abet im allgemeinen ebenfalls die C~rSl3enordnung c besitzen. 
Dies gilt tmabh~ngig yon dem Erwartungswert ffir den Impuls, welcher 
f ~  eine Wellengruppe mit hinreichend scharf definierter Makrogesehwindig- 
keit 3) mit dieser in dem gewShnliehen, for die relativistischen Punktn~sscn 
gt~l~igen Zusammenhang steht. Diese Diskrepanz zwisehen ~Iikro- un4 
Makrogesehwindigkeii hat S e hr 5 dinge r ,,anschaalich" dahin interpretiert, 
dal~ das Dirae-Elektron sieh nieht geradlinig bewegt, sondern eine Art 
,,Zitterbewegung" aasf~hrt, derart, dab sieh 4er Schwerpunkt der Ladangs- 
wolke mit einer sehr kleinen bereehenbaren Amplitude und mit Lieht- 
geschwindigkeit oszillatorisch hin and her bewegt and dabei im Zeitmittel 
mit einer unter Umst~nden viel geringeren Makrogeschwindigkeit fort- 
sehreitet. Alle Einzelheiten dieser Zitterbewegung ergeben sich dutch 
Integration yon Gleiehung (4) im Sinne des Operatorkalkfils (Abschnitt 1). 

Die Verh~ltnisse beim Dirac-Elektron zeigen nun eine auffallende 
~_hnlichkeit mit dem Verhalten des klassisch zu beschreibenden Pol-Dipol- 

1) G. Brei t ,  Prec. Amer. Acad. 14, 553, 1928. -- 2) E. SchrSdinger ,  
Berl. Ber. 1930, S. 418; 1931, S. 63 (im fo]genden als A und B zitiert). -- 
3) Die ,,Makrogeschwindigkeit" ist dann scharf definiert, wenn es sich um eine 
(monochromatische) Wellengruppe mit scharf definierten Impulskomponenten 
handelt. Wir vermeiden hierfiir das Wort ,,Gruppengeschwindigkeit", weil der 
Schwerpunkt der We]leRgruppe gerade an der ,,Zitterbewegung" teilnimmt. 
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Teilchens. Dieses Teilchen soll nach I dutch das folgende Gleiehungssystem 

charakterisiert werdenl) : 

d ( _ ~ )  d (mu _ 2 ~ , , u . u , + i ~ ) = 0 ,  ( ~ , 3 =  1,2,3,4) .  (5) 
d--8 --=d-s 

~ f i 9  - ~ u .  = o, (6) 

P~ ist dabei der :Energie-Impulsvektor un4 (5) bringt daher die Erhaltung 
yon Energie und Impuls zum Ausdruck (kri~ftefreie Bewegung). Die u~ 
sind die (~eschwindi:gkeitskomponenten d x J d s  des Teilchens, wobei die 
Ableitungen der Koordinaten x, naeh der Eigenzeit s zu nehmen sind, so dab 

1 
in jedem Punkte der Bairn u~u~ = ]. wird (speziell ist u 4 - -  V I _ ~ ,  werm 

v die (lurch c dividierte Geschwindigkeit des Teilehens is~); ent- #=T 
sprechend sind die (lurch einen Punkt bezeichneten Ableitungen als Ab- 
leitungen naeh der Eigenzeit zu verstehen. Die innere Struktur des Teilehens 
wird dureh seine t)olmasse m (Skalar) und sein Dipolmoment ~ (Vierer- 

vektor) gekennzeichnet. 
Wie nun in Tell I gezeigt wurde, besitzt das Gleichtmgssystem (5), (6) 

LSsungen, welche einer Kr~isbewegung des Pol-Dipol-Teilchens mit kon- 

stanter Gesehwindigkeit entsprechen, w'~hrend gleiehzeitig tier resultierende 

Impuls ~ versehwinde~ (makroskopiseh ruhendes Teilchen). Makroimpuls 
und in~ere (~[ikro-) Geschwindigkeit des Teilchens sind demnach aueh hierbei 
als weitgehend entkoppelt anzusehen. Uberlagert man der K_reisbewegung 

des ,,ruhenden" Teilehens ehle Translation, so nimmt der konstante Impuls 
diejenige GTSI3e an, welehe zu seiner makroskopischen Geschwin4igkeir 
im Sinne 4er relafivistisehen ]~echanik tier Punktmassen geh6rt (P~ Vierer- 
vektor). Es ist femer bemerkenswert, dal3 die Forme]n for die Kreis- 
bewegung den Grenzitbergang: Mikrogeschwind~gkeit v ---> L~chtgeschwindig- 
keit c zulassen, ohne da~ hierbei die Ruhmasse und das Impulsmoment 
unendlich werden2). Im folgenden soll stets dieser Grenzfall zum Vergleich 

mit dem Dirac-Elektron herangezogen werden. 

i) Wir betrachten hierbei speziell dasjenige System yon Gleichungen, 
d~s ~us dem allgemeinen I, G1. (43), durch Nutlsetzen des Tensors nail entsteht; 
vgl. auch II, Abschnitt 3. Der dort eingefiihrte Vierervektor p~ ist hier durch ~ 
bezeichnet. -- 2) Dieser Grenziibergang wirft fiberdies ein eigenartiges Licht 
auf das Problem der Selbstenergie des Teilchens vermSge seiner elektrischen 
Ladung. Es zeigt sich n~mlich, dab die unendliche Se]bstenergie der Punkt- 
ladung des Teilchens nicht nur mit einer endlichen Ruhmasse vereinbar ist, 
sondern dal] das Unendlichwerden der Polmasse m sogar die Bedingung dafiir 
ist, dal~ die innere (Mikro-) Geschwindigkeit des Teilchens die IAchtgeschwin- 
digkeit (asymptotisch) erreicht (I, Abschnitt 2, 2). 

11" 
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Es wird somit an Hand unseres Modells folgende Auffassung der S ehr  5- 
d ingersehen  Zitterbewegnng nahegelegt. Die nach Abl6sung der Makro- 
bewegung fibrigbleibende Zitterbewegung der Koordinaten des Dirae- 

Elektrons wird im Modell dureh einen periodischen Umlauf des Teilehens 

auf einer zun/iehst beliebig orientierten Kreisbahn repr/~sentiert; der Elek- 

tronenspin kommt dureh den Umlauf des Teilehens mit Lieh~gesehwindig- 

keit zustande. Wit werden zeigen, daft diese model~mS[3ige Auf/assung den 
Eigenschaflen des Divac-Elektro~ bis in die verwickelten Einzelheiten hinein, 
d~e SchrSdinger bei der kr~ifte/reien Bewegung diskut~ert, weitgehend gerecht 
wird. Vorlaufig wollen wir uns mi~ der Fests~ellung bogniigen, da$ das 

Modell fox den Grenzfa]l v --->c Frequenz ( - -  2 ~  c2) and Radius der K.reis- 

Koordinatenschwankung beim Dirae-Elektron ergibt, falls man ira Modell 

alas innere Impulsmoment (Spin) als quantisiert veto Betrage �89 h annhnmt 
(vgl. Absehnitt 2). 

Das Modell geht in seiller ken -kreten Anschaulichkeit fiber die Di r  a e sehe 

Wellengleichtmg naturgemii$ wei~ hinausl). Dies kommt z. B. sehon darin 

zum Ausdruck, da$ die Mel~werte fOx jede Gesehwindigkeitskomponente 
(Eigenwerte yon c~k) beim Dir'~c-Elektron n u r d e r  Werte :J= c f/ihig sind, 

wiihrend im Modell alle Zwischenwerte zwisehen -t- c und - -  c mSglieh sind 

and die Extrerawerte noeh yon der Orientierung der Bahnebene abh~ngen2). 

Man 'sollte daher vielleieht erwarten, dab das Modell bei den Einzelheiten 

der Spinbewegung versagen m~tl~te. Daf~ dies jedoch keineswegs der Fall 

ist, sondern alas sich im Geger~teil eine sehr weitgehende Korrespondenz 
herausstellt, wird aus den folgenden Absetmitten hervorgehen. 

l) Die grunds/itzliche Unm5gliehkeit, die Aussagen des Modells du.rch 
das Experiment zu verifizieren, sell hier nicht ~.ur Diskussion stehen. In diesem 
Zusammenhang ist es jedoch yon grol~em Interesse, dal3 nach Sch rSd inge r  
die geometrische Konfiguration eines Systems yon der Ruhmasse Po sich besten- 

- -  ~ beobachten l~l~t ; ebenso ist jede falls mit einer linearen Genauigkeit l 0 -- 2 tto c h 

Zeitangabe mindestens mit einer Zeitunsch~rfe % = 2 g0 c ~  behaftet. Aus diesen 

Unsch~rfen geht hervor, daf3 jede konkrete Aussage fiber den Ablauf der innerert 
Bewegung des Elektrons unmSglich ist. -- Vgl. hierzu E. Sch r5d inge r ,  Berl. 
Ber. 1931, S. 238, insbesondere Gleichung (5) und (10); s. auch H. T. F l i n t  
u. O. W. R i c h a r d s o n ,  Prec. Roy. Soc. London (A) 117, 625 u. 637, 1928. 
-- "-) Nach dem Modell wiirde man die Korrespondenz erwarten: 

c~ = ~,: + ~ + ~ ~ ~'~ (~,~ + ~ + ~) ;  
in Wirkliclrkeit gilt jedoch ftir jedes einzelne k: ~ = 1. Entsprechend ist 
beim Dirac-Elektron der Mel3wert des Quadrates fi]r jede Geschwindigkeits- 
kompone~te -- und daher auch der Erwartungswert -- stets c 2. 
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Die durch (1), (2) und (3 a, b) einerseits, (5) und (6) andererseits definier- 
ten physikalisehen Systeme schei~en auf den ersten Blick we~ig )~hnlichkeit 
miteinander zu besitzen. Elimlniert man jedoch aus den Gleieh~mgen (5) 

die ~ ,  so erh~ilt man die Ener~e T P4 in der Gestalt: 

~0 H* ---- vl P1 ~- v2 P~ + v~ P3 § ~/~oC~, (7) 

worin % den Wert yon u4 fiir das makroskopiseh ruhende Teilchen darstellt 
[I,G1. (70)]. Der Ausdruck (7) zeigt nun, wenn man (4) beachtet unduo/ua mit 
~4 in Parallele rfiekt, in der Tat eine auffallende Analogie mit clem Hamilton- 
Operator H des I)irac-Elektrons. Wir werden in] le~zten Abschnitt 4 n~her 
ausftihren, dal3 4iese formale Analogie in einer tiefer liegenden Korrespondenz 
be~iindet ist. EntsprechencIe korrespondenzmiil3ige Beziehtmgen wird 
man auch bei anderen Operatoren -- Lagekoordinaten, Spin -- zu erwarten 
haben (Abschnitt 2 trod 3). 

Bei der folgenden Untersuchung spielen die Z,ustSnde negativer Energie, 
wie sie dem Dirac-Elektron eigentiimlich sfiad, eine wesentliehe Rolle. Sie 
erst ermSgliehen -- und zwar ohne Bezugnahme auf die Diracsehe Posi- 
tronentheorie -- den korrespondenzm~l~igen Vergleich des Dirac-Elektrons 
mit dem ~[odell des umlaufenden Massenpunktes in Einzelheiten durch- 
zuffihren. Obgleich die Auswahl gewisser spezieller repr~isentativer Wellen- 
funktionen, welche wir dem Vergleich zu~unde legen werden, vielleicht 
a priori nicht als zwingend ersche~nen mag, so lassen die Ergebnisse doeh 
eine desto auffallendere Analogie zwisehen dem Verhalten des Modells 
und clem Dirac-Elektron erkennen. -- Der tiefere physikalisehe Grund fiir 
diese Korrespondenz dtirfte vielleieht darin gesucht werden, dal3 das 
Relativit~tspostulat, auf dessert VereLaigung mit den Prinzipien der Quanten- 
theorie die Diraesche Theorie basiert, bereits ein so enges begriffliches 
Schema darstellt, dab jedes in sich widerspruehsfreie Elektronenmodell, 
welches dem Elektronenspin in relativistisch-invarianter Weise Rechnung 
tr~gt, in wesentliehen Ziigen mit dera Dirac-Elektron tibereinstimmen 
wirdl). 

Dem im folgenclen durchzuftihrenden Vergleich liegen die beiden 
zitierten Arbeiten yon Sch rSd inge r  tiber die Quantendynamik des 
Elektrons zugrunde. Die gewonnenen Ergebnisse beruhen durchweg auf 
der dort eingefiihrten ,,Methode des zeitabhfingigen Operators", welche 
darin besteht, ctai3 die Zeitabhi~ngigkeit der Wellenfimktion ~p, Gleichung (1), 

1) Diese Auffassung verdanken die Verfasser einer Diskussion mit Herrn 
Prof. W. Heisenberg.  
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auf die Operatoren ,,iibergewKlzt" wird. Diese Methode hat fiir uns den 
groBen Vorteil, dal3 sie yon allen quantenmechanisehen ~'[ethvden dem 
Standpunkt der Korpuskulartheorie am n/ichsten kommt. 

1. A llgeme@e ~)berlegztngen zur S c h r S d i n g e r schen Z itterbewegung. 

Ges@htspunkte [~r den Vergle@h m~t dent Modell. 

1. Die ,,Bewegungsgleichung" fiir den beliebigen Opera~or A 
h d A  

- -  H A - -  A H ,  (8) 
i dt  

l/il~ sich im Sirme des Operatorkalkiils allgeraein integrierenl): 
i i t 

A (t) = e A (o) e . (9) 

H ist in (9) ebenso wie in (8) als Operator aufzufassen; t ist c-Zahl. A (t) geht 
demgem~i8 aus A (o) dutch eine spezielle unit/ire Transformation hervor -- 
ganz analog, wie in der klassischen Dynamik die Bewegung als durch 
eine Folge infinitesimaler Beriihrungstransformationen entstanden gedacht 

werden kann. Der Erwartungswert -4t ~'on A zur Zeit t ist dann 

5~ = ~ ,p* (o) A (t) ~, (o) d x, (10) 

worin V (o) die als normiert vorauszusetzende Wellenfunktion zur Zeit t = 0 
bedeutet: 

; V* (o) V (o) d x ~- 1. (10') 

[Inte~ation iiber den Koordinatenraum xl, ~ ,  xa; die Summation i:tber 
die Spinindizes ist bei der Sehreibweise (10) und (10') unter4rtiekt.] 

Bei dieser ~Iethode des zeitabh/ingigen Operators spielt nun die Unter- 
scheidung yon ,,geraden" und ,,ungeraden" Operatoren eine grundlegende 
Rolle, welche an die Sixistenz yon Zust/inden mit positiver und negativer 
Energie beim Dirae-Elektron gekuiipft ist'2). -- Unter geradem Operator G 
soil verstanden werden: ein solcher, der eine Wellenfunktion V +, welehe 
aus einem Aggregat yon Eigenfunktionen mit nut positiver Energie besteht, 
wieder in eine solehe tiberfiilu't, und ebenso eine Wellenftmktion V- aus 
Siigenfunktionen mit nTlr negativer Energie in eine ebensolche verwandelt. 
Ein ungerader Operator U fiihrt dagegen V + in V- und V- in V + i~ber; 
in Formeln : 

t I i  

GV +-~  V ~' ,  G V - =  V- ; UV + = V- , U V - =  %o+". (11) 

Sis is~ leicht zu sehen, dab jeder beliebige Operator A eindeutig in einen 
geraden und einen ungeraden Bestandteil gespalten werden kann: 

.4 = G +  U. (12) 

l) E. Schr6dinger ,  A, w -- 2) E. Schr6dinger ,  B, w 
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Stellt man niim]ieh den Operator A dureh ein Matrixfeld A (E, E') dar, 
dessen , ,Elemente" naeh den Eigenwerten E, E '  der Energiefunktion H 

geordnet sind, so zerts dieses in vier getrennte Gebiete I,  I I ,  I I I ,  IV, 
da IE] bzw. IE'I stets ~ po e2 ist (Fig. 1): das Matrixfeld I und I I I  fiir 
sich allein ergibt die Darstellung yon G, I I  und IV fiir sieh die Dar- 

stellung yon U. 
Eine hinreichende, wenn auch nicht 

notwendige Bedingung dafiir, d a 6  ein 
Operator A dem geraden oder ungeraden 
Typus angeh6rt, ist nun, dal~ es mit  H 
kommutier t  bzw. ant ikommutier t l ) :  

H G - - G H  ~ O; H U  + UH-- - -  O. (13) 

Da die Darstellung yon H i m  Eigensystem 
nur Diagonale|emente enth~lt, was wit 

symboliseh durch 

H (E,  E ' )  = E .  ~ (E  - -  E ' )  

zum Ausch'uek bringen kSnnen (Diraoseho 

(~-Funktion), so ergibt sioh aus (13) 

G E') (E - -  E') = 0 ;  I 
(18') 

U ( E , E ' )  (E  + E ' )  = 0; 

\ 
E' 

Fig. 1. Matrixfeld A (E, E') fiix einen 
beliebigen Operator A ~ G + U. Die 
Diagonalen E =  E' bzw. E =  - -  E '  ent-  
spreehen der Darstellung eines mit  
H kommutierenden bzw. antikommu- 
tierenden Operators. (Die Stellen im 
lnuern des zentralen Kreuzes mit der 
Balkenbreite 2 ~o e 2 sindbedeutungslos.) 

G (E, E') kaml also nur flU' E '  = E, U (E, E')  nur for E '  = - -  E nieht- 

~-ersohwindende Elemente besitzen, im Einklang mit  unsrer Behauptung. 
- -  Sonfit folgt aus (9) ftir alle geraden bzw. ungeraden Operagoren, welche 

mit  H kommutieren bzw. antikommutieren: 

G (t) = G (o) = eonst (14a) 
b z w .  +;2_~t r 

U(t)  = e h U(o) = U ( o ) e  ~ (14b) 

])as Ergebnis (14a) ist selbsbverst~indlich; fiir U ergibt sich aber nach (14b) 
eine universelle, augenscheinlich ,,periodisehe" Zeitabh~ngigkeit des 

Operators mit  der ,,Frequenz" 2 H / l t .  

i) Die notwendige Bedingung daf0x, dal] ein Operator A gerade oder un- 
gerade ist, ist nach S c h r 6 d i n g e r  (B), da~ ein endl.iaher Kommutator bzw. 
Antikommutator von A verschwindet. Dabei ist der erste Kommutator yon A : 
K t =- H A  --  A H ,  der zweite Ke  = H K  1 --  K , H  usw.; entsprechend ist der 
erste, zweite usf. Antikommutator yon A definiert. -- Eine allgemeine analytische 
Vorschrift, einen Operator in seinen geraden und ungeraden Antei| zu spalten, 
wird yon W. Pau l i ,  Handb. d. Phys. XXIV/1, S. 229, angegeben; ffir die Be- 
reehnung der Erwartungswerte ist jedoch eine derartige Zerlegung nicht er- 
forderlich: vgl. das folgende. 
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Die in der Einleitung erw~hnte ,,Zitterbeweg'ung" der Lage- 
koordinaten x~ 4es Dirae-Elektrons beruht nun darauf, dab sieh yon xk 
ein Anteil (ira folgenclen ~k) yore ungeraden Typus abspalten l'~Bt, weleher 
mit H antikommutiert; demgem~f~ ist (lessen Zeitabh~ngigkei~ yon der 
Art (14b). Die ~berlegungen 4ieses Abschnittes zeigen aber, dab jeda 
dynamische Variable eine enlspreehende Zitterbewegung ausfi)_hrt, welehe 
einen mi~ H antikommutativen Bestandteil besitzt, 4. h. im allgemeinen 
jede, welehe keine Konstante der Bewegung ist. Um aber die Beschaffen- 
hei~en dieser Zit~erbewegung genauer zu erkennen, ist es aufsehlul~reieh, 
vom Operator zu dessen Erwartungswert iiberzugehen. Dies soll nunmehr 
in allgemeiner Weise geschehen. 

2. Wit nehmen fiir das folgende an, dal] U hermitiseh ist and mit H 
an~ikommutiert (welehe beicfen Bedingungen bei allen im foIgenden zu 
betraehtenden Operatoren erfiillt shad). -- Nun ist zun~ehst zu bemerken, 
dal~ der Erwartungswert yon U immer dann versehwindet, wean U auf 
ehae ,,rein positive" (F+) oder ,,rein negative" Wellenfunktion (~p-) an- 
gewandt wird, da naeh (11) U~, dann den entgegengesetzten Charakier 
wie ~p besitzt und Wellenfanktionen ~p+ and ~p- zueinander orthogonal 
sind. Einen yon Null verschiedenen zeitabhiingigen Erwartungswer~; 
kann U daher nur fiir eine ,,germschte" " Wellenfunk~ion v d --~ ~p+ q-~p- 
besitzen. 

Da sich die Eigenfunktionen des kriiftefrei bewegten Teilehens dutch 

+ ,  ~ ( P  ~) 
a.~ (pl, P'2, P3) e 

darstellen lassen, worin ~ (Pl, P2, Pa) einen Eigenvektor des Impulses be- 
deutet und die Amlalituden a + zu einem Zustand positiver, die Amplituden 
a~- zu einem Zustand negativer Energie gehSren sollen (~ ---- 1, 2, 8, 4), 
setzen wit im allgemeinen ~berlagerungsfall: 

y~,.i(x) ~ {a~(p)-4-a[. (p)}e ~(-~)" ---- alp, (15) 

worin x und p je ein Werte~ripel xl, x2, xa bzw. Pl, PU, P3 becleuten 
and die Integration fiber den ganzen Impulsraum z,~ erstreeken ist 
(dp = dpl dp~ dp8). Mi~ der Abkfirzung 

i -~ -). 

Y)(T) ~ e~(P x) (16) 

wird gemaB (10) der Erwartungswert Ur 

Vt--~_j~f~{a~*(p)+a;*(,fl)}V*(p)d p. U {ar + a(-flio')}y~(p')dp'dx. (17) 
p 
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Nun ist, da U ungerade, 

~ a~ * (p) v2* (p) U a~- (T') ~ (P') d x = ~ a~* (T) v2* (P) U a~ (T') ~ (P') d x = 0 
Q q 

and wegen der Hermitizitat yon U, vgl. (16): 

q 

Daher wird (17) : 

U~ = N ~ ~ ~ a~*(p)~p*(p)dp Ua;(p') y~(p')dp' dx + konj. G1. (17') 

Bertieksichtigen wit nunmehr (14b) (Bchiefvertausehbarkeit yon U mit H), 
sowie die Tatsaehe, dab a 7 (p') ~p (p') Eigenfunktion yon H mit demEigen- 
wert - - e  (p') ist, wenn die Eigenwerte yon H dureh 

bezeiehnet werden, so wird (17'): 

U-~t E~f~a~*(p)V*(p)dpUlo'a-(~'~,,,r -~2~(~''t,t~',t'~ } 
o + konj. G1. 

Da der Operator U (o) auf die Spinvariable Q eiawirkt, liiI~t er sich dutch 
eine Matrix Ur176 darstellen, so dal] 

~t=~_~e, ~ ~ ja+..(p)y~,(p)dpUO,a_(p,)~p(p,)ertL2~(p')t d p ' d x  + I (17'") 

+ konj. Gl.[ 

An dieser Stelle wollen wir die Annahme maehen, dal~ der Operator U 
nur yon den GrSgen ~. und P~ abh/i~gt (nieht yon den x~)l) -- eine An- 
nahme, welehe bei allen im folgenden zu betraeh~enden spezietten Opera- 
toren U erft~llt sein wird. Darm lassen sieh wegen der Orthogonalitiitsrelation 

! ~p*(p)~p(p')dx = (2~h)a.~(p~--pl)(~(p~--p~)(~(p a-p3) (16') 

1) Genauer: In Form einer Summe yon Potenzprodukten 

k 
deren Matrixelemente dutch 

dargestellt werden (p-Darstellung). Bei Einfiihrung dieser Darstellung an Stelle 
yon U(~ in (17'") ist eine weitere Integration nach p'" erforderlich. (Man hat 
dabei in dem Tell des Integranden von (17'"), der auf U~ folgt, p'" statt p" 
zu schreiben). 
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die Integrationen nach x und y '  in (17'") unmittelbar ausfiihren. Man 
erhii.lt so 1) : 

U~ = (2~h)  s , ~  ~ ~a~*(p)U~e,(p)a~,(p)e a 8(P)tdp-~konj. Gl., (18) 
�9 ( /  

0 wobei sich die Abhi~ngigkeit der Matrixelemente Uee, (p) yon den p~ 
ergibt, wenn man in U jedes Pk durch seinen Eigenwert p~ ersetzt. 

Eine analoge (~berlegung fihhrt bei dem geraden Anteil G zu dem 

Ergebnis : 

(~ = (2~h)a o'~ ~ ~ {a+*(P)G~ (19) 
. @' 

0 wobei G~e, (p) in entspreehender Weise wie Uee, (p) definiert is~ (auch hier 
soll vorausgesetzt werden, dal3 G nur yon % und P~. abh~ngt). 

Die Ausdriicke (18) und (19) lassen eine Erweiterung zu, yon der wir 
im folgenden h~iufig Gebraueh machen werden. Sei ein Operator A = G + U 
gegeben, dessen Anteile G und U nur v0n ~ und Pk abhangen, so lassen 

sich die Erwartungswerte G und U~ in der Weise bereclmen, dab man das 
Schema der Formeln (18) und (19) einfaeh auf A start  auf G bT.w. U an- 

wendetU) : 

~, : "~a = (~gh)a ~ ~ ~ {a(+,(p)A,Oo.,(p)a~(p) + 

+a,y*(p)A~162 (20a) 

/- .2 ~ ( v )  t _ , 

+ 1,onj.GL, ('20 5) 
(mit der entsprechenden Bedeutung der Matrizen A ~ wie Gee,o bzw. U ~ ). 
Wir wollen die so gebildetetn Erwartmlgswerte yon A kurz als geraden 
und ungeraden Erwart~ngswert bezeiehnen. Falls also _4 nur yon den o:~. 
und Pk abhiingt (nicht dagegen yon den xk), lassen s~ch diese Erwartungs- 
werte ohne algebraische Zerlegung yon A in G - k  U berechnenS). 

An den Ausdriicken (18) und (20b) lassen sieh nun die allgemeinen 
Zfige der Zitterbewegung ohne weiteres ablesen. Zunachst ist zu sehen, 

l) Genauer: durch Integration nach x, p" undp" ,  vgl. Arml. 1 S. 161. -- 2) Es 
~ l t  ja altgemein fiir A - - - - G +  U mit u ~ y + +  ~p-: 

IV* Gy, dx = ~ (~p+*G~p + +V-*  GV-) dx = 5 (v+*A~P + q-v-*ATp-)dz, 
~p* Uvdx  -~ ](~P+* UV- +V-* U~p§ = ] (v+*A~p - -btp-*Ay+) dx, 

woraus die Behauptung umnittelbar hervorgeht. -- a) Es ist leicht zu sehen, 
dab f(ir Operatoren A, welche nur yon ~ und /)k (in tier Form yon Potenz- 
produkten) abh~ngen, die Bedingungen (13) stets erf(i[lt sind und daher (14a) 
und (14b) gilt. 
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- -  - - U  

dag U t bzw. A t immer dann verschwindet, wenn sich nicht die posi~iven 
und negativen Spek~ralbereiehe a + (p) # 0 und a-(i)) ~ 0 wenigstens 
teilweise tiberdeekenl). Ferner is~ d ie  Zeitabhiingigkeit ,con Ut im all- 
gemeinen Falle ersichtlich /ast-periodisch, da ja fiber den Zeitfak~or des 
~tegranden nach p hltegriert wird. Nut in dem Grenz/all, daI~ es sich um die 
(~berlagemmg zweier monochromatischer Wellensysteme entgegengesetzt gleicher 

Energie handelt, wird ~7 t streng per.iodisch, und zwar mit derjenigen Frequenz, 
welche dem doppdten Betrage der Energie der Wellensysteme entspricht. 
I11 jedem Einzelfall wird die Form der Zitterbewegung aber je naeh der Zu- 
sammensetzung der Wellengruppe noch sehr verschieden ausfallen kSnnen. 

3. Wir wollen uns jetzt der Anwendung dieser allgemeinen Uber- 
legungen auf den durchzuffihrenden Vergleich zwischen Dirae-Elektron 
und ~[odelI zuwenden. Man wird zun~ichs~ erwarten dfirfen, da$ allgemein 
eine tknalogie zwischen den analytischen Ausdrficken, welche die dynami- 
schen ZustandsgrSBen des Modells kennzeichnen, und den enf~sprechenden 
Operatoren des quant, enmechanischen Systems bes~eh~, in -~hnlicher Weise, 
wie sich die dynamischen Variablen vieler Systeme unmittelbar in die 
Quantemnechanik tibertragen lassen (z. B. Bohrsehes Atommodell). Geht 
ma.n jedoch yon den Operatoren zu deren Erwar~ungswer~e fiber, so stS$~ 
man zun'/ichst auf die grunds/itzliche Schwierigkeit, dab der Begriff einer 
bestimm~en physikalischen Situation, wie er in der Quantenmechanik 
dureh die Wellenfunktion ~f repr~isentiert wird, der klassischen Dynamik 
fremd ist. Man wird daher yon einem Modell nur erwarten diirfen, dab 
es die charakteristischen Zfige ,c'on bes~imm~en typischen Situationen in 
einer gewissen Ann~iherung rich~ig wiedergibt. Hieraus ergibt sich ffir die 
folgende Untersuchung an allgemeinen Gesiehtspunkten: 

Eine jede dynamische Veriinderliehe A* (t) unseres Modells2) -- Koor- 
dinate, Eigenimpulsmoment, Terme der Energiefunktion -- ergibt sich 
bei einem beliebig translatorisch bewegten Toilchen als eine Zeitfunk$ion, 
yon welcher sieh wegen der irmeren rotatorischen Bewegung des Teilchens 
ein gewisser periodisch schwankender Anteil abspalten l~Bt. ~,Ian darf 
vermuten, daft diese Spaltung yon A* (t) ihr quante.n.mecha,zisches A.n.alogon 
in der erwShnten Spaltu,t,g des korrespo~dierende~ Operators A 6~ cinch 
geraden und einen ungeraden Anteil besitzt, lind wird daher versuchen, 
diese Abtrennung in m5glichst genauer Analogie hierzu vorzunehlr, en. 
Die Abtremimlg des periodisch schwankenden Anteils yon A* (t) wird nun 

~) Vgl. hierzu L. de Broglie,  L'61ectron magnetique. Paris 1934, S. 299. 
-- )) Die attf das Modell bezitglichen GrSLlen sind im folgenden durch * ge- 
kennzeiehnet. 
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in den untersuchten Fallen dadurch eindeutig, dab dis Korrespondenz nfi~ 
dem geraden und ungeraden Teil yon A tats'~chlich eine sehr genaue ist. 
Als Einde~tigkeitskriter~u.~t~ soll hierbei gelten, dal3 der nach Abspaltung 
des periodischen Anteils yon A* ~brigbleibe~de ,,oerade~ " Teil G* mit dem 

korrespondierenden Erwartungswert G flit das Dirac-Elektron ffir eine 
Wellengruppe mit hinreiehend scharf definiertem Impuls und scharf de- 
finierter (positiver) Energie exakt ~bereinstimmt. Eine solehe Aufteilung 
yon ,4* wird abet andererseits schon dutch ([is Form des korrespondieren- 
den Opera~ors A nahegelegt und l~l~t sieh 4aher in jedem Falle vSllig 
zwanglos 4urehfiihrenl). 

Da andererseits (lie Zeitfunktion Ut des Erwartungswertes yon U (t), 
wie wit gesehen haben, ganz wese~ttlich yon der zu~undegelegten Wellen- 
funktion F abh~ngt, hat es im allgemeinen keinen eindeutigen Sinn, yon 
einer ,,Amplitude" yon U (t) zu sprechen. ~Ian wir4 sich hierbei in der 
Weise helfen kSnnen, dal~ man yon U (t) zu dessen Quadrat U~ flbergeht, 
das gerade un4 zeitunabh~ngig ist; die Berechnung yon U 2 f~r eine Wellen- 
gruppe nfit scharfem Impuls gibt dann offenbar ein Mal~ ffir die ,,Amplitude" 
yon U (t) ab. Abet U 2 enthiillt noch nicht die Einzelheiten des Verhaltens 

yon Ut (eharakteristiseherweise ist ja die Zeitabhangigkeit yon U (t) bei 
der Bildung yon U ~ herausgefallen, wozu beim klassisehen ~[odell kein 
Analogon existiert !). Man wird daher beim Vergleich mit der mode]lm~i.13igen 
GrSl~e U* (t) eine Wellenfunktion zu wahlen haben, welehe zu einem 

mSgliehst repr~sentativen Erwartungswert Ut f0~hrt. Als solehen wollen 
wir den oben betraehteten zeitlieh streng periodischen Grenzfall ansehen, 
welsher bei tier Uberlagerung yon zwei monochromatisehen Welleuzfi~en 
mi~ gleiche,~ I~npuls und entgegengesetzt gle, icher Energie entsteht. Mit dieser 
Festsetzung ist die Wahl der Wellenfunktion allerdings noeh nicht eindeutig 
festgelegt und wit werden sp~ter eine noeh engere Auswahl ~reffen mi~ssen 
(Absctmitt 2). 

Tatsaehlich zeigt sieh nun, dal~ sich fiir sine geei~o~aet g ew~hlte spezielle 
Wellenfunktion in den untersueh~en wichtigsten Spezialf~llen bei kleiner 

~) Dagegen dfirfte es yon vornherein nicht als gerechtfertigt erscheinen, 
die Abtrennung des periodisch schwankenden Anteils U* von A* in solcher Weise 
vorzunehmen, dal] dessert ze~tlic~er Mittelwert verschwindet, da hierzu in der 
Quantendynsmik kein genaues Analogon existiert. Da U tim allgemeinen nur 
/ast-periodisch ist, so braucht der zeitliche Mittelwert von Ut nicht zu ver- 
schwinden (die Folge der Integrationen nach p und t is t  im allgemeinen nicht 
beliebig). Die Opdratorschreibweise [14b) erweckt nur den Anschein, als ob 
der ,,zeitliche Mittelwert wm U (t)" verschwinden mitre. 
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Teilehengesehwindigkeit v' (genauer bis zu den in fl' = v'/c lineaven Gliedern)1) 

genaue Ubereinsthnmung ira Verhalten yon Ut und der modellmCifl4yen GrSfie 
U*(t) ergibt [vorausgesetz~, dal~ man beim Modell zu 4em in der Ein- 
leitung erw~ihnten Grenzfall iibergeht, daf~ die innere ~Iikro-)Oeschwindig- 
keit des Teilchens die Lichtgeschwindigkeit erreicht]. Merkliche Ab- 
weiehungen tre~en erst bei grSf~eren Teilchengeschwindigkeiten au f  und 
nehmen mi~ wachsender Teilchengeschwindigkeit zu, bis endlioh bei An- 
niiherung an die Lichtgesehwindigkeit die Korrespondenz mehr tmcI mehr 
verlorengeht e). 

2. Makro- und Mikrobewegung. Koordinatensehwankung. 

1. Die Brei tsche Beziehung (4) 

dxk 
dt  = c~k (4) 

lii~t sich nach S c h r 6 4 i n g e r  inte~ieren auf Grun4 4er Bemerkung, ctal3 
zwar nich~ (iie c% selbs~, woh! aber, wie man unmittelbar bestii~igt, die 
Gr61]ea 

rlk : ~ k -  cH-1Pk (2!) 

mit H schiefvertauschbar sind: 

Hr/~ q- ~k H ---- 0. (21') 
Daher ist 

2 Ht  .2 H t 
- ~  - - ; -  +~ ~ (22) 

wobei ~]o den ,,Anfangswert" des Operators r/k zur Zeit t : 0 becleutet 
(Iate~atioaskonstante). Dutch Einse~zea yon (22) in (21) ergibt sich 
hieraus (lurch noehmalige Inte~atioa:  

. 2 H t  
ch - ~  ~-,  (2~) xx. -~ ak q- c2H-1p~t  - -  - ~ H - l e  

mit al: als weiLerer Integrationskonstanten. Es ist bezeichnend, 4all in (23) 
keine Integrationskonstante auftrit~, welehe 4era Impuls des Teileheas 
entspr~che. VMmehr wir4 der Erwartungswert des Impulses zur Zeit 

~ 0 4ureh die anf~ngliehe Wellerdu~ktion ~f ---- ~ (o) bestimmt. 

~) Die ,,Teilchengeschwindigkeit" v" ist die 7,urn Erwartungswert des Im- 
pulses p' geh6rige Geschwindigkeit (der Erwartungswert der Makrogeschwin- 
digkei~ w.~re bei der angenommenen spe~iellen Wellenfunktion gleieh 0, vgl. 
Abschnitt 2). -- e) Man mSehte vielleicht geneigt sein. in dera mit, wachsender 
Teilchengeschwindigkeit sich bemerkbar machenden Mangel an Korrespondenz 
einen Widerspruch gegen das Relativit~itspos~ulat zu erblicken; vgl. jedoch die 
Schlul]bemerkungen yon Abschnitt 2. 
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Nach (23) l-~l~t sich die Koordinate x k somit in zwei Bestandteile yon 
wesentlich verschiedenem Charakter zerlegen: 

~c k : a k -q- c ~ H - 1 p k t ,  (24a~ 
2 H t  

- - i - -  (~h T .  1 C ~ .  1 (24b) c h r l ~ H - 1  e r~ ~__ 

Diese Zerlegung entspricht der Spaltung yon xk in einen geraden und einen 
ungeraden Anteil. Der gerade TeiP) x~ wi~chst linear in der Zeit an und 
zwar mit 4er Makrogeschwindigkeit ~----c2H -1  P~ des Teilchens. Man 
ersieht 4ies am einfachsten aus der ursprttnglichen Definition (10) des Er- 
wartungswertes ; hiernach erhglt man ffir eine Welle nfi~ scharf definiertem 
Ausbreitungsvek~or (Impuls) und positiver Energie: 

c 2 H - 1 p k _ ~  c 2 V l - f l  ''~ /loV' k 
02 VV:  

und entsprechend 

xk -~  ak-}- Vkt. (25'~ 

Die Berectmung des im Grenzfall s~reng periodischen Erwartungs- 

-u ~ erfordert jedoch eine besondere Untersuchung. wertes x k = 

Zunachst lgl~t sich die ,,Amplitude" der Schwankung ~ abschgtzen, 
indem man vbn ~ zu dessen Quadrat ~ iibergeht, das gerade is~, und 
hierfiir den Erwartungswert mit der Wellenfunktion des ruhenden Teil- 
chens berechnet. ),[an erh~lt so, da fiir die Ruhbewegung ~ii~- dutch ~ 
ersetz~ werden kann, aus (24b), (21') und (3b) unmittelbar: 

=  ,,H-lv H [ V )  = 

Die zugehOrige Frequenz ist nach (22) bzw. (24b) 

h h ' 

wenn E0 ~-,u0 ce die Ruhnergie des Teilchens ist. 

Es ist sehr bemerkenswert, dal~ die Ausdrficke (26) und (26') flit Fre- 
quenz und Erwartungswert des Amplitudenquadrates der Koordinaten- 
schwankung mit den korrespondierenden Ausdriicken des ~[odells genau 

~) Man best~,tigt leicht, daf~ der zweite Kommutator von ~. verschwindet, 
~ naeh der Definition yon Anm. 1, S. 159 also gerade ist. Der erste Komnmtator 
yon xk ist bis auf den Faktor h/ i  die makroskopisehe C~eschwindigkeitskompo- 
nente ~: des Teilchens. 
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iibereinstimmenl). In der Tat ist na.ch I, (91) der Betrag des Impulsmoments 
t~oCR, wenn R den Ra.dius der Kreisba.tm bezeietmet. Ftir ein Teilehen 
mit quantisiertem Impulsmoment yore Betra.ge �89 h wird da.her: 

R : h ~ 2~~ (27) 
2/~o----~, m -  R - -  h 

2. Wir wollen nunmehr die gena.uere Diskussion des korrespondenz- 
m'~Bigen Zusa.mmenha.nges zwischen Dira.e-Elektron und ~Jodell an die 
Formeln (20a) und (20b) fiir den gera.den und ungera.den Erwa.rtungswert 
eines Opera.tors a.nschlieBen. Hierbei wird die Wahl einer zweckm~i3ig 
dem ~Iodell angepa.l~ten LSsung der Wellengleiehungen entscheidend sein. 

Wir notieren zun'~ehst die im folgenclen ben6tigten LSsungen der 
Dira.cschen Wellengleichung. 5'[a.chen wir den Ansa.tz ebener Wel len:  

i 

y~. (x ,  t) = a q .  e ~ (p~ z~ + p2 z., + pa :~.~ - Et)  (~8)  

and benutzen wir ftir die Matrizen o~. die gew6hnliehe Da.rstellung: 

'I 1'I ( , 
~ 1  ~ -  1 ' 

/ 1 i i __1 
- - I  

O~ 2 ~ 

~ 4  ~ -  

( i\) 
- - i  

i 
, i / ( 

(' i 1 

- - 1  ' 

- -  1 / 

(29) 

so gehSrt zu der Dira.c-Gleichung (1), (2) in bekannter Weise ein Gleichungs- 
system ftir die Amplituden ae, welches dann und nur da.nn yon Null ver- 
schiedene L5sungen besitzt, wenn der Energiepa.ra.meter einen der Eigen- 

werte E = d= c ]/ tt~ c ~ q- p~ q- p~ q- p~ -~- ~ s 

a.nninmlt. Von den Koeffizienten a e sind je zwei frei verftigba.r (ira folgenden 
durch groBe Buehsta.ben bezeiohnet), die a.nderen beiden durch diese be- 
stimmt. Es ergeben sich die F'~lle: 

a) positive Energie: E > 0 (s = E) 

a 1 - :  A ,  a 2 : B ;  

as -~ Ps A + (Pl + iP.a) B ,  a4 __ (Pl -- ip~) A -- Ps B .  , (80a) 
8 

c + I*oc ~ + l~,)c 

~) Es ist dabei allerdings zu beachten, daf~ sich der Erwartungswert (.26) ftir 
~k als unabh~ngig ~'om Index k herausstellt. Dieser Zug kann natiirlich nicht 
durch das Mode]l anschaulich gedeutet werden. Vgl. jedoch im folgenden die 
Versch~rfung der Korrespondenz beim Vergleich der ungeraden Erwsrtungswerte 
~k und c ~  mit den GrSff, en ,[e~ Modell~. 



168 I-I. HSnl und A. Papapetrou, 

b) negative Energie: E < 0 (e = - - E )  

a 8 = C, 04 = D; 

P3 C + (Pl + i Ps) D (Pl -- ip~) C -- P8 D 
a 1 = ._  , a 2 =  - -  

- +/~o c ~ +/~o c 
C 

(30b) 

Schlie$lich notieren wir noch die Eigenwerte der Energie, der x3-Kom, 
ponente des Impulsmomentes J und des ma~mtischen Momentes M ftir 
ein ruhendes Teilehen, fiir welches je nur einer der Koeffizienten A, B, C, D 
yon Null verschieden ist: 

Eigenfunktion E da M3 

v~ (A 4=0) . . . .  

Ve (B=l =0) . . . .  
~,3 (o # O) . . . .  
W (D=I =0) . . . .  

+ Po c~ 
+ + 

+ 

r 
2poC 

+ 

Wir gehen jetzt zur Bildung des ungeraden Erwartungswertes der 

Mikrogeschwindigkeit c~ tiber, welche ftir kleine Impulse nach (21) vor- 
wiegend dem ungeradenTypus angehSrt. Allgemein ist nach (21)und (21'), 
da der Operator der Makrogeschwhadigkeit cUH-1 P~ gerade ist: 

- - H .  

*% = ~/k. (81) 

Die Auswahl der spezieUen Welle~funktion sell numnehr derart erfo!gen, 
dab man LSstmgen der Dirae-Gleiehungen positiver un4 negativer Energie 
iiberlagert (Absehnitt 1), welche Teilehen mit gleichem Umlaufssinn ent- 
sprechen, d.h.  (bei gleichem Vorzeichen 4er Ladung) ein gleichgerichtetes 

magnetisches Moment  besitzen. Es erweist sich n~mlich, dab gerade bei 
dieser Wahl der Wellenfunktion eine besonders auffallende Analogie zwischen 
Dirac-Elektron und dem Modell des umlaufenden Massenpunktes erkennbar 
wirdl). 

~) Als Begriindung fiir diese spezielle Wahl der Wellenfunktion karm e~wa 
angeftihrt werden, da~ man sich das ldassisehe Modell (,,Pol-Dipol-Teilchen") 
als aus einer positiven und negativen Masse zusammengesetzt denken kann, 
welche in gleiehem Sinne rotieren (vg[. Tell II). Doeh mSehten wir auf dieses 
Argument kein entscheidendes Gewicht legen, da der physikalische Sinn der 
Uberlagerung yon Zust~nden positiver und negativer Energie wenig klar ist; 
auch dtirfte die Begriindung in anderer I-Iinsicht wenig zwhLgend erseheinen. -- 
Bei der Uberlagerung anderer spezieller Eigenl(isungen entgegengesetzt gleicher 
Energie erh&It man z.T. recht absonderliche Ergebnisse (z. B. lineare statt 
zirkulare Schwingungsformen). 



Uber die innere Bewegung des Elektrons. III. 169 

Far ein makroskopiseh ruhendes Teilchen und positiven Umlaufssinn 
wird die Wellenfunktion denmach dureh die ~Tberlagerung der speziellen 
Zust~nde a~ und a~- bestimmt (vgl. Tabelle 1): 

a~ -~ (2 ~ h)-- af-~ 
�9 

(~) 

wobei die Normierung in soleher Weise vorgenommen ist, cla]~ 

(1, 0, 0, 0) .  {O(pl) O(p2)O(p3)}~12, 

(0, O, O, ~). { t(pa)t(p.25p~)}~,  

(2 7e)~)a ~ f ~ {ia~ 1 (83) 

w i r d l ) .  

noeh beaehtet, dab nut je das Element (1, 4) der Matrizen ~. 
liefer~: 

Hiernaeh ergibt sieh unmittelbar aus (20b) und (32), wenn man 
einen Beitrag 

1 .2~ot 2~ot 2e0t 
ca1 -=~e(e ~ - - U + e - ' W - ) ~ c . c o s  h ' 

2~ot .2~ot 
i t  i . ~ - -  2eot c~r 2 : ~c(~e n _ ie -~-U)  ~_ _ c s in_~- ,  

- - i t  
c~ 3 ~-0.  

Gleiehzeitig versehwinden 

( a 4 a )  

die Erwartungswerte yore geraden Typus: 

Die Erwartungswerte (84a) der Mikrogeschwind~gke~t c ~ korrespondieren 
demnach /~tr die spezieUe Wellen/unktion (28), (32) ei/ner in der (xl, x2)-Ebene 
er/olgenden Kreiebewegung eines Teilchens, welches gn allen Punkten der 
Bahn Liehtgeschwindigkeit besitzt. 

Wir wollen in entsprechender Weise aueh die Erwartungswerte ftir 
den ungeraden Operator Cler Koordinatenschwankung Sk explizit berechnen. 
Da wir bei der Ruhbewegung 7~k durch a~ und H dutch ~roe2 o~4 ersetzen 
diirfen, haben wit naeh (24b): 

- - 1  

~k = Y7 H-l~]k -+ ~ ~ c  ' ~  - -  2~oC 

1) Die Normierungsbedingung (33) ist gleichwertig mit der Normierung(10') 
der ~o-Funktion, wie man bei Beachtung von (15), (16) und (16') leicht bestgtigt, 
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Nun ist gemiiB der Matrizendarsteilung (29): 

( 1 )  
i 1 

- -  i (86) 

e4e3 = i i 

- - i  

Somit wird naeh (24b), (82) und (85): 

2eot .2~0 t 
- -  2 so t  ~ 1 - -  h 1 �9 ~ - -  .--~ - h .sin 

2 p o C  2 ( _ ~ e  h ~ ,  q,e ~ ~ : 2 / ~ o  c - ~ - ,  

2~ot .2~0t 2eo t (37) 
- -  h . l_ le i -K-_4 - e - - ~ - ~ )  h .cos 
~'-' = ~ 2 '  = 2~,o--~ - ~ - '  

~3 = O. 

Diese Erwartungswerte korrespondieren wiederum genau dem ~[odell. 
Offensichtlich gilt, vgl. (84a), (34b) und (87): 

d ~;: dg _ _ . ~  d ~ 
- -  -(it -~  COCk , d t  - -  O. (88) 

Die B r ei t sche Beziehung (4) ist hierbei in vollem Einklang lair dem Model1. 
3. Es soll hieran anschlieBend analog die Koordinatenschwankung 

beim t r a n s I a t o r l s c h  beweg ten  Teilchen unfersucht werden. 5Inn findet nach 
einfacher Rechnung fiir das Quadraf yon Sk 1): 

= (--~)2H-2(1 - - c ~ H - ' 2 P ~ ? ) .  (89) 

Der zugeh6rige (gerade) Erwartungswert ftir eine Welle mit scharf deft- 
niertem Impuls wird 

- -  h 2 

wen~ fl'----- v ' / c  und fl'k = v~/c  die makroskopische Geschwindigkeit bzw. 

Geschwindlgkeitskomponente des Teilchens ist. Offensichtlich nimmt ~ 
mit wachsender transla.torischer Geschwindigkeit des Teilchens nach a l !en  

Ramm'ichtungen hin ab, am sti~rksten allerdings in Richtung der Trans- 
lation selbst. 

Um die bei de" Translation auftretende~ VerhMtnisse genauer zu iiber- 
sehen, betrachten wir wieder die u n g e r a d e n  Erwartungswerte yon c:q 

1) E. SchrSdinger,  A, GI. (18)ft. 
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bzw. die Erwartungswerte yon ~k. Wir iiberlagern demen~sprechencl wieder 
Zust~inde positiver unit negafiver Energie mi~ scharf definiertem Impuls 
und gleichem (positiven) Umlaufsinn in der (x 1, x2)-Ebene. Erfolge clio 
Translation ~,un~chs~ in tier Xl-Richtung (Pl �9 0), so kSnnen wit nach (30a) 
und (80b) analog (32) setzea: 

(2nh)-a/2 (1, O, O, 

(2 = h)-  3/2 
a g - -  VN (e - p ~  , O, 

"c + go C 

wobei wegen (83) 

 .oC ) 1 
o, 1) .  {~ (p~ - p~) ~ (p.,) ~ (pa) } ~/,, / (4o) 

[ p~2 1 , 1 / 2 2 ,  '~ N = 2  \ l q - - -  .~ , = c  (_~ + ,o C ) / .  e , p o e  , Pl-. (40') 

H/ermit folgt aus der Matrizendarstellung (29): 

co~1 = ~ . c  1 

- - u  1 ( co~2 = ~r 'c i  1 

- - U  
CO~ 3 ~ O. 

Nach einfacher Zwischenrechnung wird 

' ' g e t  

~1: / e i V _ ~  konj. GI., 

+.o4' 

' 2  

1 Pl 
8 t 2 (=+,~ 

12 
/91 

1 +  e, 
( 7 +  ,*oC) "a 

= ],'1 -- if2, (41) 

wenn fl' die zu p~ geh6rige, durch c divldierte Gesehwindigkeit ist. Somit 
erh/~l~ man: 

~t 2 e't - - u  2 eft - - u  
co~1 = c V l - - f l ' 2 " c o s  h ' cor = e . s i n  t~'' cor = 0 .  (42) 

12" 
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Die Translation naeh tier x2-Riehtung ergibt nichts Neues (bis auf den 

selbstverstiindlichen Unterschied, dab f l  --fl,2 als Faktor bei ~-~ start 
bei c-~  auftritt). Dagegen ist die Translation naeh der xa-Riehtung (Pa �9 0), 
welche also ,,senkreeht 'zur Bahnebene" erfolgt, yon In~eresse. Wir se~zen 
gem/~B (80a) und (30b): 

+ (2n?0--a&(1, 0, s Pa 0) ] 
-? + t, oO [ 

(48) 

a~--- (2 :th)-at2(0'VN s_e~ +p~t'~ c' .0, 1)-{~(pl)d(p2)~(pz-p~)}~l~-,] 

q 

mit der entspreehenclen BecIeutung yon N und e' wie in (40'). Aus der 
Ma~rizendarstelt~ng (29) folgt dann, da sich der Normierungsfaktor N 
jeflesmal heranshebt: 

- - u  2 e ' t  - - u  2 e ' t  - - u  
c:q ---- e. cos -K-' c Qr = -- c sin --h-' c~a ---- 0. (44) 

Die Amplituden der ungeraden Erwartungswerte --~c % (k = 1, 2, 8) wer(ten 
also dureh die Translation senkreeht zur Bahnebene nieht beeinflulllt. 

Die explizite Bereehnung der Erwartungswerte ~-k kann hier unter- 
bleiben, da nach (4) und (24) ganz allgemein 

'dr = c ~  (88') 

gilt [vgl. (88)]. Es wird damit bei Benntzung der speziellen Wellenfunkfionen 
(40) und (48) fiir die Translation parallel Xl: 

- -  h _ f l ,  2) s in  2 e" t - -  2_~o c 2 e' t ~1 = 2 - ~ (  1 T '  ~-  - -  ]"i - - f l ' 2 c o s  -h--' ~ = 0, (45a) 

und parallel xa: 
o ,  

~1 = ~"1 -- fl'~ sin " e t T '  ~ = 1 ' l - - f l '2cos~-~,  ~ = 0. (45b) ~p 

[vgl. hierzu die geraden Erwartungswerte g~, Gleiehung (39')]. 
d x k  g Der geracle Erwartungswert-dr- versehwindet aueh im Falle der 

Translation, da die Zustgnde positiver und negativer Ener~e entgegen- 
gesetzt gleiche Beitriige liefern (bei den Zustgnden negativer Energie sind 
Impuls und Oeschwindigkeit entgegengesetzt gerichtet). 

4. Es ist yon besonderem Interesse, auf die Unterschiede gegentiber 
dem klassisehen Modell hinzuweisen. Gem~tB (45a) und (45b) ist die Frequenz 
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der Koordinatenschwankung beim Dirac-EIektron 9, e'/h, sie ist also gegen- 

fiber einem ruhenden Teilehen nm den Faktor e' _ 1 vergrSBertr) ' 
~o l/] - , 8 ' "  

Andererseits ist aber das ansohauliche Modell mit einer translatorisch bewegten 

Uhr vergleichbar und demgem~S ist seine Frequenz um den Fak~or ] / ~ ' 2  
gegenfiber einem ruhenden klassischen Teilchen verlangsarat (Zei~dilatation). 
Offensichtlich h~ngt diese Diskrepanz unmittelbar mit dem fuadamental~n 
Dualismus Welle-Korpuskel zusammen nnd kann dureh kefi~e Ab~nderung 
des Modells beseitigt werden. Ebenso besitzt das Dirac-Elektron naeh (45a) 
und (45b) auch keine ,,normale" Lorentz-Kontraktion wie das anschauliche 
Kreisbahnmodell. Beiderlei Abweichungen liegen in der GrSl3enordnung fl'2 
und man gelangt somit zu der Feststellung, daft der korrespondemmiifi.ige 
Zusammenhang (~m engeren Sinne) zwischen Dirac~Elektron und anschau- 
lichem Modell ndndestens bei den quadratischen Gliedern in fl' vedore.ngeht. 

Es wird andererseits am Beispiel tier Koordinatenschwankung und der 
Geschwin~gkeit besonders deutlich, dab man die charakteristischen Grenz- 
f~lle der Bewegung, welehe Grenzfallen des geraden und ungeraden Er- 
wartungswertes entspreehen, nicht gleichzeitig, sondern nut sukzessive 
ins Auge fassen kann. So ergibt sich bei der Bildung des geraden Er- 
wartungswertes yon xk eine Bewegung, welche geradlinig und gleichfSrmig 
erfolgt und keinerlei Schwankungen zeigt. Die ,,Zitterbewegung" zeigt 
sich dagegen bei der Bildung des ungeraden Erwartungswertes und nimmt 
ffir einen speziellen Grenzfall gerade denjenigen Charakter an, welcher der 
ansehauliehen Vorstellung des umlaufenden Teilchens en t sp r i ch t . -  In 
dieser ttinsich~ unterseheidet sich alas Dirae-Elektron notwendig grund- 
satzlieh yon jedem anschaulichen Modell, bei welehem sieh Translation 
und in~ere Rotation gleichzeitig unterscheiden lassen. :~[an wird es daher 
grundsatzlich auch aieh~ als einen Mangel des speziellen Modells anzusehen 
haben, wenn sich bei grSl3eren Translationsgeschwindigkeiten Abweiehungen 
zwischen den Erwartungswerten fftr das Dirac-Elektron und den korre- 
spondierenden Gr513en des Modells herausstellen. Wir werden uns daher 
hier wie im folgenden mit dem Nachweis zu begnfigen haben, da~ sich die 
Eigenschaften des Modells den getrennt in Erscheinung tretenden Zfigen 
der makroskopisehen und inikroskopischeu Bewegung des Dirac-Elektrons 
in gewissen Grenzf~llen (spezielle Eigenfunktionen, langsame makro- 
skopische Bewegung) asymptotiseh ann~hern. 

1) Man erinnere sich. dal3 sieh bei einer de Broglie-Dirac-Welle Energie 
und Frequenz bei Lorentz-Transformationen gleieherma~en transformieren 
(e = h v lorentzinvariant!). 
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3. Eigenimpulsmoment (Sp4~)1). 

1. Der Spin ist das eigentliehe Charakteristikum des Dirac-Elektrons. 

Seine Existenz als Zusatzimpulsmoment zum Batmimpulsmomen~ Ix, P]  
ergibt sich daraus, cIa~ aus (2), (3), (8) und (29) ein ErhaltungssatzU) 

J ---- Ix, P]  + h s ---- const. (46) 

hervorgeht, wobei abkarzend 

[~, ~] = uis  (47) 
gesetzt worden is~. Sei 

h tt 
a .  = Ix, P] ,  S = ~ [~, ~] = ~ s, (4s) 

so is~ JB das Bahnimpulsmoment, S das Eigenimpulsmoment des Teilehens 

(Spinmoment). Aus der Definition (47) fo]gt ferner 

s~ ~ = s~ : %2 = 1, [s, s] ~- 2 is (49) 

sowie, dab die s~ die Eigenwerte ~ 1 haben; 4araus ergibt sich dann weiter, 

dab die Mel~werte der Komponenten des Spinmoments in jeder Raum- 
riehtung J= �89 h sin& 

Bekanntlich ist bei kraftefreier translatoriseher Bewegung nun 

keineswegs das Bahnimpulsmoment und das Spinmoment far sieh konstant, 

sondern konstant ist nur ihre Summe JB + S. Daher miissen sieh die 
Sehwankungen dieser beiden Bestandteile gegenseitig aufi]eben. 

Die Sehwankungen yon JB un4 S, die wit mit A JB und A S bezeiehnen, 
lassen sieh nnmittelbar in explizierter Form angeben. Da n~mlich ~ der 

zeitlieh ,,periodische" Tell yon x ist, so ist a) 

/IJB : - -  A S  ~-~ [~, P]. (50) 

Damit ist die Spinschwankung unmittelbar mit der Koordinaten- 

schwankung ~ in Zusammenhang gebracht. Das zugehSrige Differential- 
gesetz lautet : 

dJB dS d [x,p] = [dx ] 
dt - -  dt ~-~ d-~ dr-' P (51) 

oder auch mit Riicksi~h~ auf (4): 

dS 
dt - -  --  c [~, P]. (51') 

1) In den folgenden beiden Abschnitten bedeuten die GrSl3en x, P, s, S, . . .  
ohne Index stets r~umliche Vektoren mit den Komponenten xk, P~, sk, S~ . . . .  
(k = 1, 2, 3). -- ~) E. SchrSd inger ,  A, S. 424 ft. -- a) A.a.O. wird Gleichung 
(50) durch Integration im Sinne des Operatorkalk~ils abgeleitet, w~hrend wir 
uns hier mit einer mehr anschaulichen Begrtindung begniigen, die den Vergleich 
mit dem Modell desto mehr erleichtert. 
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Die rechte Seite yon (50) l~Bt sich in der Operatorschreibweise auch direkt 
als Zeitfunktion angeben, wen~ man ~ entspreehend (24b) einsetzt und 
die Definition (21) yon ~ beachtet. Man erh~lt so 

ch ch H-~  i 2Ht 
A S  = ~ i [ ~ , P J H - 1  ---- ~-/[o~,PJo e a 

wobei [~, PJo der Anfangswert des Operators [0% P] ist. Als allgemeines 
Integral yon (51') ergibt sich hieraus: 

2 H t  

S ---- S - 5 ~ [ c t ,  P ] o H - l e  h , (52) 

worin S---- h~ den konstanten Teil yon S bedeutet. 

Solange die makroskopische Gesehwindigkeit cUH-1P (genauer: der 
Erwartungswert dieses Operators bei scharf definiertem Impuls and Energie) 
klein gegen die Lichtgesehwindigkeit ist, ist auch die Amplitude des variablen 
Teiles yon S klein gegen den konstanten, und zwar yon der GrSBenordnung fit 
Aus (51) geht hervor, dal] die Schwankung ,,senkrecht" zu P erfolgen muB, 

so dab 

(S, P) = (S, P) = const. (53) 

'2. Es zeigt sieh nun, dab sich ganz die analogen Schwankungsgesetze 
fiir das Eigenimpulsmoment des Modells herleiten lassen. 

In Tell I wurde gezeigt, dab sich aus den Gleichungen (5) und (6) 
ebenfalls ein Erhaltungssatz fiir das gesamte Impulsmoment des Systems 
folgern liiBt; es ist n~mlich analog (48) mid (48) 1) 

J* = J~ + S* = Ix*, P*] + c [7~, u] = const. (54) 

Da der erste Bestandteil J~ wieder alas 
anzunehmen, dab der zweite Bestandteil 
korrespondiert. Wir erwarten also fiir das 

Bahnimpulsmoment darstellt, ist 
S* dem Spin des Dirae-Elektrons 
Eigenmoment die Korrespondenz: 

h 
s. (55) 

Eine Besti~tigung dieser Vermutnng liegt zfiniichst darin, dab fiir J~ und 
S* das analoge Schwankungsgesetz wie fiir J s  und S gilt. Aus (54) folgt 
n~mlich umnittelbar : 

a s *  a , r 1 
dt d t =  ~-~[x ,P*]  = [ d t  ' P * J '  (56) 

~) I, Gkn. (89) u. (90). -- Wir kennzeichnen hier die auf das Modell bezilglichen 
Vari~beln, sofern die entsprechenden GrSBen ~uch beim Dirac-Elektron auf- 
treten, zur Unterscheidung durch * 



176 H. H6nl und A. Papapetrou, 

in genauer Korrespondenz zu (51). Aus (56) liest man weiter ab, dal3 die 
Schwankung yon S* senkrecht zu P* erfolgt, also 

(S*, P*) = tense. (57) 

analog (53). ~Ia.n kanu auch hier entsprechend (50) 

A J~ ~-- -- A S* = A [x*, P*] = [~*, P*] (58) 

setzen, falls man 

~* : x *  - -  x *  ( 5 9 )  

als die Differenz der gleichzeitigen Ortsvekgoren x* und x* des Teilchens 
und seines Sehwerpunktes einftihrt. Dann folgt (54) unmittelbar aus der 
geradlinig gleiehfSrmigen Bewegung des Schwerpunkts des Teilchens. 

Zusammen/assend 15fit sich daher sagen, daft sich die/ormalen Schwan- 
kungsgesetze fi'~r den Elektrone,nspin und /~r den inneren Drehimpuls des 
ModeUs einander vollstSndig entsprechenl). 

3. Gleichung (58) ermSglieht es, sich unmittelbar eine anschauliche 
Vors~ellung yon der Art der Schwankungen des Eigenimpulsmoments des 
Modells zu bilden. Bei einer Translation nach tier x3-Richtung (P~ ---- P*) wird 

AS~ = -- ~.~ P*, AS~ = ~'~P*, AS~ = 0. (58a) 

Da nun ~1 un(t ~*u zeitlieh periodische Funktionen mit dem Phasenunger- 
sehied 7~/4 sind, so beschreibt S* gleichf6rmig einen ,,Pr~zessionskegel" 
um die xa-Achse, dessen 0ffnungswinkel, wie sich aus dem Begrage yon ~* 
ergibt, bei kleinen Translationsgeschwindigkeiten die Gr6Be fl besitzt 
(s. Fig. 2a). Bei einer Translation naeh der xl-tlichtung is~ dagegen 

= v * ) :  
$ $ 

= o ,  = o ,  = P ,  ( S S b )  

also nur A S~ yon Null versehieden. Die Schwankung yon S* besteht hier 
in einer zeitlich periodischen Sehwankung des Betrages yon S* ohne 
Richtungs~nderung. Die Amplitude des Sehwankungsanteiles ist auch 
hier his auf den Faktor 1~/2 (yon hSheren Gliedern in fl wieder abgesehen) 
gleich fl (Fig. 2 b). 

4. Wit wollen die vorstehenden Betrachtungen nunmehr dureh Be- 
rectmtmg 4er Erwargungswerte fOx die Spinvariablen beim Dirac-Elektron 

ergiinzen. Da in (52) S (als Konstante der Bewegung) gerade, A S (als sehie[ 

t) Dies gilt tibrigens unabhiingig davon, ob im Modell die Umlaufgeschwindig- 
keit des Teilchens die Lichtgeschwindigkeit erreicht oder einen beliebigen 
kleineren Wert besitzt. 
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vertauschbar mit H bzw. ,,per odlsche Zeitfunktion) ungerade ist, so 

sind die geraden und ungeraden Erwartungswerte der Komponenten yon S: 

Nach (48) ist nun 

h ~2 ~3 
S t Y 2  i ' 

oder in )Xatrizenform: 

St = - -  1 

s~. ~ = A s ~  = - [8 ,  p ] ~ .  (60)  

h aa ~1 h a l  :~ ( 6 1 )  
S~-----~, i ' S s =  '2 i 

- - 1  ' $ 2  ~ -ff 

$ 3 = 5  - - 1  " 

i (6Y) 

Hiermit kSnnen die Erwartungswerte auch f~lr den Fall der Translation 
ohne Miihe berechnet werden. 

a:~6* b ,o~:,. 

f *  
& 

Fig. 2. Schwankungen des Eigenimpulsmomentes S* des Modelis bei Translation. a) Trans- 
lationsrichtung senkrecht zur Bahnebene ( P * ~  P~): ~* beschreibt einen Prazessionskegel. 

b) Translationsriehtung in tier Bahnebene gelegen ( P ~ P ~ ) :  Schwankungen yon ,.~# tier 
OrSfle, aber nicht der Richtung hath. --  Das analoge Verhalten zeigen die Erwartungs* 

werte ~u des Dirac-Elektrons. 

Wir legen der Berechnung der Erwartungswerte w[eder die speziellen 
Wellenfunktionen (40) und (43) zugrunde. Betrachten wir eine Translation 
naoh der x3-~ichtung, so ergibt sich aus (4~): 

~9 

, , C  

dagegen for eine Translation nach xl aus (40): 
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Der Erwartungswert bezieht sich je auf eine Wellengruppe positiver oder 

negativer Energie, und zwar entspricht das obere Vorzeichen je einer 
Wellenfunktion mi~ den Amplituden a,., +, das untere Vorzeichen einer Wellen- 
funktion mit denAmplitu4en a.:-; entsprecher~d ist hierbei der Normiemngs 
faktor 

'2 
N ----- 1 + ~' p.~S bezw. = 1 + Pl (62c) 

c-t-/~oc -}- ~oc 

eingesetzt worden. 
Ebenso einfach ergeben sich die ungeraden Erwartungswerte ffir 

Wellengruppen n fit scharf definiertem Impuls und entgegengesetzt gleicher 
Energie. ~[an erhi~lt aus (61') filr eine Translation nach xs: 

2~' t  2 ~ ' t  
SI* "~" 2 N 1 - -  2 p.~ ei - ~  "~- konj. G1. = -- ~ fi ' .  cos ~ - ,  

- -  + f,o c 
6 

2~'t - , 1 , _ ( 6 8 a )  

S~ ~ 2 N ~' c ' + konj. G1. = + ~ p .  . s in-~  , 
~- + po e 

$3 = 0 .  

Ebenso ftir die Translation nach xl: 

= o ,  = o ,  

2~'t 
- -  "~ ~'t  (63  b )  ,~i{ : h 1 2 pl e a + konj. G1. ~f l ' -cos-  

5"~u ~' = - ~  ~ - "  
--+/1o c 
c 

Man ersieht, dal~ die so berechneten ungeraden Erwartungswerte 
der Koml0onealten yon Sk, d.h. deren Schwanku~lgen, bei kleinen Trans- 
lahonsgeschwindigkeiten mit den entslorechenden Schwankungen der 
modellmi~l~igen GrSl~en bis zu Gliedem yon der GrSl3enordnung fl' genau 
i~bereinstimmen. Erst bei grSl~eren Translationsgeschwindigkeiten ergeben 
sich Abweiehungen, wie wit sie voal der Koorclinatenschwankung her 
bereits kemlen. Die Abweichungen hfingen hier tibrigens, wie der Vergleich 

yon (50) und (58) unmittelbar zeigt, 4irekt mi~ dem Verhalten der $~. bei 
grSl~erea] Translationsgeschwin4igkeiten zusammen. 

5. Wit wollen im folgenden die Korrespondenz der geraden Erwartungs- 
werte (62a) und (62b) mit den entsprechenden modellrai~l~igen Ausdrflcken 
noch besonders betrachten. 

Wir fassen zun~chst den Fall der Ruhbewegung beim Modell ins Au~e. 
Hierbei wir4 ~* mit dem (au[ den ~[ittelpunkt der Kreisbahn bezogener~) 
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Radiusvektor r* der Bahn identisch. In I wurde auf Grund yon (5) und (6) 
gezeigt, dab sich alas Spinmoment des Systems in diesem Falle durch 

d~*l (64) S* --~ -- flo It*, dt ] 
dr* 

ausdriieke~ lii~t, wobei dr- die ,,Mikrogeschwindigkeit" des Teilchens 

dr* 
(dem Betrag naeh gleieh c), also E~o dT  der ,,Mikroimpuls" des Teilchens istl). 

Es ist naheliegend zu fragen, ob sioh aueh beim Dirac-Elektron der 
konstante, d.h.  gerade Tell des Spinmoments aus der Mikrobewegung des 
Teilehens verstehen 1/iBt, derart, daf~ man den ,,Hebelarm" $ mit einem 
gee@aet gew/ihlten Mjkroimpuls in Form eines Vektorprodukts zu kom- 
binieren hat. Seh rSd inge r  weist hier den folgenden Zusanmlenhang 
naeh 2) : 

den man auf Grund yon (21) und (24b) leicht bestiitigt. Wit wollen (65) 
auf eine etwas andere Form bringen, welehe den u mit dem Modell 
t rleiehtert. Man sieht unmittelbar, da$ Hr//c tatsaehlich eine Art Mikro- 
impuls darstellt, wenn man d~/dt naeh (24), (4) und (24a) so umschreibt: 

dZ d (x - -$ )  
dt - -  d ~  = c (o~- -cH-1p)  = cr]. (66) 

Dann geht (65) ill 
H a~ 1 ~ [~, at 

= - d t j  = L  67/ 

H d ~  
fiber. Die GrbSe ~ ~ -bedeu te t  nun offenbar den ,,Mikroimpuls" des 

Systems, da ja H/c2 die Masse und d} /d t  die ,,Mikrogesehwindigkeit" des 
Dirac-Elektrons ist. Die Analogie yon (64) und (67) fallt unmittelbar in 
die Augen. An (67) bzw. (65) ist jedoch zweierlei merkwardig: Einmal der 
linksstehende Faktor 2 (er ist eine unmittelbare Folge der Vertausehungs- 
relationen far die %,); zweitens die Labilitat beztiglieh des Vorzeiehens (es 
hiingt yon der Stellung des ,,Massenfaktors" H/c 2 ab, ob vor der Klammer 
des Vektorprodukts das positive oder negative Vorzeichen steht). Bezeieh- 
nenderweise tritt beim ansehauliehen Model1 der Faktor 2 des Dirae-Elektrons 
n/cht auf. Dagegen tritt in (64) Po mit dem negativen Vorzeiehen auf3), 
w~hrend andererseits in dem korrespondierenden Ausdru@ (67) das Vor- 
zeiehen unbestimmt bleibt. Die Korrespondenz ist also aueh hierbei soweit 
vorhanden, als es nur erwartet werden kann. 

') Vgl. I, G1. (91). -- 2) E. Schr5dinger ,  A, G1. (30). -- a) Das klassische 
Modell verh/ilt sich so, wie wenn eine negative Masse -- Po im Abstand Ir*] mit 
der Geschwindigkeit dr*/dt umliefe, vgl. I, Abschnitt 4, 2. 
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Fiat den Fall des makroskopisch bewegten Teilehens l~Bt sieh Glei 
chung (64) nicht in einfaeher Weise verallgemeinern, obwohl die ent- 
sprechende Beziehung (67) ffir das Dirae-Elektron aUgemein gilt. Der 
Grund for 4iese Diskrepanz ist darin zu suehen, dab der SchrSdingersche  
Operator ~ nur fiir P = 0 dem Vektor r* = ~* des ~[odells genau und schon 
bei langsamer Translation nut noch angeniihert korrespondiert. Nun ist 

aber S gerade und man hat ctaher zu erwarten, dab auch for ihn -- wie 
bisher ffir alle geraden Operatoren -- strenge Korrespondenz rait dem 
Modell existiert, d.h. dab die for das Dirac-Elektron aufgestellten Be- 
ziehungen (62a, b) (for positive Energie) aueh beim 1~[o4elt unver'~n4er~ 
gelten. DaB diese Vermutung wirklich zutrifft, l~gt sich am einfachsten 
auf Grund einer Lorentz-Transformation unter Benutzung eines Satzes 
fiber die Ab.h~ngigkeit der Lage des Schwerpunktes eines abgeschossenen 
materiellen Systems veto Bezugssystem in der relativistischen Mechanik 1) 
beweisen. Hierdurch wird zugleieh die modellmiil~ige Auffassung yon 
als Differenz der veto Bezugssystem abhiingigen Ortsvektoren des Teilchens 
und seines Schwerpunkts erh~rtet [vgt. (24) un4 (59)]. Auf die Wiedergabe 
des Beweises sell hier jedoch verzichtet werden. 

4. Ene.rgiefunktion. 

1. Bereits in der Einleitung haben wir auf die korrespondenzm~iBige 
Analogie zwischen der Hamilton-Funktion (2) des Dirac-Elektrons und der 
Energiefunktion (7) unseres l~[odells hingewiesen. Diese Analogi e tritt 
noeh wesentlich deutlicher hervor, wenn wir jetzt die einzelnen Terme 
der Hamilton-Funktion (2) in ihre geraden und ungeraden Bestandteile 
zerlegen und die Berechnung der zugehSrigen ausgezeiehneten Erwartungs- 
werte vornehmen. 

Zu diesem Zwecke zerlegen wit die Hamilton-Funktion (2): 

H : Hi  q- H2; Hi  = c (~, P), He ~ oqE~oc2. (68) 

Die Spaltung yon H1 in einen geraden und ungeraden Bestandteil ergibt 
sieh, indem mau ~y~ an Stelle yon 0% entsprechend (21) substituiert, l~[arL 
erhalt so : 

. 2 H t  

H i  ~- c 2 P 2 H - i q - c O T ~  ~ (69) 

Entsprechend li~Bt sich He bei Einffihrung yon 

r]~ -= r - -  poe2H -1, (70) 

1) A. Papape t rou ,  Praktika Akad. Athen 14, 540, 1939. 
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welches mit H schief vertauseht uIid daher ,,periodisch" ist, spalten: 
2 H t  

29. -1 2 o - ~ - -  (71) 

(~/o und r/~ Anfa.ngswerte yon ~ und ~]4). Aus (69) und (71) folgt nunmehr 

H = {c2P 2 + (f~oC2) 2] H -1 + c (~?, P) + ~l,po c2 

= H + c (~, P) + ~74t,o cs 
oder 

AH1 + AH2 = c 07, P) + ~74~o ce ~ O. (72) 

Die Summe der ungeraden An~eile A Ha und A H 2 in H ist also Null, wie 
es sein mul~, da H konstant ist. Wir kSnnen nach (72) und (70) A/-/1 und 
A H2 auch in die Form setzen 

= p ) ,  (78) AH1 

welche Ausdrtieke sich unmittelbar anf das Modell iibertragen lassen. 
2. ModeiIm~6ig wird man H*, G1. (7), analog (68) zerlegen: 

H* * H*" �9 (dx* ) H* H1 + 2, H1 ~ y , P *  u~ = - - - - -  , s = - -  # o  c~. (74) 
% 

Die Korrespondenz yon H~ mit H 1 ergib~ sich umnittelbar aus der Bre i t -  
sehen Beziehung (4). Bei H~ wurde in korrespondenzm~13ige Parallele 
geriiek$: 

Uo 

u 4 

Die Sehwankungen A H~ und A H~' yon H~' und H.~ werden dann 
analog (78) : 

2 

(E Energiekonstaate). Man best~tigt nach (74) und der Bedeutung yon 
d~*/dt als Mikrogesehwindigkeit leicht, dal3 sich die Schwankungen A H~ 
trod A H.~ analog (72) gegenseitig fortheben: 

+ = o. (77) 

8. Es bleibt nut noch fibrig nachzuweisen, dalll die geraden Erwartungs- 
werte yon H1 und H2 mit den ko~stanten Anteilen H ~ -  A H~ und 
H~ -- zJH~ des Modells far beliebige Translationsgesehwindigkeiten exakt, 
die ungeraden Erwartungswerte dagegen ftir kle~ne Translationsgesehwindig- 
keiten mit den Sehwankungsanteilen A H 1 und A H~ iibereinstimmen. 



182 H. HSnl und A. Papapetrou, 

Hierdurch wird auch die korrespondenzm~il~ige Parallele (75) vollends 
sichergestellt. Nun ist in 4er Tat :  

3 

Hi'  : c ~t>zH-~ - -  #~ ~ ~ v ~ ? k - ~ H ~ - - A H ~ ,  (78a) 
Vl -- fl '~ k = t 

H~ = (~toC~)~ H -~ = !~o c~ }/1 --~'~ --> H 2 -- A H ~ ,  (78b) 

wobei v ' =  fi 'c die Gruppengesehwindigkeit fiir eiae Wellengruppe mit 

schaff defiaiertem Impuls ? '  und positiver Energie ist 1). 

Was die ungeraden Erwartungswer~e betrifft, so wird zuniichst bei 

einer Translation naeh x~, wie sich aus (43) und die ~iatrizendarstellung (29) 

yon :q unmittelbar ergibt: 

= -"  = 0. (79) A H~ po c'~- % 

Hiermit korrespondiert, dab auch modellm'~l~ig A H* = 0 wird, da hierbei, 

vgl. (76), sowohl Uo/U ~ als auch Etoc~/E den Wert ] / 1 -  fl,2 annimmt. 

Entsprechend verschwinden auch ~ i  ~ und A H~. Fiir eine Translation 

nach x 1 erh~lt man aus (40) und (40') nach einfacher Rechnung: 

- . 2 e ' t  

. . . .  ~ _ ~ ,  z ~'_~ (so) AH, 1 - -2p{  e ~ - +  konj. Gl. : cos h 
l.t o c  2 - -  . IV ~'  

----F/~o c 

l) Bei fr(iheren Darstelhmgen des korrespondenzm~i]igen Zusammenhanges 
des Hamilton-Operators des Dirac-Elektrons (2) mit der klassischen L o r e n t z -  
sehen Elektronenenergie 

= I~o c2 ~ Po vk _ fl~ 
_ _ % +pOC2V 1 

wurde gelegentlich darauf hingewiesen, dag, da man die Geschwindigkeits- 
komponenten v k mit den Matrizen cu k in Parallele riicken kann, man dann auch 
~ - -  fl~ mit a4 korrespondieren lassen mfisse. (G. Bre i t ,  a. a. O.; vgl. auch 
V. Fock ,  ZS. f. Phys. 55, 127, 1929.) Wit kSnnen diese Auffassung dutch unsere 
Unterscheidung yon Erwartungswerten der geraden und ungeraden Art jetzt 
genauer pr~zisieren. Beschr~nkt man sich auf die geraden Erwartungswerte 
der Terme des Dirac-Operators H, so wird man nach (78a) und (78b) genau auf 
die Loren tzsche  Elektronenenergie gefiihrt (wobei natiirlich v~ dutch das 
scharf definier~e v k, fl' durch/~ zu ersetzen ist). Es w~,re daher angemessener, 
die Summanden des Lorentzschen Energieuusdruckes den geraden Anteiten 
der Operatoren H1 und H, zuzuordnen. Aus der Zerlegung yon HI und H z 
in die geraden und ungeraden Anteile: 

H x = c ( a - - ~ ; , P ) + c ( ~ L P ) ,  H~ = @%--~14) Ito c~-~;411o c~ 

[entsprechend (69) und (71)] folgt dann die korrespondenzm~l~ige Zuordnung: 
vj. -+ c (% -- Vk) = c~ Pk H - l ,  

V1 - f l *  --> ~4 - ,h = /'o c~H-< 



~ber die innere Bewegung des Elektrons. III. 183 

Die relative Schwankungsamplitude yon A H1 und A H2 besitzt demnach 

(tie GrSl3e fl'. Andererseits erh~lt man ~ ; ,  wenn man (76) mit ttilfe einer 
Loren~z-Transformation auf die K_reisbewegung des Mode[is in seinem 
Ruhsystem (mit dem Schwerpunk~ verbundenes Koordinatensystem) 
zuri~ckf0_hrt. Sei u ~ ~ f l~  o die xl-Komponente 5er Vierergeschwindigkeit 
des Teilchens in seinem Ruhsystem, so ergibt sich aus (76) durch Lorentz- 
Transformation: 

A H *  V'I _ ~ ' 2  ] 

1~0(~ 2 U~ U0+/~ U 1 Ii 
~,~o ~ (81) 

= - Vi  - ~ , 2 1 +  ~,~o. I 
2 

2Eot~, Nun ist fiir ein nfit Lichtgeschwindigkeit ro~ierendes Teilchenfl~ ---- cos h ' 

worin to die Zeitkoordinate, E o ~ / t o  c~- die Energie im Ruhsystem sin& 
Andererseits ist bis auf GrSl~en in fl,2: to _ _  t, Eo - -  E .  Es wird somit ftir 
langsame Transla~ionsgeschwindigkeit en 

_4 H.~ 2 E ' t  
~oO., ~ -- fl' co~ h (82) 

Man sieht, dal3 hierbei asymptotisch wiederum l-Tbereinstimmung mit dem 
Erwartungswerb (80) der Diracschen Theorie erzielt wird. 

Erlangen und Athen,  Mai 1940. 


