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Uber den Zusammenhang zwischen den 
C a u c h y - R i e m a n n s c h e n  und D i r a c s c h e n  

Differentialgleichungen. 
Von D. Iwanenke und K.  Nikelsky in Charkow und Leningrad. 

(]~]ingegangen am 8. Mai 1930.) 

Es wird darauf hingewiesen, dal3 man die gewShnlichen C a u c h y - R i e m a n n -  
schen Differentialgleichungen als das Resu]tat der Linearisierung der in den 
Differentialoperatoren quadratischen Lap laceschen  Gleichung auffassen 
kann. Die Di racsche  Gleichung ohne das Massenglled erweist sich als die 

C a u c h y - R i e m a n n s c h e  Bedingung fiir Biquaternionen. 

1. Im folgenden werden wir die Integralformulierung der Cau ch y -  
Riemannschen  Bedingungen der Theorie der Funktionen der komplexen 
u benutzen. Setzen wit 

und 
/ (x, y) ---- u - ~ i v  ~ w 

dz ~ dx  -~ idy ,  

so wird die G r e e n s - O s t r o g r a d s k y s c h e  Umformung des zweifachen 
Integrals lauten: 

I oo = + , ~ y y ) a X e y .  (i) 
c s 

Die Cauchy -R iemannschen  Bedingungen bedeuten die Unabhiingigkeit 
des Wertes des Integrals yon dem Integrationsweg. Als Bedingung der 
Monogenit~t erhalten wir also 

ii(o , og) w d z  : i ~ - ~  d x d y  : 0 ,  

was zu zwei Differentialgleiehungen 

Ou Ov Ou Ov 

o ~ - O y '  o-~= ~ (9) 
ffihrt. 

Es ist bekannt, daI~ u und v beide der Laplaceschen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

0 ~u 0 ~u 0 ~ v 0 ~ v 

Zeltsehri~t fitr Physik. Bd. 63. 9 
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geniigen. Wit kSnnen die C.-R.-Gleichungen* (2) der ersten Ordnung 
als Resultat der Linearisierung** der zweidimensionalen Laplacesehen 
Gleichung ansehen. 

Wir bemerken, dab in diesem LinearisierungsprozeB das System der 
einfaehsten hyperkomp!exen Zahlen verwendet war; n~mlich zwei hyper- 
komplexe Zahlen: die gewShnliche 1 und i = ~ / ~ .  Umgekehrt  kann 
man dureh Angabe eines Systems yon hyperkomplexen Zahlen eine Gleichung 
veto L a p 1 a c e schen Typus ,,linearisieren". Diesen hyperkomplexen Zahlel~ 
kSnnen wit eindeutig ein System yon Matrizen zuordnen. 

Es sei z. B. das SyStem der Zahlen 1 und i dutch die Multip]ikations- 
tafel gegeben: 

el 6~ 

el  e l  g2 
e2 e2 - -  e 1 

(diese Angabe der Koeffizienten 7ikz in 

e ie  k ~ ~ ~ i k l e l  
l 

definiert das. ganze System***). 

Wit sind dann imstande, diesem System der komplexen Zahlen die 
zwei Bilinearformen zuzuordnen: 

(k, s) 

Nehmen wit fOx xk die beiden Komponenten yon w: 21 ---- *'1, x~ = u~ 
und fOx Yl und Y2 dxl bzw. dxz, so erhalten Wit gerade die beiden reellen 
unabhiingigen Koeffizienten yon % des Iutegranden in (1). 

Die beiden C.-l~.-Bedingungsgleichungen (2) kSnnen wir in Form einer 
einzigen Matrixgleiehung 

0 0 
+ q = 0 (8) 

01)  _~ i 
~% ----- - - 1 0  

darstellen, we 

si~ad. I-Iier begegnen wit demselben System der beiden einfaehsten hyper- 
k o_mplexen Zahlen 1 und i, welches uns die ,,Linearisierung" tier zwei- 

* C.-R. -- Cauchy-Riemann.  
** Das Wort ,,Linearisierung" wir'd hier im Diracschen Sinne gebraucht. 

*** E. Car tan,  E. S tudy ,  EncyclopSdie des Sciences Math. t . I .  Fasc. 3. 
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dimensionalen Laplacesehen Gleiehung ermSghcht hat. Im allgemeinen 
kann  man irgendwelches System der Matrizen, die in sieh eine Gruppe 
bilden, als ein System der hyperkomplexen Zahlen auffassen. Mit I-Iilfe 
der Multiphkationstafel des System s der hyperkomplexen Zahlen werden 
die entspreehenden Matrizen auf folgende Weise gebaut. W i t  definieren 
die Matrizen ~ dutch 

i 

die allgemeine Gestalt einer beliebigen Zahl in dem System ist, z.B. 
~1 ~ ~- el  U = el  u 1 't- e~u~, und erhalten speziell die Elemente der M~trix ~1 
aus der folgenden Tabelle: 

till 

e l  a l l  
e2 a21 

also 

analog erhalten wit fiir ~ 

a l~  
a22 

a l l  ---- a~2 : 1~ 

(i0) 
~ ~ 01 ; 

a l~  : a21 : 0,~ 

(01) 
~ ~ - - 1 0  " 

Also gelangen ~ r  zu denselben Matrizefl 0~1, 0~2, die in den C.-R.-Gleiehungen 
auftreten. 

2. Wit gehen nun zu dem dreidimensionalen Falle fiber. 
L. H a n n i *  folgend, sehreiben wit das dreidimensionale komplexe 

Differentialelement als 

d r  = dS  {fi oo~ (~x) + j~ oo~ (my) + i3 cos (. ,  ~)}, 

wo Jl, J~, {3 die Quaternioneneinheiten sind**. 
[ (x, y, z) setzen wir auch als 

/ (x, y, z) = u~j~ + %j~ + u j ~  = u 
a n .  

Die entsprechende G r e e n -  Os t rogradskysche  Integralumformung 
lantet 

~dr= ] + i ,  +i8 dxdy~, 

wo links das Integral fiber die Oberflache S gebfldet ist. 

* L. I tanni ,  T0hoku Math. Journ. 5, 142, 1914. 
** i [= i [=i2 - - - -1 ,  i l i ~ = i ~ ,  i ~ i 1 = i 2 ,  ig~=il, i3i2=--i .  

i~i3 : - -  12 ,  127~ = - -  i ~ .  

9* 
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Wie frfiher, leiten wir daraus die C.-R.-Gleiehlmgen als Bedingung 
des Nullwerdens des komplexen Integrals genommen fiber die gesehlossene 
0berfl~che ab: 

Ou Ou . Ou 
il + J,- y + = o. 

In reeller Form: 

Ou~ 0% 
Oy Oz 

Ou~ c)uz Our du~ = O, I 
= O, c)z c)x ~- 0, c)x c)y 

Ou~ 0% O u~ i (4) + = o  

Diese Gleiehungen kSnnen wir als die Linearisierung der entspreehenden 
Laplaeesehen Gleiehung ansehen. Dieselben GIeichungen (4) sehreiben 
wit in Matrizenform ganz analog der Gleiehung (3) des zweidimensionalen 
Falles: 

D 1 + D ~  + ~ O z '  q~ = 0", 

wo die Matrizen D~ die folgenden Bedingungen erfiillen: 

D1D ~ -  D~D 1 = D~ 

D~D 3 - -  D3D ~ = D 1 

DsD 1 - D 1 D  ~ = D~ 

und explizit die Form haben: 

D 1 
0o o 1 
0 0 - - 1  , D 2 ~  

0 1 0 

0o1[ 
0 0 0 , 

- - 1  0 0 

0 - - 1  0 

D s ~  1 0 0 

0 0 0 

(Wit bemerken, dab die drei Matrizen D k den quantenmeehanisehen 
Matrizen 4er Komponenten des Drehmomentes ~quivalent sin&) 

Die dreidimensionalen C.-R.-Gleiehungen (4) kSnnten wir, wie frfiher, 
aueh unmittelbar mittels der Multiplikationstafel des passen4 gew~hlten 
Systems der hyperkomplexen Zahlen erhalten. Es entsteht bier also die 
Frage naeh 4er Wahl eines solchen hyperkomplexen Systems. 

* Hier ist die Divergenzgleichung weggelassen. Die dreidimensionale 
Verallgemeinerung der C.-R.-Bedingungen wurde auch yon C. Runge unter- 
sucht. Er hat auf eine andere m5gliehe Verallgemeinerung hingewiesen, die 
den E ulersehen hydrodynamisehen Gleiehungen wesensgleieh ist (GSttinger 
Naehr. 1922, Heft 2, S. 129). Diese Gleiehungen haben abet einen niehtlinearen 
Charakter und gehSren nicht zum Gegenstand unserer Oberlegungen. Siehe auch 
E. R. Hedr ick ,  L. Ingeld,  Trans. Amer. Math. Soe. 27, 551, 1925. 
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Offenbar rauB man die Zahl der fundamentalen Einheiten n ~_ p 
nehmen (wo p die Zahl der unabhiingigen u in der Laplacescher  
Gleiehung ist). 

Versuehsweise benutzen wit das Quaternionensystem, n~mlich dessen 
,,klassische" Auffassung in dem dreidimensionalen Raume. Nach der 
dargelegten Metho4e bilden wir 

o~ k q) -.~ ek,a. 

D1 qJ =- J1 U : - -  U 1 A[_ J8 U2  - -  J2 U s ,  

D ;  7' = 

0 0 0 

0 0 - - 1  
0 1 0 

- - 1  0 0 

Die vierte Zefle entspricht 4era Gliede Oul/O x 1 in der Bedingung div U = 0. 

3. In dem vierdimensionalen ]~alle setzen wir* fiir das Differential- 
element der unabh~ngigen komplexen u 

d~ = dV {ix cos (nxa) + J2 cos (nx~) + ia cos (nxa) + i cos (nxa) } 

un4 ffir / (x l, x~, x a, xa) entweder 

/ ( x , . . . ,  x~) = j~(% + ~v~) + i~(% + ivy) + js(u~ + ivy) = u + iv, 

d.h. ein Bivektor, oder 

f (Xl . . . . .  X4) = j l(Ui ~-iV1) -~i2 (U2 ~-iV2) ~- J3 (U3 ~- iV3) -~ (U4 -~- iV4) 

= U + i ~ ,  
d.h.  ein Biquaternion. Die entsprechenden G r e e n - O s t r o g r a d s k y s c h e n  
]ntegrals~tze fiir beide Fiille lauten: 

I f j'(u+~v).dg2 _ ~ f I I f[jlO(q~+vi)oxl + j  O(~+v')ox~ +?3" O(u+vi)_O__~ 

O X 4 / 
und 

* ijk = i k i ,  5 2 = - 1 .  

+ ia(U-o~if~)]dxldx~.dx3dx r 

Vgl. L. Hanni ,  1. c. 

(5) 
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Die zugeh5rigen C,-R.-Differentialgleichungen lauten d~nn far einen 

Bivektor: 

0 v~ 0 u~ 0u~ '0 v~ 
0 c~ O y O-z ' O y 
c)% _ Ou~ c)u~ Ovx 
Oct O z c) x ~ c) z ' 
Ov~ _ 0% Ou~ ~% (6) 

Oct 0 x c) y ' Ox ' 
c) u~ c) % c) u ~ c) v ~ 
o~ + ~ +-3- ;  = o, +- f i z  = o. 

(wo x l ~ x ,  x 2- - -y ,  x 3 = z ,  ein Biquatermon: 

0v ,  0u~ 0 %  3 %  0u,  Ov~ Ov 3 0v  2 / 

o~-o~-~-o~--~+~ =~ o~.+~,  ~ o~. o~ - ~  

I c) v~ 0% c)u, c)u~ c)u~ O v a + O r ,  Or, 
Ox4 +c)x~ c)x~ Ox s = 0 ,  0 x  4 0 x  i 0 %  +dx-~ = 0 '  

(7) 0v~ 0% 0% 0% 0% 0v~ Or, 0v 4 [ 

I c)v~ c)u, +c)% 0% 0% c)~ 0% Ov~ o ~ + ~  o ~ + ~ - o ,  ~ ~ ~ _ ~  o 

Wit sehen, dab die C.-R.-Gleichungen far einen Bivektor die gewShn- 
lichen Maxwellschen Gleichungen* far das Vakuum sing wenn wit 
x a -~ ct setzen und u un4 v den �9 und ~ entsprechen lassen. Setzen wit 
in (7) x a = c t ,  x x -=x ,  x ~ = y ,  x a = z ,  so kSnnen wir die C.-R.-Glei- 
ehungen (7) in knapper Matrizenform umschreiben: 

1 O O c) 3 

Analog erhalten wit far (6) (fiir die Maxwellschen Gleichungen): 

(01 "~ 0 [D 10~ c) (D~ O~ 6) + (D' O' 0 
lO)Oct + ~ . O D J ' f x x + \ O D J - ~  O D a ) N '  q~ = 0 .  

Der Ausdruck (8) f/~llt mit den vier ersten Gliedern der Diracsch~n Gleichung 
zusammen, d.h.  der Gleichung ohne das Massenglie4 (o.zeme/h ---- 0). Die 

(~ qA x 0 '(~y 

Oct c) z 
Ouy --. O V~ 
Oct Ox 
c) u~ 0 v~ 
Oct c)y 
c) v~ c) % 
o x + -o-~ 

x 4 = ct ist), und far 

* Die Identit'~t der C.-R.-Bedingungen ftir den vierdimensionalen Raum 
mit den Maxwellschen Gleizhungen war schon vor langer Zeit bekannt. Siehe 
z~ B. G. Y. Ra in ich  (Trans. Amer. Math. Soc. 27, 106, 1925), der in seiner 
sehr interessanten Arbeit, der wit die Anregung zu unseren ~berlegungen ver- 
danken, auch die Frage nach der VeraUgemeinerung des Residuumsbegriffs 
aufgestellt hat. 
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acht Funktionen u und v sind die reellen und imagin~ren Teile der vier 
Diraesehen komplexen ~f. 

4. Die Maxwellsehen and Diracsehen Gleichangen mit 97~mc/h -~ 0 

sind also dutch die Linearisierung der vierdimensionalen Wellengleiehung 
erhiiltlich. Man sieht bier ohne weiteres, 4a13 die Maxwellsche und die 
Diraesehe Gleichung (letztere sogar ohne Massenglied) keineswegs einen 
gemeinsamen Ursprung haben. Die Maxwellsehen Gleichungen, die 
mittels des Bivektors eingefiihrt waren, haben in bezug aui Transformationen 
einen spezifisch vektoriellen Charakter. F ~  einen B i v e k t o r  haben wit 
niimlich, wenn wit die Bezeiehnungen der Quaternionentheorie* anwenden, 

B'  ~ T B  T' ,  

we beide Bivektoren (Transformatoren) T und T' in den C a y l e y - K l e i n -  
sehen Parametern linear sin& Anders mit den Biquaternionen Q. In der 
Tr ansformationsformel 

Q' : Q1QQ~ 

kann Q2 gleich Eins gesetzt werden; dann hat das trans~ormierte Biquatern- 
ion einen in den Cay ley-Kle inschen  Parametern l i n e a r e n  Charakter; 
d.h. es transformiert sich wie die Diraeschen Funktionen y~**. 

Wollen wir die vollstiindige Diraesehe Gleichung in Betraeht ziehen, 
so miissen ~ die rechte Seite der Integralformen der C.-R.-Bedingungen (5) 
nicht gleieh Null, sondern gleich 

2 ~ m c  

setzen. Wit mtissen diese Tatsaehe als eine Verletzung der ~onogenitat 
der hyperkomplexen Funktionen (U § i ~ )  betraehten. 

Naeh dem oben Gesagten k6nnten wir die iolgende Frage aufstellen: 
es sei die fiinfdimensionale Wellengleichung 

gegeben, man fiihrte die Linearisierung dieser Gleiehung mittels eines 
passen4 gewiihlten Systems tier fiinf oder mehr hyperkomplexen Zahlen 
aus. Das System aus ffinf hyperkomplexen Zahlen ist kaum befriedigend, 

* Vgl. F. Klein,  Vorlesungen fiber die Entwicklung der Mathematik, 
II., S. 84; E.  S~udy, Math. Ann. 39, 441, 1891; H. R o t h e ,  Eric. Math. 
Wiss. III~ 7, 1277. 

** Dadurch wh'd auch der Mfl~erfolg zahlreicher Versuche, die Diraeschen 
Gleichungen zu , ,Maxwellisieren", erkliirt. 
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denn 4ie Multiplikationstabolle reduziert sieh auf eine Quaterniontafel 
und auf ein Qua&at mit ~s; es gilt 

j~j~ = s  - -  o (k = o, 1 ,~ ,  8). 

Augenscheinlieh haben wir eine grebe Freiheit in der Wahl des nStigen 
Systems. Ohne dabei auI die Eindeutigkeitsfrage einzugehen, beschr~nken 
wit uns auf einige Hinweise auf das in die Quantenmeehanik yon Di rae  
eingeftihrte Linearisierungsverfahren. Die entspreehende Aufgabe warde 
yon H u r  wit  z behandelt*. Dabei ergab sich, dab im Falle 4er antikommu- 
tierenden Matrizen tier Rang der Matrizen erstens ein gera4er sein mul~ 
und zweitens bei der gegebenen Zahl cler Matrizen k : 2 r ~- 1 und k' : 2 r 
nicht kleiner als 2 r sein kann (der Rang kann auch m.  2 r sein, wo m eine 
ganze Zahl ist). Z.B. erhalten wir fiir das System der fiinf antikommu- 
tieren4en fiir den Matrizenrang 

2 r q - 1 : 5 ,  r----2, 2 r : 4 ,  

was wirklieh der Edd ing tonsehen  Pentacle** 4er Matrizen entsprieht. 
Fiir k = 3  erhalten ~6r r =  1, 2 r q - 1  ~-8, d.h. nut drei antikommu- 
tierende Matrizen vom Rang 2 (in der Quantenmeehanik Paul isehe 
Spinmatri~en genannt). Die Dir  a esehe Lineaxisierung der fiinfdimensionalen 
Laplacesehen Gleichung erseheint als mit Hil~e des einfaehsten hyper- 
komplexen Systems (naeh den Quaternionen) durchgefiihrt***. Dies System 
ist niehts anderes als das Produkt der beiden unabhangigen gewShnlichen 
Quaternionensysteme Q und Q', so dal~ 

QiQk = - - Q k Q i ,  Q? = - - 1 ,  Q;~ = - - l u s w .  
und 

QkQ'e = Q'eQk. 

Das System ha~ offenbar 16 fundamentale Einheiten, denen die Gruppe 
der 16 linear unabh~ngigen Matrizen entsprieht. Aus der Tafel der Produkte 
QeQk ersehen wir, dab die Komplexe aus den fiinf antikommutierenden 
Einheiten gebildet werden kSnnen, die also zur Lineaxisierung der ffinf- 
dimensionalen L a p 1 a e e schen Gleichung geniigen. (Naeh dem oben Gesagten 
besitzen diese Matrizen den Rang 4.) 

~ier haben wit 4as Beispiel der Linearisierung einer Gleiehung in 
n Ver~nder]ichen mit Hilfe eines hyperkomplexen Systems mit p ~ n Ein- 
heiten. 

* A. Hurwi tz ,  Math. Ann. 88, 1, 1922. 
** A. S. Edd ing ton ,  Proc. Roy. Soe. London (A) 121, 524, 1928. 

*** G. Scheffers ,  Math. Ann. 39, 293, 1891. Die sogenannten Quatern- 
ionensysteme. 



Cauchy-Riemannsche und Diracsche Difierentialgleichungen. 137 

Merken wir an, dab die den Q und Q' entsprechenden Ma~rizen unter- 
einander in derselben Beziehung wie die Diraesehena und ~ stehen. Speziali- 
sieren wit die allgemeine 16reihige hyperkomplexe Zahl dutch die Forderung 
u i = u l o _  i ,  wo ui die reellen Teile der Diraesehen ~p-Fnnktionen sind, 
so erseheinen die C.-R.-Bedingungen ffir ein solehes hyperkomplexes 
System als den Diracschen Gleiehungen ~qltivalent. 

Es entsteht eine interessante Frage nach der lViSgliehkeit der Ein- 
fiihrung des Residuumsbegriffs bei allen erw~hnten hyperkomplexen 
Systemen, besonders bei der Diracsehen Gleiehung. Sie bleibt jedoeh 
noch ein offenes mathematisches Problem*. 

Wir freuen uns, t terrn Dr. V. Fock  fiir einige wer~volle Bemerkungen 
herzlich danken zu kSnnen. 

* Das Schwierige ist dabei die Notwendigkeit, die zwei Differential- 
koeffizienten zu unterscheiden. P.W. Ke tchum,  Trans. Amer. Math. Soc. 
$0, 641, 1928; L. Autonne,  Journ. Math. (6) 3, 53, 1907. 


