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Uber den Zusammenhang zwischen den
Cauchy-Riemannschen und Diracschen
Differentialgleichungen.

Von D.Iwanenko und K. Nikolsky in Charkow und Leningrad.
(Eingegangen am 8. Mai 1930.)

Es wird darauf hingewiesen, daf man die gewdhnlichen Cauchy-Riemann-
schen Differentialgleichungen als das Resultat der Linearisierung der in den
Differentialoperatoren quadratischen Laplaceschen Gleichung auffassen
kann. Die Diracsche Gleichung ohne das Massenglied erweist sich als die
Cauchy-Riemannsche Bedingung fiir Biquaternionen.

1. Im folgenden werden wir die Integralformulierung der Cauchy-
Riemannschen Bedingungen der Theorie der Funktionen der komplexen
Variablen benutzen. Setzen wir

fl,y) =utiv=w
und
dz =dzx -+ 1dy,

so wird die Greens-Ostrogradskysche Umformung des zweifachen
Integrals lauten:

( . dw 0w
swdz - @jj(a—ﬁ@()—y_)dwdy. 1)
C S

Die Cauchy-Riemannschen Bedingungen bedeuten die Unabhingigkeit
dés Wertes des Integrals von dem Integrationsweg. Als Bedingung der
Monogenitdt erhalten wir also

. duw .O0w . ‘
éwdz = wjj(a-i —f—zﬂ)da}dy = 0,

was zu zwel Differentialgleichungen

du _0dv du  0dv "
fihrt.
Es ist bekannt, dafi 4 und v beide der Laplaceschen Differential-
gleichung zweiter Ordnung
Pu  0Pu 0%v 0w
o2 oy =" gatop = °
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geniigen. Wir konnen die C.-R.-Gleichungen* (2) der ersten Ordnung
als Resultat der Linearisierung** der zweidimensionalen Laplaceschen
Gleichung anseben.

Wir bemerken, daf in diesem LinearisierungsprozeB das System der
einfachsten hyperkomplexen Zahlen verwendet war; nimlich zwei hyper-
komplexe Zahlen: die gewthnliche 1 und ¢ = V—1. Umgekehrt kann
man durch Angabe eines Systems von hyperkomplexen Zahlen eine Gleichung
vom Laplaceschen Typus , linearisieren”. Diesen hyperkomplexen Zahlen
koénnen wir eindeutig ein System von Matrizen zuordnen.

Es sei z. B. das System der Zahlen 1 und ¢ durch die Multiplikations-
tafel gegeben:
L €1 €g

€ €
€ — e

€
€y

(diese Angabe der Koeffizienten y;,, in

€& = EI'}’:‘kZel

definiert das ganze System***).

Wir sind dann imstande, diesem System der komplexen Zahlen die
zwei Bilinearformen zuzuordnen:

4; = 2 Yiis T Ys-
(&, 8)

Nehmen wir fiir x, die beiden Komponenten von w: 2, = uy, @5 = %y
und fir y, und y, dz, baw. dz,, so erhalten wir gerade die beiden reellen
unabhiéngigen Koeffizienten von e, des Integranden in (1).

Die beiden C.-R.-Bedingungsgleichungen (2) konnen wir in Form einer
einzigen Matrixgleichung

0 d
Mla-i“l"uza_y: ¢=0 (3)

darstellen, wo

. /10y . 0 .
¢_<u2)’ “1"‘<01)_1’ 0‘*‘(-10)‘”

sind. Hier begegnen wir demselben System der beiden einfachsten hyper-
komplexen Zahlen 1 und 3, welches uns die ,,Linearisierung™ der zwei-

* C.-R. = Cauchy-Riemann.
** Das Wort ,,Linearisierung wird hier im Diraecschen Sinne gebraucht.
*++ F. Cartan, E. Study, Encyclopédie des Sciences Math. t. E. Fasc. 3.
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dimensionalen Laplaceschen Gleichung erméglicht hat. Im allgemeinen
kann man’ irgendwelches System der Matrizen, die in sich eine Gruppe
bilden, als ein System der hyperkomplexen Zahlen auffassen. Mit Hilfe
der Multiplikationstafel des Systerms der hyperkomplexen Zahlen werden
die entsprechenden Matrizen auf folgende Weise gebaut. = Wir definieren
die Matrizen o; durch

e =¢U, wo U = Eeﬂpi-—
: i

die allgemeine Gestalt einer beliebigen Zahl in dem System ist, z. B.
oy ¢ = e, U = e;uy + ey, und erhalten speziell die Elemente der Matrix o
aus der folgenden Tabelle:

P P

ay = Ggg = L, @y = an = 0,
€1 aun (57
€ a1 a9

also

10

m= <0 s

analog erhalten wir fiir o,
01

%= (—1 0)'
Also gelangen wir zu denselben Matrizen o, «,, die in den C.-R.-Gleichungen
auftreten.

2. Wir gehen nun zu dem dreidimensionalen Falle iiber.

L. Hanni* folgend, schreiben wir das dreidimensionale komplexe
Ditferentialelement als

dy = a8 {j, cos (na) + j, cos (ny) + j5 cos (n, 2)},
WO §1, j2, j5 die Quaternioneneinheiten sind**.
f (2, y, ) setzen wir auch als

f (@9, 2) = ujs + Uy Jo A 1,75 = ®
an.
Die entsprechende Green- Ostrogradskysche Integralumformung

lautet
{/. Ou J du
J‘j udy = jjj <f’lam + 7 d;; + 75 0z > dzdyds,

wo links das Integral iiber die Oberfliche S gebildet ist.

* L Hanni, Tohoku Math. Journ. 5, 142, 1914,
o f/ = 72 = 73 =—1, §iJ2 =43 faf1 = Te Jafs = fu Jafo = —71s
J1is = —J2 Jof1 = —Ju
g%



132 D. Iwanenko und K. Nikolsky,

Wie frither, leiten wir daraus die C.-R.-Gleichungen als Bedingung
des Nullwerdens des komplexen Integrals genommen iiber die geschlossene

Oberfliche ab:
du du du

?10 +796y+73(32 0.
In reeller Form:
Ou;  Ouy _ o O O o Ouy Ouz o
dy 0z ' 09z 0Oz  dz dy
@
0uw+0uy+0uz .
oz ' dy ' 0z

Diese Gleichungen kionnen wir als die Linearisierung der entsprechenden
Laplaceschen Gleichung ansehen. Dieselben Gleichungen (4) schreiben
wir in Matrizenform ganz analog der Gleichung (8) des zweidimensionalen
Falles:

7} J J

D‘d—:E +D2E+D3$, g = 0%
wo die Matrizen D, die folgenden Bedingungen erfiillen:
D;D;—D,D, = D,
DyDg— DgDy = D,
DyD,— DDy =D,

und explizit die Form haben:

0 0 0 0 0 1 0 —1 0
D,=|0 0 —1|, D, = 0 0 0, D=1 0 0
0 1 0 —1 0 0 0 6 0

(Wir bemerken, daB die drei Matrizen D, den quantenmechanischen
Matrizen der Komponenten des Drehmomentes dquivalent sind.)

Die dreidimensionalen C.-R.-Gleichungen (4) kénnten wir, wie friiher,
auch unmittelbar mittels der Multiplikationstafel des passend gewahlten
Systems der hyperkomplexen Zahlen erhalten. Es entsteht hier also die
Frage nach der Wahl eines solchen hyperkomplexen Systems.

* Hier ist die Divergenzgleichung weggelassen. Die dreidimensionale
Verallgemeinerung der C.-R.-Bedingungen wurde auch von C. Runge unter-
sucht. Er hat auf eine andere mégliche Verallgemeinerung hingewiesen, die
den Eulerschen hydrodynamischen Gleichungen wesensgleich ist (Gottinger
Nachr. 1922, Heft 2, 8. 129). Diese Gleichungen haben aber einen nichtlinearen
Charakter und gehéren nicht zum Gegenstand unserer Uberlegungen. Siehe auch
E.R.Hedrick, L. Ingeld, Trans. Amer. Math. Soc. 27, 551, 1925.
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Offenbar muB man die Zahl der fundamentalen Einheiten n = p
nehmen (wo p die Zahl der unabhingigen Variablen in der Laplacescher
Gleichung ist).

Versuchsweise benutzen wir das Quaternionensystem, némlich dessen
,-klassische” Auffassung in dem dreidimensionalen Raume. Nach der
dargelegten Methode bilden wir

0 @ = e,U.
Z. B.
Dypg=J,U=—U;+43U,—7,Us,
also
0 0 0
, 0 0 —1
Die=1 91 o
—1 0 0

Die vierte Zeile entspricht dem Gliede du,/0d x, in der Bedingung div U = 0.

8. In dem vierdimensionalen Falle setzen wir* fiir das Differential-
element der unabhingigen komplexen Verdnderlichen

a0 =dv {jl 08 () + J5 €08 (nxy) 44 cos (n%5) + 14 cos ('nm4)}
und fir f (x,, z,, =3, x,) entweder
F@ye e 3 = G (g + i0,) + Gy (g + ,) + fy (s + 1) = u -+ io,
d. h. ein Bivektor, oder
F @y g = §2(Us +1V1) 15 (Ug+1Vy) + 55 (Us +iV3) + (Uy + V)
=U-+143,

d. h. ein Biquaternion. Die entsprechenden Green-Ostrogradskyschen
Integralsitze fiir beide Fille lanten:

[forosa= 550012520 2t

9
e Wﬁf“]d  day dey dz,
und .
[H (U+iB)dQ = H”[E RACRAL) Tw)
R k=1
+@‘a_(%l@]dwldwﬂ-dw3dm4. (5)
4

* §ix = Jx4, i = — 1. Vgl. L.Hanni, Le.
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Die zugehirigen C,- R.- Differentialgleichungen lauten dann fiir einen
Bivektor:

dv, _ Ou,_ Ouy Ou, _ dv, 9o,
det  dy 0z’ det 0z Oy’
dvy, Ou, Ou, 0_%_61)2__%
det 0z Oz’ det  dz 09z’ .
ov. _ Ouy_ s ou, _ov,_dv, (O
det oz Oy’ det dy Oz’
ou,  Ou,  Ou, _ dv,  Odv, , Ov,
9z Tay Ta: =" oc T oy T oz
(Wo &, = &, Ty=1Y, Ty =24 &, =ct ist), und fir ein Biquaternion:
ov, Ou, Ouy  Ou, Juw, , Ov,  dv, dv,
oz, Oz, Oz, 0_%_0’ 0a:4+0a: _F(i':z:s 0z, =0
ov, Ou; Ou, Ou, _ du, 0dvy,  0dv,  Odv,
dz, ' 0z, Oz, Om; 0, oz, Ouz, +dx2+dac3 0,
0w du_u _o 0% 9n_dv v, _ o (D
oz, Oz, ' 0=z, Oz, dz, 0z, O=z, ' 0z,
dv, Ou,  Ou,  Ouy Ju, 0v; Ovy Ovy _
dw4+dw1+da:2+da:3_0’ oz, O, d_a:ﬁ_dzs_o'

Wir sehen, daf die C.-R.-Gleichungen fiir einen Bivektor die gewdhn-
lichen Maxwellschen Gleichungen* fiir das Vakuum sind, wenn wir
x, = ¢t setzen und u und v den € und § entsprechen lassen. Setzen wir
in (7) ¢, =¢t, &, =&, Ty=19, T3 =2, so konnen wir die C.-R.-Glei-
chungen (7) in knapper Matrizenform umschreiben:

10
i det

Analog erhalten wir fiir (6) (fir die Maxwellschen Gleichungen):

01 o D,0, 0 D, 0y 0 D,0, @
(10)%+<ob,)0—5+<OQDz)5—y+(O;J3)E’ g =0

Der Ausdruck (8) fillt mit den vier ersten Gliedern der Diracschen Gleichung
zusammen, d. h. der Gleichung ohne das Massenglied (2xme/h = 0). Die

d 0 o)
+ 1 @2‘710 +'”92026 +®92°’307 p =0 8

* Die Identitit der C.-R.-Bedingungen fiir den vierdimensionalen Raum
mit den Maxwellschen Gleichungen war schon vor langer Zeit bekannt. Siehe
z: B. G. Y.Rainich (Trans. Amer. Math. Soc. 27, 106, 1925), der in seiner
sehr interessanten Arbeit, der wir die Anregung zu unseren Uberlegungen ver-
danken, auch die Frage nach der Verallgemeinerung des Residuumsbegriffs
aufgestellt hat.
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acht Funktionen % und v sind die reellen und imagindren Teile der vier
Diracschen komplexen .

4. Die Maxwellschen und Diracschen Gleichungen mit 2zme/h = 0
sind also durch die Linearisierung der vierdimensionalen Wellengleichung
erhdltlich. Man sieht hier ohne weiteres, daf die Maxwellsche und die
Diracsche Gleichung (letztere sogar ohne Massenglied) keineswegs einen
gemeinsamen Ursprung haben. Die Maxwellschen Gleichungen, die
mittels des Bivektors eingefiihrt waren, haben in bezng auf Transformationen
einen spezifisch vektoriellen Charakter. Fiir einen Bivektor haben wir
nidmlich, wenn wir die Bezeichnungen der Quaternionentheorie* anwenden,

B =TBT,

wo beide Bivektoren (Transformatoren) 7' und 1" in den Cayley-Klein-
schen Parametern linear sind. Anders mit den Biquaternionen ¢. In der
Transformationsformel

Q’ = QlQ Qz

kann @), gleich Hins gesetzt werden; dann hat das transformierte Biquatern-
ion einen in den Cayley-Kleinschen Parametern linearen Charakter;
d. h. es transformiert sich wie die Diracschen Funktionen 3**,

Wollen wir die vollstdndige Diracsche Gleichung in Betracht ziehen,
0 miissen wir die rechte Seite der Integralformen der C.-R.-Bedingungen (5)
nicht gleich Null, sondern gleich

j(UH%) a0 — L”h@j s H(U—m)daclazaszdg,-gdac,i
setzen. Wir miissen diese Tatsache als eine Verletzung der Monogenitit
der hyperkomplexen Funktionen (U +4 i B) betrachten.
Nach dem oben Gesagten konnten wir die folgende Frage aufstellen:
es sei die fiinfdimensionale Wellengleichung

Py Py Py 1Py 0y Py _me

ozr " 0P TR dz2 2or o0z detT wm ¥
gegeben, man fithrte die Linearisierung dieser Gleichung mittels eines
passend gewdhlten Systems der fiinf oder mehr hyperkomplexen Zahlen

aus. Das System aus finf hyperkomplexen Zahlen ist kaum befriedigend,

* Vgl. F.Klein, Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathematik,
II., S.84; E. Study, Math. Ann. 39, 441, 1891; H. Rothe, Enc. Math.
Wiss. III, 7, 1277.

** Dadurch wird auch der MiBerfolg zahlreicher Versuche, die Diracschen
ileichungen zu ,Maxwellisieren®, erklirt.
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denn die Multiplikationstabelle reduziert sich auf eine Quaterniontafel
und auf ein Quadrat mit j,; es gilt
Jofe = fs =0 (k=0,1,2 3).

Augenscheinlich haben wir eine grofie Freiheit in der Wah! des nétigen
Systems. Obne dabei auf die Eindeutigkeitsfrage einzugehen, beschrinken
wir uns auf einige Hinweise auf das in die Quantenmechanik von Dirac
eingefithrte Linearisierungsverfahren. Die entsprechende Aufgabe wurde
von Hurwitz bebhandelt*. Dabei ergab sich, dal im Falle der antikommu-
tierenden Matrizen der Rang der Matrizen erstens ein gerader sein muB
und zweitens bei der gegebenen Zahl der Matrizenk = 27 + 1 und &’ = 27
nicht kleiner als 27 sein kann (der Rang kann auch m - 2" sein, wo m eine
ganze Zahl ist). Z.B. erhalten wir fiir das System der fiinf antikommu-
tierenden fiir den Matrizenrang

29 +1 =5, r=2, 2" =4,

was wirklich der Eddingtonschen Pentade** der Matrizen entspricht.
Fir k = 8 erhalten wir r =1, 27r +1 = 8, d. h. nur drei antikommu-
tierende Matrizen vom Rang 2 (in der Quantenmechanik Paulische
Spinmatrizen genannt). Die Diracsche Linearisierung der fiinfdimensionalen
Laplaceschen Gleichung erscheint als mit Hilfe des einfachsten hyper-
komplexen Systems (nach den Quaternionen) durchgefithrt***. Dies System
ist nichts anderes als das Produkt der beiden unabhingigen gewthnlichen
Quaternionensysteme ¢ und @', so da

Qi@ = — @@, QF = —1, @ = —1 usw.

&9 = Q.0

Das System hat offenbar 16 fundamentale Einheiten, denen die Gruppe
der 16 linear unabhingigen Matrizen entspricht. Aus der Tafel der Produkte
@@, ersehen wir, daf die Komplexe aus den fiinf antikommutierenden
Einheiten gebildet werden kdnnen, die also zur Linearisierung der fin-
dimensionalen Liaplaceschen Gleichung geniigen. (Nach dem oben Gesagten
besitzen diese Matrizen den Rang 4.)

Hier haben wir das Beispiel der Linearisierung einer Gleichung in
n Verdnderlichen mit Hilfe eines hyperkomplexen Systems mit p > n Ein-
heiten.

und

* A.Hurwitz, Math. Ann. 88, 1, 1922,
** A.S.Eddington, Proc. Roy. Soc. London (A) 121, 524, 1928.
*** (. Scheffers, Math. Ann. 39, 293, 1891. Die sogenannten Quatern-
ionensysteme.
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Merken wir an, daf die den @ und @’ entsprechenden Matrizen unter-
einander in derselben Beziehung wie die Diracscheno und g stehen. Speziali-
sieren wir die allgemeine 16reihige hyperkomplexe Zahl durch die Forderung
U; = Uy,_,;, w0 u; die reellen Teile der Diracschen y-Funktionen sind,
g0 erscheinen die C.-R.-Bedingungen fiir ein solches hyperkomplexes
System als den Diracschen Gleichungen &quivalent.

Es entsteht eine interessante Frage nach der Moglichkeit der Kin-
fihrung des Residuumsbegriffs bei allen erwihnten hyperkomplexen
Systemen, besonders bei der Diracschen Gleichung. Sie bleibt jedoch
noch ein offenes mathematisches Problem*.

Wir freunen uns, Herrn Dr. V. Fock fiir einige wertvolle Bemerkungen
herzlich danken zu koénnen.

* Das Schwierige ist dabei die Notwendigkeit, die zwei Differential-
koeffizienten zu unterscheiden. P.W.Ketchum, Trans. Amer. Math. Soc.
30, 641, 1928; L. Autonne, Journ. Math. (6) 3, 53, 1907.




