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Einige die Quantenmechanik betreffenden 
Erkundigungsfragen. 

Von W. Pauli  in Zfirich. 

(Eingegangen am 17. Dezember 1932.) 

w 1. ~ber die Ro]]e der imagin~ren Einheit und den Begriff der r~umlichen 
Wahrscheinliehkeitsdich~e eines Teilehens in der Wellenmeehanik. w 2. Die 
Analogie zwisehen Photonen und Elektronen und ihre Grenzen. w 3. Zur Frage 

der Formulierbarkeit der Quantenmechanik a]s Nahewirkungstheorie. 

Unter dem voranstehenden Titel hat Herr P. E h r e n f e s t  1) mehrere 
bestimmte Fragen zur Diskussion gestellt. Da ich anl~ltlich der Abfassung 
eines zusammenfassenden Artikels teilweise auf ganz ~hnliche Fragen 

gestol3en bin, mSge es mir erlaubt sein, bier einige Bemerkungen dariiber 
zu verSffentlichem Diese beanspruehen weder neu zu sein, noeh endgfiltige 
Antworten auf die aufgewoffenen Fragen darzustellen. Sie mSgen nur dazu 
dienen, die yon E h r e n f e s t  eingefi~hrte Fiktion eines ,,guten Tones", 
der verlangt, diese Fragen als ,,sinnlos" beiseite zu schieben, wieder aus der 
Welt zu schaffen und zugleieh auf den Zusammenhang dieser Fragen mit 

den noch ungelSsten Problemen der relativistisehen Quantentheorie (Zu- 
st~nde negativer Energie, Selbstenergie des Elektrons) hinzuweisen. Hierbei 
besehranke ich reich auf die in den Abschnitten A und B sowie den darauf- 
folgenden Bemerkungen der Eh ren fe s t s chen  Note erSrterten Fragen, 
w~hrend ich die in deren Abschnitt C enthaltenen, mehr mathematiseh- 
gruppentheoretisehen Fragen auger Betraeht lasse, weft ieh reich fiir ihre 
Diskussion nicht kompetent f~hle. 

w 1. Uber die Rolle der 4maginSren Egnheit und den Begr~// der riiumlichen 
Wahrscheinlichkeitsd~chte eines Teilchens in der Wellenmechanik. 

Wir be~nnen damit, far den Fall eines Teilchens, zun~chst bei Ab- 
wesenheit ~ul~erer Kraftfelder, ausgehend vonder  Vorstellung (symbolischer, 
d.h.  selbst nicht direkt beobachtbarer) Wellen im vierdimensionalen 
t{aum-Zeit-Kontinuum, eine Folge yon Annahmen versuchsweise zu formu- 
lieren, yon denen jede jeweils weitergehend ist als die vorhergehenden. 
Damit wird jedoch nicht beabsichtigt, eine vo!lst~ndige Axiomatik der 
Wellenmechanik zu erreichen, sondern haupts~cblich die besondere Rolle 
des Begriffes der r~umlichen Wahrscheinlichkeitsdichte zu betonen, dessen 

z) p. Ehrenfes t ,  ZS. f. Phys. 78, 555, 1932. 
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Existenz nach meiner Meinung zu Unrecht gewShnlich als selbs~verst~ndlich 
vorausgesefz~ wird. D;eser Begriff ist entscheidend ftir die im folgenden 
w 2 zu erSrternde )"rage der Analogie z~vischen Licht und Materie und ihrer 
Grenzen mid I~13~ auch am bes~en den Grund far das Auftreten der ima- 
gin~ren Einheit in der SchrSdingergleichung erkennen!). 

I. 1. Es gibt ein Wellenfeld rn i t  Superposi~ionsprinzip, beschrieben 
durch eine noch unbestimmte Anzahl yon Komponenten ~Pl, ~fe . . . .  Sind 

~(1) (~', t), ~2) (~, t) mSgliche Felder, so is~ auch cly,~l)(~, t) ~-c~y~2)(~, t) 
mit beliebigen (den Index o nich~ enthaltenden) Konst;anten cl, c 2 ein 
mSgliches Feld. 

I. 2. Bei Fourierzerlegung der ~fe (~,  t) (in Integral oder Summe) 
entsteh~ 

~o~ (~, t) = ~ a~ (k) e~ (k~- ~t) + b~ ) e - ~ ( ~ - , t )  (I) 

(bzw. ~ dk statt  ~ ) ,  worin die positive GrSBe ~ eine Funktion Lkl VOIl  
' J k 

ist; die GrSflen v und k sind gemini3 der fundamen~alen Beziehtmg 

E = h~,, ~ = hk 

(h = Wirkungsquantum dividiert dureh 2:% ~ = I~o.isfrequenz) mit den 
meehanisehen GrSgen Energie--Impuls verbunden. Deshalb gen~gen sie 
den Relationen 

h 
v = ~ I k I ~ for unrela~iv. Massenpunk~e, 

~2 ~n2 C 2 
- -  ~ [k I ~ fiir relativ. Massenpunkte, 

e ~ h ~ 

?)2 

c~ ---- I k I ~ fiir Photon. 

Zu jedem ~ soil es eine ebene Welle wirklich geben. Welche AbhSngigke,its- 

relationen aber zwischen den (ira allgemeinen komplexen) a e (~), b e (~) bei 

der zu gegebenem ~' gehOrigen allgemeinsten mSglichen Welle gehSren, dartiber 

wird hier noch nichts angenommen. Es kSnnte z. B. sein, dal~ b e (~) ~ 0 
@ 

sein mul~, oder auch be ~)--= a e (~), d .h .  ~Pe reell. 

~) In der Matri~_~'.echanik yon He i s enbe rg ,  Born  und J o r d a n  war der 
/ormale Grund for ihr Au~treten das Multiplikationsgesetz der Matrgzen in Ver- 
biv.dung mit dem I4ombinationsprinzip fOr die Spektralfrequenzen des emittierten 
Lichtes. 
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I. 3. Die Absolutbetr~ge l ae~)l und Ibe (~)1 yon a e und b e sollen 
mel~bare GrSl]en sein, und bis auf einen eventuell yon I kl abh~ngigen 

Normierungsfaktor soll I ae (~)I s -t-lbe (~ 12 der Wahrscheinlichkeit, den 

(dutch h dividierten) Impuls des Teilehens im Gebiet ~, ~ -b d~ zu treffen, 
proportional sein. 

Daraus folgt~ schon einiges, und zwar insbesondere die MSglichkeit des 
Grenz~iberganges zur Strahlenop~ik (klassischen Meehanik), wo man vom Zer- 
fliel]en der Pakete absehen kann. Dies ist n~mlich erlaubt bei Linear- 

dimensionen der Pakete, die grol] gegen das Reziproke des ,,mittleren" i kl 
sind. Ferner folgt der Umstand, dal3 

0 r  

die Gruppengeschwindigkeit ist. Endlieh die Unbestimmtheitsrelationen 

A ~ . A ~ ] ,  At. ~J~ ~1,  
also 

A~.A~,-~h, A t . A ~ h  

als der GrSBen0rdnung nach riehtige Relationen. (Die Ausdehnung der 
Pakete ist hier noeh nicht quantitativ definierbar, aber das sehadet niehts.) 

Bis hierher sind Maxwellfeld und Materiewellenfeld analog, aueh ware 
das Feld eines einzigen reellen Skalars noeh mit den eingefiihrten Annahmen 
vertraglich. Nun kommt eine neue Annahmengruppe: 

II. 1. Die Wahrseheinlichkeit, W (~, t) d x 1 d x~ d x~, das Teilehen 

zur exakten Zeit t, im infinitesimalen Volumenelement ~, ~ + d~ zu finden, 
ist stets ein sinnvoller Begriff. Es mul~ dann erstens W (~) wesentlieh 
positiv sein: 

W (~, t) ~ O. (1) 
Zweitens mul3 

W (~, t) dx~ dx~ dxs = 1, (2) 

also jedenfalls unabh~ngig von t sein. 

I-Iier mSge besonders stark betont werden, dab diese Annahme, W (~, t) 
sei stets ein sinnvoller Begriff, weder selbstverstandlieh ist, noch aus dem 
in den Unbestimmtheitsrelationen zum Ausdruek kommenden Gesichts- 
punkt der Komplementaritat (Annahmengruppe I) gefolgert werden kann. 
Denn es handelt sich um die Bestimmung des Teilehenortes aueh aufierhalb 
der G~ltigkeit der klassischen Mechanik, d.h. in Raum- und Zeitgebieten, 
deren Dimensionen klein sind vergliehen mit der mittleren Wellenl~nge 

Zei tschr i f t  fiir Physik.  Bd. 80. 3 8  
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bzw. Schwingungsperiode des betrachteten Wellenpaketes. Die Existenz 

yon W (~, t) ist allerdings evident, wenn gezeigt werden kann: 

II. 1'. Es existieren stets Experimente, aus deren Ergebnis mit Sieher- 
heir geschlossen werden kann, ob das Teilchen zur Zeit t sieh im Volumen- 

element ~, ~ ~ d ~ befindet oder nicht (derart, dal3 im ersteren Fall die 
gleichzeitige direkte Wirkung des Teflchens an einem anderen Ort aus- 
gesehlossen ist). Sobald derartige Experimente nicht immer existieren, 

kann man tiber die Existenz eines W (5, t) im Zweifel sein. Ich komme 
auf diese Zweifel sp~iter zurfick. 

Nun komme ich zur anfangs gestellten Frage fiber die Notwendigkeit 
yon mindestens zwei reellen Skalaren bei den de Broglie-SehrSdinger- 
Wellen. Ich behaupte, diese Notwendigkeit und dami~ aueh die imagin~re 
Einheit kommt hinein beim Suchen nach einem Ausdruck /~r die Wahr- 
scheinliehkeitsdichte W, der die Forderungen (1) und (2) be/riedigt und der 
die zeitliehen Ableitungen der y~ nicht enthdlt. Die letztere Forderung ist 
n6tig, um den Begriff ,,Anzahl der benutz~en Skalare" eindeutig zu 
machen. Ein einzPger reeller Skalar, der einer Differentialgleiehung 
zweiter Ordnung in t genfigt, ist ja ~quivalent der Benutzung yon zwei 
reellen Skalaren, die Differentialgleichungen erster Ordnung in t genfigen 

(man seize dann r ~ = Y)2). Das Umgekehrte gilt aueh, wie sogleieh 

erlautert wird. Stellen wit also da.s Axiom auf. 

II. 2. Wenn die ~pq (~, t) ffir ein bestimmtes t o als Funktionen yon 

bekann~ sind, so sell W fiir diese Zeit t o dureh die ~v,o (~, to) allein bestimmt 
sein, und zwar soll, als die einfachste MSgliehkeit, W quadratiseh (bzw. hi- 

linear) yon den Funktionsverliiufen der yJe (5, t) abhangen. 

Erlauterung. Ein bilinearer Operator W (~, t) ordnet zwei Siitzen ~p~) ~ )  
und V~ 2) (~) yon Funktionen eine Funktion yon ~, t zu, derart, dab 

~" J % (2) ~", 

and 

w (~, 0 (c~ 41' (~,) + ~, r~ ~> (~,), ~ (~,,) } 

.-_ ~, w ( ~ , o  {r~'>(~,), ~(~+,,) } + ~ w(~,  , ) I  r~2>(~,),.~(~,,) }. . 
Ist der Operator lokal, so ist er eine quadratische Form aus den ~Pq und endlich 
vielen ri~um]ichen Ableitungen; ist er nicht lokal, so kann er von der Form sein 

~f aqo(~,~',~" ) lpO (~, t) ~o ( x')'', t)d'~, d~,,. 
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Es w~re natfirlich a priori m6glich gewesen, dab man zu Formen vierter 
oder hSherer Ordming haste gehen miissen, aber die Erfahrung zeigt, dal~ 
man mit den quadratischen Formen auskommt. 

Nun ist die Diskussion im relativistischen Fall mid im unrelativistische~ 

Fall versehieden. Betrachten ~ir zun~ehst den letzteren. Im kr~ftefreien 

Fall sieht man sofort: Ftir  ein bestimmtes k l~Bt sich aus dem Realteil 
einer einzigen Welle der Form (I) und seinen r~umliehen Ableitungen kein 

in den Amplituden quadratiseher Ausdruek angeben, der ein zeiflieh kon- 
stantes Volumenintegral hat, da die zeitliehe Abhaltung des quadratisehen 
Ausdrueks im Integranden einen willkiirlieh vorsehreihbaren Weft hat. 
Ist jetzt ~p speziell der Teil yon (I), der allein die ae, ~* also der Teil yon (I), 
der allein die b e enth~lt, so ist 

~p2dV und ~ ~p*~"dV 
zeitlich variabel, allein 

~ ~o~o*dV 

ist konstant und es geniigen die so spezialisierten yJ und ~p* den Differential- 
gleiehungen ers~er Ordnung 

h 0y~ h 0~p* h ~ 
i Ot -- H,p, y - O r  -- (H~,)*, H =  E o - - ~ m A 1 ) ,  

also, W (~, t) = ~p* y~. (II) 

Die andere MSgliehkeit, einen einzigen reellen Skalar U einzufiihren, der 
einer Differentialgleiehung zweiter 0rdnung in t geniig~, also y~ und ~o* 
dureh ein einziges reeUes ,,Potential" mid seine (bei gegebenem t willktirlich 
ws erste Ableitmig 0 U/Ot auszudriieken, ist in der Tat vorhanden; 
und zwar nieht nut im kraftefreien Fall, sondern allgemein, wenn H die Zeit~ 
nieht explizite enth~lt und reell ist. Man setze 

= i O t + U, also ~o*---- ~ - ~  + U (8) 

und f~r das reelle U die Differentialgleichung 

( - ~ 0 ~  ) g ?  + ( ~  o = o, (iiI) 

also im kr~ftefreien Fall 

_ + § = o 

1) Eo = moo2 kann man je nach Geschmack mitnehmen oder fortlassen. 
3 8  * 
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Aus der allgemeinsten reellen LSsung yon (III) bekommt man die all- 
gemeinste komplexe LSsung yon (II). Die Dichte W wird 

h~ {0 V' \  ~ W (x, t) ----- \ - ~ - ]  -4- (H U) 2, (4) 

deren zeitliehe Kons~anz auch direkt aus (III) folgt, wenn immer ]-] reell- 
selbstadjungier~ ist und die Zeit nicht explizite enth~lt. Ist 1-] hermiteseh, 
abet nieht reell,, so ist auch U nieht reell. Am physikalisehen Inhalt der 
Theorie andert sich dutch die Einftihrung yon U niehts, nur die Formeln 
werden komplizierter. Dies/iui~erl sieh nieht nut in der Transformations- 
theorie, sondern aueh bei der Zusammensetzung zweier unabhdngiger Systeme 
zu einem Gesamtsystem. An Stelle der einfaehen Produktbildung y~ ~ ~v 1 �9 y~ 
trit~ bei den U etwas wesenr Komplizierteres. 

In] relativist@chen Fall mull man noeh weiter Iordern: 

II. 8. Es gibt zu W einen Stromvektor J ,  so dal3 die Kontimfiti~ts- 

gleichtmg 0 W 
- -  + div ]---- 0 
Ot 

gilt und ( ~ , ~ i W ) e i n e n  Vierervektor bilden. 

Dann folgt bei Abwesenheit yon Kr/iften die Diraegleiehung als 
(im wesentliehen) die einzige MSgliehkei~. Insbesondere wird die Ein- 
ftihrung yon GrSiten mit zweideu~igen Darstellungen der Lorentzgruppe 
unerliil~lieh, tun neben tI.  8. aueh die Forderung (1), dal~ W positiv definit 
sei, zu erftillen. Dies ergibt sieh am einfaehsten aus der urspriingliehen 
Argumentation yon Di rac  und sell deshalb hier nicht welter ausgefiihrt 
werden. 

w 2. Die Fragen der Analogie zwischen Photonen und Elektronen 
und ihrer Grenzen. 

Es mul~ hier zuni~ehst eine in der Note von E h r e n f e s t nieht eingeftihrte 
Unterseheidung zwisehen zwei verschiedenen Arten von Feldern sorgfMtig 
durehgefiihrt werden. Diese nennen wit einerseits grofle Felder, die eine 
9rofle und unter Umst~nden unbestimmte Anzahl von Teilchen besehreiben 

(bei der Materie mit T e, bei den Photonen mit E, H bezeichnet); anderer- 
seits kleine Felder, die einem einzigen Teilehen zugeordne~ sind (bei der 

Materie mit ~Pe' beim Photon mit e ,  ~ bezeichnet). Die kleinen Felder sind 
selbst prinzipiell nieht direkt met~bar, sondern dies isr hSehstens der Fall 
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for aus ihnen oder ihren Fourierkomponenten quadratisch gebildete Wahr. 
scheinlichkeitsdichten. Die groBen Felder sind in der Quantentheorie 
q-Zahlen (Operatoren oder Matrizen) ; ftir die Materie eingeftthrt yon Kle in ,  
J o r d a n  und Wigne r ,  for die Photonen zu deuten als die mit einer ge- 
wissen dureh die Endlichkeit des Wirkungsquantums begrenzten Genalfig- 
keit klassiseh meBbaren elektromagnetisehen Feldst/irken. Nut die kleinen 
Felder unter sich and die groBen Felder unter sieh diirfen iiberhaupt in 

Analogie gesetzt werden [trotzdem sowohl das kleine (e, ~)- als aueh das 

groBe (5; H)-Feld im Falle der Abwesenheit von Ladungen beide den 
Maxwellschen Gleichungen geniigenl)]. Aber selbst diese beiden an sich 
richtigen Analogien haben ihre Grenzen, die nun diskutiert werden sollen. 

1. Grenzen der Analogie zwischen ( e , ~ ) -  und ~fe-Feld. Be~rachten 
wir die Maxwellschen Gleiehungen ffir das Vakuum (Fehlen yon La- 

dungen) ffir das e ,  ~-Feld eines Photons einerseits, die Diracsche Gleichung 

flit ein kr~ftefreies Materieteilchen andererseits. Die (e, h) seien reell, 
die yJe kSnnen, wenn man will, zun~ehst aueh reell gewiihlt werden~). Da 
trifft man zuniiehst den yon E h r e n f e s t  berei~s hervorgehobenen Unter- 
sehied: 

aj _F~tr das Photon existiert kein Viererstromvektor, der die Kontinuitdts- 
gleiehung be/riedigt und positiv de/inite Diehte hat (Annahmen II. 2. and II. 3. 
sind nieht simultan erffillbar). Wir miissen daraus sehliel~en, dal~ fiir das 
Photonfeld aul~erhalb der Gtiltigkeit der geometrischen Optik (Strahlen- 
optik) fiir ein nieht monochromatisehes Feld der Begriff der raum-zeitlieh- 

lokalen Teilehendiehte W (~, t) nieht sinnvoll existiert. Ich halle diese 
Feststellung fiir endgt~ltig und teile roll und ganz die yon E h r e n f e s t  
in Bemerkung B, 3 ges Ansieht, dal] ,,all die virtuosen Abhand- 
lungen fiber die Analogien zwischen den Maxwellsehen Gleiehungen 
einerseits und speziell den Diracgleichungen andererseits absolut niehts 
ergeben haben". Man kann sogar sagen: Diese Abhandlungen haben etwas 
ergeben, was der Ansicht ihrer Verfasser entgegengesetzt ist: n~mlich, 
daI~ der in Rede stehende Untersehied selbst dutch noeh so allgemeine 
mathematische Formalismen nicht beseitigt werden kann. Die. Nicht- 

1) L. de Br oglies ktirzlicher Versuch (C. 1~. 195, 536u. 862, 1932), die Giiltig- 
keit der Maxwellschen Gleichungen fiir das( e~ ~ )-Feld aufzugeben, scheint dem 
Verfasser angesichts der hieraus entspringenden physikalischen Konsequenzen 
nicht gegltickt zu sein. 

2) Man beachte, daI3 im kr~ftefreien Fall bei geeigneter Wahl der Matrizen 
~i, fi die Diracschen G]eichungen reelle LSsungen ffir ~p@ besitzen. 
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existenz eines den Annahmen II. geniigenden W ist es, die es mSglich maeht, 
beim elektromagnetisehen Feld mit eindeutigen Darstellungen der Lorentz- 
grUppe (ohne Spinoren) auszukommen. Der physikalisehe Untersehied 
spiegelt sich direkt wieder in dem (ebenfalls auf keine Weise for~eskamotier- 
baren) mathematischen Untersehied zWisehen FeldgrS~en, die bei der 
L0rentzgruppe sich gem~13 eindeutigen Darstellungen, und solehen, die sieh 
naeh zweideutigen Darstellungen transformieren. 

An dieser Stelle glaube ieh aueh die didaktisehe Fr~ge beantworten 
zu kSnnen, wie man bei der Einftihrung in die Quantenmeehanik die Ana- 
logien zwischen Photon und Elektron behandeln soil. Die Analogien be- 
treffen diejenigen Eigenschaften der kleinen Felder des Photons und 
Elektrons, die bereits a~s dem Annahmenkreis I folgen und bei denen 
kein exakter Begriff der Teilehendiehte in Raum-Zeitgebieten, die mit 
Wellenl~nge-Sehwingungsperiode vergleiehbare Dimensionen besitzen, be- 
nStigt wird (z.B. Wilsonbahn der ~-Strahlen= geometriseh-optischer 
Strahl des Lichtquants). 

Das Fehlen des exakten Wahrscheinliehkeitsdiehtebegriffes beim 
Photon (es haben nieht nut L a n d a u  und Peier ls  den riehtigen Ausdruek 
ftir diese Diehte nieht finden kSnnen, sondern es gibt keinen riehtigen Aus- 

druek ftir sie) ~ul3ert sieh in der Konsequenz:Das Verschwinden des (~, ~)- 
Feldes an einer Raum-Zeitstelle hat keine direkte physikalisehe Bedeutung, 
ira Gegensatz zum Versehwinden des ~oe-Feldes an einer Raum-Zeitstelle. 

Noeh eine Bemerkung fiber monochromatische Strahlungsfelder sei 
hier angefiigt. In einem solehen sind die (fiber vergliehen mit der Sehwin- 
gungsdauer lange Zeiten erstreckten) zeitliehen Mittelwerte irgendweleher 

quadratiseher Funktionen der Feldsts ~ und ~ als Raumfunktionen 
exakt meBbar. In Gebieten, die klein sind vergliehen mit der Wellenl~nge, 
wird dutch die gewShnlich benutzten Apparate 1) in Interferenzfeldern, 

abet nicht I eg' I -]-Ih~], sondern leVI bestimmt, wie dies bekanntlieh bei den 
Versuehen fiber stehende Lichtwellen zutage tritt. Wiehtig ist, dab die 

,,le~l-Apparate '' und die "t h21-Apparate" verschiedene Raumfunktionen 
ergeben. 

b) Wir kommen nun zu einem zweiten Unterschied des (~, ~)-Feldes 
von dem F~-Feld, der yon E h r e n f e s t  in der Bemerkung B. 1. beriihr~ 
wird und der mit der beim jetzigen Stand unserer Kenntnis allein durch- 
fiihrbaren Behandlung der ,,Zust~nde negativer Energie" zusammenh~ngt. 

1) Photozellen, photographisehe Platten. 
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Diese Behandlung ist for Elektron und Photon verschieden. Die reellen 

LSsungen der Maxwellgleichungen ftir das (e, ~)-Feld haben die Eigenschaft, 

dab die Energiedichte ~ ---- 1 (e 2 -k ~) (zwar ein zeitlich konstantes Volumen- 
integral besitzt, aber) an einer vorgegebenen Raumstelle nicht zeitlich 
konstant ist, sondern Oszillationen der Frequenz 2 ~ aufweist, wenn 
die Frequenz des Feldes selber ist. In einer Theorie, die so aufgebaut ist, 
als ob der genaue raum-zeittiche Verlauf yon ~ und damit auch jene Oszilla- 
tionen beobachtbar w/trenl), beschreiben diese reellen LSsungen also keine 
stationiiren Zust~nde. In dem Bestreben, solche LSsungen der Feld- 
gleichungen zu finden, bei denen ~ an jeder l~aumstelle genau zeitlich kon- 

stant ist, wird man dazu gefiihrt, das (e, ~)-Feld und den Ausdruck [~tr 
zu modi/izieren. Unsere Theorie der Lichtemission and Absorption ist so 
gemacht, dal~ im Falle eines Photons mit bestimmter Frequenz und Fort- 
schreitungsrichtung die Zeitabh~ngigkeit der Wellenfunktionen durch den 
komplexen Faktor e~ ~ t beschrieben wird und dab auBerdem nur der Teil 

- ~  -) .  

des (e, h)-Feldes gebraucht werden daft, bei dem die Zeitabh/ingigkeit 
bei Fourierzerlegung allein die e - t ,  tmi t  positivem ~ enth/~lt. Dieser Teil 

yon e heiBt 7, der andere 7*. Es zeigt sich, dab dann neben 

=7+7" 
auch gilt i 

- r o t  ( 7 - -  

Der Teil des (e, ~)-Feldes, der die Zeitabh~ngigkeit e + ~,t (v > 0) hat, 
wiirde Lichtemission im Grundzustand und Lichtabsorption im oberen 
Zustand ergeben (Photonen negativer Energie). Ferner ersetzt man 
�89 ([el ~ +lh]~)  d.rch den A.sdr.ok 

der im stationiiren Zustand keine zeiCabh/~ngigen Bestandteile mehr enth/iit. 
Die erw/ihnte Eigenschaft der Theorie der Wechselwirkung yon Licht 
und Materie ist sehr allgemeiner Art, da sie nicht aus der speziellen Wahl 
des Hamiltonoperators, sondern bereits aus der Forderung folgt, dab die 
Wellenfunktion des Gesamtsystems in erster N/~herang in ein Produkt 
zerfallen soil, dessen Faktoren sich auf die Materie allein bzw. das elektro- 
magnetische Feld allein beziehen. (Die Wichtigkeit dieser Forderung 
wurde bereits i m w  1 erw/~hnt.) 

~) Man beachte: Die Oszil]ationen tier (e, ~)- bzw. tp~-Felder selbst sind es 
trivialerweise nicht ! 
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[Nebenbei sei bemerk~, dal~ eine analoge Zerlegung des grol]en (q-Zahl) 

(5, ~/)-Feldes in F u n d  F* daml nStig ist, wenn man die Nullpunktsenergie 
der Strahlung fortschaffen wilL] 

Nun ergibt sieh ein Untersehied zum Materiefeld: 
Auch bei Wechselwirkung mit der Materie bleibt das Fehlen yon ,,Photonen 

negat~ver Energie" bestehen, wdhrend beim Materie[eld bekanntlieh die Uber- 
gi~ng e yon ,,Zustiinden positiver Energie" zu ,,Zusti~nden negativer Energ/e" 
n~cht eliminiert werden konnten. 

Diese GrSl~en 7 und 7 ~ bringen den niehtlokalen Operator ~/= A oder 
1/V ' ~  A notwendig in die Theorie hinein; nicht nur bei ihrer zeitlichen 
Abh~ngigkeit tritt er auf, sondern aueh bei ihrem (bei Anwesenheit von 
Ladungen, die ihre zeitliche Abhiingigkeit modifizieren) geradezu unCiberseh- 
baren Verhalten bei Lorentztransformationen. Es sei noeh besonders darauf 
hingewiesen, dal3 bei den Diracwellen die Nebenbedingung, nur Felder 
mit Zust~nden positiver Energie zu verwenden (SehrSdinger), ebenfalls 
einen dem ~/Z A-Operator analogen nichtlokalen Operator (n~m!ieh 

~/m-~o ~ -b A) in die Theorie hineinbringen wiirde. Dieseniehtlokalen Opera- 
toren, die wohl allgemein als unnatiirlieh empftmden werden, sind eharak- 
teristiseh fiir das AusschlieBen yon Zust~nden negativer Energie. 

Hier sind wir auf das ungelSste Problem gestol~en, was mit den ,,Zu- 
st~nden negativer Energie" verntinfligerweise zu gesehehen hat. Wird 
es bei der Festsetzung: ,,Einem stationiiren Zustand entsprieh~ notwendig 
eine LSsung mit der Zeitabh/~ngigkeit e -t~l'' immer bleiben? Das h~ngt 
na~tirlich davon ab, wie man die Weehselwirkung zwisehen Lieht und Ma~erie 
besehreiben kann. 

Noch wiehr ist die Frage: Wird aueh in einer kiinftigen Theorie 
des Materiefeldes, welche die Schwierigkei~en der Zust~nde negativer 
Energie zu vermeiden gestatten wird, der Begriff der Wahrseheinliehkeits- 
diehte W bestehen bleiben ? Der Verfasser vermutet, daI3 eine solehe kiinftige 
Theorie eine wesentliehe Modifikation des Raum-Zeitbegriffes (nicht nur 
des Feldbegriffes) in Gebieten der Dimension h/mc bzw. h/mc 2 bringen v~ird. 
Werden in einer solehen Theorie die hier diskutierten Untersehiede zwisehen 
Photonen und Elektronen vergrSl~ert oder verkleinert werden? Diese 
Frage miissen wit often lassen. 

Wir kommen zu einer weniger sehwierigen Frage. 

2. Unterschiede zwischen dem ~r und dem (E, ~l)-Feld. Das (E, H)- 
Feld hat die Eigensehaft, dal3 es im Grenzfall groBer Lichtquantenzahlen 
ein klassisch mel3bares Feld ist, d.h. dal~ dort mcht nut die Amplituden, 
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sondern auch die Phasen mit relativ sehr hoher Genauigkeit mei~bar werden. 

Dabei ist aber wesentlich und entscheidend: Jede Messung yon ~: od~ ~t 
in einem endIichen Zeitintervall ist mit einer unbestimmten ztnderung der 
Anzahl der vorhandenen Photonen verbunden. Man sieht dies daran, dalt 

bei der Phasenmessung yon E oder H die Lorentzkraft benutzt werden 
mul3. Der benutzte geladene ProbekSrper wird bei  seiner Besehleunigung 
~., dem zu messenden Feld strahlen und (je naeh der Phasenbe~iehung 
mlt dem zu messenden S~rahlungsfeld) Energie emittieren oder absorbiereu, 
also die Lichtquantenzahl ver~ndern. (Naeh der Zeitdauer T der M:essung 
richter sieh dabei die mittlere Frequenz v , ~  1/T des gestreuten Quanten.) 
Dies ist keine Zufi~lligkeit des Mel~verfahrens, sondern f01gt auch aus dem 

Formaiismus: Liehtquantenzahl N und E oder H sind nicht vertauschbar, 
die Versuehsanordnungen zur Messung dieser GrSl3en sehliel~en also einander 
aus (Komplementarit~t wie bei p und q). 

Das Te-Feld hat nun der Fermistatistik start der Bosestatistik zu 
gehorchen und das maeht es schon allein unmSglieh, es so wie ein klassisehes 

Feld zu messen. Die Eigenwerte der Funktionen ~,o (~) bestehen dann 
n~mlich nieht aus der GesamtheR aller kontinuierlichen Funktionen, 
sondern aus einer viel geringeren Mannigfaltigkeit gewisse~" Treppen- 
funktionen. Daher sind in diesem Falle die ~e kein Feld im gewShnlichen 
Sinne. Denken wir uns andererseits fingierte Elemen~arteilehen mi~ Bose- 
statistik bzw. betrach~en wir ~-Teilchen und nehmen an, dal3 sie zwar Kr~fte 
aufeinander ausfiben und unter dem Einflul~ iiul3erer Strahlungsfelder er- 
fahren, dal] sie aber nich~ zertrfimmert werden und man yon besonderen 
Struktureffekten absehen kann, d. h. dal3 sie sieh wie Elementarpartikel ver- 
halten. Dann gilt naeh P e ier ls  1) : In einer GesamtheR yon gleiehen Teilehen, 
selbst yon solehen mit Bosestatistik, isr da~ T~-Feld prinz~piell unmeflbar, 
solange keine Prozesse statt[inden, bei denen die Gesamtzahl der Teilehen 
sich iindert. Es gehen dann eben in die Hamiltonfunktion nut Matrix- 

0 
elemente yon ~P~ T ,  oder T~ ~ }P~ ein (welehe GrOl~en mit der Gesamt- 

zahl der Teilehen vertausehbar sind). Die Wahl der Phasen d.er Te und daher 
die Ortsabh~ngigkeit yon Real-und Imagini~rteil ist gleichgfiltig. In  dem 
Fehlen jener Prozesse (fiber Zerstrahlungsprozesse wissen wir nichts) liegt 
auch das Fehlen des Analogons zur Lorentzkra/t beam Materie/eld. 

1) DJese Bemerkung yon Peierls stamm~ aus seJnem unver6ffentlichten 
ZOricher Habilitationsvortrag fiber die Analogie zwischen Lieht und Materie 
und wJrd hier mit seiner ffeundlichen Erlaubnis benutzt. 
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w 3. Zur Fvage der Formulierbarkeit der Quantenmechanik 
als Nahewirkungstheorie. 

Die in Rede stehende Frage ist eine sehr komplexe und yon ihr gilt 

in besonderem Ma~e, dal~ das letzte Wort dariiber dureh die gegenw~rtige 
Quantentheorie noch keineswegs gesprochen ist. Immerhin scheint es mir, 
da~ sie aueh in anderer Weise betrachtet werden kann, als es yon E h r e n f e s t  
in seiner Note geschehen ist. 

Zun~chst seheint es nieht unbedingt empfehlenswert, den Begriff 
der vieldimens~onalen Theor~e, d.h. einer Theorie, die N Teilchen dureh 
einen 3 N + 1-dimensionalen Konfigurationsraum beschreibt - -  mit dem 

Begriff der Fernwirkungstheorie zu identifizieren. Auch in der klassischen 
statistisehen Mechanik wird z. ]3. ein vieldimensionaler Phasenraum (wenn 
man die Zeit als besondere Dimension mitzi~hl~, hat dieser freilich 6 N -+- 1 
start 3 N + 1 Dimensionen bei N Teilehen) zur Besehreibung des statisti- 
schen Verhaltens einer Gesamtheit von Teilehen eingefiihrt, und zwar selbst 
dann, wenn die Kr~fte zwischen den Teilchen eine endliche Ausbreitungs- 

gesehwindigkeit besitzen, wo also yon Fernwirkung kaum die Rede sein 
kann. Dabei kSnnen die 3 N Ortskoordinaten der Teilchen als ihre Lagen 
im gewShnlichen dreidimensionalen Raum besehreibend aufgefal~t werden. 

Deshalb soll die in Rede stehende Frage hier nicht yore Standpunkt 
der M5glichkeit der Ri~ekkehr zum vierdimensionalen Kontinuum dis- 
kutiert werden, als vielmehr in folgender Weise. In der klassisehen 
Theorie geht man dadurch yon der Fern- zur Nahewirkungstheorie fiber, 
dal~ man das Coulombsche Gesetz durch Hinzuffigen des elektrisehen 
Feldes als Zwischenbegriff in Differentialgleiehungen des Feldes umschreibt. 
Die hier zu diskutierende Frage ist nun diese: Kann man etwas Analoges 
auch in der Quantenmechanik maehen ? 

Beriieksichtigen wit zun/iehst wie in der urspriinglicben S c h r S d i n g e r -  
schen Theorie des Konfigurationsraumes nur die elektrostatisehe Weehsel- 
wirkung der Teilehen, vernaehl~ssigen also die Retardierung und die magne- 
tisehe Wechselwirkung. Dann ffihren wit als Zwisehenbegriff das yon dem 

c-Zahl-Ruum (und der e-Zahl-Zeit) abhiingige Feld E (~, t) ein. Dabei 

sind dureh .~ die Koordinaten des Au/punktes bestimmt im Gegensatz 

zu den 3 N Koordinaten ~(8), s = 1, . . . ,  N der N Teilehen. Die Xl, x2, x 3 

sind mit allen GrSl]en vertauschbar, die X(S) sind mit den Impulsen 

- -  i a i (~) nicht vertausehbar. Das Feld E (x) ist mit den X(~) ver- 
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tauschbar, aber nicht mit den ~(~). Es soll n~mlich als Ersatz des Coulomb-  
schen Gese~zes die Gleichung gel~en: 

N 

div E (~) = 4 z ~ e~ ~ (.~ - -  ~:(s)). (*) 
1 

Ist re = IX--~(~)  [dio  ~ . t~o~ung des s-ten Teilehe.s vom Au~punkt, 
so wird in der Tat 

~;(~) = ~ r - ~ .  ~ 

Als SehrSdingergleichung hat man nun anzusetzen 

(  07) " ~ 8  ~ -  - -  ~ 

k=~ OX 

Das wi~re identiseh mit der SchrSdingergleichung, wenn nicht gelten warde 

l j ' ~ ( x ) d x ,  dx ,  dx~ = l ~ e ~ % ,  
2 2~,~,r~, ~ 

1 
worin s ~ s' nicht ausgeschlossen ist. Die Selbstenergieterme = ov 

sind also darin enthalten. Im iibrigen kSnnte man sie endlich machen, wenn 
man in (*) start der (~-Funktion eine endliehe, in einem Gebiet mit Linear- 
dimensionen yon der GrSBenordnung des Elektronenradius merklieh yon 
Null verschiedene D-Funktion, die fiir die Gestalt des Elek~rons eharak- 
teristiseh w~re, einfiihren wiirde. 

Das angedeutete Verfahren l~Bt sieh, wie in der Quantenelektro- 
dynamik gezeigt wirdl), so verallgemeinern, dab die magnetisehen und die 
Strahlungswirkungen (Retardierung) mit besehrieben werden. Auch die 
D-Funktion der Elektronengestalt ]ieBe sieh mitfiihren, nur w~re diese 
Gestalt darm nicht relativistiseh invariant (genau wie in der klassisehen 
Theorie). 

Es hat gewisse Vorteile, nicht das groBe [P-Feld fiir die Materie und nicht 

das Landau-Peierls-Feld fiir die Liehtquan~en, sondern E, H (nicht vertauseh- 
bar !) und den Konfigurationsraum der X (s) fiir die Materie zu verwenden, weil 
diese GrSl3en es sind, die sich in Grenzfi~llen klassisch verhalten. Fiir punkt- 
fSrmige Teilehen gibt es dann eine Eigensehaft der Gleiehungen, die als 

1) Vgl. hierzu den eingangs erw~hnten, in Druck befindlichen Artikel des 
Verfassers im Handbuch der Physik. 
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relativistische Invarianz betrachtet werden kann und die (ohne Benutzung 
des grol]en ~J-Feldes) bewiesen werden kann. Auch abgesehen yon der 
Selbstenergiefrage schein~ mir die Theorie abet nicht befriedigend zu sein: 
nicht wegen einer Fernwirkungsannahme, die nach meiner Meinung nicht 
mehr besteht, sondern wegen der merkwfirdigen Auszeichnung des Raumes 
vor der Zeit, die zum Ausdruck kommt in der Benutzung des einen t far die 
Zeit start der Verwendung yon Par~ikelzeiten t Cs) neben der Aufpunktszeit t, 
die erst die Theorie mehr symmetrisch machen wiirde. 

Es ist andererseits wahrscheinlich, dab die Selbstenergiefrage nur 
dutch eine Modifikation des jetzigen l~aum-Zeitbegriffes eine befriedigende 
LSsung wird finden kSnnen. Eine solche Modifikation wi~rde auch die 
Begriffe ,,Nahewirkung" und ,,Fernwirkung" umgestalten massen, da diese 
ja wesentlich den gewShnlichen :Raum-Zeit-Begriff voraussetzen. 

Z~r~ch, Physikalisches Institut der Eidgen. Technischen Hochschule. 


